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RESUMO

Este trabalho apresenta uma abordagem introdutoéria ao estudo do calculo fracionério.
Inicialmente, foram apresentadas importantes fungoes no estudo do célculo fracionario,
tais como: a funcao Gama e a de Mittag-Leffler de um e dois parametros, suas defini¢oes e
algumas de suas propriedades. Foram exploradas, também, a transformada de Laplace
na versao classica e fracionaria, objetivando a sua aplicabilidade na abordagem de uma
classe de equacoes diferenciais fracionarias. Em seguida, foram apresentadas a solucao
classica e proposta uma solucao fracionaria para a equacao diferencial que modela a
lei do resfriamento de Newton. Para a solucao classica, foi usada como ferramenta, a
transformada de Laplace classica e para a versao fracionaria, foram usadas as fungoes
de Mittag-Lefller e a versao fracionaria da transformada de Laplace. Finalmente, foram

apresentados algumas ilustragoes graficas, referentes a cada solugao proposta.

Palavras-chave: Célculo Fracionario, Lei do Resfriamento de Newton, Funcao Gama,

Funcao de Mittag-Leffler, Transformada de Laplace.



ABSTRACT

This paper presents an introductory approach to the study of fractional calculus. Initially,
important functions in the study of fractional calculus were presented, such as: the Gamma
function and the Mittag-Leffler function of one and two parameters, their definitions and
some of their properties. The Laplace transform in the classical and fractional versions
were also explored, aiming at its applicability in the approach of a class of fractional
differential equations. Then, the classical solution was presented and a fractional solution
for the differential equation that models Newton’s law of cooling were proposed. For the
classical solution, the classical Laplace transform was used as a tool, and for the fractional
version, the Mittag-Leffler functions and the fractional version of the Laplace transform
were used. Finally, some graphic illustrations were presented, referring to each proposed

solution.

Keywords: Fractional Calculus, Newton’s Law of Cooling, Gamma Function , Mittag-

Leffler Function, Laplace Transform.
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INTRODUCAO

Desde que o ser humano comecou a investigar os fendmenos naturais e a tentar
compreender o meio em que esta inserido, a modelagem matematica é uma das ferramentas
de estudo usada na busca pela compreensao do universo por parte do homem. A ideia é
desenvolver ferramentas para investigacao do fendmeno analisado, de modo que possa ser

possivel estabelecer resultados capazes de analisar e descrever o estudo em pauta (TTEPPO;

GRUZZO, 2018).

A modelagem matematica trata de técnicas matemadticas para retratar, antecipar
ou compreender fendmenos que englobam todo o cosmo. E um método extensivamente

presente em diversas areas de estudo tais como: Fisica, Economia, Biologia, Engenharia e

demais ciéncias (CHAVES; SANTO, 2008).

Vale destacar que o ser humano sempre valeu-se dos modelos matematicos, tanto
para inter-relacionar-se com seus semelhantes como para planejar uma acao. Desta forma,
a modelagem, arte de moldar, ¢ um método que ergue-se da propria razao e complementa
nossa vida como aspecto de constituigdo e compreensao do conhecimento (BIEMBENGUT;
HEIN, 2000).

Um modelo matematico, abrange inimeras variaveis que necessitam ser quantifi-
cadas e qualificadas de forma que, por diagramas, desenhos, tabelas, graficos, softwares
ou equagoes, se tenha uma solugao plausivel que possibilite a compreensao da veracidade
do estudo e a formagao de conclusées e interpretagdes importantes. (RODRIGUES et al.,

2019).

A lei do resfriamento de Newton é um modelo classico de equacao diferencial
ordinaria voltado para resolver problemas referentes a variagdo de temperatura. O referido
modelo baseia-se em um fenomeno fisico e é utilizada para o estudo de fenémenos como a
alteragao de temperatura de uma elementar xicara de café no decorrer de seu resfriamento
ou na dissolucao de uma bola de sorvete, ou ainda no processo de resfriamento de um bolo,
entre outros fenémenos (ALITOLEF, 2011).

Segundo Duarte (2019), baseado nos estudos de Silva (2014), um objeto com
temperatura 1" que ndo possui nenhuma fonte de calor em seu interior, quando abandonado
no meio ambiente, sua temperatura tende a convergir para a temperatura 7,,, das imediagoes

a qual foi inserido.

Para descrever a equacao diferencial que rege este problema deve-se tomar algumas
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hipéteses que segundo Figueiredo e Neves (1979) sao:

o A temperatura 7' = T'(t) dependente do tempo e de ser considerada a mesma em

todos os pontos do objeto analisado;

e A temperatura T,, do meio ambiente é constante, se comportando ao decorrer do

tempo da mesma forma em todas as imediagoes;

e O fluxo de calor por meio das paredes do objeto é proporcional a diferenca entre as

temperaturas do objeto e do meio ambiente.

Tomando como validas tais hipéteses e fundamentado-se nas ideias de Zill e Cullen
(2001) e Lustosa (2017), a lei do resfriamento de Newton pode ser enunciada como segue:
a taxa de variagao de temperatura 7'(t) de um corpo em resfriamento é proporcional a

diferenga entre a temperatura do corpo (T') e a temperatura ambiente T),, isto é,

ar
— =k(T-T, 1

=k Ty, )
em que k é uma constante de proporcionalidade. Percebe-se que k£ < 0, pois por hipotese,

o corpo esta resfriando.

O calculo fracionario é uma das areas da matematica que estuda os conceitos
de derivada e integral de ordem arbitraria. Para Sant’anna (2009) baseado nos estudos
de Oldham e Spanier (1974) e Miller e Ross (1993), por mais que seja um tema pouco
abordado diariamente, esta area de estudo nao ¢ algo atual. Provavelmente, o marco
primordial do calculo fracionario remete o ano de 1695, (época do desenvolvimento das
ideias fundamentais do célculo, autonomamente, por Newton e Leibniz) com uma carta de

L’Hospital para Leibniz, em que o mesmo era interrogado a respeito da expressao

/(). (2)

1
dx2

A explicagao de Leibniz ao seu amigo, acrescentando a contribuicao de diversos
brilhantes matematicos como Euler, Lagrange, Laplace, Fourier, Abel, Heaviside, Liouville,
entre outros, trouxeram as primeiras noc¢oes de derivadas e integrais de ordem nao inteiras,
que ao fim do século XIX, devido inicialmente as defini¢coes dadas por Riemann-Liouville,
Weyl, Grinwald-Letnikov, aparentavam estar completas (CAMARGO, 2009).

Para Sant’anna (2009), nos vigentes 200 anos, muitas notagoes de integrais e
derivadas fracionarias foram elucidadas como conceitos importantes. Entre eles pode-se

citar as defini¢oes de Fourier, Caputo, Riemann—Liouville, Weyl, Grinwald-Letnikov.
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Nas tltimas décadas, diversos pesquisadores apresentaram seus conceitos singulares
para a expressao d"/dz™ para n nao necessariamente inteiro e positivo. Desta forma, temos
diversas definigdes de derivada de ordem nao inteira, assim, chamada em muitas literaturas
como derivada de ordem fracionaria, mesmo que a ordem n nao seja um ntmero racional.
Evidentemente algumas notagoes apresentaram ser mais uteis do que outras em virtude

de algumas propriedades (TIEPPO; GRUZZO, 2018).

Em suas pesquisas Camargo (2009) com base nas defini¢oes introduzidas por
Caputo e Griinwald-Letnikov, e estudos desenvolvidos por inimeros autores, percebe-se
que a modelagem desenvolvida a partir do célculo fracionario proporciona em certos casos
uma descricdo mais robusta de determinados fendmenos naturais, quando comparados
a modelos classicos. Isso se deve ao fato de o operador fracionario apresentar "efeito de
memoéria'. Tal efeito é carregado pelo parametro fraciondrio introduzido nos referidos

operadores.

Em meio as inimeras aplicagoes do calculo fracionario, podemos salientar a
insercao de meméria em um modelo classico, isto é, alterar um sistema dado por equagoes
diferenciais ordinarias, com o proposito de aprimorar o mesmo. Introduzir memoéria em
um sistema, significa tornar o mesmo com maior potencialidade para a interpretacao de
certos fend6menos naturais (LOPES, 2019).

Neste sentido, o trabalho objetiva abordar inicialmente alguns conceitos basicos
do célculo fracionario e, por fim, aplica-los em um estudo referente a lei do resfriamento

de Newton.

A partir disso, pautamos esse estudo em definir a funcao gama e as funcoes de
Mittag-Leffler de um e dois parametros, definir a Transformada de Laplace, citar algumas
de suas propriedades e apresentar solugoes para lei do resfriamento, usando calculo cléssico,

como também o célculo fracionario.

Assim, um dos pressupostos do trabalho é apresentar um modelo para a lei do
resfriamento de Newton, utilizando conceitos de célculo fracionario, visando mostrar
uma possivel solugao analitica para tal modelo. E, em seguida, comparar as curvas de
resfriamento obtidas no modelo fracionario com as respectivas curvas apresentadas pelo

modelo cléassico.

Para obter tal modelo, incorporou-se o pardmetro o a Equagao (1), obtendo assim,
a equacao diferencial fracionaria linear nao homogénea de ordem «:
dT

= k(T = T), 3)
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com 0<a<l.

Para buscar a solu¢ao analitica do problema, é usada a derivada de Caputo e a

condi¢do de contorno 7'(0) = Ty (LUSTOSA, 2022).

Vale salientar que sera mantida a condicao de contorno do problema cléssico,

visando ndo alterar sua natureza fisica. E deste fato que vem a escolha da derivada de
Caputo (LUSTOSA, 2022).
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1 CONCEITOS BASICOS DE CALCULO FRACIONARIO

Neste capitulo sera abordado alguns conceitos basicos do célculo fracionario, dando

énfase aos topicos utilizados para obter uma possivel solu¢ao para a Equagao (3).

1.1 FUNGCAO GAMA

Na literatura, a funcdo gama é apresentada de varias formas. Gauss, por exemplo,
apresentou por meio de um processo de limite. Carl Weierstrass o fez, empregando um
produto infinito (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015). Aqui, tal funcao sera abordada com
base em uma representacao de integral improépria, apresentada pelo matemético suico
Leonhard Euler (1707 —1783) em 1729, quando estudava movimentos harmonicos (MELO,
2021). Tal definigao é dada como segue.

Definicdo 1.1. Seja z € C com Re(z) > 0, a fungdo gama, é definida, pela integral

impropria

[(z) = /OOO t* e tat. (4)

A notagao I' foi atribuida por Legendre (1752 —1833) em 1811, e suas aplicagoes
estao idealizadas na astronomia, dindmica dos fluidos, fisica quantica, e até mesmo para
determinar o tempo entre um terremoto e outro (MELO, 2021). Ela surge com propdésito
de generalizar a nocao do fatorial de um nimero natural. Dessa maneira, definindo-se de

forma adequada, é capaz de computar o fatorial de nimeros complexos (OTTONI, 2018).

Diretamente da Defini¢ao (1.1), decorre as seguintes propriedades:

Propriedade 1.1. I'(1) =1

Demonstracao.

= e tdt
1 t
_jlggo o€ dat (5)
. —1j
= 'hm |:t :|
J—oo | e” 1o
-1
= lim {.4—6 ] =1
j—oo | el
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Propriedade 1.2. I'(z+1) = zI'(2)

Demonstracao.

F(Z_H):/O H+D) =1 —t gy

o
= / t?etdt
0

. 7oL
= llm/ t*e”"dt
7—00 J0
J
—/oo —e_tztz_ldt> (6)
0 0

1 z( —tj & —tyz—1
= lim t*(—e )0+z et dt
0

= lim (tz(—e_t)

j—o0

j—o0
0 a1
= 0+z/0 t# e tdt
=zI'(2).
m
Propriedade 1.3. I'(z+1) = 2!
Demonstrag¢io. Do resultado obtido da Propriedade (1.2), tem-se que
[(z41) =2T(2). (7)

De fato, podemos ver que se z € N,
[(z+1) =2I'(2)
=z(z—1)'(z2—1) (8)
=[z(z—1)(2—2)...1]T'(1).

Disso conclui-se que, a fun¢ao gama generaliza a funcao fatorial. O

Da Defini¢ao (1.1) também é possivel mostrar que I' (%) = /7. De fato,

oo
['(z)= /0 t* et
1 0 [e’e}
T () :/ t%—le—tdt:/ 2o tdL.
2 0 0
Fazendo a mudanca de varidvel ¢t = u? e dt = 2udu. Substituindo na Equacio (9),
]_ [e’e)
r () = 2/ (u2)*%e*“2udu
2 0

oo 2
= 2/ e " du.
0

9)

tem-se:

(10)
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Tomando h =T (%) na Equacao (10) e elevando ao quadrado, tem-se

h2 = {2/oo “2du]2 -

—4/ / “due“du.

Sem perca de generalidade, pode-se trocar u por k em qualquer uma das integrais,
obtendo

_4// = Ju.e =% dk. (12)

Dai, temos:

— 4 / / (w*+4%) gy dk. (13)

Tomando k = um = dk = udm. Dai substituindo em (13), vem

4/ / —(u*+u?m?) Jududm

(14)
= 4/ / e 4y dm.
0 0
Agora, tomando v = u? = dv = 2udu = udu = %. Assim:
2 4/ / 1+m )dvdm
2
o
/ —v(14+m*) | g,
(1 +m2 0

~ (15)

1
:2/ 7dm:>h = 2arctan(m)
0 (1+m?) 0

Por fim,

r (;) _ /A (16)

De tal resultado, pode-se determinar o valor da fun¢do gama para quaisquer

valores fracionarios que possuam denominadores 2. Segue alguns casos.
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or()-r(e)-(Q)-32F 5w

br()-r(e)-R()-INEE

Ainda da definigdo percebe-se que a funcdo gama nao esta definida para z =0. De
fato, da Propriedade (1.2) tem-se I'(z 4 1) = 2I'(z). Tomando z =0, tem-se ['(0+1) =0
= I'(1) =0, contradizendo assim a Propriedade (1.1).

I'(z+1)

z

Ainda da propriedade 1.2, tem-se que I'(z) =

I'(-1)= %?, isto é, I'(—1) depende de I'(0) que néao estd definida. Seguindo este raciocinio,

. Logo, para z = —1, tem-se

conclui-se que a funcdo gama nao esta definida para z € C, com z =m € Z tal que m <0.

Vale salientar, por exemplo, que para fragoes negativas com denominador 2, pode-se

encontrar valores da funcao gama, a partir de I (%) = /7. Observe alguns exemplos.

1)r(—1> r(-3+1) 1(

5) = _

N——

VT o (21)

)_ _i\gﬁ = 4\3/; (22)

= 1 =

2

NOl— Do N
N[ —

|

2)F<_2) :F(—_;’%Jrl) T

[\G][N]

Na verdade, a funcao gama esta definida para todo complexo C, excluindo, os

elementos z =m € Z tal que m <0.

1.1.1 Funcao Beta

A funcao beta, também chamada de integral de Euler de primeiro tipo ou fungao
Euleriana, é uma funcao essencial na resolugao de equacoes diferenciais fracionarias, pois

ajuda na simplificacao de determinadas solugoes. Sua definicao é dada como segue.

Definigao 1.2. A integral de pardmetros o >0 e [ > 0, definida por

1
B(a,ﬁ):/ﬂ 20711 = )P 1, (23)
Se a>1e >1 aintegral é propria, porém se 0 < a <1 ou 0 < 3 <1 esta integral é

imprépria convergente.

A fungao beta esta associada com a fung¢ao gama como segue

B(a,5) — TETE)

Ila+p)" (24)

Demonstragio. Ver (LOPES, 2019). O
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1.2 FUNCOES DE MITTAG-LEFFLER

H&4 mais de um século Mittag-Leffler apresentou uma funcao, que atualmente
recebe o nome de funcao de Mittag-Leffler, em sua homenagem. Seu principal objetivo com
tal feito foi a generalizacao da funcao exponencial. Fato que se apresenta como aplicacao

direta para obtencao de solugoes de equagoes diferenciais com ordem néao inteira.

Sera apresentado neste capitulo a funcao de Mittag-Leffler com pardmetros um e

dois e algumas de suas propriedades.

1.3 FUNCAO DE MITTAG-LEFFLER DE UM PARAMETRO

Definicdo 1.3. Seja a € C um pardmetro tal que Re(a) > 0. Define-se a funcao de
Mittag-Leffler de um parametro por

Bu9)= > rron iy 2

Note que F,(z) é uma func¢ao complexa. Ela foi introduzida pelo matematico

sueco Gosta Mittag-Leffler em 1903 (CONTHARTEZE, 2014).

E facil perceber que para a = 1,

oo Zw 9] Z’LU

E1(2)22m22

w=0 w=0

(26)

w!’

que é a expansao da fun¢ao exponencial em uma série de poténcias.

1.4 FUNCAO DE MITTAG-LEFFLER DE DOIS PARAMETROS

Por meados de 1905, Wiman estudando as fung¢des de Mittag-Leffler, sugeriu
uma generalizagao, que hoje é chamada de fungao de Mittag-LefHler de dois parametros
(TEODORQO, 2014). Sua defini¢ao é dada a seguir.

Definicao 1.4. Seja o, € C com Re(a) >0 e Re(5) > 0. A fungdo de Mittag-Leffler de

parametros a e [ é definida por

Eanp(z wz:o I'(aw + ﬁ) 27)

Note que essa funcao generaliza a funcdo de Mittag-Leffler de um parametro, pois

elas coincidem quando 8 = 1. Isto é, pela Equagao (25), temos:

Eo1(2) = Eo(2). (28)



Tomando z = —At, com t € R e —\ € C nas equagoes (25) e (28), obtém-se

o (=AY

—A) wE:oF (cw+1)
(§
gy N (A
Eouﬁ( )‘t )_wE::OF(OZw‘f‘ﬂ)
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(29)

(30)

Sao apresentadas a seguir algumas das propriedades das fun¢oes de Mittag-LefHer.

Propriedade 1.4. E,(0) = 1.

Demonstragio. Expandindo (29), obtém-se:

(=At)0 (=Xt (—At@)2 (—At2)3
I'(0+1) TI(a+1) T'(2a+1) T'(Ba+1)
(M) (A (M)
I'a+1) T'(2a+1) TI'(Ba+1)

Eo(—\%) = T

=14+ 4.

como t € R, pode-se tomar t =0 em (31) de onde obtém-se

Ea(0) = 1.

Propriedade 1.5. Seja z e a complexos, com Re(a) >0, entdo:

2Eq,041(2) = Eqa(2) — 1

Demonstragio. Da equagao (27) com = a+ 1, pode-se escrever

00 LW 1 X2 Zw+1
E,, e D D ——
mat1 IUZOF(aw-i—a—l—l) legOF(aw+oz+1)
IR N 22 N 23 N
2| D(a+1) TQRa+1) T'(Ba+l)
S I Lz
Sz L(a+1) T(2a+1) T(Ba+1)
1] e 2 1
= —|-1 — | =Z[-1+E.(2)].
z | +wz::0F(aw+1)] z[ + Ea(2)]

Portanto,

+ )]

(33)
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1.5 TRANSFORMADA DE LAPLACE

A transformada de Laplace é uma das ferramentas fundamentais para a solucao
de equacoes diferenciais lineares. A denominacao é uma homenagem ao matematico,
astronomo e fisico Pierre Simon Marquis de Laplace (1749 — 1827), nascido na Franca,
filho de Marie Anne Sochon e Pierre Laplace. Tal transformada é um operador integral
sob uma funcao f que usualmente tem dominio variando no tempo. Desta forma pode-se

definir como segue.

Definig¢ao 1.5. Seja f: (—o00,00) — R uma funcao. A transformada de Laplace bilateral
de f, é definida por

oo
LW =Fls)= [ e an, (34)
—00
em que s € C, isto é, s =a+1ip com a,p € R (BONI, 2017).

Defini¢ao 1.6. Seja f:[0,00) — R uma funcao. A transformada de Laplace unilateral
de f é dada por
o
LW =F(s)= [ e f(yat (35)

para os valores de s > 0 nos quais a integral converge.

Deste modo, se a integral imprépria (35) converge, o resultado é uma fungao em

s. Podemos definir s € R ou s € C, dependendo da contextualizacao do problema em que
sera utilizado (LUSTOSA, 2017).

A transformada de Laplace L[f ()] de uma fungao f é uma funcdo variavel em s.

Usamos a letra maitscula para a transformada e a mintscula para a fun¢do. Dai: L[f(t)]

= F(s), L[A(t)] = H(s); Llw(t)] =W (s).
A integral imprépria (35), é quivalente a

F(s) = lim je_Stf(t)dt, (36)

7J—=00J0

contanto que esse limite exista e seja finito.

A seguir serdao apresentados alguns exemplos do calculo da transformada de

Laplace para fungoes basicas.

Exemplo 1. Seja £(t) =1.

Demonstracao.

% y
£(1) = /0 estdt = lim [~ e~*tdt. (37)
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Tomando u = —st = du = —sdt. Fazendo a substitui¢ao na Equagao (37) tem-se:

' — — J
L£(1) = lim Oj e [du] = lim [16“}

j—00 S

0 J—00

Como s > 0, conclui-se que

-1 1
lim {e_sj + ] =-.
joool s s s
O
Exemplo 2. Mostrar que L(t) = s%
Demonstracao. Tem-se que
©.9]
- /0 te~5tdt. (38)
Tomando, u =1t e dv = e *'dt, obtém-se du =dt e v = —%B_St. Substituindo na Equagao

(38), obtém-se

—t _g|>®  eor-1 —te™ 5 1 o 11 1
L(t)=—e —/ {eﬂ dt = ¢ j°°+f/ ettt =0+~ ==, s>0.
S 0 0 S S 0 s Jo s's  §2
0
Exemplo 3. Sendo L[tF] = S,ﬁl.
Demonstragdo. Seja
k > k J k
Fi(s) = L[tF](s) = / estkdr = lim [~ ek, (39)
0 J—00J0
Tomando u=t* = du=kt* ' e dv=e"5dt = v= (39),

tem-se que

Jim. Oje—stt’“dt:K_es ! ) ( ) tk_ldt]
:< )‘ +/ ( S)k:t’*‘ Lat (40)

_k 0 st (k—1)
= /0 e 't dt.

S

Perceba que
o sty(k—1)
/0 e F =Dt = B, (s), (41)
é a transformada da funcio fi,_;(t) = t*~1. Dai pode-se escrever

Fi(s) = IZFk1<3)- (42)
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Deste modo, tem-se por recorréncia, que

Fk,(s):]:Fk_l(s) kk_le 2(s) = f]iFo(s). (43)

s S

Porém, Fy(s) é a transformada do caso k = 0, isto é, para o caso da fungao

constante f(t) =1, calculada no Exemplo (1). Assim, conclui-se que

kE!'l k!

k:(s) Sk Sk'H (44)

]

1.6 ALGUMAS PROPRIEDADES DA TRANSFORMADA DE LAPLACE.

Propriedade 1.6. A Transformada de Laplace € um operador linear.

Demonstragio. Sejam f e g fungoes definidas em [0,00) e g, ag constantes reais. Da
Definigao (1.6) tem-se

Lloaf (1) +azg(®)] = [ e~far f(t) + azg(t)]d
:al/o e S () dt + ag /OOO e Stg(t)dt

— a1 L[f(1)] + a2 L]g(t))]
= a1 F(s) + a2G(s),

0 que prova o resultado. O

Propriedade 1.7. Seja f uma funcao derivdvel. Entao

LIf'(t)] = sF(s) = £(0) (45)

Demonstragio. Por definicao,

Tomando u = e~ % = du=—se %' e dv= f'(t) = v = f(t). Dai,

L1 = e @] s [ e e

— — J(0) + SLLF(D)
— sF(s) - f(0).
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Teorema 1.6.1. (Transformadas de derivadas - Caso Inteiro). Sejam f(t), f'(t), ...
fPL(t) continuas em [0,00) e de ordem exponencial. Sendo f™)(t) continua por parte em

[0,00), entdo
LIF(0)] = " F(s) L F(0) =2 (0) =~ 20, (46
em que F(s)=L[f(t)].

Demonstra¢io. A demonstragao serd feita usando o principio da indugao finita (PIF). O

caso n =1 é mostrado na Propriedade (1.7).
Considere que a sentenca seja verdadeira para n =k > 1, isto é
LI @) = F(5) = s 1(0) = 5672 £1(0) = 579 £(0) = — D o),
Para n =k +1, pode-se escrever
LD ()] = /OOO o5t pHD) (1) g

=[e7t M ()] ‘ZO +s /OOO et ) ()t

= —fW(0)+sL[f* (1))

= s[sF(5) = s 1(0) = 72 (0) 479 £1(0) - — 7D 0)) — 9 o)

= sEHF(s5) =50 £(0) = s £1(0) = sE72 £1(0) = - = s FED(0) = £0(0).
Portanto, o resultado segue. O]

Teorema 1.6.2. (Transformada de Laplace Inversa). Seja s = o +it com 0,7 € R, o
parametro da transformada de Laplace. A representagdo integral para a transformada de

Laplace inversa, denotada por L~1[F(s)], no plano complezo, é dada por
1 1 o+iT
fla)=L7YF(s)] = — lim / 5T F(s)ds. (47)

21y T=00 Jo—ir

em que Re(s) = 0 >0 e todas as singularidades da fung¢io F(s) estao a esquerda da linha
reta Re(s) = o no plano complezo (LUSTOSA, 2022).

Demonstra¢io. Ver (DEBNATH; BHATTA, 2006). O

1.7 DERIVADA E INTEGRAL FRACIONARIA

A derivada fracionaria é facultada em termos da integral fracionédria. Tendo em
vista que existe um nimero crescente de formulagoes envolvendo a derivada fracionaria, é

pertinente um critério que um operador deve satisfazer para que esse possa ser chamado

de derivada fracionaria (TEODORO; OLIVEIRA, 2017).
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Sera definido inicialmente a integral fracionaria de Riemann-Liouville e, em seguida,

a derivada de Caputo.

1.7.1 Integral de Riemann-Liouville

Definicao 1.7. Sejam x € R e v € C com Re(v) > 0. A integral fracionaria de Riemann-
Liouville de ordem v, atuando numa funcao f € LP[a,b], 1 < p < 400, —00 < a < b < +o0,
para x € [a,b] é definida por

I'(v)

com z > a, ['(-) uma funcio gama e JOf(z) = f(x).

Tf(a) = o [T = 07 () de, (15)

E significativo observar que a integral de Riemann-Liouville é determinada pela

classe de fungoes nas quais o operador atua, bem como pelo respectivo intervalo de

integracao (LUSTOSA, 2022).

1.7.2 Derivada de Riemann-Liouville

Definicdo 1.8. Sejam o€ (0,1),b>0e f € L([0,b]) : R™, com f*g1_o € WHL([0,0] : R").
A derivada fracionaria de Riemann-Liouville de ordem « é definida por

De = DYl = jt (F(ll—a) /Ot(t - s)_o‘f(s)ds> . (49)

Perceba que a derivada de Riemann-Liouville é uma derivada de ordem inteira de uma
integral fraciondria. Para mais detalhes ver (LOPES, 2019).

1.7.3 Derivada de Caputo

Sera apresentado aqui, a derivada formulada por Caputo. Uma caracteristica
relevante da referida formulacao reside no fato de que a derivada de Caputo de uma
constante é zero, bem como a expressao para a derivada de ordem inteira é recuperada de
forma natural (LUSTOSA, 2022). Sua defini¢ao é dada a seguir.

Definigao 1.9. Sejam x € R, Re(v) , n =14[Re(v)] com [Re(v)] a parte inteira de Re(v),
neNewv¢N. Seja f(z) € AC"[a,b]. A derivada de Caputo de ordem v, atuando na fungao
f(z) com —oo < a < b< 400 para x € [a,b] é definida por

DYf(x)=J"""D"f(x),
:F(nl_v) [w—grtonsee ng o, (50)

=D"f(x), n=wv.
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Como se pode perceber da Defini¢ao (1.9), a derivada fracionaria no sentido de
Caputo é uma integral de ordem arbitraria de uma derivada de ordem inteira (TEODORO

et al., 2017).

Teorema 1.7.1. (Transformada de Laplace da derivada de Caputo). Sejam Re(p) >0
en €N tal que n—1 <Re(u) <n. A transformada de Laplace da derivada de Caputo é
dada por

n—1

LID" f(x)] = s"L[f(x)] = 3 "' 7FfH(0). (51)

k=0
Em que s é um parametro da transformada de Laplace e

5 (0) = lim D* f(x).

z—0

a—1

Exemplo 4. Mostre que £~ {5‘*4—1] = Eu(—t%).

Solugio: Usando o Teorema (1.6.2), pode se escrever:

F0) = £7FS)) = -5 g [T e [ s ] s

2mi T Jo iz |s¥41

sa—l
s¥+1

Dividindo o numerador e denominador de [ ] por s, a transformada inversa
fica com o sequinte aspecto:

1 o+iT -1
f(t) == lim / et s

2wy 700 Jo—ir 1+ s%
1 S+iT oSt ]
=— lim — ds.
2my 70 Jo—ir 8 1+87
Perceba que podemos escrever H%, como uma série geométrica, cuja razao é
e
1 . 1
—<a, que converge pois ‘—s—a < 1. Logo,

=i [T [(—1)’f( ! ﬂds. (52)

2y TR Jo—ir S =0 @
Rearranjando os termos da Equagao (51), obtém-se

=3 (0Lt |

o—iT S Sak

o+iT 1 GSt

ds

‘ (53)
1 o+iT st
K i € _ds.

Percebe-se que

1 o+iT st
~ lim / € _ds (54)

o—IT sak+1
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é, conforme o Teorema (1.6.2) a transformada de Laplace inversa de sak% Dai, pode-se

escrever

f =3 (-1 ] (59

k=0

Multiplicando o denominador e numerador da fra¢io da Equagio (55) por I'(ak+
1), que é correspondente a (ak)!, desde que (ak) € N, chega-se ao resultado obtido no
Ezemplo (3). Logo, usando o fato que

= [WW

_ qak
e (56

e sendo I'(ak+1) uma constante em relagao a transformada de Laplace inversa, pode-se

escrever

1 [D(ak+1) 1
(-1 [ sek+l - T(ak + 1)]
1 1 [ D(ak+1)
(_1)kF(ak+1)£ ! [ SakJrl ]

(57)
1 B 00 (_ta)k

B Z(_l)kl“(ak—i—l)tak > I(ok+1)

k=0

No entanto, a dltima linha da Equagdo (57) é a expressao em série da fungdo de

Mittag-Leffler de um parametro para z = —t®. Portanto, conclui-se que f(t) = Eq(—t%).

Analogamente pode-se concluir que

L Lf:jn] — Eo(—mt®) (58)

5—1[ 57 ] = Eq(mt®). (59)
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2 LEI DO RESFRIAMENTO DE NEWTON: SOLUCAO
CLASSICA E UMA VERSAO FRACIONARIA

A lei do resfriamento de Newton afirma que a taxa de resfriamento de um corpo é

proporcional a diferenga entre a temperatura do corpo e a temperatura ambiente.

Para um corpo com temperatura inicial Tj, que se encontra em um ambiente

com temperatura T,, a taxa de variacdo de sua temperatura é descrita pela Equagao (1)

(LUSTOSA, 2017).

2.1 SOLUCAO USANDO O CALCULO USUAL

Neste caso, serd utilizada como ferramenta a transformada de Laplace, conside-
rando que o equilibrio térmico ocorra quando o corpo atinja a temperatura ambiente T,

suposta constante. Dai, pode-se escrever

dT
= kT = —kT,,.
dt mn

Aplicando a transformada de Laplace, obtém-se

r [Cg] _RL[T] = KT l(1)
ST(s) ~T(0) ~ KT(5) = KT o)
T(s)(s— k) —T(0) = —kTmi
T(s)(s— k) = —kTmi +7(0).
Tomando T(0) = Tp, vem
T(s) = Szf_Tz) + Ek_ (61)

O primeiro termo do segundo membro da Equagao (61) pode ser escrito com segue

kT, A B :A(s—k‘)—l—Bs
s(s—k:)_s+s—k s(s—k) (62)

Da Equagao (62), obtém-se o sistema

A+B=0
- (63)
—Ak =-Tyk
que resolvendo chega-se a A =1T,, e B= —T,,. Logo,

T T To
T(s) = — — ) 4
(5) s s—k+s—k (64)
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Aplicando a transformada inversa na Equagao (64), obtém-se
T(t) = Ty — Tpne™ + T,eM = Ty, + (Ty — Ty, )€™, (65)

que descreve a temperatura do corpo em um dado instante ¢.

2.2 SOLUCAO USANDO O CALCULO FRACIONARIO

Para isso vamos utilizar a transformada de derivadas fracionarias. Temos que para

m—1l<a<s<m

LIF D)) = s F(s) = > [P (0]
k=0
Da Equagao (1), tem-se que
dT
dt = C(T=Tm).
Usando a derivada de ordem a com 0 < o < 1, obtém-se
deT
=C(T—-T,,).
= C(T-Ty) (66)

Aplicando a transformada de Laplace, obtém-se

d°T
= CL[T T,
c [ = ] cL| ]

ST (s) =577 T(0) = CT(s) ~ T C (67)

(5 — OVT(s) = —CTmi +T(0)s" .

Definindo T'(0) = Tp, temos

(s*—=C)T'(s) = —CTmi +Tps !

! + 1 s
s(s@—C) Vsa—C (68)

g1 CT,,

Aplicando a transformada inversa tem-se

Sa—l

T(t)=L"" La —

] To— T L1 l@] : (69)

Para obter as transformadas inversas presentes na Equagao (69), serdo utilizadas

as fungoes de Mittag-Leffler de um e dois pardmetros conforme (25) e (27).



Inicialmente tem-se da Equagao (59) que

3 Sa—l o 00 (Ctoz)k
c 1[ ]—Ea(ct)k;w.

Perceba que

C B g 1
s(se—C) s s*—C
1
_C s
= .
s
_C 1
T s s C
s
_C 1
Tsetl o C
e
Considerando os casos em que % < 1, tem-se
= gak ¢ g2a ' g3 - 1— S%
Logo
C 1 d+ioco C
£—1 — 7/ st d
[s(so‘—C’)l o Jo—ico s(s*—C) °
1 d+ico (St 1
- 7/ 7170‘15
2mi Jo—ico sOTI1 - &
1 o+ico Cest X Ck’
271’2/6 100 $a+1 Z
k+1 /5—1—100
27TZ 0—1i00 Sa (k+1)+
Mas,
1 1 64100 st
e ] =l
seB+D+1 | 274 J5—joo s¥(R+1)+1
Assim,

C

> 1
-1 o k+1 p—1
£ [s(sa — C)] =2 0L LO‘(HUH] '

k=0
Multiplicando e dividindo por
Fla(k+1)+1],

ds.
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(71)

(72)

(73)
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tem-se

1 } Ma(k+1)+1]

oo
_ k1 p—1
_kz_:OC L La(k+1)+1 D[k +1)+1]

o [Ttk +1) +1] |
_ k+1 1
-2 L [ D | Tla(h+ D+ 1]

alce=d

Mas do Exemplo 3,

entao

Assim, para a(k+1) € N,

1 [Tla(k+1)+1] 1
L [ ga(k+1)+1 =L

a(k+1)!

a(k+1
ga(k+1)+1 = gk, (77)

Portanto

Desenvolvendo a Equagao (78), tem-se

00 (Crtoe)lﬁ-l B O« (Cta)2 (Cta)S
];)F(ak—l—a—i-l)_F(a+1)+F(2a+l) F(Ba+1)
B Ct™ (Ct*)? (Ct)3
_1+1+F( D) TEat+D) T@Eatl)
1. (Ct*)0 N Ct® N (Ct*)? (Ct*)3
B F(Oa+1) [(a+1) T'(2a+1) T'Ba+1)

RN (e L o
_Igr(akﬂ) 1= Ea(CF)

Portanto, substituindo as Equacoes (70) e (79) na Equagao (69), pode-se escrever

T(t) = Ea(Ct*)To — Tin[Ea(Ct?) — 1]

(80)
T(t)=Tm+ (To—Tm)Ea(CtY).

Perceba que se a =1
T(t) =T+ (To—Tn)E1(CY). (81)
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Mas,
(e =N (el e

E(CT)=) ——=> =e"". (82)

= I(k+1) = k!

Substituindo a Equagao (82) na Equacao (81) obtém-se
T(t) = Ty + (To — Ty ), (83)

recuperando assim, a solugao usual.

2.3 ANALISE ANALITICA E GRAFICA DE UMA SITUACAO PRO-
BLEMA

Para representar graficamente as curvas de resfriamento tanto para a solugao

classica como para a solucao fracionaria proposta, analisou-se a seguinte situacao-problema:

Problema: Considere que um determinado corpo se encontre em um ambiente
com temperatura inicial de 70°!. Em seguida, o corpo é colocado em um local, cuja
temperatura ambiente é 30°. Vinte minutos apos ser colocado em tal ambiente, verifica-se
que sua temperatura passou a ser 60°. Explicite a solugao classica e fracionaria do problema
e represente graficamente as curvas de resfriamento do corpo, usando a solugao cléssica e

a solucao fracionaria proposta.
Solucao Classica

Dos dados do problema tem-se que no instente tg = 0, a temperatura do corpo é T = 30°.
Passados t = 20min, a temperatura chega a T'= 60°. Por outro lado, tem-se também que

a temperatura ambiente T},, = 30°. Usando os referidos dados, obtém-se

T(t) = 304 (70 — 30)e”"
T(t) = 30+40- L.

Usando o fato que T'(20) = 60°, pode-se chegar ao valor de C', como segue.

60 = 30 +40 - e20C¢ = 40.¢20¢ = 30

3
=20C =In (i) =(C= ln2(04)

C=—-0,0143.

Portanto,
T(t) = 30+ 40e~0143¢, (84)

1 o — Nio foi adotado nem uma unidade padrdo de medida para a grandeza da temperatura para nao

adentrarmos em conceitos fisicos adotados pelo sistema internacional de medidas.
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Plotando a Solucao (84) no Matlab, obtém-se a curva dada no grafico da Figura (2.1).

Temperatura

40 Il Il 1 Il Il Il Il 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Tempo
Figura 2.1 — Curva de Resfriamento Solugao Classica.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

Analisando o gréfico da Figura (2.1) é facil perceber o decrescimento da tem-
peratura do corpo ao decorrer do tempo. Inicialmente, tem-se uma variacao brusca da
temperatura, mas com o passar do tempo, tal variacdo vai diminuindo e a tendéncia é
atingir o equilibrio térmico, momento em que o corpo e o ambiente apresentam mesma

temperatura.

Solucao Fracionaria

Usando os dados utilizado para determinar a solucao classica, obtém-se a solugao fracionaria
como segue.
T(t)=Tmn+(To—Tn)Eqs- (CtY) (85)
T(t) =30+40E,(0,0143t%).
Percebe-se que no caso fracionario, a solucao depender do tempo ¢, depende

também do parametro a.

Plotando a Solugao (85) no Matlab e variando o pardmetro «, obtém-se as curvas

dadas no gréfico da Figura (2.2).
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Figura 2.2 — Curvas de Resfriamento Solucao Fracionaria.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

No gréfico da Figura (2.2), foram representadas as curvas da solucao fracionéria
para «=0,95,0=0,96,a=0,97 ,a=0,98 ,a=0,99 ¢ « = 1,00. Percebe-se que quando o
parametro « tende ordem inteira, as correspondentes curvas descritas por cada parametro
tendem a convergir para curva descrita pela ordem inteira. Tal fato é importante, pois é
um dos requisitos exigidos para a validade da solucao, desde que o calculo fracionario deve
generalizar o calculo classico. Vale destacar que quando « é tomado proximo da ordem
inteira significa que o modelo apresenta pouco efeito de memoria, caso abordado no grafico
da Figura (2.2). Para casos em que a é tomado bem mais préximo de zero do que da
ordem inteira, significa um modelo com maior efeito de memoria. Tal caso é representado
pelo grifico da Figura (2.3), onde sao tomados a =0,1 ,a=0,2,a0=0,3,a=0,4,a =
0,5ea=0,6.
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Figura 2.3 — Curvas de Resfriamento Solucao Fracionaria.

Fonte: Produzido pelo autor via software MATLAB.

No gréfico da Figura (2.3), a curva pontilhada representa a solugao correspondente
a ordem inteira. Algo que ainda poderia ser explorado seria o significado fisico das referidas
curvas, se é que existam. Tal fato nao sera explorado, ficando como proposta para futuros
trabalhos.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi introduzido conceitos basicos do calculo fracionario, area da
matematica que vem ganhando énfase no estudo das ciéncias nos ultimos anos. Dentre
os conceitos abordados, pode-se destacar as fungoes Gama e de Mittag-Leffler de um
e dois parametros, dando énfase e apresentando mais detalhes e demonstragoes sobre
algumas de suas propriedades. Abordou-se também a transformada de Laplace classica,
suas propriedades e sua extensao fraciondria, mais especificamente, a transformada de

Laplace da derivada de Caputo.

Em um segundo momento, os conceitos e propriedades das fungoes de Mittag-
Leffler, transformada de Laplace classica e transformada de Laplace versao fracionaria,
foram utilizados para desenvolver uma solucgao classica e também uma solucao analitica
para a versao fracionaria da equacgao diferencial que modela a chamada lei do resfriamento

de Newton.

Por fim, foi apresentada uma andlise grafica das solugoes classica e fracionaria, foi
possivel perceber que no caso fracionario, quando é tomado o parametro a — 1 (ordem
inteira), a solugdo fraciondria converge para solucao classica, fato crucial para a validade
da solucao fraciondria. A interpretacao fisica para as curvas representativas da solugao
fracionaria, caso realmente tenha algum significado fisico, fica como proposta para trabalhos

futuros.
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