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Resumo

O presente trabalho versa sobre a teoria dos sistemas dinamicos, com um olhar voltado
para a sua aplicacao em problemas envolvendo modelagem matemética. Dessa forma, no
transcorrer da referida pesquisa, sera apresentado um resumo teérico sobre esses sistemas,
mais especificamente os casos de sistemas dinamicos auténomos lineares ou nao-lineares,
de modo a descrever alguns pontos pertinentes & resolucao dos mesmos, bem como te-
cer alguns comentarios acerca da andlise qualitativa de sistemas bidimensionais. Além
disso, serao apresentados trés casos de aplicagoes de sistemas dinamicos autdénomos, que
sao: problema de mistura, modelo presa-predador de Lokta-Volterra e péndulo livre com
amortecimento. Portanto, esse estudo busca apresentar algumas aplicacoes de sistemas
dindmicos auténomos de uma maneira mais detalhada, descrevendo o passo a passo da

sua resolucao.

Palavras-Chave: Sistemas Dinamicos. Problema de Mistura. Modelo Presa-Predador

de Lokta-Volterra. Péndulo Livre com Amortecimento.



Abstract

The present work deals with the theory of dynamical systems, with a view aimed at its
application in problems involving mathematical modeling. Thus, in the course of this
research, a theoretical summary will be presented on these systems, more specifically
the cases of linear or non-linear autonomous dynamic systems, in order to describe some
points pertinent to their resolution, as well as to make some comments about qualitative
analysis of two-dimensional systems. In addition, three cases of autonomous dynamic
systems applications will be presented, which are: mixing problem, Model Prey-Predator
of Lokta-Volterra and free pendulum with damping. Therefore, this study seeks to present
some applications of autonomous dynamic systems in a more detailed way, describing the

step by step of its resolution.

Keywords: Dynamic Systems. Mixing problem. Model Prey-Predator of Lokta-Volterra.

Free Pendulum with Damping.
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Introducao

O presente trabalho abordard a tematica dos Sistemas Dinamicos Autoénomos,
tendo como foco principal apresentar algumas aplicacoes dessa teoria na resolugao de
problemas que envolvem Equagoes Diferenciais. Dessa forma, para que possamos com-
preender como aplicar essa teoria em problemas, nos ateremos neste trabalho a descrever
de forma sistematica os procedimentos necessarios a resolucao das seguintes aplicacoes:
problemas de mistura, modelo presa-predador de Lokta-Volterra e péndulo livre com
amortecimento.

De modo geral, define-se sistemas dinamicos como sendo aqueles caracterizados por
estados que variam ao longo do tempo. Esses sistemas sao representados matematicamente
por fung¢oes que dependem da varidvel tempo (t), quer seja implicita ou explicitamente,
assim, podemos mencionar que os mais usuais sao os sistemas de equacoes diferenciais.
Os sistemas dinamicos podem ser caracterizados a partir dos seguintes aspectos: lineares
ou nao-lineares, auténomos ou nao-auténomos, conservativos ou dissipativos, determinis-
ticos ou probabilisticos, com retardo ou sem retardo. Tais sistemas sao compostos pelas
combinagoes dessas caracteristicas, e os mesmos podem ser empregados nos mais variados
problemas envolvendo modelagem matematica (AGUIAR, 2015).

Todavia, neste estudo abordaremos apenas os casos de sistemas dinamicos auto-
nomos lineares ou nao-lineares. Dessa forma, quando estivermos tratando de casos de
sistemas autdénomos nao-lineares perceberemos que tais sistemas, na maioria das vezes,
nao possuem solucao ou a mesma podera ser de dificil obtencao. No entanto, veremos
que, por meio de uma analise qualitativa e utilizando um procedimento de linearizacao, é

possivel determinar o comportamento de sistemas desse tipo.

Objetivos
Objetivo Geral

e Resolver alguns problemas cuja modelagem matematica resulta num sistema dina-

mico autéonomo.



Objetivos Especificos

e Descrever de forma resumida a teoria basica que rege os sistemas dinamicos auto-

nomos lineares e nao-lineares;
e Apresentar exemplos de aplicagoes de sistemas dindmicos de maneira detalhada;

e Observar o comportamento dessas aplicagoes de acordo com a evolugao do tempo.
Metodologia

No tocante aos procedimentos metodolégicos empregados na construcao desta pes-
quisa, vale ressaltar que a mesma foi fruto de uma revisao bibliografica fundamentada
a partir de estudos de especialistas no campo das equacgoes diferenciais ordinarias. Por
possuir um carater qualitativo, a referida pesquisa primou pela selecao de informacoes
que viessem a corroborar de maneira concisa com aquilo que estava sendo tratado.

Para isso, o estudo teve como aporte tebrico as contribuigoes de autores como:
Bassanezi (1988); Boyce e DiPrima (2012); Figueiredo e Neves (2015); Nagle, Saff e Snider
(2012); Sotomayor (2011) entre outros. Vale ressaltar que, as aplicagoes trabalhadas
nesta pesquisa, foram adaptadas dos livros: Equagoes Diferenciais com Aplicagoes em
Modelagem (ZILL, 2011) e Introdugéo aos Sistemas Dinamicos: Uma Abordagem Pratica
com Maxima (VILLATE, 2007), de modo que as mesmas foram selecionadas de maneira
conveniente a teméatica abordada.

No que tange a parte do estudo dedicada & descri¢ao da teoria basica sobre sistemas
dindmicos auténomos lineares e nao-lineares, a mesma construida a partir de uma analise
minuciosa desta teoria, buscou evidenciar aquilo de mais importante apresentado nos
livros utilizados acerca dessa tematica de uma maneira mais detalhada e simplificada. Ja
nos casos das aplicagoes abordadas no decorrer da pesquisa, o intuito foi o de mostrar
algumas situagoes nas quais essa teoria pode ser aplicada, bem como descrever o percurso
da resolucao ou da analise qualitativa das mesmas. Por fim, procuramos analisar ao final
de cada aplicagao o comportamento desses sistemas, por meio da observagao dos graficos
e retratos de fase construidos a partir das solugoes dos sistemas.

Assim sendo, o referido trabalho encontra-se esquematizado da seguinte forma: No

primeiro momento, serd apresentada a parte tedrica que descreve os sistemas dinamicos



autonomos lineares e nao-lineares, além de alguns resultados acerca da anélise qualitativa
de sistemas dinamicos bidimensionais; No segundo momento, serao apresentadas algumas
aplicagoes desses sistemas, buscando detalhar o maximo possivel os procedimentos empre-
gados na resolucao e interpretagao das mesmas, e por fim teceremos algumas consideragoes

acerca do estudo desenvolvido.



1. Teoria Basica dos Sistemas Dinamicos

Autdénomos

Neste capitulo iremos apresentar um resumo da teoria que envolve os sistemas di-
ndmicos autonomos, dando maior destaque aos casos dos sistemas lineares. Dessa forma,
vejamos a seguir algumas defini¢oes e teoremas pertinentes a temética em questao, onde
as demonstragdes ou sugestoes para provar os mesmos podem ser encontradas nos li-
vros: Equagoes Diferenciais Elementares e problemas de valores de contorno (BOYCE
e DIPRIMA, 2012), Equacoes Diferenciais (NAGLE; SAFF e SNIDER, 2012), Equagoes
Diferenciais Ordinarias com Aplicagoes (BASSANEZI; FERREIRA, 1988), Resolucao de
Sistemas Lineares de EDOs de Primeira Ordem por meio de Autovalores e Autovetores
(DUARTE, 2017) e Equagoes Diferenciais Aplicadas (FIGUEIREDO; NEVES, 2015).

Vale evidenciar que como o foco principal do trabalho é apresentar aplicagoes da te-
oria dos sistemas dinamicos, deixaremos a cargo do leitor a verificagao das demonstracoes

dos teoremas aqui elencados.

1.1.Sistemas Dinamicos Auténomos Lineares

Consideremos o seguinte sistema formado por n-equagoes diferenciais ordinérias

lineares de primeira ordem

4

l’ll — all(t)xl -+ alg(t)l‘g + -+ aln(t)xn + 5 (t)
55/2 = a9 (t)xl + azz(t)l"g + 4 azn(t)xn + gQ(t)

x, = apn(t)zy + ape(t)xe + -+ + app(t)x, + gn(t)

onde a;; sdo coeficientes constantes e g(t) as fungoes independentes. Observe que podemos

reescrevé-lo em termos matriciais, da seguinte forma:
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o | [ an® an®) o a | [ o] [ e

d | %2 agi(t) ag(t) --- agn(t) T2 92(t)

% = ) ) ) + ] (1.2)
| Tn | i an1(t) ana(t) -+ ann(t) 1 [ *n ] i gn(t) i

Logo, temos que ([1.2)) pode ser escrito como

X' = A)X +g(t). (1.3)

Definigao 1.1. Um sistema de EDOs lineares de primeira ordem é denominado dind-
mico autonomo, quando as funcoes a;;(t) e g(t) ndo dependem explicitamente da variavel

(tempo) t.

Contudo, neste trabalho iremos tratar somente dos casos em que as fungoes in-
dependentes ¢(t) do sistema (1.2)) sdo identicamente nulas, isto é, o caso de sistemas

homogéneos. Assim, temos a seguinte notacao para tais sistemas

’

X' = AX. (1.4)

Segundo Zill e Cullen (2001, p. 66) a forma basica de uma solugdo X; de um

sistema linear de EDOs de primeira ordem ¢é

01
V2
X = eM = Ve, (1.5)
Un
onde V é um autovetor composto por constantes {vy, v, -+ - , v, } associado a um autovalor

A, proveniente da equagao caracteristica do sistema ([1.4)).
Para ver isso, suponha que ((1.5)) seja uma solugao do sistema ((1.4). Entao temos

que

X' = Vet (1.6)

e substituindo (1.5 e (1.6 no sistema ({1.4)), teremos
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Vel = AVeM

donde
AV =)V (1.7)

resultando em

(A — AV = 0. (1.8)

Logo, temos que para obtermos solugoes nao-triviais de (1.8)), é necessario que

det(A — AT) = 0. (1.9)

Calculando o determinante de , obtemos uma equacao na variavel A, chamada
de equagao caracteristica, cujas solugoes {A1, Ao, - -+ , A\, } s@o os chamados autovalores da
matriz A. Assim sendo, X = Ve sera uma solucao de se, e somente se, A for um
autovalor de A e V um autovetor de A associado a \.

Definicao 1.2. Denomina-se conjunto fundamental de solucoes, o conjunto formado pe-
las solugoes linearmente independentes {Xi, Xy, -+ ,X,,} com n € N, de um sistema

dindmico linear de EDOs de primeira ordem da forma (|1.4)).

Teorema 1.1. Seja {1, Ao, -+, \n} um congunto formado por n autovalores reais distin-

tos da matriz de coeficientes A, v, de um sistema dindmico, e seja
{V17 V27'” ) Vn}

o conjunto de autovetores correspondentes. FEntao, uma solu¢ao geral para o sistema

X = AX no intervalo (—oo,00) serd da forma

X(t) = ey VieMt + ey Vot - ¢, Vet
Demonstragao. Ver (BOYCE; DIPRIMA, 2012). [
Definigao 1.3. Sejam {X;, Xy, -+, X,,} solugdes L.I do sistema X' = AX formado por

n-equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem. Podemos construir uma matriz
fundamental de solugoes, na qual cada coluna da matriz corresponderd a uma solucao do
sistema. Dessa maneira, uma matriz fundamental é uma solugao geral que ira satisfazer

um dado sistema em um intervalo 1.

Teorema 1.2. Seja ®(t) uma matriz fundamental de um sistema dindmico linear em um

intervalo I. Entio ®1(t) existe para todo valor de t no intervalo I.
Demonstra¢ao. Ver (NAGLE; SAFF; SNIDER, 2012). [

Observacao 1.1. Denomina-se matriz especial, denotada por W(t), a matriz fundamental

formada pelas solugoes de um sistema de valores iniciais #y em um intervalo I.
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1.1.1.Autovalores Complexos

Um ponto a ser mencionado de modo especial, no que diz respeito a resolucao de
sistemas lineares nos quais os coeficientes da matriz que os representa sao constantes reais,
é o fato de podermos obter solugoes complexas a partir dessa matriz, isto é autovalores
complexos.

Quando resolvemos problemas envolvendo autovalores complexos, naturalmente
podemos esperar que os autovetores associados a esses autovalores possuam valores com-
plexos. Porém, como na maioria dos casos estamos interessados em obter solucoes reais,
existe um método através do qual é possivel obter uma solucao real a partir de uma so-
lucao complexa de um sistema dindmico linear, fazendo para isso o uso da formula de

Fuler. Entao, para uma solucao X; complexa, temos o seguinte
X; = (a + bi)e®P+re)t = (q 4 bi)ePte?™,

onde (a + bi) ¢ um autovetor complexo associado ao autovalor complexo (p + ¢i), com
a,b,p,q € R.

Assim, pela féormula de Euler
e = cos qt + i sen qt,
temos que
X; = (a+ bi)eP'(cos gt + i sen qt) = (acosqt — b sen gt)e* + i(bcos gt + a sen gt)et*
X; = u(t) +iv(t),

onde u(t) e v(t) serao vetores que representam solugoes reais de um sistema dindmico
linear, ou seja, para cada solucao complexa X; de um sistema, ¢ possivel encontrar duas
solugoes reais a partir da parte real e imaginaria de uma solugao complexa, respectiva-
mente.

Vale ressaltar que, como as solugdes complexas sempre apresentam-se em pares
conjugados, basta utilizar apenas uma das solu¢oes complexas para se encontrar as duas

solugoes reais do sistema.
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1.1.2.Autovalores com Multiplicidade Algébrica maior

que 1

Como podemos notar, até o presente momento nos atentamos de modo especial na
resolucao de sistemas dinamicos lineares de EDOs de primeira ordem, nos quais estamos
interessados em obter uma solucao geral formada por autovetores linearmente indepen-
dentes (L.I) associados aos autovalores. No entanto, existem casos de sistemas em que
nao é possivel obter essa soluc¢ao de modo direto, devido ao tipo de relagao existente entre
as multiplicidades dos autovalores e autovetores de um dado sistema.

Definigao 1.4. Definimos por multiplicidade algébrica k, a quantidade de vezes que um
autovalor apresenta-se de forma repetida. J& a multiplicidade geométrica n, esta ligada

ao nimero de autovetores linearmente independentes que podemos obter a partir de um

dado autovalor miltiplo.

A expressao que representa a relagao existente entre as multiplicidades algébrica e

geométrica de um autovalor é a seguinte
I<n<k.

Assim sendo, quando lidamos com problemas em que os autovalores apresentam
multiplicidade da forma x > n, isto é, o numero de autovetores L.I é menor que a mul-
tiplicidade algébrica do autovalor, nos deparamos com uma situagao em que teremos a
tarefa de encontrar uma solucao geral L.I a partir de autovalores multiplos.

Logo, com casos de sistemas que apresentam essa particularidade, podemos fazer
o uso do conceito de exponencial de matrizes para, assim, encontrarmos uma solugao que
satisfaca o sistema.

Dessa forma, supondo que A seja uma matriz n x n formada por coeficientes
constantes, é possivel definir a sua exponencial eA* por meio de uma expansio da série

de Maclaurin, que apresenta a seguinte forma

n

t2 t
eAt::I+At—|—A2§+-~-+A”—‘+~-. (1.10)
: n:

Observacgao 1.2. Os resultados que garantem a convergéncia da série ((1.10) podem ser

vistos em (FIGUEIREDO; NEVES, 2015).
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Teorema 1.3. Se A é uma matriz constante n x n, entdo as colunas da matriz e?t,

formam um conjunto fundamental de solugoes para o sistema X = AX. Portanto, et é

uma matriz fundamental para o sistema, e a solu¢ao geral pode ser escrita como X(t) =

eAt C.

Demonstragao. Ver (NAGLE; SAFF; SNIDER, 2012). [

No entanto, vale ressaltar que o calculo para a obtengao da exponencial de uma
matriz, ¢ um método aplicado para se obter a solucao de um dado sistema na forma de
uma matriz fundamental, independentemente se ele possui autovalores multiplos ou nao,
uma vez que esse método pode ser aplicado nos casos de autovalores distintos e complexos.
Teorema 1.4. Considere que ®(t) e O(t) sejam duas matrizes fundamentais para o
mesmo sistema X = AX. Entdo, existe uma matriz constante C tal que ®(t) = O(t)C

para todo t. E'm particular, podemos obter a exponencial de uma matriz a partir de uma

matriz fundamental da sequinte forma
eAl = o(t)®(0)L.
Demonstragao. Ver (NAGLE; SAFF; SNIDER, 2012). [ |

O caso mais simples de realizar o célculo da exponencial de uma matriz, é quando
a mesma ¢é diagonal. Nessa situacao o calculo é feito de modo direto, isto é, sendo A uma
matriz diagonal n x n formada por {Ay, Ag, - -+ , A, } autovalores em sua diagonal principal,
oA

Mt ghat L. eMtL irdo compor a sua

¢ serd uma matriz fundamental de solucoes onde {e
diagonal principal.

Outra situacdo ocorre quando a matriz A é nilpotente, isto ¢, A¥ = 0, onde k ¢é
um ndmero inteiro positivo. Assim sendo, teremos que eA? apresentard uma quantidade
finita de termos, pois a partir de um certo indice de nilpoténcia os termos da série irao

ser iguais a zero, logo e®! sera igual a

tk‘fl

A =T+ At+---4+ A1 O+

(k—1)

Todavia, estamos interessados em estabelecer um método para resolver casos de
sistemas que apresentam autovalores miltiplos. Entao, como consequéncia do teorema
Cayley-Hamilton, nos casos em que o polindmio caracteristico da matriz A for igual a
p(A) = (A — \)*¥, teremos que (A — \I)* = 0. Logo, quando ); for o tinico autovalor
multiplo de A, (A — \,I) seré nilpotente. Assim, temos que a exponencial da matriz A

tera a seguinte forma
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tk*l

=il (1.11)

6At _ e)\iIte(A*)\iI)t _ e)\it I+ (A _ )\ZI>t 44 (A . )\iI)kfl

Entretanto, existe uma outra maneira para encontrarmos as solugoes associadas a
um autovalor multiplo. Esse método recebe o nome de método dos autovetores generali-

zados, que é definido como se segue.

Definicao 1.5. Supondo que A seja uma matriz n X n, podemos escolher um vetor v tal

que
(A — AI)*v =0,

para algum autovalor A de A e um certo k£ inteiro positivo. Nesses termos dizemos que
v é um autovetor generalizado associado a A. Assim, somos capazes de listar n vetores,

associados a matriz A, linearmente independentes, da seguinte maneira
{ V17 V27 V37 T 7Vn} = {V7 (A - )\I)V, (A - )\I)QV, s, (A — )\I)k_lv},

Estes vetores sao chamados de autovetores generalizados da matriz A, associados
ao autovalor . Além disso, o tltimo vetor desta lista, (A — M)*~!v, é chamado de

autovetor reqular.

Com isso, teremos que

X, = eAly,
Aty = Alto(A-ADLy
r tk*l tk
eAly, = M |Tv;+t(A — NX)v; +--- + m(A — AD)F v, + A AD)Fv; + - }
r tk—l
eAlv, = eM|v,+t(A - AD)v;+ -+ W(A — Dy 4+ 0+ } :

Aty,. serdo linearmente independentes,

Portanto, teremos que as solugoes X; = e
e formarao um conjunto fundamental de solu¢oes para um dado sistema. Desta forma,
podemos escrever as solugoes X; na forma de uma matriz fundamental de solugoes, a
partir dos autovetores generalizados, que iré satisfazer o sistema.
Observacao 1.3. Uma outra matriz fundamental de solugoes pode ser obtida, simples-

mente calculando eAt.
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1.2.Estabilidade de Sistemas Dinamicos Auto-

nomos Lineares

No que diz respeito a analise da estabilidade de sistemas dindmicos lineares de
EDOs de primeira ordem, iremos aqui levantar alguns resultados a partir do estudo de

sistemas bidimensionais, ou seja, sistemas da forma

1',1 = a;1x1 + a1222 (1 12)

i
Ty = CL21.Z‘1+CL22$2

onde os a;; sao coeficientes constantes provindos de uma matriz Asyo, com o det A # 0.
Assim, temos que o sistema (|1.12]) pode ser reescrito como

’

X' = AX. (1.13)

Observe que cada solugao (z1(t),z2(t)) de um sistema dindmico auténomo linear,
é na verdade uma curva parametrizada no plano x;xs, conhecida como orbita, que é
simplesmente um conjunto de pontos {(:pl(t), xQ(t)) |t e R}, dotado de uma orientagao
dada pelo sentido do percurso com t crescente, desde (—o0) até (+00). Ao representar
uma solucao no plano x;z2 é comum indicar com setas o sentido desse percurso.

Esbogando algumas 6rbitas no plano x5, obtemos o retrato de fase do sistema
dindmico auténomo linear, cujo objetivo é ter uma ideia do comportamento global das
solugoes do sistema, com diferentes condigoes iniciais. O plano ;x5 é comumente chamado
de plano de fase.
Defini¢ao 1.6. Os pontos para os quais X = 0, ou seja, AX = 0, correspondem as
solugdes de equilibrio para o sistema . Essas solugoes constantes (z1(t), z2(t)) =
(c1,c2), sd@o denominadas pontos de equilibrio ou pontos singulares (também chamados de

singularidades), nomenclaturas estas inspiradas em seus significados fisicos e geométricos,

respectivamente. Os pontos nao singulares sao chamados de pontos regulares.

Contudo, o comportamento de um conjunto de curvas esbogadas em um plano de
fase em relacao a um ponto de equilibrio, é determinado de modo direto pelos autovalores

provenientes do céalculo do polindémio caracteristico do sistema dindmico em questao. A
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natureza desses autovalores quanto aos seus sinais, ¢ um dos fatores que irao determinar

que tipo de singularidade um sistema ira descrever.

Definicao 1.7. Dado um sistema dindmico auténomo da forma X' = AX., dizemos que ele
é hiperbolico quando todos os autovalores obtidos por meio do polindmio caracteristico
do sistema, tiverem parte real diferente de zero. Além disso, chamamos de indice de
estabilidade, o nimero de autovalores de um sistema, independente de sua natureza, que
possuem parte real negativa.

Observacao 1.4. Os autovalores ou valores proprios, como também sao conhecidos, po-

dem apresentar-se basicamente das seguintes maneiras:

1. Autovalores reais distintos de mesmo sinal ou de sinais diferentes;

2. Autovalores complexos puros, ou seja, com a parte real nula, e complexos com parte

real variando de sinal;
3. Autovalores com multiplicidade maior que 1.
Dessa forma, a partir da observacao dos autovalores somos capazes de ter uma
nocao do tipo de estabilidade que um dado sistema apresenta.

Defini¢ao 1.8. Um ponto de equilibrio (c1, c2) é estdvel se, dado € > 0, existe § > 0, tal

que para qualquer curva de solucao (ml(t), {L‘Q(t)) com
dist (21(0), 22(0), (c1,¢2)) < 4,
tenhamos
dist (z1(2), 22(t), (c1,¢2)) <&,V t = 0.

Definig¢ao 1.9. Um ponto de equilibrio (¢, ¢3) é assintoticamente estdvel se ele for estdvel,

e se existir n > 0, tal que toda curva de solugao (z1(t), z2(t)) com

dist (21(0), 22(0), (c1,¢2)) <7,

entao

lim (21(2), z2(t)) = (c1, c2).

t—+o00

Assim sendo, a partir das Definigoes [I.8) e temos que de maneira simplificada
as curvas de solugdo que iniciam-se numa vizinhanga do ponto de equilibrio (¢;, ¢s) per-
manecem nessa vizinhancga, e irao convergir para esse ponto. Desta forma, quando um

ponto de equilibrio nao for estdvel, o mesmo seré considerado instdvel.
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1.2.1.Caso dos Autovalores Distintos

Suponha que o polinémio caracteristico de uma matriz A tenha duas raizes reais

distintas A\; e A9, e sejam V7 e V, os autovetores associados a esses autovalores. Denota-

remos por i e 19 as retas geradas pelos autovetores Vi e Vy, respectivamente.

Neste caso, sabemos que a solucao geral do sistema bidimensional X' = AX, pode

ser escrita na forma

I.

II.

I11.

X(t) = 01V16>\1t + 02V26)\2t. (114)

Dai, temos as seguintes situacoes de comportamentos e estabilidades:

Se A\ <0e X <O.

A partir da expressao da solucao (|1.14]), segue que independentemente da condigao
inicial (nao nula), toda trajetoria tende & origem do plano x1x2, quando ¢t — 400, e
ambas as coordenadas da solu¢ao X(t) tendem a oo, quando ¢ — —oo. Neste caso,

diremos que a origem é um no atrator assintoticamente estavel;

Se)\1>Oe)\2>O.

Neste caso, ambos positivos, teremos um retrato de fase com o comportamento simi-
lar a (I), fazendo apenas a substitui¢ao do ¢ por -t e, consequentemente, alterando
o sentidos das setas. Desta forma, dizemos que a origem é um repulsor ou (fonte)

instéavel;
Se A; <0< Ag0u Ay <0< A

Nesta situacao, teremos que a partir da expressao da solucao , com a condigao
inicial X(0) = (¢,0), todas as trajetérias que passam por pontos situados em 7
permanecem nesta reta e tendem a +0o0 com t — —oo, e tende a origem do plano
com t — +o0. De forma similar, quando a condigao inicial X(0) = (0, ¢2), todas as
trajetorias que passam por pontos situados em 7, permanecem nesta reta e tendem
a oo com t — 400, e tende a origem do plano com ¢ — —oo. Além disso, se
(c1,c2) # 0, as demais solugdes irdo tender para +o0o, quando t — +o00. Neste caso,

diremos que temos um ponto de sela instéavel.
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Vejamos alguns exemplos de retratos de fase para o caso de autovalores distintos.

Figura 1.3: Retrato de fase de um ponto de sela instéavel.
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1.2.2.Caso dos Autovalores Complexos

Ja para os sistemas que apresentam autovalores complexos, teremos os seguintes

casos de comportamentos e estabilidade:

I. Se \; = a & Bi com « > 0, entdo obteremos um espiral ou (foco) instavel,

II. Se \; = a+ fi com « < 0, entdo teremos um espiral ou (foco atrator) assintotica-

mente estével;

III. Se \; = 457 com o = 0, entao teremos um centro estavel.

Observemos a seguir dois retratos de fase para o caso de autovalores complexos.

I
“‘ /_/\
1 - )
\ @Q\ A
\ 7 ‘ N r2
~ / A
h A\\ /1/ /

1 P E—

e
/ 1//;?// r,
//;f/ ]

Figura 1.5: Retrato de fase de um centro estavel.
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1.2.3.Caso dos Autovalores com Multiplicidade Algébrica

maior que 1

Por fim, temos os casos em que os autovalores apresentam multiplicidade, nessa

situacgao temos os seguintes comportamentos e estabilidade:

I. Quando é possivel se obter dois autovetores L.I, a partir de um autovalor com
multiplicidade algébrica igual a 2, e se A > 0, entdao teremos um nd prdprio ou
(ponto estrelado) instével, no caso em que A < 0 teremos um nd préprio ou (ponto

estrelado) assintoticamente estavel;

II. No caso em que s6 conseguimos obter apenas um autovetor L.I de modo direto,
a partir de um autovalor duplo, e se A > 0, entao teremos nessa situacao um no
imprdprio ou (degenerado) instavel, no caso em que A < 0 teremos um nd improprio

ou (degenerado) assintoticamente estéavel.

Observacao 1.5. Quando o autovalor miltiplo for negativo ou positivo, ele obedeceréa
os comportamentos descritos acima acerca da forma geométrica e estabilidade. Assim, o
seu sinal ird determinar apenas o sentido das setas, ou seja, quando A < 0 toda trajetoria

tenderéd para a origem do plano, e quando A > 0 toda trajetoria tendera para 4oco.

Por fim, teremos os seguintes exemplos de retratos de fase para o caso de autova-

lores com multiplicidade algébrica igual 2.

Figura 1.6: Retrato de fase de um nd impréprio com A > 0.
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Figura 1.7: Retrato de fase de um nd impréprio com A > 0.

1.3.Sistemas Dinamicos Autonomos Nao-Lineares

Como fora mencionado na introducao deste trabalho, podemos nos deparar com
casos de sistemas dindmicos autéonomos nao-lineares, e em situagoes dessa natureza nem
sempre conseguiremos obter uma solugao de um dado problema. No entanto, podemos
realizar uma analise qualitativa das solugoes de equilibrio desses sistemas a partir da
linearizacao dos mesmos.

Entao, teremos que um sistema dindmico auténomo nao-linear podera ser da forma

Cji—f = ar+by+ F(z,y)

(1.15)
dy
& = cx +dy + G(x,y)

Quando consideramos um sistema da forma ((1.15)), onde a origem do plano é um

ponto de equilibrio, entao podemos representar um sistema nao-linear como

F(X) = AX + 9(X)

Of; . : 8
onde A;; = a—f(O) e ¥(X) é uma denominagdo genérica para as fungoes continuas de-
4

finidas em uma vizinhanca da origem, e que sao de ordem de nulidade inferior a X, ou

seja,
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_9(X)
lim ——2 = 0. (1.16)
o Xl

Dai, quando estamos tratando de sistemas dindmicos auténomos nao-lineares, faze-
mos o uso do Teorema da Linearizacao de Lyapunov-Poincaré para que possamos analisar
a estabilidade desses sistemas, como podemos ver a seguir.

Teorema 1.5. Seja f : R2 — R? um campo continuamente diferencidvel em uma vizi-

nhanca da origem onde podemos escrever

F(X) = AX +9(X)

com ¥ satisfazendo . Assim, teremos os sequintes casos de estabilidade

I. Se a matriz A tiver todos os seus autovalores A tal que Re X < 0 (parte real nega-

tiva), entao o sistema serd assintoticamente estdvel para o campo f(X);

II. Se a matriz A tiwver um de seus autovalores \ tal que Re X\ > 0 (parte real positiva)

entao o sistema serd instavel;

IT1. Se todos os autovalores A de A forem tais que Re A > 0, o ponto critico € repulsor,
isto €, existe uma vizinhanga da origem V tal que se X(t) for uma drbita nao nula,
existird to, e para t > to temos que X(t) ¢ V.

Demonstracao. Ver (BASSANEZI, 1988). |

Ante o exposto, podemos observar que nesse capitulo buscamos realizar um breve
apanhado da teoria basica que norteia os sistemas dindmicos auténomos lineares e nao-
lineares, com o objetivo de analisar qualitativamente esses sistemas a partir de suas solu-
¢oes, além de apresentar os caminhos a percorrer até a solucao geral de sistemas lineares,
para em seguida, a partir da mesma, construir o seu retrato fase. Desta forma, no proximo
capitulo iremos tratar algumas aplicacoes desses sistemas, buscando descrever o passo a

passo da resolucao das mesmas.



2. Aplicacoes de Sistema Dinamicos Auto-

Nnomaos

A seguir apresentaremos algumas informacoes e aplicacoes acerca de sistemas di-
namicos autonomos, de modo que as mesmas foram adaptadas dos livros: Equagoes Dife-
renciais Ordinarias com Aplicagoes (BASSANEZI, 1988), Introdugao aos Sistemas Dina-
micos: Uma Abordagem Pratica com Maxima (VILLATE, 2007) e Equagoes Diferenciais
com Aplicagoes em Modelagem (ZILL, 2011).

2.1.Problema de Mistura

Definimos genericamente Problema de Mistura, como sendo o processo pelo qual
substancias, solutos e solventes, interagem entre si em um sistema de transferéncias, re-
sultando em uma mistura denominada de solu¢do. A partir das taxas de transferéncias
ocorridas no decorrer do processo de mistura, tomando como base os valores inicias da
concentracao das substancias, podemos determinar por meio de uma modelagem a quan-
tidade de uma certa substancia presente no processo em um determinado instante t.

Desta forma, para que possamos determinar as concentragoes das substancias pre-
sentes no processo, iremos construir um sistema dinamico. Para isso igualaremos a taza
de entrada da substdncia em cada etapa do processo, com a taxa liquida de saida pela
qual a substancia é transferida. Dessa forma, as equagoes que irao compor o sistema

obedecerao a seguinte regra de formacgao

dﬂ?i
dt

= taza de entrada - taza de saida (2.1)

onde z; sao as variaveis do sistema com 7 € N.

Observacgao 2.1. Vale ressaltar que, em problemas de mistura os sistemas dinamicos
obtidos podem ser do tipo auténomo ou nao-auténomo. No entanto, neste trabalho iremos

abordar apenas os casos de sistemas auténomos.

Problema 2.1.1. Dois tanques muito grandes, A e B, estao preenchidos com 100 galGes
de salmoura cada um. Inicialmente, 100 1b de sal sao dissolvidas na solugao do tanque A
e 50 1b de sal na solugao do tanque B. O sistema é fechado e, depois de bem misturado,

o liquido é bombeado somente entre os tanques, como mostra a Figura [2.1
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Figura 2.1: Tanque Misturador Bifasico

mixture
2 gal / min
—L =
A ‘ B
100 gal 100 gal
mixture
2 gal / min

Fonte: Zill (2011, p. 115).

A partir do exposto no problema iremos inicialmente construir um modelo mate-
maético, de modo a estimar a quantidade de libras de sal z(t) e y(t) no instante ¢ presente
nos tanques A e B, respectivamente, e em seguida aplicando a condi¢ao inicial, buscaremos
determinar a quantidade de sal presente nos tanques A e B no instante ¢ = 30 min.
Solucgao:

Analisando o esquema dos tanques da figura , e obedecendo a regra de cons-
trucao , teremos:

Para o tanque A

dx

yr = (2 gal/min) - (

Ib/gal) — (2 gal/min) - ( b /gal)

100 100

dv 2y _ 2¢ (2.2)
dt 100 100

onde a concentracao de sal no tanque A é 7= 00 ) b / gal e perceba que o cano inferior transfere

1

a mistura do tanque A para o B a uma taxa de 2% 5 1b /min e o cano superior transfere de

100
B para A a taxa de 2L 706 Ib/min.

Para o tanque B

dy . T . Y
= (2 gal/min) (m Ib/gal) — (2 gal/min) (m b /gal)
dy 2x 2y

w._x 4y (2.3)
dt — 100 100
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De modo analogo, o tanque B possui uma concentragao de sal % Ib/gal, com uma
2y

taxa de transferéncia de ;& Ib/min do tanque B para A pelo cano superior e recebe do

% 1b/min pelo cano inferior.

Dessa maneira, a partir da equagdes ([2.2)) e (2.3) podemos construir o seguinte
sistema

tanque A a mistura a taxa

dr 2y 2z
dt 100 100
dy 2z 2y
dat 100 100
resultando em
dx x Y
&~ 50 50
(2.4)
dy =y
dt 50 50

Note que obtemos um sistema dindmico de EDOs lineares de primeira ordem.
Dessa forma, podemos aplicar o método dos autovalores e autovetores para sistemas line-
ares de EDOs, para assim encontrarmos uma solucao geral que ird representar o modelo
matemaético que descrevera a quantidade de sal nos tanques A e B no instante t.

Temos que encontrar os autovalores A e os autovetores V que satisfazem a equagao

(C—AI)V =0, isto é,

A LA ]l (m

onde a matriz C é composta pelos coeficientes do sistema ([2.4)).
Calculando o determinante de (C — AI), temos que:

A\
det(C — AL) = \> + ——.
et( ) =2+ o

Assim, a equacdo caracteristica ¢ \? + 2—);) = 0. A partir da mesma obtemos duas
raizes que representam os autovalores que sao A\ = 0, Ay = —%.
Para obtermos os autovetores iremos substituir os autovalores encontrados em

(2.5)), teremos:
Para \; =0
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Dai, temos que v; = v3. Tomando vy = 1, obtemos que v; = 1. Assim, um

autovetor associado ao autovalor Ay =0 é

1
Para \, = ——
SR IRT:
(C+ L1V, =0
257 %
que resulta em v; = —vy. Tomando vy = 1, temos que vy = —1. Assim, um
autovetor associado ao autovalor Ay = —— é

25

Assim, temos a seguinte solucao geral

O 4y

X(t)=c [

-1 e~ 3t
1

que resulta em

X(t) = C1 1

100
Agora aplicando a condigao inicial X(0) = [ 50 ] , teremos

z(0) | | 100
y(0) | 50 |

Dali, temos o seguinte sistema

01—02:100
Cl—|—02:50.

C1 — C2

1+ C
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Logo, temos que ¢; = 75 e co = —25.
Portanto, a solugao para o problema de mistura dado é

X(t) =75 [ 1 ] —25 [ _11 ] e =004, (2.6)

A solugao (2.6) pode ser também escrita da forma
x(t) = 75+ 25e 004
y(t) = 75— 25e 004"
Por fim, substituindo ¢ = 30 min, teremos que quantidade de sal nos tanques A e
B sera
z(30) = 75+ 25700430
y(30) = 75— 25 0:04x30

z(30) ~ 82,5299 Ib
64,4701 1b

<

w

=2
Q

concentracao de sal
140 1

100

80

601 y(t)

40

20

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

tempo

Figura 2.2: Grafico que expressa a evoluc¢ao da concentragao de sal no tanque bifasico em fungao
do tempo.

Perceba que, & medida que o tempo evolui as concentracoes de sal nos tanques A
e B representadas, respectivamente, por z(t) e y(t), tendem a igualar-se, uma vez que

nesse caso de tanque misturador nao existe saida de solugao para fora do sistema.
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Problema 2.1.2. Analisando as informagoes apresentadas na Figura[2.3] iremos construir
um modelo matematico que seja capaz de determinar a quantidade de libras de sal z(t),
y(t) e z(t) no instante ¢ presente nos tanques A, B e C, respectivamente, e em seguida

aplicando a condicao inicial

buscaremos estimar as quantidades de sal presentes nos tanques A, B e C no instante
t = 40 min.

Figura 2.3: Tanque Misturador Trifasico

pure water mixture mixture
4 gal/min 2 gal/min 1 gal/min
A B c
100 gal 100 gal 100 gal
T e =)
mixture mixture mixture
6 gal/min 5 gal/min 4 gal/min

Fonte: Zill (2011, p. 115).

Solugao:

Analogamente aos procedimentos realizados no problema 1, iremos primeiramente
construir as equagoes que irao compor o sistema, igualando a tara de mudanca de sal de
cada tanque com a tazxa liguida em que o sal é transferido entre eles. Assim analisando o

esquema dos tanques da Figura [2.3] teremos:

Para o tanque A

Z—f = (4 gal/min) - (0 1b/gal) + (2 gal/min) - (Hy() Ib/gal) — (6 gal/min) - (% 1b/gal)

dv _ 2y _ bz (2.7)

dt 100 100
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z(t)
100

transfere a mistura do tanque A para o B a uma taxa de 2 m Ib/min, e o cano superior

o5 1b/min.

onde a concentragao de sal no tanque A é T21b/gal, e perceba que o cano inferior esquerdo

esquerdo transfere do tanque B para o A a uma taxa de =% 106

Para o tanque B

d
dZtJ (6 gal/min) - (100 Ib/gal) + (1 gal/min) - (100 Ib/gal) — (7 gal/min) - (100 b /gal)
dy _be o 2 Ty (2.8)
dt 100 100 100
De modo analogo o tanque B possui uma concentragao de sal %tg b/ gal com uma
taxa de transferéncia de 2% 106 Ib/min de B para A pelo cano superior esquerdo e 135 100 2 1b/min

de B para C pelo cano inferior direito, além de receber a mistura do tanque A pelo cano

inferior esquerdo a taxa de 5% 106 Ib/min e pelo cano superior direito recebe de C' a taxa de

1
o5 1b/min.

Para o tanque C

dz

] ] 1/mi ]

pr = (5 gal/min) - (100 Ib/gal) — (5 gal/min) - (100 Ib/gal)
dz 5y 5z , (2.9)
dt 100 100

Ja o tanque C possui uma concentracao de sal =~ 100 ) b /gal, com uma taxa de trans-

feréncia de 155 Ib/min de C para B pelo cano superior esquerdo e 100 Ib/min de C para

fora do sistema pelo cano inferior direito, além de receber a mistura do tanque B pelo

cano inferior esquerdo a taxa de 2% & 1b/min .

100
Dessa maneira, a partir da equacoes , (2.8) e (2.9) podemos construir o se-

guinte sistema

(dx 3z n Y
dt 50 50
dy 3r Ty z
=~ o =gy 2.10
< dt 50 100 + 100 (2.10)
dz y _z
L dt 20 20

Agora a partir do sistema dindmico formado iremos aplicar o método dos auto-
valores e autovetores, como visto anteriormente, para assim encontrarmos uma solugao
geral que representara o modelo matematico que ird determinar a quantidade de sal nos
tanques A, B e C no instante t.
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Temos que encontrar os autovalores \ e os autovetores V que satisfazem a equacao

(D = AI)V =0, isto é,

(-2 -2) = 0 vy 0
3 (-1 — ) = ve | =101. (2.11)
0 = (=% —A) U3 0

onde a matriz D é composta pelos coeficientes do sistema (2.10)).
Calculando o determinante de (D — AI), temos que:

(=% — ) % 0
det(D — \I) = % (—1—(7)0 - ) ﬁ
0 2io (_210 - )‘)
_ 182 9\ 12

det(D — AT) = —A®

100 1000 100000

. ~ ooy, , 2 .
Assim, a equacao caracteristica é —\3 — % — % — % = 0. A partir da mesma

obtemos trés raizes que representam os autovalores que sao A\ ~ —0, 1054, Ay ~ —0, 0531
e A3 ~ —0,0214.
A partir dos autovalores Ay, Ay e A3, obtemos os seguintes autovetores, respectiva-

mente

—0,3107 —0,1810 0,2491
0,7058 |, | —0,0619 |, | 0,4807
0, 6366 0,9815 0,8407

Assim, teremos a seguinte solucao geral

-0, 3107 —0, 1810 0,2491
X(t)=ci| 0,7058 | e ®%" 4y | —0,0619 | e P 4z | 0,4807 | e 202
0, 6366 0,9815 0,8407
100
Tomando a condigao inicial X(0) = | 50 |,
70

teremos que
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2(0) —0,3107¢; — 0,1810¢, + 0, 2491c; 100
y(0) | = | 0,7058¢c; —0,0619¢, +0,4807c; | = | 50
2(0) 0,6366¢; + 0, 9815¢5 + 0, 8407c; 70

Entao, temos o seguinte sistema

—0,3107¢; — 0,1810¢; + 0,2491c3 = 100
0,7058¢c; — 0,0619¢, 4 0,4807c3 = 50 .
0,6366¢; + 0,9815¢cy + 0,8407cs = 70

Logo, temos que ¢; = —94, 4569, co = —67,8222 e c3 = 233,9702 e a solugao para

o problema de mistura em questao é

—0,3107 —0,1810
X(t) = —94,4569 | 0,7058 | e %1054 _ 7 8222 | —0,0619 | e %0531
0,6366 0,9815
(2.12)
0, 2491
+233,9702 | 0, 4807 e—0,0214¢
0, 8407

A solugao ([2.12) pode ser também escrita da forma

w(t) = 29,3478 1054 4 12 275800531 4 58 282000214
y(t) = —66,6677e 01054 1 4 1982700931 4 112, 4695¢ 00214t
2(t) = —60,1313e~01054 — 66,5675¢ 0551 + 196, 698700214

Portanto, substituindo ¢ = 40 min, teremos as seguintes quantidades de sal nos

tanques
2(40) = 29,3478e~0:1054x40 1 19 758~ 0.0331x40 4 5] 9gD()e0:0214x40
y(40) — —66, 6677670,1054><4O + 4’ 1982670,0531><40 + 112’ 4695670,0214><40
2(40) = —60,1313e01054x10 _ 66 567500931340 4 196, 6987 ~00214x40

2(40) ~ 26,6623 Ib
y(40) ~ 47,3016 Ib .
2(40) 74,7233 b

Q

Q
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concentracao de sal

100

80

60

-40 -20 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300

tempo
20 P

Figura 2.4: Gréfico que expressa a evolucao da concentracao de sal no tanque trifasico em fungao
do tempo.

Note que, nessa aplicacao tratada, as concentragoes de sal nos tanques A, B e
C representadas, respectivamente, por z(t), y(t) e z(t) tendem a zero a partir de um

determinado instante de tempo, pois no sistema em questao existe a saida de solucao.

2.2.Modelo Presa-Predador de Lokta-Volterra

Da-se o nome de Modelo Presa-Predador de Lokta-Volterra, ao modelo matemético
desenvolvido por Alfred J. Lotka e Vito Volterra por volta do ano de 1925, construido
a partir da descricao das interagoes que ocorrem entre duas espécies de animais em um
determinado meio. Dessa forma, denotando por z(t) a populagao de presas e y(t) a popu-
lacao de predadores, esse modelo se baseia na hipdtese de que os individuos pertencentes
ao grupo das presas dispoem de alimento em abundéancia, enquanto, que os predadores
alimentam-se das presas.

Entao, o modelo apresentado pode ser descrito pelo seguinte sistema

(jl—atj = ar—cry = zxzla—cy) = Fl(x,y)
(2.13)
dy

o = —by+dry = y(—b+dzx) = G(z,y)
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os pontos de equilibrio de ({2.13]) sdo dados por

zla—cy) = 0
(2.14)
y(=b+dx) = 0

onde a,b,c,d € RY. Além disso, temos que a ¢ a taxa de natalidade das presas, b a taxa
de mortalidade dos predadores, (¢,d) as medidas de interacao entre as duas espécies e
xy é um fator de proporcionalidade relativo a presenca das populacoes de predadores e
presas.

Este modelo representado por um sistema dindmico auténomo nao-linear pode,
como ocorre com a maioria dos sistemas nao-lineares de EDOs, nao ter solucao ou a
mesma ser de dificil obtencao, no entanto, podemos realizar uma analise qualitativa desses
sistemas, para assim, observar como ocorrera a evolugao dessas espécies num determinado
intervalo de tempo. Essa anélise é realizada a partir das érbitas do sistema no seu plano
de fase, tomando como referéncia as solugoes de equilibrio, de acordo com a Defini¢ao [I.6]
Teremos que o sistema terd como pontos de equilibrio (0,0) e (g, %), provenientes
das solucoes do sistema .

Desta forma, para analisarmos qualitativamente o sistema ([2.13)), teremos que
observar o comportamento dos dois sistemas linearizados obtidos a partir dos pontos de
equilibrios considerados para o sistema nao-linear (2.13)). Quando consideramos o ponto

de equilibrio (0,0), temos o seguinte sistema linearizado

d_-’lf = axr
dt
(2.15)
dy
= = -}
dt Y

pois, proximo a origem os termos nao-lineares podem ser descartados.
Ja para analisar o comportamento do sistema nao-linear na vizinhanga do ponto
(g, 9), podemos utilizar a matriz jacobina. Entao, calculando a jacobiana de 1}
(&

teremos

J= = . (2.16)
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a

c), obtemos o sistema linearizado

Agora calculando J no ponto (g,

du bc
a - d’
(2.17)
dv  ad
at - el

du o, dy _ dv
dt dt ~— dt’

Sendo assim, resolvendo os sistemas ([2.15)) e (2.17) pelo método dos autovalores e

dem0d0que$=§+uey:%+v, queimplicai—f:

autovetores, iremos obter duas solugoes para o sistema nao-linear (2.13)), que nos permitira

analisar o comportamento das populacoes de presas e predadores a partir das condicoes

iniciais consideradas para o sistema nos equilibrios (0,0) e (g, %) Todavia, é por meio
da anélise realizada em torno do ponto de equilibrio (g, %), que obtemos aproximacgoes

satisfatorias para as variacoes ciclicas das populagoes envolvidas.

Problema 2.2.1. Consideremos o sistema

d
d—f — 0,22 —0,025zy

(2.18)
dy 0,1y + 0,02
- — J— €T
7 1y + 0, 022y

que descreve um modelo Presa-Predador, onde z(t) representa a populagao de zebras
(presas) e y(t) a populagao de ledes (predadores), de modo que essas populagbes sao
medidas em centenas. Assim sendo, a partir dos valores iniciais z(0) = 4 e y(0) = 2,
iremos por meio das informacoes apresentadas analisar como ocorrem as interagoes entre
essas duas espécies por meio do modelo de Lokta-Volterra.
Solugao:

Primeiramente, observamos que existem dois pontos de equilibrio para o sistema
2.18|) que sao {(0,0), <%, 0%%)} ou {(0,0),(5,8)}, obtidos a partir das solugées do
sistema, ([2.19)).

(0,2 —-0,025y) = 0
(2.19)
y(—=0,1+0,02x) = 0

Agora iremos analisar o comportamento de cada sistema linearizado obtido por

meio dos pontos de equilibrio.

Para o ponto (0,0)
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Observando o sistema (2.18]), e tomando como referéncia o ponto (0,0), obtemos

o seguinte sistema linearizado

dx
— = 0,2
dt » S8
(2.20)
dy
_<Z — _ ]_
7 0, 1y

pois, quando estamos analisando o comportamento do sistema nao-linear proximo da
origem, podemos desconsiderar os termos nao lineares.

Aplicando os procedimento de resolucao de sistemas dinamicos lineares, utilizados
no Problema da secao anterior, teremos o polinémio caracteristico A2 — 0, 1\ — 0, 02.
E a partir do mesmo, obtemos os autovalores Ay = 0,2 e Ay = —0,1. Logo, concluimos
que o sistema linearizado , trata-se de um ponto de sela instdvel. De acordo com
o Teorema (Lyapunov-Poincére), e observando os autovalores obtidos, teremos que o
sistema nao-linear (2.18)) apresentara a mesma estabilidade do sistema em torno
do ponto (0,0).

Nesse caso, a partir dos autovalores A\ = 0,2 e Ay = —0, 1, obtemos, respectiva-

efi] e

Desta forma, teremos a seguinte solugao geral para o sistema (|2.20))

0
o 01t
1

No caso do ponto dado, iremos aplicar uma mudanga de varidveis x = 5 + u e

mente, os autovetores

60,2t + ¢y

X(t) = C1 [ L

Para o ponto (5, 8)

y = 8 + v no sistema (2.18]), para assim, analisar o comportamento desse sistema nao-

linear em relagao ao ponto observado. Assim, teremos

du

= = 0.2(5+u)—[0,025(5+u) (8 +v)]
dv |
o = ~0.1(8+v) = [0,02(5+u) (8 +v)]

ou equivalentemente

d_u = —0,125v — 0, 025uv
dt

(2.21)
dv

i 0, 16w + 0, 02uw
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Note que, a partir do sistema nao-linear (2.21)) , obtemos o sistema linearizado

du
— = —0,125
dt ) 1e0Y
(2.22)
dv
- 1
7 0, 16u

Dali, por meio do sistema , obtemos o polinémio caracteristico A2 40, 02 = 0.
E os autovalores obtidos dele serao A\; = /0,02i e Ay = —+/0,02i, ou seja, autovalores
complexos. Dessa forma, analisando o comportamento das curvas de solugao e a esta-
bilidade do sistema linearizado , o mesmo apresenta como ponto de equilibrio um
centro estdvel.

Podemos observar que

dv 0, 16u
- 2.23
du 0,125v ( )
a equagao (2.23) é separavel. Dessa forma, temos que as curvas de solucao serao dadas
por
v? u?
= 2.24
0.16 " 0.125 (2.24)

onde c3 é uma constante positiva para as érbitas da elipse (2.24)) no plano de fase.
Todavia, analisando o que é apresentado no Teorema 1.5 quando temos casos em
que os autovalores do sistema linearizado sao imaginarios puros, nao é possivel determinar
a estabilidade do sistema nao-linear proximo ao ponto (5,8). Entretanto, no caso
do modelo presa-predador de Lokta-Volterra, de modo especifico, esse problema pode ser

contornado, ja que a equacao

dy  y(—0,1+0,027)
dr (0,2 —0,025y)

(2.25)

é separavel.
Agora integrando implicitamente membro a membro a equagao ([2.25)), teremos as

seguintes curvas de solucgoes

0,2lny — 0,025y 4+ co = —0,11Inx + 0,02z + ¢4
0,2lny — 0,025y = —0,1Inx + 0,02z + c;3 . (2.26)

Aplicando a condigao inicial z(0) =4 e y(0) = 2 em (2.26]),

0,2In2 — 0,025 x 2 = —0,11n4 4 0,02 X 4 + c

c3 &~ 0,1472 .
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Entao, obtemos a seguinte solucao implicita para o problema de valor inicial

0,2lny — 0,025y + 0, 1lnz — 0,02z = 0, 1472 . (2.27)

Dai, quando observamos pequenas variagoes em torno do ponto de equilibrio (5, 8),
teremos que as curvas de solugoes do sistema nao-linear (2.18]) serdo a familia de curvas
com a forma semelhante a elipses, de modo que as mesmas podem ser determinadas a

partir das condigoes iniciais dadas.

Y Condigoes Iniciais
2 — (4.2)
—— (45,2.5)

— (35,1.5)
20

o

Figura 2.5: Retrato de fase que representa o ciclo ecologico para as populagdes de zebra e ledes
a partir da solugao (2.26|).

Retomando o sistema

du
— = 0,12
7 0, 125v
(2.28)
dv
— = 0,16
dt o

iremos agora determinar a sua solugao por meio do método dos autovalores e autoveto-
res. Assim, substituindo os autovalores \; = /0,02i e Ay = —+/0, 027, obtidos a partir
do polindmio caracteristico do sistema , em (B — M)V, onde B é a matriz dos
coeficientes do sistema , obteremos os seguintes autovetores associados a A; e Ay,

respectivamente

—1 —1

6, 254/0,02: —06,254/0,02;
Vl - 5 V2 - .

Dai, teremos o seguinte conjunto fundamental de solugoes
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{[ 6,25,/0, 02 ] S0 [ —6,25/0,02 ] o5 } (2.29)

-1 -1

Perceba que, se utilizarmos o conjunto (2.29) da forma como se encontra, iremos
obter uma solucao geral complexa. Dessa forma, para contornar essa situacao, vamos
tomar uma dessas solugoes complexas e aplicar a formula de Euler, apresentada no capitulo

anterior, de modo a obter duas solugoes reais. Entao, tomando a solugao

[ —6,25,/0,02i ] S0
X2 —

-1
obtemos
X, [ 6,25+/0,02 sen\/mzs] = [ —6,25+/0,02 cos /0, 02 ]
—cos+/0, 02t — seny/0, 02t
onde

6,254/0,02 0,02t —6,254/0,02 0,02t
m(t):[, V0,02 sen /0, ],nu):[ .25y/0,02 cos /0,02 ]

—cos /0,02t — seny/0, 02t

sao duas solugoes reais obtidas a partir da solucao complexa X,. Entao, teremos as

seguintes solugoes

u(t) = ¢1 (6,251/0,02 seny/0,02t) — ¢ (6,25/0,02 cos /0, 02¢)
(2.30)

v(t) = —c1 (cos/0,02t) — ¢ ( seny/0,02t)

Lembrando que x = 5+ u e y = 8 + v, obteremos as seguintes solugoes para o

sistema ([2.18)
z(t) =5+ ¢1 (6,25/0,02 seny/0,02t) — ¢, (6,251/0,02 cos /0, 02¢)

y(t) =8 — ¢1 (cos/0,02t) — ¢s ( seny/0,02t)

Por fim, aplicando-se as condigoes iniciais z(0) = 4 e y(0) = 2, teremos

z(t) = 5+ 37,54/0,02 seny/0, 02t — cos /0, 02t
(2.31)

y(t) =8 — 6 cos+/0,02t — 0125sen\/O 02t

As solugoes obtidas em ([2.31]), descrevem aproximagoes satisfatorias para as curvas
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do sistema nao-linear (2.18) na vizinhanga do ponto de equilibrio (5,8). Além disso, a
partir das mesmas, ¢ possivel levantar alguns resultados acerca do comportamento das

variagoes ciclicas das populagoes investigadas, tais como

I. As variagbes das populagdes de presas e predadores do sistema ([2.18) apresentam

variacoes ciclicas com periodo igual a

2
P=——~0,1414
/0,02 ’

de modo que o periodo independe das condicoes iniciais;

II. A amplitude das variagoes ciclicas para as presas é descrita por

Ay = /(c16,251/0,02)2 + (—c26, 251/0,02)2 = 1/(37,5,/0,02)% + (—1)2
Aq ~ 5,3968

e para a populagao de predadores por

Ay = e+ (el = (-6 + (-5

Ay = 6,1057
de modo que as mesmas dependem das condigoes iniciais e dos parametros do

problema.

Vejamos a seguir na Figura [2.6] o comportamento das populagoes durante a evo-

lucao do tempo.

(z,y)

—— Populagao de Zebras (presas)
25

----- Populagao de Leoes (predadores)

20

Figura 2.6: Interagoes entre as populagdes de zebras e ledes a partir das solugoes (2.31]).
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Analisando as trajetorias que descrevem as populacoes de zebras e ledes na Figura
2.6l podemos notar que a populagao de zebras comega a ter um declinio mais significativo
a partir do instante em que as populagoes se igualam, e no momento que as presas deixam
de existir no ambiente a populacao de leoes tendera a desaparecer. Dessa forma, quando
as presas retornam ao ambiente a populacao de predadores consegue salvar-se da extingao.
Perceba que esse comportamento apresenta-se de forma periddica como foi mencionado
anteriormente.

Contudo, sabemos que na natureza podem ocorrer alteragoes que modifiquem esse
comportamento apresentado, por isso o modelo presa-predador de Lokta-Volterra, busca
apenas estudar as interagoes que podem ocorrer entre duas espécies em um meio, no qual
os efeitos causados por fatores externos nao venham a causar mudancas no crescimento ou
decrescimento das populacoes. Vale lembrar que existem outros modelos matematicos que
descrevem o comportamento entre duas espécies, e a analise dos mesmos sao diferentes
entre si. Sao exemplos de modelos que levam em consideracao os efeitos causados por
fatores externos o modelo presa-predador com perturbacao das populacoes médias, modelo

geral presa-predador (Kolmogorov), modelos com competigao entre outros.

2.3.Péndulo Livre com Amortecimento

Define-se Péndulo Livre com Amortecimento como sendo um modelo matemético
que descreve as oscilacoes de uma particula de massa m conectada a uma haste rigida
de massa desprezivel e de comprimento [ conectada a um suporte rigido, como podemos
observar na Figura 2.7 Desta forma, esse tipo de péndulo pode se mover num plano
vertical, de modo que designamos por 6 o angulo que a haste faz com a vertical no sentido

anti-horario.

"'(:\/1/ mg

Figura 2.7: Péndulo Livre com Amortecimento.
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A amplitude de oscilacao de um péndulo livre com amortecimento decresce, princi-
palmente, devido a resisténcia do ar. A forca de atrito com o ar é contraria ao movimento
e proporcional a velocidade angular, isto é, tem modulo yv, onde v é uma constante.

Dai, temos a seguinte equacao diferencial de segunda ordem que descreve esse
modelo

d*0 v dfd g

&0 ydb g 9.32
a2 T T e =0 (2.32)

onde g ¢ a aceleracao gravitacional e v uma constante.
Alem disso, temos que a velocidade angular é dada por ' = v. Entdo, podemos

expressar a equagao ([2.32) como um sistema dindmico da forma

g
il v
(2.33)
dv g v
u —jsenﬁ -V

Contudo, perceba que o sistema é nao-linear, entao teremos que os pontos de
equilibrio serdao (K, 0), com K pertencente ao inteiros. Dessa forma, iremos tratar aqui
apenas o caso da origem, isto ¢, para K = 0, assim, teremos o ponto de equilibrio (0,0).
Assim, quando estamos analisando um sistema nao-linear préoximo & origem, podemos

descartar os termos nao-lineares. Dai, obteremos o sistema linear

g
il v
(2.34)
dv g v
@ 0 ml

Logo, teremos os seguintes casos de comportamento para os sistemas (2.33)) e (2.34)):

I. Se Ay < Ay <O

Teremos que o ponto de equilibrio (0,0), serd um nd estdvel tanto para o sistema

(2.33), quanto para (2.34);

II. Se \; = X\ < 0.

Nesse caso, temos que a origem serd um nd para o sistema (2.33), e pode ser um

ponto espiral ou um nd para (2.34));
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III. Se \; = —a = fi.

Nessa situagao, temos que a origem é um ponto espiral para os sistemas (2.33)) e

@-34).

Problema 2.3.1. Consideremos o seguinte sistema

g
il v
(2.35)
dv g v
u —Tsene - v

Utilizando os valores m = 300 g, [ = 50 cm, g = 9,81 m/s> e v = 0,05 N- s, iremos

determinar as solugoes do sistema para os seguintes casos:

I. O péndulo parte do repouso com um angulo inicial § = 120°;

II. O péndulo é lancado desde # = 60°, com uma velocidade angular inicial v =

—9 rad/s.

Solucao:
Primeiramente notamos que o sistema (2.35|) esté na forma nao-linear, entao considerando

como ponto de equilibrio a origem, teremos o seguinte sistema linear para os valores

considerados
df B
dt v
(2.36)
@ B _9,81 B 0,05 ,
d 0,5 0,3x0,5
implicando em
“w o,
dt
(2.37)
@ = —19,620 — 0,33v
dt

Agora iremos em busca dos autovalores A e os autovetores V que satisfazem a
equagao (A — AI)V =0, isto é,

—A 1 (51 0
19,62 (0,33 — ) ] [ o ] = [ 0 ] : (2.38)

onde a matriz A é composta pelos coeficientes do sistema ([2.37]).
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Assim, resolvendo o determinante de (A — AI), temos que:

)\ 1
~19,62 (—0,33 — \)

det(A — AI)

det(A — AI) = \? + 0,33\ + 19, 62.

Logo, a equacao caracteristica ¢ A2 + 0,33\ + 19,62 = 0. Dessa forma, a partir
da mesma obtemos duas raizes que representam os autovalores que sao A\ = —0,165 —
4,4263i, Ay = —0,165+4,4263i. Entao, teremos que a origem dos sistemas ([2.35) e (2.37)

serd um ponto espiral.

Dessa forma, para obtermos os autovetores iremos substituir os autovalores encon-
trados em ([2.38]), entao teremos:
Para \; = —0,165 — 4,4263:

[A + (0,165 +4,4263:) I) V; =0 .
Temos que vy = — (0,165 + 4,4263i) v;. Tomando v; = 1, implica que vy =
—0,165 — 4, 4263i. Assim, um autovetor associado ao autovalor A\; = —0, 165 — 4, 4263i é
1
V= .
—0,165 — 4,4263¢

Aplicando um raciocinio analogo para o autovalor Ay = —0, 16544, 42631, teremos

o seguinte autovetor associado

1
V, = -
—0,165 + 4,42631

Dai, temos que uma solugao geral para o sistema ([2.37)) sera

X(t) = ¢ 1 | e(-0.165 442630y
—0,165 — 4,4263¢

+

1 | (01654 4.42630)t (2.39)
—0,165 + 4,42631

No entanto, como estamos interessados em obter uma solu¢ao com valores reais,
assim aplicaremos a féormula de Euler para solugoes complexas de sistemas de EDOs.
Contudo, como V; e V, sao solucoes complexas conjugadas, podemos achar duas solugoes
reais utilizando a parte real e imaginaria de apenas uma dessas solu¢oes. Logo, usando

Vs, temos
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V2 — 1 6(*0,165+4,4263i)t (240)
—0, 165 + 4, 42631
1 , 0 _ ;
V2 — iy 6( 0,165+4,426314)t ) (241)
—0,165 4,4263

Agora aplicando a formula de Euler, teremos que (2.41)) sera da forma

v cos(4, 4263 t) 0165t
pu— e k)
? —0, 165 cos(4, 4263 t) — 4,4263 sen(4,4263 t)
4,4263 t
i sen (4, ) e = (t) +iv(t).
4,4263 cos (4,4263 t) — 0,165 sen (4,4263 t)
Entao,
(t) cos (4,4263 t) 0165t
u(t) = o0
—0, 165 cos (4, 4263 t) — 4, 4263 sen (4, 4263 t)
t) sen (4,4263 t) 0165t
v(t) = o0
4,4263 cos (4,4263 t) — 0,165 sen (4, 4263 t)

sao solugoes reais para o sistema ([2.37)).

Assim, temos que uma solugao geral para o sistema (2.37)) com valores reais sera

O(t) = e %165 [¢; cos (4,4263 t) + ¢y sen (4,4263 )]

v(t) = e7016% [¢; (—0,165 cos (4,4263 ) — 4,4263 sen (4,4263 t)) . (2.42)
+co (4,4263 cos (4,4263 t) — 0,165 sen (4,4263 t))]
Para a condigao inicial I:
Agora substituindo as condigdes iniciais 6(0) = 120° = % rad e v(0) = 0 em

(2.42)), teremos

2
e(o>:q:§

v(0) = —0,165¢; + 4,4263¢, = 0
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Assim,

c1 ~ 2,0944
co ~0,0781

Logo, a solugao geral para o problema de valor inicial I, sera

0(t) = e~ 19520944 cos (4, 4263 t) + 0,0781 sen (4, 4263 t)]

. 2.43
v(t) = e 0165 [0, 0001 cos (4, 4263 t) — 9, 2833 sen (4, 4263 t)] (2.43)

— 0(t) : Variacao angular

_____ v(t) : Variagao da velocidade angular

Figura 2.8: Grafico que representa as variagoes do angulo e da velocidade angular do péndulo
livre com amortecimento a partir das solugoes (2.43)).

Para a condicgao inicial II:

Tomando as condigoes iniciais #(0) = 60° = % rad e v(0) = —9rad/s, e substituindo-

as em (2.42)), teremos

9(0)2012%

v(0) = —0,165¢; + 4,4263co = —9
Assim,

c1~1,0472
co ~ —1,9943

Dessa forma, a solugao geral para o problema de valor inicial I1, seréd

0(t) = 0165 [1,0472 cos (4,4263 ) — 1,9943 sen (4, 4263 ¢)]

L (24)
v(t) = e %165 [—9 0002 cos (4, 4263 t) — 4,3061 sen (4, 4263 t)]
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I — 0(t) : Variacao angular

----- v(t) : Variagao da velocidade angular

L |
A — N — —o

'
>

Figura 2.9: Grafico que representa as variagoes do angulo e da velocidade angular do péndulo
livre com amortecimento a partir das solugoes (2.44]).

0

Portanto, neste capitulo apresentamos alguns exemplos de aplicacoes de sistemas
dindmicos auténomos, tendo como objetivo principal, detalhar a construcao da resolucao
de tais aplicagoes, além de analisar graficamente o comportamento desses sistemas por

meio das solugoes gerais obtidas.



3. Consideracoes Finais

Através do exposto nesta pesquisa, acerca dos sistemas dindmicos auténomos, bus-
camos apresentar a teoria matematica que envolve esses sistemas de equacoes diferenciais
ordinarias, além de resolver algumas aplicagoes dessa teoria de uma maneira mais simples
e detalhada, do que a tratada na maioria dos livros. Um dos fatores que contribuiram
para a construcao deste trabalho, foi justamente a necessidade de se compreender essa
teoria aplicada a problemas de modelagem matematica, de modo que no transcorrer do
estudo podemos observar alguns casos de aplicagoes desses sistemas, além de analisar
graficamente o comportamento dos mesmos em func¢ao do tempo.

A utilizacao de tais sistemas é muito frequente quando estamos trabalhando com
sistemas de EDOs. Assim sendo, priorizamos descrever os procedimentos matemaéticos
que sao necessarios a resolucao de problemas dessa natureza, enfatizando os principais
teoremas e defini¢oes que regem essa teoria, buscando apresentar os caminhos que devem
ser seguidos na resolucao e analise qualitativa de algumas aplicacoes envolvendo sistemas
dindmicos auténomos lineares ou nao-lineares.

Nos casos dos problemas de mistura, aqui tratados, foram descritos os procedimen-
tos necessarios a construcao do sistema linear a partir de um dado problema, além de
apresentado graficamente o comportamento de tais sistemas por meio de suas solugoes
gerais, fazendo para isso o uso do software matematico GeoGebra.

Ja no modelo Presa-Predador de Lokta-Volterra, como o mesmo trata-se de um
sistema nao-linear, buscamos realizar uma analise qualitativa do seu comportamento lo-
calmente, a partir dos sistemas linearizados obtidos por meio dos pontos de equilibrio
do sistema nao-linear. Para isso, foram empregadas algumas técnicas de linearizacao de
sistemas dessa natureza, e em seguida foi construida a solugao geral para o sistema nao-
linear na forma paramétrica, de modo que a partir da mesma construimos o grafico que
expressa as interacoes entre as populagoes de presas e predadores de acordo a evolucao
do tempo.

Por fim, tratamos um caso de péndulo livre com amortecimento, de modo a ex-
plicitar as principais caracteristicas desse modelo matematico descrito por um sistema

nao-linear de EDOs de primeira ordem. Além disso, apresentamos os seus possiveis com-
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portamentos a partir da anélise dos autovalores obtidos por meio do sistema linearizado
construido tomando como referéncia a origem.

Portanto, o referido trabalho buscou contemplar de maneira integral os objetivos
cunhados no inicio da pesquisa, primando sempre pelo detalhamento das informagoes apre-
sentadas. Vale mencionar que, uma possivel continuacao deste estudo pode ser realizada

fazendo-se uma anélise acerca do comportamento de sistemas dindmicos nao-auténomos.
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