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RESUMO

O uso de trelicas espaciais ¢ bastante intenso, visto que estas estruturas apresentam varias
vantagens comparadas a outros sistemas estruturais. Apesar da relativa simplicidade, o estudo
dessas estruturas requer o uso intenso de técnicas aprimoradas de analise estrutural. Assim, uma
analise apropriada de estruturas formadas por trelicas espaciais deve ser realizada
considerando-se as ndo linearidades tanto geométricas quanto fisicas do problema estudado. A
ndo linearidade fisica € proveniente da mudanga do comportamento do material utilizado. Com
o advento da mecanica computacional, surgiram Métodos Aproximados fundamentados em
discretizar o espaco em que o modelo matematico esta inserido, tais como Método dos
Elementos Finitos (MEF). Na anélise ndo linear de trelicas, a obtencdo da trajetdria de equilibrio
se faz relevante e, geralmente, requer um estudo a parte. Desse modo, manifestacdes como
snap-through e snap-back, sao obtidas somente com métodos mais robustos como, por
exemplo, o Método do Comprimento de Arco (arclength). A formulagdo posicional do MEF
gera solugdes adequadas e atrativas em termos computacionais, o que se coaduna com a
necessidade de analises mais apuradas para obter solugdes mais econdmicas. Nesse contexto, o
presente trabalho tem como objetivo principal implementar elastoplasticidade em um cédigo
computacional produzido e constante na Dissertacdo de Mestrado de Estéfane George Macedo
de Lacerda na UFRN em 2014, que possibilita realizar anélise nao linear geométrica de trelicas
planas e espaciais mediante a utilizagdo dos Métodos dos Elementos Finitos Posicionais. O
codigo desenvolvido no presente trabalho foi implementado com auxilio da ferramenta
computacional MATLAB Foram analisados alguns benchmarks e os resultados obtidos foram
comparados com os encontrados em outras literaturas, bem como com os calculados com o
software ABAQUS. As analises das trajetorias de equilibrio das estruturas analisadas atestam

a boa eficiéncia do coédigo implementado.

Palavras-Chave: Trelica; Nao linearidade geométrica; Nao linearidade fisica;

Elastoplasticidade; Elementos finitos; Formulagao posicional; Comprimento de arco.



ABSTRACT

The use of space trusses is quite intense, since these structures present several advantages
compared to other structural systems. Despite relative simplicity, the study of these structures
requires the intensive use of improved structural analysis techniques. Thus, an appropriate
analysis of structures formed by space trusses must be performed considering both the
geometric and physical non-linearities of the problem studied. Physical non-linearity is due to
the change in the behavior of the material used. With the advent of computational mechanics,
approximate methods have emerged based on discretizing the space in which the mathematical
model is inserted, such as Finite Element Method (FEM). In the non-linear analysis of trusses,
obtaining the equilibrium trajectory becomes relevant and generally requires a separate study.
In this way, manifestations such as snap-through and snap-back, are obtained only with more
robust methods, such as the Arclength Method. The positional formulation of FEM generates
suitable and computationally attractive solutions, which is consistent with the need for more
accurate analyzes to obtain more economical solutions. In this context, the main objective of
this work is to implement elastoplasticity to a computer code produced and constant in the
Master's Dissertation of de Estéfane George Macedo de Lacerda, UFRN, in 2014, which allows
to perform geometric non-linear analysis of flat and space trusses using Finite Element Methods
Positional. The code developed in the present work was implemented with the help of the
MATLAB computational tool. Some benchmarks were analyzed and the results obtained were
compared with those found in other literature, as well as those calculated with ABAQUS
software. The analysis of the equilibrium trajectories of the analyzed structures attest to the
good efficiency of the implemented code.

Keywords: Truss; Geometric non-linearity; Physical non-linearity; Elastoplasticity; Finite

elements; Positional formulation; Arc-length method.
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1 INTRODUCAO

Trelicas sdo estruturas que possibilitam vencer grandes vaos de forma econdmica e
esteticamente elegante, com uma relacdo entre peso € vao bem reduzida, e que apresentam
grande rapidez e facilidade de montagem. Um exemplo da utilizagdo de uma trelica espacial ¢

apresentado na Figura 1.

Figura 1 — Exemplo do uso de trelica espacial na Rodoviaria de Cajazeiras

S

o

L —

O uso de treligas espaciais estd em continuo crescimento no Brasil, j& que estas tém
varias vantagens comparadas a outros elementos estruturais de cobertura, das quais destaca-se
a semelhancga das dimensdes dos elementos e dos detalhes nodais, simplificando desta maneira
os processos de fabricacdo e de armacgdo, e proporcionando leveza e forma agradavel,
frequentemente isentando a utilizagao de forros (MAIOLA, 2002).

O surgimento do emprego de estruturas trelicadas espaciais de alto grau de dificuldade,
requer o uso intenso de técnicas aprimoradas de analise estrutural e, especialmente, de maquinas
potentes. Entretanto, normalmente, uma analise apropriada de estruturas formadas por trelicas
espaciais deve ser realizada considerando-se as nao linearidades tanto geométricas quanto
fisicas do problema estudado (LEITE, 2000).

No estudo de treligas ndo linear, deve-se englobar ambas as ndo linearidades, tanto fisica
quanto geométrica. A ndo linearidade fisica (NLF) ¢ proveniente da mudanga do
comportamento do material estudado. J4 levando em conta a mudan¢a de geometria da

estrutura, e o equilibrio sendo realizado na situacdo deslocada, a trajetoria carga x deslocamento
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serd nao linear, sendo uma situagao de nao linearidade geométrica (NLG), podendo ocorrer
concomitantemente a NLF (LEITE, 2000).

O advento da Mecanica Computacional tornou possivel o desenvolvimento de modernos
Métodos Aproximados de andlise de estruturas. Estes, fundamentam-se em discretizar o espago
em que o modelo matematico esta inserido. Alguns exemplos de métodos de discretizagao sao:
M¢étodo das Diferengas Finitas (MDF), Método dos Elementos de Contorno (MEC), Método
dos Elementos Finitos (MEF), Método dos Volumes Finitos (MVF), e os Métodos Sem Malha
(MSM) (BELO, 2009).

De acordo com LACERDA (2014), em comparagao a formulagdes mais antigas, existem
poucos trabalhos publicados com a formulagdo posicional do MEF. Apesar disso, este método
por gerar solu¢des adequadas e atrativas em termos computacionais, pois ndo requer matrizes

de transformagdes entre coordenadas locais e globais.
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2 OBJETIVOS

GERAL
Esse trabalho tem o objetivo geral de adicionar a anélise ndo linear material (fisica) ao

codigo computacional produzido no trabalho “Analise nao linear de trelicas pelo método dos
elementos finitos posicional” (LACERDA,2014), o qual ja trata da andlise nao linear
geométrica.
ESPECIFICOS

* Entender o fendmeno da elastoplasticidade unidimensional;

* Implementar ndo linearidade material no codigo desenvolvido por Lacerda (2014);

* Analisar um numero de benchmarks com o coédigo desenvolvido e com o software

comercial ABAQUS.
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3 REVISAO DE LITERATURA

3.1 ANALISE ESTRUTURAL NAO LINEAR

Este item descreve conceitos bésicos encontrados na andlise ndo linear das estruturas
conforme abordagem de Brito (2018). A formulagdo do Método dos Elementos Finitos na
analise linear de estruturas se baseia nas hipoteses de que os deslocamentos nodais sdao
infinitesimalmente pequenos, que o material ¢ linearmente elastico e que as condigdes de
contorno nao se modificam durante a aplicagdo das cargas (BATHE, 2006). Quando atendidas,
o vetor de deslocamento u se relaciona linearmente com o vetor de cargas f através da matriz

de rigidez K conforme Equagdo (1).

Ku=f (1)

Isso significa que, se as cargas aumentarem conforme um constante, os deslocamentos
também aumentam por este valor. Se essa proporcionalidade ndo ocorrer, o sistema estrutural
¢ caracterizado como ndo linear. A ndo linearidade de uma estrutura pode apresentar diversos
tipos, podendo ser elencado como principais as ndo linearidades geométricas e fisicas, e as das
condi¢des de contorno. A nao linearidade geométrica se da quando a estrutura sofre grandes
mudancgas na sua geometria, fazendo com que as equagdes de equilibrio para sua geometria
inicial deixem de ser validas-

J4a ando linearidade fisica € relacionada aos comportamentos nao lineares dos materiais,
como a elasticidade ndo linear, plasticidade, viscoelasticidade e fluéncia. Por sua vez, as
condigdes de contorno nao lineares ocorrem devido a sua alteragdo conforme o deslocamento
do sistema, motivado por contato ou impacto entre dois corpos ou quando as forcas externas
sao dependentes do deslocamento.

Com o objetivo de estudar o comportamento de uma estrutura, necessita-se analisar o
caminho de equilibrio levando em consideragdo algumas variaveis de controle, como por
exemplo cargas e deslocamentos. Assim, numa trajetoria de equilibrio destacam-se alguns

pontos criticos:
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e Ponto de limite ou snap-through: ponto de tangente horizontal, ou seja, ponto de
maximo ou minimo da fun¢do. Em alguns métodos de solu¢ao acontece um salto
no valor das abcissas na trajetoria de equilibrio.

e Ponto de viragem ou snap-back: ponto de tangente vertical, ndo apresenta
importancia fisica, porém em alguns métodos de solucao acontece um salto no valor
das ordenadas na trajetoria de equilibrio.

Na Figura 2, tem-se nos pontos L e nos pontos T, exemplos de snap-through e snap-

back, respectivamente, em ambas o eixo das ordenadas representa a carga, enquanto o eixo das

abcissas o deslocamento.

Figura 2 - Exemplos de snap-through e snap-back
F

" Fonte: SILVA, 2011

3.2 NAO LINEARIDADE FiSICA (ELASTOPLASTICIDADE)

Conforme Simo (1998), neste item serdo apresentadas defini¢des sobre
elastoplasticidade em sistemas unidimensionais que sdo aplicados em estruturas formadas por
barras, como trelicas. Sera considerado uma relagdo constitutiva com plasticidade perfeita (sem
endurecimento).

Na Figura 3 pode-se ver um elemento friccional unidimensional, para fundamentar a
estrutura matematica da plasticidade. Assumindo que o mesmo possui comprimento e area
unitaria, sendo formado por uma mola com constante eldstica E, e elemento de friccao de

Coulomb com constante g;, > 0, aplica-se uma tensdo o que gera uma deformagéo ¢ total.
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Figura 3— Elemento friccional unidimensional

[ 1 >|

E

o -
/\A/\M gy

Fonte: SIMO, 1998
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Logo, analisando a Figura 3, temos que:
a) A deformacio ¢ total se divide em uma parte £° sobre a mola (parte elastica) e noutra

€P sobre o dispositivo friccional (parte plastica).

= g%+ €P (2)

b) Por condi¢do de equilibrio, a tensdo sobra a mola ¢ o, sendo assim:

o=FEe® =E(e—¢€P) 3)

A condicdo de escoamento ¢ uma funcao usada para identificar matematicamente

quando ocorre escoamento. Definida para plasticidade perfeita como:

flo) = lol -0y, <0 4)

Se a condi¢ao de escoamento assumir um valor negativo ou igual a zero, o valor atual
de tensdo estd abaixo do escoamento e apenas a deformacao eléstica estd aumentando. Ja se for
positivo o nivel de tensdo atual ¢ acima do escoamento e, para plasticidade perfeita, apenas a
deformacao plastica esta aumentando, porém para casos diferentes de plasticidade, ambas os
tipos de deformagdo estariam em ascensdo. Entretanto, ndo ¢ admitido f < 0 requerendo ser
calculado a quantidade de fluxo plastico para alcancar f = 0. Isto ¢ realizado calculando um
parametro de consisténcia y, que permite determinar o nivel de fluxo plastico para satisfazer a

condigdo f = 0. Assim,

flo) <0 =y=0

y>0=>f(c)=0

Unificando as duas equagdes anteriores, chegamos a:
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yf(o) =0 (5)

Formando assim as condi¢gdes de Kuhn-Tucker, que descrevem matematicamente o

processo de carregamento e descarregamento elastoplastico.
Utilizando a notagdo f (t) = Z—/: (para qualquer fungdo), entdo para f (o) < 0 ndo ocorre

escoamento, logo €P = 0, apenas ocorrera mudanga no valor de €P se f(g) = 0, tal que o
escoamento ocorrerd na dire¢do da tensdo o aplicada, com taxa de escoamento constante, sendo

y = 0 o valor absoluto dessa taxa de escoamento. Assim:

P =y=0se0=0,>0

P =—-y=0sed=—a, <0

Podendo ser escrito como:

&P =y sign(o) (6)

Conhecida como lei de fluxo, onde sign ¢ uma func¢ao que retorna o sinal do parametro
recebido, assim:
sign(c) = +1seoc >0

sign(o) = —1seoc <0

Em seguida, necessita-se de uma maneira de calcular o valor de y em qualquer instante

de tempo t, isto €:

f@©® = flo(@®] (7)

Pode-se concluir que, se f (t) <0, pois se f (t) fosse positivo, implicaria em
f(t 4+ dt) > 0 para algum dt > 0, desobedecendo a lei de escoamento (f < 0). Assim, tem-

Se:
y>0=>f=0

f<0=2y=0

Formando a condicdo de persisténcia ou consisténcia que pode ser resumida em:



yf(o) =0 (8)

Para f < 0,y = 0, porém se f = 0, tem-se pela regra da cadeia:

. Oof .
F =557 ©)
6 = E(é — €P) (10)
Substituindo (6) em (10):
6 = E¢ — E[ysign(o)] (11)
Aplicando (11) em (9):
. 0 0
f= %Eé — yE% [sign(o)] (12)
Porém,
dlol of
P sign(o) = 3 sign(o)
sign(a)? =1
Assim:

f = Eésign(o) —yE=0

y = & sign(o) (13)
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Substituindo (13) em (6):

P = ¢ (14)

Assim, toda a deformagio é plastica quando f (o) = 0 ¢ f(o) = 0, ¢ 0 modulo tangente
elastoplastico E sera nulo, sendo assim a curva tensdo x deformacio constante durante os passos
plésticos, quando se considera plasticidade perfeita.

Deste modo, baseado na teoria apresenta foi desenvolvido um algoritmo chamado de
return mapping (mapeamento de retorno) para controlar através de passos de carga, se ocorreu
plastificagcdo ou ndo no elemento estrutural em estudo.

A cada passo de carga ¢ realizado um incremento na deformagao do elemento estrutural

As,,, que ¢ utilizado para calcular uma tensdo elastica teste g, .¢5'¢ através da equagio:

ateste = o, + EAg, (15)

Onde, 0, ¢ a tensdo calculada no passo anterior. Entdo, calcula-se a condigdo de

escoamento f,L5:

e = lofste| - oy (16)

Se f,fest¢ < 0, assim sendo ¥ = 0, o passo sera elastico, sendo a deformagdo plastica

apenas congelada, ou seja, igualada ao passo anterior e a tensao sendo igual a de teste.

el =¢b (17)
Opi1 = On3t° (18)

J&, caso f,f¢5¢ > 0, entdo o passo serd plastico, sendo necessario calcular o valor de 7y

para reduzir o valor de f para 0. Deste modo:



teste
_Jn+1
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(19)

Como o passo de carga ¢ plastico, deve-se recalcular o valor da tensdo e da deformagao

plastica em fung¢ao do valor de .

p — P . teste
Eny1 = En TV Sign(o,37

— teste teste

On+1 = Opg1 — VE sign(on3y

Algoritmo 1 — Mapeamento de Retorno

1. Dados de entrada: {o,, £-}

2. Incremento de deformagdo acontece tal que: €,,1 = &, + Ag,

teste _
0,550 ° = op + Elgy

teste _ | teste| _
a1 e = lopdrel gy

4. Se fe5t < 0, passo elastico, entdo:

— teste
On+1 = Ong1

Ene1 = En
Fim
Se ndo, passo plastico, entdo:
teste
_ Jn+1
- E

— teste P teste
On+1 = Ong1 — YE sign(o,5%

p — P : teste
En+1 =é&n + Y Slgn(0n+1

Fim

3. Calcula tensdo clastica teste, e depois o teste da fungdo de escoamento:

Fonte: Adaptado de SIMO, 1998

3.3 METODOS NUMERICOS PARA ANALISE ESTRUTURAL NAO LINEAR

(20)

21

O principal problema na analise de sistemas ndo lineares consiste em encontrar o

estado de equilibrio da estrutura relacionada as forgas externas aplicadas. Assim, busca-se

igualar os valores das forgas internas q (funcdo do deslocamento nodal u) e externas f, em
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todos os graus de liberdade de um determinado sistema de elementos finitos (BATHE, 2006).

Deste modo, o foco dessa se¢do ¢ encontrar o caminho de equilibrio da estrutura onde:

q-f=0 (22)

Sera descrito a seguir o método incremental-iterativo de Newton-Raphson, pois este ¢
um dos métodos mais tradicionais de solu¢ao de sistemas ndo lineares. Além disso, serd
apresentado o método do comprimento de arco, que auxilia o0 método anterior a solucionar

problemas que apresentam os fendmenos como snap-through e snap-back.

2.3.1. Método de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson ¢ um procedimento classico para calcular raizes de
funcdes de maneira iterativa, sendo assim eficiente para solucionar problemas nao lineares. O
procedimento consiste em, a partir de um fungdo g(x), continua e diferenciavel, € um ponto
estimado inicial x;, calcular a préxima estimativa x;,; através do encontro da reta tangente a
g(x) no ponto (x;, g(x;)) com o eixo X, e assim sucessivamente, para as interagdes seguintes.

Logo, a seguir ¢ exibida a equacdo geral:

g(x;)

_ 23
PEen) @)

Xi+1 = X;

Figura 4— O Método de Newton-Raphson
y! 9(xo)

Xy

X3 /’.<2 / Xy Xo

Fonte: BRITO, 2018
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As iteragdes terminam quando algum critério de convergéncia ¢ cumprido. Com um
valor de tolerancia tol, previamente estabelecido, dois critérios definidos sao habitualmente

usados (GILAT; SUBRAMANIAN, 2008):

L| < tol
Xi
lg(x;)| < tol

Aplicando o método para uma trelica simples com um grau de liberdade mostrada na

Figura 5.

Figura 5 — Estrutura com um grau de liberdade

Fonte: LACERDA, 2014

O equilibrio devera ser encontrado para o grau de liberdade livre, onde a equagao ¢ dada

por:

gw) =qw) —f=0 (24)

onde f ¢ a forca externa, q(u) a forca interna em fun¢do do deslocamento vertical e g(u) a
forca residual que devera ser igualada a 0. Assim, utiliza-se o0 Newton-Raphson para encontrar

a solucdo da Equagao 24.

_g(w)
g'(w)

(25)

Ujy1 = Uj
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Desenvolvendo g'(u;), obtém-se

dmuo—D:JMW):& (26)

g' () = du du

onde K; ¢ a tangente de rigidez, que ¢ uma relacdo a carga e ao deslocamento. Deste modo, a

equacao 25 pode ser escrita na seguinte forma:

Ui = U — K tg(uy) (27)

Muitas vezes, a Equagao 27, ¢ dividida em duas:

Au; = =K tg(w;) (28)

Au; = ujyq — U (29)

Para estruturas com mais de um grau de liberdade, a solu¢do do sistema mantém-se a
mesma, porém a tangente de rigidez K, transfigura-se como a matriz jacobiana das forgas
internas, conhecida como matriz de rigidez tangente, e as forgas residuais g, as forcas externas
f, as forgas internas g e os deslocamentos u, consequentemente Au também, tornam-se vetores,
onde cada linha representa o comportamento estrutural para cada os diversos graus de liberdade

estudados.

o, oq
dq ou, ~ du,

Kt = a = S .'. 5 (30)
0qn 0qn

ou, ~~ du,
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2.3.2. Método de Newton-Raphson incremental-iterativo

Sabe-se que o método de Newton-Raphson € capaz de calcular um ponto na trajetoria
de equilibrio. Assim, para calcular o resto do caminho, une-se ao processo iterativo um
procedimento incremental. Deste modo, serdo aplicadas as iteragdes newtonianas para

diferentes niveis de carga (f, f + Af, f + 2Af), obtendo um valor de deslocamento para cada

um dos mesmos. Na Figura 6 ¢ ilustrado o processo de calculo desse caminho:

Figura 6 — Método de Newton-Raphson Incremental-Iterativo

f

_||r1 _I' ___________________________________

Deslocamento, u
Fonte: LACERDA, 2014

O algoritmo de calculo de trajetoria de equilibrio usando o método de Newton-Raphson,

devera receber como entrada o incremento de carga Af a cada passo de carga, o nimero de

passo de carga i,,,, , nimero maximo de iteracdes j, 4, € tolerancia tol, podendo ser escrito
em pseudocddigo no Algoritmo 2:

Algoritmo 2 — Método de Newton-Raphson

input Af, i 0.0 Jmax €015
f=0u=0;
fori =110 iy

{
f=f+Af;
g=qw—f;

for j = 110 jimax

{




27

9q(w)
Kt - ou ’

Au=—K1g;

u=u+Au;

g=q@w) - f;

if ||gll < tol.||Af]| then break;

H
output u, f;

Fonte: Adaptado de LACERDA, 2014

Observa-se que o critério de parada utilizado para mais de um grau de liberdade foi:

llgll

—— < tol

IAF]
Podendo também ser usado:

Au;

[[Ang; | < tol

[|2; ]

Mesmo em problemas onde se busca uma solugdo para certa carga definida, deve-se
utilizar o processo incremental-iterativo, pois a aplicacao de um valor alto diretamente em uma
carga pode gerar problemas de convergéncia. Assim, aumentar a carga a cada passo,
recalculando a matriz tangente de rigidez em fung¢do da estrutura deslocada, torna a solucao da
primeira iteragao de cada incremento mais proxima da solugao final, facilitando o processo de
convergéncia (LACERDA, 2014).

Em casos onde se considera a NLF, esse procedimento incremental-iterativo ¢
especialmente importante pois, com aumento das tensdes nas barras pode ocorrer mudangas no
modulo tangente elastopléstico, alterando a matriz de rigidez tangente, que sera utilizada na
proxima iteragao.

Entretanto, computar a matriz de rigidez tangente a cada iteracdo ¢ um processo de alto
custo computacional. Assim, desenvolveu-se uma alteragdo no método de Newton-Raphson
convencional, surgindo o método de Newton-Raphson Modificado, baseado em calcular a
matriz jacobiana uma Unica vez na parte incremental do algoritmo, ou seja uma vez a cada passo

de carga. O procedimento ¢ representado na Figura 7 e mostrado no Algoritmo 3.
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Figura 7 — Método de Newton-Raphson Incremental-Iterativo Modificado

f

R B '

Af

Carga

Dezlocamento, i
Fonte: LACERDA, 2014

Algoritmo 3 — Método de Newton-Raphson Modificado

input Af, imax, jmax tol;
f=0u=0;

fori =110 ipax

{

f=1+Af;
K. = 29,
t aus
g=qw)—f;

for j = 10 jiax

{

A= —K1g;
u=u++Au;
g=q@)—f;

if ||gll < tol.||Af]| then break;

H
output u, f;

H
Fonte: Adaptado de LACERDA, 2014

Como observado na Figura 7, o método modificado exige maior nimero de iteracdes

para convergir, o que pode invalidar sua vantagem computacional.
Outra forma de utilizagdo do método de Newton-Raphson sem aplicacdo dos

incrementos de carga seria estabelecer incrementos de deslocamento. Dessa forma, faz-se o
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caminho inverso, calculando as cargas externas necessarias para causar esse deslocamento
esperado a cada passo incremental do sistema.

Entretanto, tanto o incremento a carga quanto ao deslocamento apresenta limitacdes
para solucionar a trajetdria de equilibrio. Enquanto o método de Newton-Raphson com controle
de carga ndo consegue descrever caminhos que apresentam o fendmeno do snap-through, o
controle de deslocamento se limita a trajetorias que ndo apresentam o fenomeno conhecido

como snap-back.

2.3.3. Método de Comprimento de Arco

Conforme Lacerda (2014) serd apresentado o método de comprimento de arco (arc
length), que ¢ bastante utilizado para determinar a trajetéria de equilibrio, pois ele consegue
determinar a trajetoria gerada pelos fenomenos do snap-back e snap-through de maneira muito
eficiente, sendo o método mais utilizado, até mesmo por sofiwares comerciais, como o
ABAQUS.

A principal inovagdo desse método ¢ a forma de incrementar as variaveis da trajetoria
de equilibrio, visto que acontece de maneira conjunta, ocorrendo incrementos tanto na carga
como no deslocamento. Assim, surge uma nova incognita para auxiliar nesse processo,
conhecida como fator de carga (1), alterando a equagdo de célculo da forca residual conforme

mostra a Equacao 31.

gu,) =qu)-Af =0 (31)

Aplicando os incrementos na carga e no deslocamento:

g1, Aip1) = q(u; + Au) — (4, + ADf =0 (32)

Também, necessita-se da adi¢ao de uma restri¢ao no sistema de equagdes de equilibrio
que iréd limitar a distancia entre dois passos de carga consecutivos, além de auxiliar no calculo
do valor da nova incognita. Essa equacao varia de acordo com a restri¢cao ¢ utilizada, que pode

ser por exemplo, restri¢ao de hiperesfera ou hiperplano.
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Fazendo uma formulagdo genérica considerando uma restricdo ¢ = 0 qualquer, tem-se

o sistema:

=iy 6

Resolvendo o sistema utilizando o método de Newton-Raphson, onde 6 simboliza os

incrementos do mesmo método:

[9& g
Su,-] du dA 9gi
= — 34
52 [(acl-)T aciJ 'ci] (34
ou oA
Aui+1] . [Aui] [Sui]
[A/liﬂ = lan 84 (33)

Onde:
99 _ 94i _
ou ou t
dg;
a7

Realizando substituicao com intuito de facilitar a notagao:

aCl' T
=)
Jdu

aCi

miza

Tem-se:

—K, 8u; + fé4, = g; (36)
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—bi(SUi - ml-&/li = C; (37)
Isolando du; em (36):

ou; = —K;lg; + SLK{f (38)

Onde:
suf = -K;'g; 39)
suf = K;1f (40)

Assim:
du; = Suf + 67,6uf (41)

Logo, ambos os termos (8u} e suf ) estio em fungdo de partes conhecidas, Sul sendo
calculado no inicio de cada passo incremental, enquanto que SuR ¢ determinado no comego de

cada passo iterativo. Substituindo (41) em (37), e isolando & 4;:

—blé'uf - blé‘/llé'uf - mi6/1i = C;
5A;(=b;duf —m;) = ¢; + b;6uf

Ci + blé'uf

2 = —— 0T
¢ m; + blé'uf

(42)

Quando ocorrer a convergéncia do Newton-Raphson, finaliza-se a fase incremental

com:
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Wl =w + Au (43)

= fI + AAf (44)

Utilizando a restricdo de hiperplano fixo (RIKS apud LACERDA, 1972):

c = Autéu + P25AMAfTF =0 (45)

onde Y ¢ um fator de escala para o fator de carga, visto que as unidades de carga e deslocamento

sdo diferentes, obtém-se

52; = Auy b (46)
Y Aubsul + Y2 AMfTF

Entretanto, geralmente se adota Y = 0, em razdo do mesmo exercer influéncia irriséria
nos resultados, reduzindo, portanto, o trabalho computacional demandado (BORST et al. apud

LACERDA, 2012). Deste modo:

T s R
Aujdu;

52 = ——2oL
' Aulsuf

(47)

No comprimento de arco, sabe-se que acontece incrementos tanto nas cargas quanto nos
deslocamentos. Porém, nos primeiros incrementos, deve-se calcular um vetor preditor que da
origem aos incrementos iniciais Au4 € AA; no inicio de cada ciclo incremental. Tanto o vetor
preditor como o vetor Au, serdo tangentes a trajetdria de equilibrio do sistema, tendo a mesma

dire¢do do vetor Suf = K1 f, como observado na Figura 8. Deste modo:

Al

Ay =4
' [l uF|

(48)
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Au, = AL, 6uf
(49)

Figura 8 — Vetor Preditor

Lo
dl.l'l

Deslocamento, u
Fonte: LACERDA, 2014

Nota-se que A4 pode assumir valor positivo ou negativo, o que determina a dire¢do do
vetor preditor. Para que isso ocorra, deve-se observar as seguintes condigdes:
e Se (AW HTsuf > 0, entdo o preditor devera seguir o mesmo sentido do vetor
Suf, utilizando a parcela positiva da Equagio 48;
e Sendo, entdo o preditor tera sentido oposto a du’, utilizando a parcela negativa da
Equacao 48.
Onde Aw/~1 ¢ o incremento final do passo incremental anterior.
Como o grau de ndo linearidade ¢ inconstante durante a solucdo do problema,
geralmente se utiliza um comprimento de arco Al varidvel, que diminui em situacdes de alto
grau de ndo linearidade e aumenta em situagdes de baixo grau de ndo linearidade. Assim, utiliza-

se a Equagdo 50 para recalcular o comprimento de arco do ciclo atual Al/.

Ny

AU = AU
(N] »

)¢ (50)
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Sendo Al’~! o comprimento de arco do ciclo anterior, N,, o niimero procurado de
iteragdes para convergir (normalmente varia entre 2 € 5), Nj_; o namero de iteragdes para

convergir no passo incremental anterior ¢ { ¢ uma constante que modifica a influéncia do
quociente no calculo do novo comprimento de arco (geralmente igual a 0,5).

Portanto, tem-se o Algoritmo 4 de comprimento de arco, utilizando comprimento de
arco variavel, método de Newton-Raphson modificado para fazer as iteragdes e critério de

~ . llgll
convergéncia — < tol.
ST

Algoritmo 4 — Método de comprimento de arco
input Af, imax, jmax, tol;
A=0u=0;Au=0;

for j = 110 jinax

{

_ 9q),
K = ou ’
suf = K7'f;
Al
A = +—;
[[6uF|

Se AuTsuf <0
{

AL = —AZ;
H
Auy = AASuF;
Au = Auy;

g=qu+Au)— f(A+AL);
fori =110 ipay

{

SuR = —K1g;
_ Au{tSuR.
6 =- aul'suf’
du = suf + sA6u’;
Au = Au + Su;
AL = AL+ 54,

g =qlu+Au) — f(A+A1);
if ||gll < tol.||Af|| then break;
H
u=u+Au;
A=21+A1
output u, f;
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Al = A0S

Fonte: Adaptado de LACERDA, 2014

3.4 FORMULACAO DO ELEMENTO DE TRELICA NO MEF POSICIONAL

Essa formulagao tem por objetivo desenvolver as expressdes para calcular a matriz de
rigidez tangente K, e o vetor de forgas internas q, utilizando a medida de deformacgdo de
engenharia.

As trelicas sdo estruturas reticuladas onde ocorre apenas transmissdo de forga axial.
Cada elemento serd formado por dois nos de coordenadas iniciais (X4, Yy, Z4) € (Xg, Ys,Z5), €
apos aplicados os deslocamentos, as novas coordenadas serdo (x4, Y4, 24) € (Xp, ¥, Zg). Deste

modo, os comprimentos inicial e final da barra serdo, respectivamente:

L=+(Xg—X)?+ Yz —Y)? + (Zp — Zs)? (D)

L= (xp — %)%+ (V5 — ya)? + (2 — 24)? (32)

Reunindo as novas coordenadas em um vetor transposto para utilizar no MEF

Posicional, que ird substituir o vetor de deslocamentos no método de solugdo escolhido:

X = [xq, X, X3, Xy, x5,x6]T (53)

Pois no MEF Posicional na solu¢do do sistema, o vetor de deslocamentos u; ¢
substituido pelo vetor de posi¢des nodais x;.

Assim, para o processo iterativo de Newton-Raphson fica:

Ax; = —K;lg; (54)



Xiy1 = X; + Ax;

Utilizando a deformagao de engenharia dada por:

_1-L
T
Calculando o gradiente de &:
de 10l
dx Lox

2

al , al
Calculando —, através de —:
ox ox

a1 _ 0[(xp — x)? + g — ya)? + (25 — 24)*]

ox 0x

Onde:

_ T
d =[xy — Xp,Ya — VB, Za — Zp, Xg — X, ¥ — Yar Zp — Z4]

Sabe-se que:

azZ_ 0l
ox  ox

Substituindo (58) em (60):

36

(35)

(56)

(57)

(58)

(59)

(60)
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2d = 21 ol
- T ox
al 1
—=2d 61
ox 1 (61)
Aplicando (61) em (57):
de 1
Ze_ - 62
ox Ll (62)
Sendo a energia de deformagao:
1
U= EEALSZ (63)

Onde, A ¢ a arca da secdo transversal da barra. Assim, calculando o vetor de forcas

internas:

0U EAL0¢? de
i = 64
1 0x 2 Ox EdlLe 0x 64)

Substituindo (62) em (64):

EAes A (65)

Calculando a matriz de rigidez tangente:

%9 _pal o] (66)

Ke=5 =B



Sendo o gradiente de fungdes escalares e vetoriais quaisquer:

ofv ov of
- = f— — 67
0x f6x+v®ax ©7)

onde & ¢ o produto tensorial. Deste modo, aplicando (67) em (66), obtém-se:

(68)

EAe dd G
- N

K,=——+EA —
t zax+ d®ax

Usando a regra do quociente de derivadas e aplicando (61) e (62), tem-se que:
K=" C+ldd (69)

Assim:

EAs EA Ao EA
= B+—C=—B + — 70
l + E c l + E C (70)

Onde:

0

0

B = _ -1
ox -1 0 0O +1 O 0 (71)

0

+1

C=d®d=d".d (72)
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4 METODOLOGIA

Analisou-se o comportamento de trelicas sob o efeito da ndo linearidade geométrica e
da plasticidade do material. Para tanto, a partir do cddigo computacional de Lacerda (2014),
que trata da analise ndo linear geométrica de trelicas usando o método dos elementos finitos
posicional, adicionou-se a elastoplasticidade unidimensional com o auxilio da linguagem de
programacao de alto nivel MATLAB. Esta foi escolhida pela facilidade de gerar graficos, estes
sendo o principal resultado desse trabalho.

No arquivo de entrada, deve-se informar a geometria da trelica (posi¢ao dos nds e
conectividade dos mesmos), as propriedades dos elementos (modulo de elasticidade, area da
secdo transversal, tensdo de escoamento e mddulo de plasticidade), as cargas externas e nao
menos importante as condi¢des de contorno da estrutura. Também, sao inicializadas as variaveis
relacionadas a analise ndo linear fisica, que sdo: vetor de tensdes, matriz de variaveis plasticas,
vetor de deformagdes da iteragdo anterior € um vetor que indica se o elemento plastificou ou
nao (teste de plasticidade).

Entdo, informa-se dados do método de solucdo do sistema, o comprimento de arco
inicial, o nimero méaximo de ciclos de carga/deslocamento na estrutura e, caso esteja fazendo
uma analise com comprimento de arco variavel, o nimero almejado de iteragdes em cada ciclo.
O algoritmo de mapeamento de retorno € utilizado na funcdo que calcula as for¢as internas dos
elementos para atualizar o valor das tensdes caso ocorra plastificagdo no elemento. As variaveis
relacionadas a elastoplasticidade sdo atualizadas a cada passo de carga. O vetor “teste de
plasticidade” ¢ utilizado no momento de recalcular a matriz de rigidez, para mudar o valor do
modulo tangente elastoplastico, caso tenha ocorrido plastificagdo no elemento.

Entdo, foram selecionados problemas conhecidos na literatura para ser efetuada a
analise comparativa, incluindo também os resultados obtidos no software comercial ABAQUS.
Por fim, realizou-se uma discussao dos resultados obtidos através do codigo desenvolvido,

verificando assim a eficiéncia do mesmo.
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5 ANALISE DOS RESULTADOS

Nesta secdo, sera avaliado o comportamento ndo linear fisico e geométrico de treligas,
comparando os resultados com outros obtidos na literatura e por meio do sofiware comercial

ABAQUS.

5.1 TRELICA PLANA DE TRES LADOS

Aqui se apresenta o comportamento ndo linear de uma trelica plana com a geometria
e a lei constitutiva do material, mostradas na Figura 9. Buscou-se analisar uma formulacdo
proposta por Greco et al. (2006), que obteve uma solugdo por meio do uso de trés elementos
finitos e com passos de deslocamentos de 0,5 cm aplicados no n6 central, utilizando o método
numérico comprimento de arco com método iterativo Newton-Raphson. O moédulo de
elasticidade (E) das barras tem valor de 1000 kN/cm?, a tensdo de escoamento (o,,) € igual a 10
kN/cm?, sendo a lei constitutiva do tipo plasticidade perfeita, e a area da secao transversal das
barras (A) ¢ igual a 1 cm? Dessa forma, primeiramente, ha uma fase de carregamento da
estrutura, e uma fase com descarregamento e, apds isso, tem-se o carregamento no sentido
inverso, de tal forma que permita a verificagdo da influéncia das deformagdes plésticas que

ocorrem no material.

Figura 9 - (a) Geometria da trelica plana (b) Lei constitutiva do material.

) Wi} |em] -

Ty ¥

A

F
/ (] [T .E

By

(a) (b)
Fonte: Greco et al. (2006)
Na Figura 10, em preto estdo apresentados os resultados deste trabalho, € em vermelho
os resultados referentes aos estudos de Greco et al. (2006). Assim, nesta figura, podemos

observar que os resultados calculados atendem as especificagdes onde, na primeira parte do
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grafico, ocorreu deslocamento vertical da posi¢ao original do né central igual a 10 cm. Depois,
fez-se o descarregamento até o deslocamento vertical alcangar o valor de 4 cm no sentido
oposto. Percebe-se que ocorre uma mudanca de inclinagdo pois, a barra central plastifica antes
das demais no oitavo passo de carga, enquanto que as demais barras apenas plastificam no

décimo terceiro passo de carga, como observado nos graficos das Figuras 11 e 12.

Figura 10 — Grafico carga x deslocamento comparativo entre o presente trabalho e Greco ef al. (2006)

30
20
10
= _
= 04
o
= _
[4x)
O 404
20 4
a0 4
T I T I T I T I T I T I T I T I T |
-6 -4 -2 0 2 4 8 = 10 12
Deslocamento{cm)
s Prezente Trabalho
—Greco et al. (2004)
Fonte: Autoria prépria, 2019
Figura 11 — Grafico tensio x deformacio para a barra central
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Fonte: Autoria prépria, 2019

Figura 12 — Grafico tensdo x deformaciio para as barras inclinadas

10000 + -IIIIII:I
1 ¥
. ¥
i -
n v
n w
5000 H n u
; o
— . u
& u | ]
E 1 L) -
= ] -
P . "
= P -~
o
E ] | §
E ] u
L] .'..
— -5000 4 -
w
|}
b | |
]
o
-10000 4 [ T[]}
T I T I T I T I T I T I T I T I T |

-0,015 -0010 -0005 O0O00 OO0 0,010 0015 0020 0,025 0,020

Deformacio

Fonte: Autoria prépria, 2019

Logo, tem-se uma carga inicial de plastifica¢do igual a 20,29 kN (quando a barra central
plastifica) e carga limite de 26,10 kN, enquanto que Greco et al. (2006) obteve como valores,
respectivamente, 20,24 kN e 26,00 kN, ou seja, os resultados mostraram-se bastante

aproximados.

5.2 BARRA AXIAL INCLINADA

A barra axial inclinada encontrada em Bonet ¢ Wood (1997), na figura 13, ¢ carregada
com uma forga vertical para baixo. O elemento estrutural tem médulo de elasticidade realistico,
E = 210 kN/mm?, e possui tensao de escoamento alterado para um valor maior que 25 kN/mm?
com o0 objetivo de permitir certo grau de ndo linearidade geométrica, antes que ocorra a
plastificacdo do elemento estrutural. O caminho de equilibrio apresenta o fenomeno do snap-
through. Na figura 15, tem-se um comparativo do resultado obtido no presente trabalho com o
obtido através do software ABAQUS, pois pegar os dados obtidos pelo autor original
diretamente do grafico no formato imagem ndo teria precisdo. A solu¢do foi baseada
considerando comprimento de arco inicial Al = 0.5, nimero méaximo de ciclos igual a 380 e

tolerancia 1074,



Figura 13 — Exemplo Barra Axial Inclinada

T

Fonte: Adaptado de BONET, 1997

Figura 14 — Grafico tensdo x deformaciio para as barras inclinadas
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Fonte: Autoria prépria a partir de dados do ABAQUS, 2019

2.0

Logo, observa-se diferencas de valores nos pontos de maior deformagao, o que talvez

possa ser justificado pelo tipo de deformacao adotado, deformacao de engenharia, enquanto que

o software ABAQUS utiliza unicamente a deformacao logaritmica com mudanca de volume.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho foi tratado o estudo da influéncia da lei constitutiva do material nos
trajetoria de equilibrio de treligas, verificando fendmenos nao lineares como pontos limites,
snap-through e snap-back. Com o amplo uso desse tipo de sistemas estruturais, ver-se a
necessidade de estudar o comportamento do material para serem produzidas estruturas mais
econdomicas.

A formulagdo posicional foi aplicada a exemplos de trelicas benchmarks, como o
exemplo de trés barras, onde ocorre carregamentos e descarregamentos na estrutura, obtendo
valores muito proximos dos esperados. O outro exemplo estudado considerou uma barra
inclinada onde ocorreu certas diferencas na trajetdria de equilibrio, especialmente, nos locais
de grande deformacao, justificadas pelo tipo medida de deformacao utilizado na analise.

O presente trabalho apresentou resultados satisfatorios quando comparados aos obtidos
pelos autores — cujas respostas foram comparadas — e com software comercial ABAQUS.
Assim, comprovou-se a eficacia da utilizagdo do codigo para obter trajetdrias de equilibrio
condizentes com a realidade.

Como sugestdes para futuras pesquisas, pode-se estender o cddigo para abordar outros
fendmenos muito importante em treligas como a flambagem. Outra possibilidade, ¢ a simulacao

de mais exemplos, incluindo aqueles com geometria espacial.
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