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ESCOAMENTOS BIFÁSICOS EM
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fico agradecido pela confiança e por todos os ensinamentos transmitidos.

Agradeço a todos os professores, por me proporcionarem o conhecimento não apenas

racional, mas a manifestação do caráter e afetividade da educação no processo de formação

profissional, por tanto que se dedicaram a mim, não somente por terem me ensinado, mas

por terem me feito aprender. A palavra mestre/doutor, nunca fará justiça aos professores
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Resumo

Uma das alternativas no processo de recuperação do petróleo é a recuperação secundária,

comumente realizada com a injeção de água no reservatório a fim de manter a pressão ne-

cessária para sua extração. Para auxiliar os engenheiros a obter melhores informações que

têm grande impacto no planejamento da recuperação de óleo, tornam-se extremamente

importantes as simulações computacionais. No entanto, trata-se de um grande desafio im-

plementar simulações destes problemas, pois há uma abrangência de conhecimentos que

estão interconectados nas diversas áreas, tais como: programação matemática, geração

de malhas, análise do escoamento, etc. Existe também uma estreita relação com a hi-

drologia de águas subterrâneas, mecânica dos solos, mecânica dos fluidos e mecânica das

rochas. Cada um destes temas se apresenta como uma área de conhecimento bastante

vasta, tanto no aspecto teórico como computacional. Neste trabalho são estudados os

problemas de advecção linear e não-linear, focalizando no problema de Buckley Leverett,

que se trata de uma Equação Diferencial Parcial (EDP) hiperbólica não-linear, visando

o escoamento imisćıvel água-óleo em meios porosos no caso unidimensional. Nos expe-

rimentos numéricos, foram realizadas simulações computacionais usando o Python para

obter soluções numéricas do comportamento do perfil de saturação, com a aplicação dos

métodos numéricos clássicos de diferenças finitas: Upwind (UPW), Lax-Friedrichs (LXF)

e Lax-Wendroff (LXW).

Palavras-Chave: Buckley-Leverett. EDP. Métodos Numéricos. Recuperação secundária

de petróleo.



Abstract

One of the alternatives in the oil recovery process is the secondary recovery, commonly

performed with the injection of water into the reservoir in order to maintain the necessary

pressure for its extraction. In order to help engineers obtain better information that has

a great impact on oil recovery planning, computational simulations become extremely

important. However, it is a great challenge to implement simulations of these problems,

since there is a range of knowledge that is interconnected in the various areas, such

as: mathematical programming, mesh generation, flow analysis, etc. There is also a

close relationship with the hydrology of groundwater, soil mechanics, fluid mechanics and

rock mechanics. Each of these themes presents itself as a vast area of knowledge, both

theoretically and computationally. In this work the problems of linear and non-linear

advection are studied, focusing on the Buckley-Leverett problem, which is a nonlinear

hyperbolic Partial Differential Equation (EDP), aiming the immiscible water-oil flow in

porous media in the case one-dimensional. In the numerical experiments, computational

simulations were performed using Python to obtain numerical solutions of the saturation

profile behavior, with the application of classical numerical finite difference methods:

Upwind (UPW), Lax-Friedrichs (LXF) and Lax-Wendroff (LXW).

Keywords: Buckley-Leverett. EDP. Numerical methods. Secondary oil recovery.
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FIGURA 2.11 –Gráfico da função de fluxo f(s) no problema de escoamento bifásico 51
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3.1 Curvas Caracteŕısticas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.1.1 Leis de Conservação Lineares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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1 INTRODUÇÃO

1.1 Motivação

Nos últimos tempos vem se observando um avanço nos estudos a respeito da hipótese

do esgotamento das reservas de petróleo, levando a desafios cada vez maiores e mais dif́ıceis

com preocupações a ńıvel mundial, como lâminas de águas profundas e ultra-profundas,

e em ambientes inóspitos, como o continente Antártico. Com isso, a exploração e a

produção de petróleo em condições cada vez mais adversas demandam o desenvolvimento

de pesquisas avançadas e a formação de recursos humanos qualificados, tanto a ńıvel

mundial quanto a ńıvel nacional.

Somado a essas dificuldades, a crescente demanda do petróleo e seus derivados, seu

aumento de preços em todo o mundo, só tende acelerar o quadro geral de busca e a oferta

mundial terá dificuldade de atender plenamente essa demanda. As projeções apontam o

petróleo como a principal fonte primária de energia para as próximas duas décadas.

O modelo mundial de consumo é excessivamente baseado em petróleo. Desde a se-

gunda metade do século XIX, descobrimos esta forma de energia com elevada eficiência,

que revolucionou o modo de se fazer as coisas e, com exceção dos choques do petróleo na

década de 1970, o consumo só cresceu. Apesar de seu consumo ter diminúıdo de forma

significativa, o petróleo ainda é considerado o recurso básico da sociedade industrial con-

temporânea.

Segundo (LABASTIE, 2011) para suprir a demanda de energia nos próximos anos, a

capacidade de recuperação do óleo precisa ser aumentada, uma vez que, com as tecnolo-

gias atualmente utilizadas, apenas cerca de 35 % do petróleo dispońıvel no reservatório

consegue ser recuperado, ou seja, para cada barril produzido, cerca de dois barris ficam

no poço e não podem ser diretamente recuperados.

Por conta de sua importância vital para o abastecimento de energia que garante o fun-

cionamento das sociedades, o petróleo é considerado um recurso natural extremamente

estratégico. Isso significa que aqueles que o possuem, além de uma fonte de renda, adqui-

rem também domı́nio de poder.
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Diante das inúmeras situações de deseqúılibrio econômico no Brasil, observa-se mo-

vimentos grevistas recentes em que foi percept́ıvel a diminuição gradual das mercadorias

nas prateleiras dos supermercados, a redução das frotas de ônibus, o cancelamento das

atividades escolares e o vazio das ruas, antes repletas de automóveis. Dessa forma, fica evi-

dente que é praticamente imposśıvel pensar o dia a dia sem a presença de algum produto

obtido a partir da indústria petroqúımica, pois há muita tecnologia e conhecimento en-

volvido que essa indústria utiliza como matéria-prima dos derivados do petróleo ou do gás

natural, para a concretização de inúmeros produtos que nos traz conforto e praticidade.

Segundo (NAVEIRA, 2007), a indústria do petróleo é caracterizada por ser uma ativi-

dade que exige projetos de grandes investimentos intensivos em tecnologia, apoiando-se

fortemente no desenvolvimento cient́ıfico caracterizado pela inter e multidisciplinaridade.

Nesse sentido, os profissionais da área se deparam com situações em que necessitam re-

alizar dif́ıceis escolhas, isto é, tomar decisões que envolvem milhões de dólares, seja na

fase de exploração, perfuração, produção ou completação. Como exemplo, podemos citar

o custo diário do aluguel de uma sonda de perfuração que pode variar entre 200 a 800

mil reais e, o custo de um poço de petróleo em uma lâmina d’água de 2500 metros, por

exemplo, pode custar entre 35 a 55 milhões de reais.

Ainda conforme preconizado por (NAVEIRA, 2007), nos primórdios da exploração e

produção de petróleo, os profissionais da área contavam com a intuição, aspectos topográ-

ficos, hidrológicos e inúmeras teorias não fundamentadas em base cient́ıfica. Porém, com

o crescimento do setor petroĺıfero tornou-se necessário o surgimento de ferramentas mais

confiáveis, capazes de auxiliar o profissional na tomada de decisões objetivando diminuir

a probabilidade de erro. Com a evolução da tecnologia e da ciência, atualmente pode-se

contar com a utilização de ferramentas fundamentadas em conceitos magnéticos, elétricos,

gravitacionais, sonoros e computacionais.

De acordo com (AMORIM, 2009), o petróleo encontra-se, em geral, a uma grande pro-

fundidade da superf́ıcie terrestre, incrustado em um meio poroso ou rocha porosa chamada

rocha reservatório. Ao se perfurar um poço, parte do óleo pode ser expelida da rocha e

atingir a superf́ıcie apenas pelo efeito do gradiente de pressão. Este é o chamado processo

de recuperação primário. Apenas um pequeno percentual do óleo pode ser recuperado

desta forma, pois a pressão do poço decai muito, dificultando a extração do restante. O

processo de recuperação secundário consiste em injetar um ĺıquido (água) através de po-

ços injetores para expulsar o óleo restante, recuperando-o nos poços produtores. Existem

ainda modos mais sofisticados de recuperação secundária e terciária, mas neste trabalho

nos restringiremos aos processos secundários de injeção de água, resumindo-se a entender

o escoamento de dois fluidos imisćıveis (óleo e água) em um meio poroso (rocha subterrâ-

nea).
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Neste contexto, diversas tecnologias de recuperação secundária e até
terciária são utilizadas, a citar: injeção de água, injeção de vapor
e combustão in situ, sendo que a mais utilizada atualmente é a de
injeção de água, por ser relativamente mais barata, ainda mais no
contexto off-shore. Uma das formas de aumentar a capacidade de
produção de um reservatório é o método de WAG (Water Alterna-
ting Gas); uma metodologia que visa à injeção alternada de água
e gás em um reservatório de forma a resultar em uma produção de
hidrocarbonetos superior à injeção de água ou gás separadamente.
Entretanto, esta metodologia envolve o estudo de vários fenômenos e
processos f́ısico-qúımicos extremamente complexos, relacionados com
escoamentos em meios porosos. (PEÇANHA, 2014).

Nesse método de recuperação secundária intervém somente uma ação mecânica e ne-

nhuma ação qúımica. Na verdade, essa recuperação consiste na injeção de um fluido

imisćıvel ao óleo que ”empurra”o óleo. Esse fluido, que poderia ser água Figura 1.1, fun-

ciona como um tipo de pistão que permitirá aumentar ou manter a pressão dentro do

reservatório. É chamado de efeito pistão pelo fato de o fluido injetado ser imisćıvel com o

fluido presente dentro do reservatório. Por isso o fluido injetado empurra o óleo somente

pela pressão que ele criou semelhante a um pistão que empurra o fluido para dentro de

um tubo (SANTOS et al., 2010).

FIGURA 1.1 – Representação de um reservatório de petróleo submetido à produção de
óleo por injeção de água

Fonte: Santana (2008)

Quando o óleo é extráıdo do reservatório, ele é misturado a uma quantidade de água.

Após tratamento do óleo, é posśıvel separar a água do óleo e então reinjetar a água dentro

do reservatório para realizar o método secundário de forma ćıclica. A injeção pode ser

feita utilizando gases de fontes próximas, entretanto exige um tratamento do gás antes de

ser injetado. A presença de água no gás pode gerar uma cristalização, pelo fato de uma

variação da pressão e pode criar uma modificação de estado da água que pode passar de

um estado gasoso a um estado sólido. Isso acarretaria um entupimento no duto devido
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à presença de gelo, que causaria um acidente. Para aperfeiçoar a eficiência, é importante

injetar o fluido antes que haja uma queda de pressão muito relevante (SANTOS et al., 2010).

Diante disso, (AMORIM, 2009) assinala que um processo secundário é modelado por

um sistema de equações diferenciais parciais, no qual a resolução numérica deste modelo

integra a Simulação de Reservatórios de Petróleo. Assim, um de seus principais objetivos

é auxiliar os engenheiros a obter melhores predições do comportamento de um reservatório

sob diferentes condições de operação. Em um projeto de recuperação de óleo, decisões

envolvem custos financeiros muito elevados. A simulação de reservatórios pode forne-

cer informações que têm grande impacto no planejamento da recuperação de óleo. Este

problema é dif́ıcil de resolver analiticamente e, por isso, é natural explorarmos métodos

computacionais que são uma ferramenta cada vez mais popular para resolver diferentes

tipos de problemas em todos os ramos da engenharia e ciências aplicadas, pois fornecem

uma alternativa rápida, flex́ıvel e barata aos experimentos.

A simulação numérica ocupa um patamar de extrema importância
na cadeia produtiva do petróleo, fornecendo previsões de reservas,
quedas de pressões, indicadores para recuperação primária e/ou se-
cundária, avaliadores da viabilidade de um poço em produção, previ-
sões de incertezas, entre outros. No que tange a área da engenharia
de reservatórios, os métodos computacionais auxiliam no estudo e na
modelagem do fluxo (STEFFENS et al., 2014).

É interessante notarmos que se trata de um grande desafio implementar um sistema

computacional para simulação destes problemas, pois há uma abrangência de conheci-

mentos que estão interconectados nas diversas áreas, tais como: programação matemá-

tica, modelagem f́ısica e matemática, propriedades f́ısicas, geração de malhas, análise do

escoamento, etc. Observa-se também que existe uma estreita relação entre engenharia de

reservatórios de petróleo com a hidrologia de águas subterrâneas, f́ısica do solo, mecânica

dos solos, mecânica dos fluidos e mecânica das rochas.

Cada um destes temas se apresenta como uma área de conhecimento bastante vasta,

tanto no aspecto teórico como computacional. Assim, a solução desses problemas requer

o manuseio de Equações Diferenciais Parciais (EDP’s) e o emprego de métodos numéricos

computacionais robustos.

1.2 Justificativa

Sob a ótica do conhecimento cient́ıfico, os processos internos da Terra deram-nos um

ambiente capaz de sustentar a vida: uma atmosfera respirável, oceanos, solos, rios e um

clima moderado. O homem da Idade da Pedra sobreviveu nesse ambiente em ńıveis de
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subsistência. Em seguida, com o aprendizado da extração e utilização de minerais, a

humanidade progrediu para uma vida de melhor qualidade. As quantidades de carvão,

petróleo, gás natural e urânio que retiramos da Terra para garantir o funcionamento

de nossas complexas sociedades são cada vez maiores. Esses recursos criaram riqueza

e conforto, por terem fornecido os materiais e a energia necessários para processar a

comida, construir estruturas, transportar coisas e manufaturar bens de todos os tipos.

Entretanto, o uso dos recursos finitos da Terra, sem considerar a fragilidade do sistema

Terra, pode levar à exaustão desses recursos e à acumulação de reśıduos perigosos, bem

como desencadear mudanças climáticas com sérias consequências. Assim, o desafio para a

espécie humana é usar de forma sábia e equitativa dos recursos, para garantir um futuro

sustentável.

Na procura cada vez mais sistemática de novas fontes de combust́ıveis e minerais,

dos quais dependemos, utilizamos o conhecimento geológico existente sobre os depósitos

naturais conhecidos, para determinar onde é posśıvel encontrar mais deles. Ao mesmo

tempo, estamos nos tornando mais sensibilizados quanto à finitude dos recursos da Terra

e de quão frágil é o seu ambiente. Estamos começando a pensar em como podemos

modificar o uso que fazemos dos recursos para conseguir um desenvolvimento sustentável

do desenvolvimento que preserva a perspectiva das gerações futuras.

Os reservatórios de petróleo são, em grande parte dos casos, estrutu-
ras geológicas complexas que apresentam heterogeneidades significa-
tivas nas propriedades de fluxo. Para seu desenvolvimento, os reser-
vatórios são explotados por diversos poços, tanto produtores quanto
injetores. As acumulações de petróleo possuem originalmente uma
energia dita primária, função do volume e natureza dos fluidos, além
das pressões e temperatura do reservatório. O inicio da produção dis-
sipa essa energia original e proporciona a perda de produtividade dos
poços que pode ser mitigada pela aplicação de algum método con-
vencional de recuperação secundária ou terciária (OLIVEIRA, 2006).

Grande parte do petróleo utilizado mundialmente é produzido por recuperação primá-

ria, através da própria diferença do gradiente de pressão, ou por recuperação secundária

pela injeção de água em alguns poços para manutenção da pressão elevada, e consequente

deslocamento do petróleo para poços produtores. No entanto, via de regra estes méto-

dos são muito dispendiosos e exigem um planejamento cuidadoso. Dáı a importância de

se estudar modelos matemáticos, mesmo para situações simplificadas, e desenvolver si-

muladores numéricos para poder prever a viabilidade de uso de um ou outro método de

recuperação.

Os métodos numéricos são considerados o estado da arte na simulação de bacias. A lei

de Darcy que descreve o fluxo de um fluido em meio poroso, é amplamente aplicada a este

problema devido à comprovação experimental dos seus resultados para fluxo de fluidos e
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processos de compactação em bacias sedimentares.

De uma maneira geral, considerada a complexidade do problema exposto e os diversos

contextos que demandam por respostas, fica evidente a relevância do tema e a pertinência

de seu estudo.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo Geral

A pesquisa tem como objetivo geral obter um simulador numérico capaz de reproduzir

o escoamento bifásico do tipo ĺıquido-ĺıquido unidimensional em meios porosos a partir

das leis de conservação de massa das fases e da aplicação da lei de Darcy.

1.3.2 Objetivos Espećıficos

A pesquisa tem como objetivos espećıficos:

• Obter um modelo matemático consistindo de um sistema de equações diferenciais

parciais do tipo de leis de conservação, que tem por caracteŕıstica principal a não

linearidade;

• Compreender a teoria matemática para a resolução de equações não lineares do tipo

de leis de conservação, sendo que o seu protótipo é a chamada Equação de Burgers

sem viscosidade (Inv́ıscida);

• Simular os escoamentos bifásicos com o uso da linguagem computacional PYTHON,

reduzindo o sistema de leis de conservação à apenas uma equação, conhecida na

literatura como a equação de Buckley-Leverett; e

• Resolver o problema de valores iniciais para a equação de Buckley-Leverett, onde

estas condições iniciais neste caso traduzem os dados de injeção e de produção num

reservatório petroĺıfero. Este problema de valores iniciais é conhecido na teoria

matemática como o problema de Riemann.

1.4 Metodologia

Trata-se de estudo de referencial bibliográfico correspondente ao objeto de estudo

abordado, onde algumas definições serão efetivadas para o entendimento dos escoamentos
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multifásicos em meios porosos, bem como da teoria matemática que trata de equações

diferenciais parciais do tipo de leis de conservação. Em seguida, focalizar-se-á na si-

mulação computacional do fenômeno f́ısico que consistirá de duas principais etapas. A

primeira etapa consiste na identificação dos fatores que influenciam de maneira relevante

o escoamento bifásico unidimensional. Isto implica na escolha adequada dos prinćıpios

f́ısicos que descrevem o problema, para poder aplicar as hipóteses e simplificações corre-

tas. A segunda etapa do processo consiste em obter a solução do modelo matemático,

tarefa a ser realizada com aux́ılio de métodos numéricos. Nesta etapa as equações são

discretizadas utilizando os métodos numéricos clássicos de Upwind, de Lax-Friedrichs e

de Lax-Wendroff. Os métodos tradicionais dispońıveis para o tratamento dessas equações

diferenciais são o Método de Diferenças Finitas (DF), o Método de Volumes Finitos (VF)

e o Método de Elementos Finitos (EF), sendo que o presente trabalho abordará o primeiro

método em seu arcabouço computacional.

1.5 Organização do trabalho

O caṕıtulo 1 contém a introdução do trabalho, onde são expostos a motivação que

levou ao desenvolvimento do trabalho, a descrição do problema e sua justificação em

relação à sua relevância de estudo para a engenharia e para a matemática aplicada, bem

como a apresentação do objetivo geral e os objetivos espećıficos a serem alcançados e a

metodologia para a consecução do trabalho.

O Caṕıtulo 2 apresenta um estado da arte dos principais estudos sobre escoamentos em

meios porosos, bem como se dedica à introdução da modelagem de escoamentos multifási-

cos em meios porosos, contendo definições de grandezas t́ıpicas de problemas multifásicos,

resultando na apresentação de um problema modelo que serve de motivação para o estudo

dos métodos numéricos. Para esse problema, apresenta-se uma sequência de simplificações

que resultam em um problema de valor de contorno hiperbólico.

O caṕıtulo 3 aborda o estudo teórico matemático para a resolução de equações dife-

renciais parciais não lineares do tipo de leis de conservação, apresentando em seu escopo

uma abordagem do problema de valores iniciais conhecido na literatura como o problema

de Riemann.

O caṕıtulo 4 apresenta uma revisão de literatura sobre o método das diferenças fini-

tas, sendo proposta algumas metodologias de aproximação numérica para a resolução do

problema com os métodos numéricos clássicos: Lax-Friedrichs, Upwind e Lax-Wendroff.

O caṕıtulo 5 apresenta os experimentos numéricos com testes implementados em ma-

lhas computacionais, conduzindo a resolução do problema de valores iniciais para a equa-

ção de Buckley-Leverett, onde estas condições iniciais neste caso traduzem os dados de
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injeção e de produção num reservatório petroĺıfero.

Finalmente, no Caṕıtulo 6 são dadas as principais conclusões e propostas para traba-

lhos futuros a serem concretizados.



2 MODELAGEM DE

ESCOAMENTOS EM MEIOS

POROSOS

No presente trabalho, abordaremos a simulação unidimensional de reservatórios de

petróleo com modelo de fluxo bifásico (água-óleo), imisćıvel e incompresśıvel, em meio

poroso. Apesar deste modelo ser bastante simplificado, ele é um modelo adequado, prin-

cipalmente, para o estudo da recuperação secundária através da injeção de fluidos (injeção

de água), sendo assim razoável utilizar uma equação hiperbólica de primeira ordem para

a saturação (KARLSEN et al., 2000).

O modelo é desenvolvido pela combinação da Lei de Darcy e das equações de conti-

nuidade para cada uma das fases. Será desenvolvida uma formulação do tipo “fracional”,

gerando uma formulação do modelo baseado numa equação diferencial parcial, sendo esta

resolvida por meio de métodos numéricos.

A fim de ilustrar e delimitar o problema estudado neste trabalho apresenta-se, a seguir,

uma breve descrição dos componentes e fenômenos f́ısicos envolvidos que serão utilizados

para definir o domı́nio f́ısico, as propriedades e as condições da simulação numérica.

2.1 Escoamentos em Meios Porosos

Desde o trabalho fundamental de Darcy, em que foi desenvolvido um experimento para

o escoamento através de um meio poroso, múltiplos trabalhos ressaltantes a respeito do

objeto de estudo foram publicados.

De acordo com (LIMA, 2016), o meio poroso pode ser descrito como sendo uma matriz

sólida, ŕıgida ou com deformação despreźıvel, com vazios que, quando interconectados,

permitem o escoamento de fluido através do meio poroso. Devido à aleatoriedade da

interface fluido sólida em um meio poroso real, a maioria dos trabalhos numéricos a

respeito deste tipo de domı́nio se utiliza de modelos capazes de representar propriedades
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como a permeabilidade e a porosidade.

O escoamento de um fluido incompresśıvel em um meio poroso ŕıgido saturado conduz

a um sistema de equações diferenciais parciais (EDPs) composto pela equação de con-

servação de massa mais a lei de Darcy, que relaciona a velocidade média do escoamento

ao gradiente de um potencial hidráulico através do tensor de condutividade hidráulica.

Estas EDPs formam um sistema de natureza hiperbólica, cuja resolução fornece o campo

potencial e o campo de velocidades do fluido no meio poroso, também denominado de

fluxo (TRISTÃO, 2013).

Para tratar o modelo computacionalmente, (FORTUNA, 2000) explana que é imprescind́ı-

vel expressar de forma adequada as equações e a região (domı́nio) em que elas são válidas

com a discretização do domı́nio, isto é, dividindo-o em pontos que formam uma malha.

Assim, as condições de contorno, juntamente com as condições iniciais, as propriedades

f́ısicas do fluido e os parâmetros do escoamento especificam o problema a ser tratado.

2.2 Conceitos Básicos de Geologia e Grandezas Fun-

damentais

Os reservatórios de petróleo são formações complexas, heterogêneas (variação vertical

e lateral das propriedades da rocha, tais como geometria, espessura, granulometria, etc)

e anisotrópicas (diferentes valores dos parâmetros petrof́ısicos para diferentes direções,

como porosidade e permeabilidade) resultantes de longos processos geológicos deposicio-

nais e diagenéticos, que determinam as caracteŕısticas da rocha reservatório em diferentes

escalas; desde do tamanho do grão e poro até a dimensão de unidades deposicionais (HAL-

DORSEN, 1984). Um reservatório geológico pode ser caracterizado por uma rocha porosa

e permeável, sendo composta por duas partes: a matriz rochosa, formada pelos grãos e

cimento (fase sólida), e os poros, preenchidos por fluidos, em geral uma mistura de água

e hidrocarbonetos sempre agregadas com CO2, O2, N2, H2S,He e outros, constituindo a

fase fluida (Figura 2.1).
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FIGURA 2.1 – Modelo esquemático em microescala de uma matriz rochosa, formada por
grãos minerais, contendo poros.

Fonte: Laboratório de Simulação Numérica em Mecânica dos Fluidos e Transferência de

Calor (SINMEC) - UFSC

Por se tratar de meios porosos, os reservatórios de petróleo, possuem duas propriedades

básicas para sua caracterização hidráulica ou petrof́ısica: porosidade e permeabilidade.

A porosidade mede a capacidade de armazenamento de fluidos pelo meio poroso, e é

definida como a relação entre o volume vazio que pode ser ocupado por fluidos e o volume

total da rocha. Esse espaço vazio da rocha pode ser ocupado por mais de um tipo de fluido.

Em outras palavras, a porosidade do meio é a capacidade de armazenar fluidos em seus

espaços (poros) interiores, porém alguns destes poros são isolados e outros interconectados.

A soma dos poros isolados e interconectados é chamada porosidade absoluta, que é dada

pelo volume total de poros da rocha reservatório pelo volume total da mesma.

Entretanto, para o estudo do escoamento em meio poroso, somente os poros inter-

conectados devem ser considerados na definição da porosidade, uma vez que os poros

isolados não constituem caminhos para o fluxo de fluido. Assim, tem-se por definição, que

a porosidade é:

φ =
Vporos

V
(2.1)

onde V é o volume total de um volume elementar representativo (REV) e Vporos é o volume

de vazios em V pelos quais os fluidos possam escoar.

Os fluidos podem fluir através de um meio poroso sob a influência de um gradiente

de pressão aplicado. Considerando o escoamento laminar lento (hipótese do modelo de

Darcy), a taxa de fluxo de canais e tubos é linearmente proporcional ao gradiente de

pressão e inversamente proporcional à viscosidade. Este é também o resultado obtido

para muitos fluxos de meio poroso. A resistência de um meio poroso para o fluxo depende

do tamanho, número, e “tortuosidade” das passagens de fluido através da matriz sólida.

Uma medida desta resistência é a permeabilidade do k do meio. Quanto mais permeável é
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o meio, isto é, quanto maior é o k, menor é o gradiente de pressão necessário para conduzir

um dado fluxo. A unidade SI para a permeabilidade é metro quadrado, m2 (SCHUBERT,

2002)

Existe a fração de volume de uma fase α (φα), que é definida como sendo a razão do

volume que uma fase ocupa sobre o volume total do meio tal que:

φα =
Vα

V
(2.2)

onde Vα é a porção de V que é ocupada pela fase α.

Para representar a quantidade da fase dentro do meio, i.e., o volume armazenado

dentro dos vazios, é usado o termo de saturação. Para cada um desses fluidos é definida

uma saturação, que é a fração do volume de poros ocupada por ele. Assim, por exemplo,

podemos definir a saturação de uma fase α que escoa, como:

sα =
Vα

Vporos

(2.3)

que representa a fração dos vazios que está preenchida pela fase α.

Manipulando algebricamente as equações acima, temos:

φα =
Vα

V
=

Vporossα
(

Vporos

φ

) (2.4)

φα = φsα (2.5)

Consideremos Mα a massa da fase α de um corpo que ocupa a região fixa Ω ⊂ R
2 num

instante t ∈ I.

A massa espećıfica aparente pontual pode ser definida por:

ρα =
Mα

V
(2.6)

onde Mα é a massa da fase α existente em V , ou seja:

ρα : Ω× I → R

(x, t)→ ρα(x, t)

A massa espećıfica intŕınseca (média) ou real pode ser definida por:

ρrα =
Mα

Vα

(2.7)

De (2.4) e (2.6), sabemos que:
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Mα = ραV

Vα = φαV

Assim, a equação (2.7) pode ser dada por:

ρrα =
ραV

φαV

ρrα =
ρα
φα

(2.8)

Além disso, é importante considerar outras propriedades que influenciam no fluxo.

Essas propriedades são a permeabilidade da rocha e a permeabilidade relativa das fases.

Permeabilidade é a medida da capacidade que um material possui para transmitir

fluidos. Ela é de grande importância na determinação das caracteŕısticas do fluxo dos

hidrocarbonetos em reservatórios de petróleo e gás e da água nos aqúıferos. A permea-

bilidade intŕınseca do meio depende das propriedades da matriz. É representada por um

tensor onde os componentes serão definidos para as condições de isotropia e de anisotro-

pia do meio (GOMES, 2009). De fato um meio anisotrópico possui nove componentes no

espaço tridimensional tal que:

k =







k11 k12 k13

k21 k22 k23

k31 k32 k33






(2.9)

A permeabilidade relativa é um número adimensional que depende do estado de satu-

ração do meio e do fluido. Microscopicamente esta propriedade é dependente da forma e

do tamanho do poro preenchido por fluido. Existem modelos que permitem a aproximação

desta permeabilidade relativa. Ela é nula quando não há fluido e igual a um quando o

meio é saturado do fluido associado.

A permeabilidade relativa é um conceito chave na descrição macroscópica do escoa-

mento multifásico em meios porosos. Quando mais de uma fase fluida escoa em um meio

poroso, a sua capacidade de se deslocar é reduzida pela presença das outras fases. Essa re-

dução na capacidade de deslocamento de uma fase é quantificada pela sua permeabilidade

relativa.

A simulação de processos de recuperação de óleo envolve a descrição do escoamento

de várias fases fluidas no interior do reservatório, usualmente as fases óleo, água e gás.

Portanto, as permeabilidades relativas de todas as fases são ingredientes fundamentais



CAPÍTULO 2. MODELAGEM DE ESCOAMENTOS EM MEIOS POROSOS 30

para a realização dessa tarefa. Em muitos casos, as permeabilidades relativas estão entre

os parâmetros que mais influenciam nos resultados na simulação de reservatórios.

Durante a fase de caracterização do reservatório comumente são extráıdas amostras da

rocha reservatório e nelas são realizados diversos ensaios para a determinação de proprie-

dades. No caso das curvas de permeabilidade relativa, comumente são realizados ensaios

de deslocamento em regime transiente, nos quais se tenta reproduzir em laboratório os

fenômenos f́ısicos que acontecem no interior dos reservatórios de petróleo durante os pro-

cessos de recuperação de óleo.

FIGURA 2.2 – Amostra de rocha para ensaio de deslocamento

Fonte: Laboratório de Simulação Numérica em Mecânica dos Fluidos e Transferência de

Calor (SINMEC) - UFSC

Nos ensaios, a amostra é inicialmente selada e saturada com um ou mais fluidos a

fim de reproduzir a condição inicial do reservatório antes de sua explotação. Então é

iniciado um processo de injeção de fluido, geralmente água ou gás, por uma das faces da

amostra. O fluido injetado desaloja o fluido residente no espaço poroso da amostra, o qual

é coletado na outra extremidade. Uma vez que não é posśıvel medir diretamente valores

de permeabilidade relativa, durante o ensaio são realizadas medições de grandezas f́ısicas

que são influenciadas por ela. Essas medições são registradas ao longo do tempo, para

depois serem utilizadas para estimar as curvas de permeabilidade relativa a partir delas.

As medições mais comuns são do volume coletado do fluido desalojado e da diferença de

pressão entre as extremidades da amostra.
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FIGURA 2.3 – Registro de ensaio de deslocamento da amostra de rocha

Fonte: Laboratório de Simulação Numérica em Mecânica dos Fluidos e Transferência de

Calor (SINMEC) - UFSC

Dois tipos de escoamentos podem ocorrer quando dois fluidos escoam juntos em um

meio poroso: o deslocamento misćıvel e o imisćıvel. No primeiro caso, os fluidos são

solúveis um no outro e não há uma interface bem definida entre os fluidos. No segundo

tipo, que será tratado neste trabalho, existe uma interface bem definida entre os fluidos

(BEAR, 1972). Entretanto, apesar de apresentar uma interface bem definida, o mecanismo

de deslocamento imisćıvel, nem tampouco o misćıvel, deve ser entendido como um processo

em que uma fase empurra a outra expulsando-a completamente do meio poroso, e sim

como um escoamento simultâneo em que as duas fases compartilham o mesmo espaço de

acordo com as relações entre a permeabilidade de cada fase com suas respectivas saturações

(BUCKLEY e LEVERETT, 1942; BEAR, 1972).

O restante deste caṕıtulo será dedicado à obtenção das equações necessárias para a

descrição desse tipo de processo. As equações do escoamento bifásico são obtidas a partir

das equações fundamentais da Continuidade e da equação constitutiva conhecida por Lei

de Darcy.

2.3 Fluxo e Divergência

Inicialmente, vamos considerar um fluido de densidade ρ se movendo com velocidade

V = (ux̂, 0ŷ) entre duas placas planas com área da seção reta igual a S (ver Figura

2.4). Posteriormente, faremos a expansão para os casos em que o vetor velocidade será

composto em mais de uma direção.
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FIGURA 2.4 – Escoamento de um fluido por uma região retangular

Fonte: Própria

Em um pequeno intervalo de tempo ∆t, o fluido percorre uma distância dentro da

região que vale:

l = u∆t

Se multiplicarmos essa distância por S, obtemos o volume de fluido, por unidade de

largura, na região. Vejamos:

volume = l · S = (u∆t)S

Esse volume, multiplicado pela densidade do fluido, fornece a massa total de fluido

entre as placas:

m = (∆t)Sρu (2.10)

Para calcularmos a descarga ṁ, isto é, a quantidade de massa que cruza a área S por

unidade de tempo, basta dividir a expressão (2.10) por ∆t:

ṁ = ρuS (2.11)

No SI, as unidades de m e de ṁ são kg e kg/s, respectivamente.

Quando a área S não é perpendicular ao escoamento, a descarga é calculada estimando-

se a área efetiva S̄ que o fluido atravessa. Na Figura (2.5), a área efetiva S̄ é representada

pela linha vertical tracejada. Se θ for o ângulo entre a direção do escoamento e o vetor

unitário n̂ normal à área S, a área efetiva S̄ é dada por:

S̄ = S cos (θ) (2.12)
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FIGURA 2.5 – Geometria para o cálculo da área efetiva S̄

V

u Δt

Placa Plana

S

Placa Plana

S

S
V

θ

n

Fonte: Própria

Assim, nesse caso, a descarga através de S é dada por:

ṁ = ρuS̄ = ρu[S cos(θ)] = ρ[u cos(θ)]S = ρV · n̂S (2.13)

Uma outra interpretação da expressão (2.13) é aquela em que o produto ū = u cos(θ)

representa a componente da velocidade normal a S. Somente essa componente é relevante

para o cálculo da descarga.

No caso mais geral, quando o contorno de S não tiver forma geométrica simples, S̄

pode ser aproximado por retas (em duas dimensões) ou poliedros (em três dimensões) com

áreas (∆Si) (ver Figura 2.6).

FIGURA 2.6 – Aproximação de uma área S̄ por segmentos de retas

V

u Δt

Placa Plana

S

Placa Plana

S

V

θi

ΔSi
ΔSi

ni

Fonte: Própria
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Para cada face do poliedro ou reta, aplicamos o mesmo racioćınio utilizado no caso em

que a área S não era ortogonal a V . No caso bidimensional, para a i-ésima reta, podemos

escrever para a área efetiva ∆Si:

∆Si = (∆S)i cos(θi)

A descarga total através de S é aproximada por:

ṁ = ρuS̄ =
n

∑

i=1

(∆Si)ρu =
n

∑

i=1

(∆S)i cos(θi)ρu

ṁ =
n

∑

i=1

ρ(u cos(θi))(∆S)i =
n

∑

i=1

ρV · n̂i(∆S)i

No limite de ∆Si → 0, obtemos a descarga através da área S:

ṁ = lim
∆Si→0

[

n
∑

i=1

ρV · n̂i(∆S)i

]

ṁ =

∫

S

ρV · n̂ dS (2.14)

Considere a aplicação da integral 2.14 a uma região como aquela mostrada na Figura

(2.7). O vetor velocidade do fluido que cruza as fronteiras da região é, agora, dado por

V = (ux̂, vŷ). Quando ṁ > 0, há mais fluido saindo da região que entrando; quando ṁ

< 0 acontece o contrário.

FIGURA 2.7 – Elemento de fluido utilizado para o cálculo do divergente

x, yS4

S3

S2

S1

n

n

nn

Fonte: Própria

Isso pode ser mostrado pela análise da seguinte situação. Considere a Figura (2.8),
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que mostra uma região delimitada pela fronteira S, que inclui os segmentos S1 e S2.

FIGURA 2.8 – Região com uma fronteira de entrada e outra de sáıda de fluido

S2

S1

Interiorn

Exterior

v1

v2

Fronteira

Fonte: Própria

O fluido entra com velocidade v1 através do segmento S1 e deixa a região por S2 com

velocidade v2. Sem perda de generalidade e para simplificar a apresentação que se segue,

podemos fazer ρ = 1 e considerar essas velocidades como normais à fronteira S e uniformes

ao longo dos respectivos segmentos.

Uma vez que a velocidade através da fronteira S, excluindo os segmentos S1 e S2, é

zero, a descarga 2.14 resultante ṁ através de S é a soma das respectivas descargas através

dos segmentos S1 e S2:

ṁ =

∫

S1+S2

ρV · n̂ dS =

∫

S1

v1 · n̂ dS +

∫

S2

v2 · n̂ dS

Ao longo de S1, o vetor velocidade v1 do fluido tem sentido oposto ao vetor normal n̂.

Portanto, v1 · n̂ = −v1 e a integral ao longo do segmento S1 é escrito como:
∫

S1

v1 · n̂ dS =

∫

S1

−v1 dS

Ao longo de S2, o vetor velocidade v2 do fluido tem sentido igual ao vetor normal n̂.

Portanto, v2 · n̂ = v2 e a integral ao longo do segmento S2 é escrito como:
∫

S2

v2 · n̂ dS =

∫

S2

v2 dS

Finalmente, ṁ é dado por:

ṁ =

∫

S1

−v1 dS +

∫

S2

v2 dS

Analisando as três possibilidades, temos:
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1. Quando ṁ = 0:

0 =

∫

S1

−v1 dS +

∫

S2

v2 dS ⇒
∫

S1

v1 dS =

∫

S2

v2 dS

A quantidade de fluido que entra é a mesma que sai, ou seja, a descarga resultante

ṁ através da fronteira S é nula.

2. Quando ṁ > 0:

∫

S1

−v1 dS +

∫

S2

v2 dS > 0⇒
∫

S2

v2 dS >

∫

S1

v1 dS

O que mostra que há mais fluido saindo do que entrando na região.

3. Quando ṁ < 0:

∫

S1

−v1 dS +

∫

S2

v2 dS < 0⇒
∫

S2

v2 dS <

∫

S1

v1 dS

O que implica uma entrada de fluido maior que a sáıda.

A partir da integral (2.14), podemos deduzir o significado f́ısico de um operador bas-

tante utilizado na Dinâmica dos Fluidos Computacional (DFC): o divergente. Para tornar

a exposição que se segue mais geral, vamos considerar a integral um caso particular da

expressão:
∫

S

F · n̂ dS (2.15)

quando F = ρV .

Expressões do tipo (2.15) são denominadas de fluxo de F através da área S. Em

particular, quando F = ρV, a integral (2.15) representa o fluxo de ρV · n̂ através da

área S, ou seja, a descarga (note-se que n̂ é o vetor normal à área S). A expressão ρV é

denominada fluxo de massa cuja componente, em uma certa direção, é dada pelo produto

escalar ρV · n̂.

Considere-se novamente o elemento de fluido mostrado na Figura (2.7). As proprieda-

des macroscópicas do fluido estão definidas no centro de uma região, cujas coordenadas

são (x, y). Vamos calcular a integral (2.15) nesse elemento, utilizando a expressão:

∫

S

F · n̂ dS =

∫

S1

F · n̂ dS +

∫

S2

F · n̂ dS +

∫

S3

F · n̂ dS +

∫

S4

F · n̂ dS (2.16)

Inicialmente, considere-se a face S2. Para aplicar a integral (2.15) a essa face, note-se



CAPÍTULO 2. MODELAGEM DE ESCOAMENTOS EM MEIOS POROSOS 37

que F · n̂ = F · x̂ = Fx, em que Fx é a componente de F na direção x. Portanto,
∫

S2

F · n̂ dS =

∫

S2

Fx dS (2.17)

Se δx e δy forem pequenos, é posśıvel aproximar a integral (2.17) pelo valor de Fx

no centro da face S2, multiplicando pela área δy. Como a face S2 possui coordenadas
(

x+ δx
2
, y

)

, temos:
∫

S2

Fx dS ≈ (δy)Fx|x+ δx
2
,y (2.18)

Pode-se tratar a face S4 da mesma maneira, apenas tomando cuidado de lembrar que:
∫

S4

F · n̂ dS = −
∫

S4

Fx dS

uma vez que F · n̂ = F · (−x̂) = −Fx. Dessa forma,

−
∫

S4

Fx dS ≈ −(δy)Fx|x− δx
2
,y (2.19)

já que o centro da face S4 tem coordenadas
(

x− δx
2
, y

)

. Adicionando-se as expressões

(2.18) e (2.19), obtém-se:
∫

S2

F · n̂ dS +

∫

S4

F · n̂ dS ≈
[

Fx|x+ δx
2
,y − Fx|x− δx

2
,y

]

(δy)

Multiplicando-se e dividindo-se o termo à direita por δx, vem:

∫

S2

F · n̂ dS +

∫

S4

F · n̂ dS ≈
[

Fx|x+ δx
2
,y − Fx|x− δx

2
,y

δx

]

(δy)(δx)

O produto (δx)(δy) fornece o volume δV do elemento de fluido (ou a área em problemas

bidimensionais). No limite δx, δy → 0, obtemos:

lim
δV→0

{

1

δV

∫

S2+S4

F · n̂ dS

}

= lim
δx,δy→0

[

Fx|x+ δx
2
,y − Fx|x− δx

2
,y

δx

]

A expressão do lado direito da igualdade acima corresponde a definição da derivada

parcial de Fx em relação a x:

lim
δV→0

{

1

δV

∫

S2+S4

F · n̂ dS

}

=
∂Fx

∂x

Analogamente, para as faces S1 e S2, encontramos:

lim
δV→0

{

1

δV

∫

S1+S3

F · n̂ dS

}

=
∂Fy

∂y

Portanto, no limite δV → 0, a expressão vale:
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lim
δV→0

{

1

δV

∫

S

F · n̂ dS

}

=
∂Fx

∂x
+

∂Fy

∂y
(2.20)

A soma das derivadas parciais na equação 2.20 resulta em um escalar denominado

divergente de F. Em notação vetorial, representa-se o divergente do campo vetorial F

por ∇ · F, em que, conforme sabemos do cálculo diferencial e integral, o operador ∇ em

coordenadas cartesianas e duas dimensões é dado por:

∇ = x̂
∂

∂x
+ ŷ

∂

∂y
(2.21)

Dessa forma, quando F = ρV , a integral (2.15) representa o balanço entre os fluxos

de massa (diferença entre o fluxo de massa que entra e o que sai da região), ou seja, a

descarga resultante ṁ, através das fronteiras do elemento do fluido. Portanto,

∇ · F = lim
δV→0

{

ṁ

δV

}

=
∂(ρu)

∂x
+

∂(ρv)

∂y
(2.22)

pode ser interpretado como a variação de massa no elemento de fluido, por unidade de

volume do elemento. A importância do divergente está em que ele é um dos termos da

equação que exprime a coservação da massa, a equação da continuidade.

1. Quando ∇ · F > 0:

Há uma diminuição, por unidade de volume, da massa dentro da região.

2. Quando ∇ · F < 0:

Há um aumento, por unidade de volume, da massa dentro da região.

3. ∇ · F = 0:

A massa na região, por unidade de volume, não se altera, o que implica que a

descarga resultante ṁ é nula.

2.4 Lei de Conservação da Massa

O prinćıpio da conservação de massa é de extrema importância para a f́ısica. Segundo

(FORTUNA, 2000), “ Na ausência de fontes de massa (ou simplesmente fontes) ou de locais

pelos quais a massa possa desaparecer (sorvedouros), toda a massa que entra em um

sisterna deve sair e/ou se acumular no sistema.”

A equação da continuidade, que descreve a conservação de massa, pode ser obtida

considerando-se a região com arestas δx e δy, mostrada na Figura (2.9). Na ausência de

fontes ou sorvedouros de massa, o balanço de massa dentro da região pode ser escrito

como:
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Variação temporal da quantidade de massa no elemento = Descarga resultante através

das fronteiras do elemento

A variação da quantidade total de massa dentro do elemento de fluido é dada por:

δ

δt
[ρ(δx)(δy)] =

(

δρ

δt

)

(δx)(δy) (2.23)

Para calcular a descarga resultante de massa através do elemento de fluido, vamos

utilizar o fato que, conforme visto na seção 3.2, uma descarga positiva representa fluido

saindo do elemento. Caso contrário, a descarga é negativa. Além disso, vamos supor que

o elemento de fluido tem dimensões pequenas o suficiente para que seja posśıvel escrever

as propriedades macroscópicas, como velocidade e pressão, por exemplo, na fronteira do

elemento de fluido como função dos respectivos valores definidos no centro do elemento.

Dessa forma, os fluxos de massa ρu e ρv, nas direções x e y, respectivamente, através

da fronteira do elemento de fluido, podem ser calculados a partir de expansões em série

de Taylor dos respectivos valores no centro do elemento.

Em matemática, uma série de Taylor é a série de funções da forma:

f(x) =
∞
∑

n=0

an(x− a)n sendo an =
f (n)(a)

n!

onde f(x) é uma função anaĺıtica dada. Neste caso, a série acima é dita ser a série de

Taylor de f(x) em torno do ponto x = a. Associadamente, o polinômio de Taylor de

ordem n em torno de x = a de uma dada função n-vezes diferenciável neste ponto é dado

por:

p(x) = f(a) + f ′(a)
(x− a)1

1!
+ f ′′(a)

(x− a)2

2!
+ ...+ f (n)(a)

(x− a)n

n!

No caso particular de a = 0, a série acima também é chamada de Série de Maclaurin

ou, quando for o caso, de polinômio de Maclaurin.

Dessa forma, aplicando a expansão em série de Taylor para cada face da Figura 2.7,

temos:

1. Face Esquerda:

ρu− 1

2

δ(ρu)

δx
(δx)

2. Face Direita:

ρu+
1

2

δ(ρu)

δx
(δx)
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3. Face Inferior:

ρv − 1

2

δ(ρv)

δy
(δy)

4. Face Superior:

ρv +
1

2

δ(ρv)

δy
(δy)

Com isso, temos a representação da expansão da Série de Taylor para cada face do

elemento de fluido na figura abaixo:

FIGURA 2.9 – Fluxo de massa através das fronteiras de um elemento de fluido

x, yS4

S3

S2

S1

u u x x

v v y y

u u x x

v v y y

y, v

x, u

Fonte: Própria

Para cada face, deve-se calcular a integral 2.14 levando-se em conta o sentido do

escoamento e o do vetor normal a face. Com isso, encontramos:

1. Face Esquerda:

ṁe = −
[

ρu− 1

2

δ(ρu)

δx
(δx)

]

(δy)
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2. Face Direita:

ṁd =

[

ρu+
1

2

δ(ρu)

δx
(δx)

]

(δy)

3. Face Inferior:

ṁi = −
[

ρv − 1

2

δ(ρv)

δy
(δy)

]

(δx)

4. Face Superior:

ṁs =

[

ρv +
1

2

δ(ρv)

δy
(δy)

]

(δx)

As descargas ṁe e ṁi possuem sinal negativo porque são para dentro do elemento de

fluido e, portanto, têm sentido oposto ao da normal às respectivas faces.

A descarga resultante através do elemento de fluido é dada pela soma das quatro

descargas anteriores:

ṁ = ṁd + ṁe + ṁs + ṁi

ou seja,

ṁ =

[

ρu+
1

2

δ(ρu)

δx
(δx)

]

(δy)−
[

ρu− 1

2

δ(ρu)

δx
(δx)

]

(δy)+

+

[

ρv +
1

2

δ(ρv)

δy
(δy)

]

(δx)−
[

ρv − 1

2

δ(ρv)

δy
(δy)

]

(δx)

Rearranjando os termos e colocando em evidênias os parâmetros em comum, temos:

ṁ =

[

ρu+
1

2

δ(ρu)

δx
(δx)− ρu+

1

2

δ(ρu)

δx
(δx)

]

(δy)+

+

[

ρv +
1

2

δ(ρv)

δy
(δy)− ρv +

1

2

δ(ρv)

δy
(δy)

]

(δx)

Portanto,

ṁ =

[

δ(ρu)

δx
(δx)

]

(δy) +

[

δ(ρv)

δy
(δy)

]

(δx)

Deve-se observar que a variação da quantidade total de massa dentro do elemento de

fluido é o negativo de ṁ, uma vez que, por exemplo, se ṁ > 0, há um fluxo resultante de

massa para fora do elemento de fluido. Isso faz com que a massa total dentro do elemento

diminua, ou seja, δρ
δt
(δx)(δy) < 0. Portanto,
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δρ

δt
(δx)(δy) = −ṁ = −

[

δ(ρu)

δx
(δx)(δy) +

δ(ρv)

δy
(δy)(δx)

]

Simplificando a expressão acima, temos:

∂ρ

∂t
(δx)(δy) +

∂(ρu)

∂x
(δx)(δy) +

∂(ρv)

∂y
(δx)(δy) = 0

[

∂ρ

∂t
+

∂(ρu)

∂x
+

∂(ρv)

∂y

]

(δx)(δy) = 0

Tomando o limite quando δx, δy → 0, ficamos com:

lim
δx,δy→0

[

∂ρ

∂t
+

∂(ρu)

∂x
+

∂(ρv)

∂y

]

(δx)(δy) = 0

∂ρ

∂t
+

∂(ρu)

∂x
+

∂(ρv)

∂y
= 0 (2.24)

que é a equação da continuidade em duas dimensões. O primeiro termo representa a

variação temporal da densidade do fluido, enquanto o segundo descreve a taxa de variação

da massa por unidade de volume da região mostrada na Figura (2.9). Em função do

operador divergente dado por 2.21, a equação (2.24) pode ser escrita como:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρV ) = 0 (2.25)

em que V = (ux̂, vŷ).

Esta é a equação da continuidade. Ela é equivalente a lei de conservação da massa

aplicada ao escoamento de fluidos: elas expressam o mesmo fenômeno em formulações

diferentes, uma integral, a outra diferencial. Em prinćıpio ela é uma equação diferencial

parcial de primeira ordem não linear envolvendo as incógnitas ρ e V . Como a velocidade

V é uma grandeza vetorial, no espaço tridimensional ela na realidade corresponde a 3

incógnitas, totalizando 4 incógnitas na equação da continuidade. Ela é a primeira das

equações de Navier-Stokes que regem a dinâmica dos fluidos, um sistema de três equações

diferenciais parciais não-lineares de segunda ordem.

Uma das vantagens da formulação integral é que ela é válida mesmo quando as funções

presentes no integrando não são diferenciáveis. Esta vantagem é crucial no estudo de

fenômenos f́ısicos em que as soluções são descont́ınuas, por exemplo na presença de ondas

de choque. No entanto, a vantagem do emprego da notação vetorial, por meio do operador

divergente, é que a expressão (2.25) fica independente do sistema de coordenadas adotado.

Nesse sentido, chegamos a uma expressão geral, sendo que para um fluido α que escoa,

temos:

∂ρα
∂t

+∇ · (ραvα) = 0, α = w, o (2.26)
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Ou, em termos da massa espećıfica real, como foi visto na seção 3.1:

∂

∂t
(ρrαφα) + div [(ρrαφαvα] = 0

Fazendo uα = φαvα (representa a velocidade de Darcy da fase α) e sα é a saturação

da fase, temos:

∂

∂t
(ρrαφα) + div(ρrαuα) = 0

ρrα
∂

∂t
(φα) + ρrαdiv(uα) = 0

∂

∂t
(φα) + div(uα) = 0

Lembrando da definição de porosidade e sua relação com a saturação, como visto na

equação (2.5), temos:

∂

∂t
(φsα) + div(uα) = 0 (2.27)

2.5 Lei de Darcy

Segundo (LEVEQUE, 2002), a lei de Darcy pode ser entendida como um caso particular

da lei de conservação de momento linear para um fluido newtoniano que escoa em um meio

poroso. Neste sentido, apresentaremos a lei de Darcy segundo o seu desenvolvimento

emṕırico para um escoamento monofásico, e em seguida comentamos sua extensão para

escoamentos multifásicos, introduzindo o modelo de permeabilidade relativa.

Conforme preconiza (FREEZE; CHERRY, 1979), a Lei de Darcy é de fundamental impor-

tância na descrição do escoamento de gás e petróleo em formações geológicas profundas

sendo utilizada por analistas de reservatórios de petróleo. Mas, vale notar aqui que ela

é igualmente importante em muitas outras aplicações de escoamento em meios porosos.

Essa lei descreve o fluxo de umidade do solo e é usada por f́ısicos de solo, engenheiros

agŕıcolas e especialistas de mecânica dos solos. É ainda utilizada na concepção de filtros

pelos engenheiros qúımicos, na concepção de cerâmicas porosas por cientistas de materiais

e por biocientistas para descrever o escoamento de fluidos corporais através de membranas

porosas no corpo.

A Lei de Darcy é uma lei emṕırica poderosa e seus componentes merecem a mais

cuidadosa atenção. As próximas duas seções fornecem uma visão mais detalhada sobre o

significado f́ısico da carga hidráulica h e da condutividade hidráulica K.
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2.5.1 Forma Emṕırica

Em 1856, o engenheiro francês Henry Darcy quantificou, através de trabalhos emṕıri-

cos, a relação entre a taxa de escoamento de um fluido em um meio poroso e a diferença de

potencial a ele aplicada. Conforme mostra a Figura (2.10), seu experimento consistia em

fazer escoar, sob pressão, um fluido de massa espećıfica e viscosidade constantes através

de um tubo ciĺındrico de seção transversal A, com uma parte de espessura L preenchida

com areia completamente saturada pelo fluido.

FIGURA 2.10 – Experimento de Darcy

Fonte: Denise Tristão (2013)

A carga hidráulica h é medida, através de piezômetros, em dois pontos do tubo. Esta

grandeza mede a energia potencial de uma massa unitária do fluido localizado no ponto

em estudo, possuindo duas componentes,

h = z +
p

ρg
(2.28)

onde z é a elevação do ponto em relação a determinado ńıvel de referência, p é a pressão

no fluido, ρ sua massa espećıfica e g a magnitude da aceleração da gravidade. O termo
p

ρg
mede a elevação do fluido no piezômetro.

Experimentalmente verifica-se que a taxa de escoamento Q (volume do fluido que

atravessa a seção por unidade de tempo) é:

• proporcional à área A da seção transversal;

• proporcional à diferença de carga (H − h) e

• inversamente proporcional ao comprimento L
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Q ∝ A
H − h

L
(2.29)

Denominando a constante de proporcionalidade por condutividade hidráulica K, po-

demos escrever a forma unidimensional da lei de Darcy como:

Q = −KA
H − h

L
(2.30)

É muito frequente o uso da velocidade de Darcy, dada por:

u =
Q

A
= −Kdh

dl
(2.31)

Esta é uma velocidade média tomada a partir da vazão sobre toda a seção A, e não deve

ser confundida com a velocidade real do fluido nos poros, que deve ser medida a partir da

área efetiva dos poros na seção. A vazão espećıfica é um conceito macroscópico facilmente

medido e deve ser claramente diferenciada das velocidades microscópicas associadas com

os caminhos reais percorridos pelas part́ıculas individuais de água através dos grãos. A

relação entre elas se dá por:

v =
u

φ
(2.32)

onde φ é a porosidade efetiva (poros que possuem fluido em movimento) do meio.

2.5.2 Forma Multidimensional

A condutividade hidráulica é uma grandeza dependente das caracteŕısticas do meio

poroso e do fluido que escoa. Verifica-se que para um dado meio:

K ∝ ρg

µ
(2.33)

com µ sendo a viscosidade dinâmica do fluido, ou ainda:

K =
kρg

µ
(2.34)

onde k é uma grandeza puramente geométrica, à qual chamaremos de permeabilidade

intŕınseca do meio poroso. Para o caso mais geral, onde a matriz porosa é anisotrrópica,

K é um tensor de segunda ordem positivo definido e podemos escrever:

u = −K∇h (2.35)

ou, em termos do tensor permeabilidade intŕınseca k,

u = −k

µ
(∇p− ρg∇z) (2.36)
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onde p é a pressão aplicada no meio poroso, também denominada pressão no poro e z é

uma função que indica a elevação do ponto.

2.5.3 Lei de Darcy para Escoamentos Multifásicos

A lei de Darcy é estabelecida para escoamentos monofásicos, onde a fase que escoa

preenche completamente os poros do meio. A sua aplicação para escoamentos multifásicos

se dá a partir da hipótese de que a lei é válida para cada uma das fases que escoa:

uα = −kα
µα

∇pα (2.37)

ou seja, a velocidade de Darcy da fase α está relacionada com o gradiente de pressão na

fase através de uma função kα, que denominaremos de permeabilidade da fase α. Por

motivos de simplicidade de notação, omitimos os termos oriundos da ação gravitacional.

Verifica-se que:

• A mistura pode ter diferentes permeabilidades para diferentes fluidos (a permeabi-

lidade da fase não é mais uma grandeza puramente geométrica);

• A permeabilidade da fase é dependente da presença das outras fases na mistura.

Com isso, postula-se que a permeabilidade da fase pode ser decomposta em:

• Um termo dependente da geometria e distribuição dos poros;

• Um termo dependente da saturação.

ou seja,

kα(x, sα) = k(x)krα(sα(x)) (2.38)

onde k(x) é a permeabilidade intŕınseca do meio e krα(sα(x)) é a permeabilidade relativa

da fase α. A permeabilidade relativa:

krα =
kα
k

(2.39)

é um número adimensional que indica o grau com que a presença de outras fases prejudica

o escoamento da fase α. Este modelo, conhecido como modelo da permeabilidade relativa,

foi introduzido por Muskat. De uma forma geral a permeabilidade relativa de uma fase é

dada como uma função crescente da saturação desta fase e pode estar sujeita à histerese

na medida em que a saturação da fase aumenta ou dimimui. Com isso, escrevemos a lei

de Darcy para escoamentos multifásicos como:
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uα = −kkrα
µα

∇pα (2.40)

O quociente
krα
µα

mede o grau de mobilidade da fase num meio poroso com permeabi-

lidade intŕınseca k, ou seja, a facilidade ou a dificuldade com que uma fase escoa no meio.

Assim, definindo a mobilidade da fase α como:

λα =
krα
µα

(2.41)

reescrevemos a lei de Darcy na forma:

uα = −kλα∇pα (2.42)

A mobilidade total (da mistura) e o fluxo fracionário da fase α são definidas como:

λ =
∑

α

λα (2.43)

e

fα(sα) =
λα

λ
(2.44)

respectivamente, o que nos permite reescrever a lei de Darcy como:

uα = −kλfα∇pα (2.45)

2.6 Escoamento Bifásico Unidimensional

Será considerado um escoamento de duas fases incompresśıveis e imisćıveis, isto é, os

fluidos deslocam-se mutuamente sem se misturarem e existe uma interface distinta fluido-

fluido dentro de cada poro, podem ser denotadas pelos ı́ndices α = 1 para a fase molhante

e α = 2 para a fase não-molhante.

As principais hipoteses simplificadoras são:

• Escoamento Unidimensional na direção x;

• Geometria uniforme em y e em z, com área constante A;

• Porosidade constante.

Sob estas hipóteses, o balanço de massa para a mistura pode ser escrito como:

div u = 0
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∂u

∂x
+

∂u

∂y
+

∂u

∂z
= 0

Logo,

∂u

∂x
= 0⇒ u = constante

O balanço de massa da fase molhante (α = 1) se torna:

φ
∂sα
∂t

+ div(fαu) = 0

φ
∂s1
∂t

+
∂

∂x
(f1u) = 0

∂s1
∂t

+
u

φ

∂f1
∂x

= 0 (2.46)

Utilizando a relação (2.44), temos:

fα(sα) =
λα

λ

f1 =
λ1

λ1 + λ2

=

kr1
µ1

kr1
µ1

+ kr2
µ2

Multiplicando o numerador e o denominador por µ1 e fazendo a = µ1

µ2

, temos:

f1 =
µ1(

kr1
µ1

)

µ1(
kr1
µ1

+ kr2
µ2

)
=

kr1
kr1 + akr2

Assim,

f1 =
kr1

kr1 + akr2
(2.47)

Com isso, a equação (2.46) fica:

∂s1
∂t

+
u

φ

∂

∂x

(

kr1
kr1 + akr2

)

= 0 (2.48)

Esta equação é chamada de Equação de Buckley-Leverett que se trata de uma equação

hiperbólica não linear, sendo largamente empregada em protótipo para teste de esquemas

numéricos para esta classe de problemas.

Em relação às permeabilidades relativas, temos que:

krα(sα) =

(

sα − srα
1− srα

)2

(2.49)

são denominadas de relações de Corey quadráticas, em que:
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srα = saturação residual da fase α

Sem perda de generalidade (sob a ótica matemática), podemos tomar srα = 0. Logo,

∂s1
∂t

+
u

φ

∂

∂x

(

kr1
kr1 + akr2

)

= 0

∂s1
∂t

+
u

φ

∂

∂x

(

s21
s21 + as22

)

= 0

∂s1
∂t

+
u

φ

∂

∂x

[

s21
s21 + a(1− s1)2

]

= 0 (2.50)

Como a fase molhante é a água (w), podemos reescrever a equação (2.50) com o ı́ndice

1 sendo substituindo por w conforme apresentado abaixo:

∂sw
∂t

+
u

φ

∂

∂x

[

s2w
s2w + a(1− sw)2

]

= 0 (2.51)

Para encontrarmos a equação de Buckley-Leverett em sua forma adimensionalizada,

introduziremos o conceito da pressão capilar como sendo a diferença entre as pressões de

cada fase. Assim, temos que:

pc(sw) = po − pw (2.52)

Empiricamente, a pressão capilar é descrita em função da saturação da água. Assim,

a velocidade do fluido água pode ser modelado conforme a equação (2.42):

uw = −kλw∇pw (2.53)

uo = −kλo∇po (2.54)

No caso unidimensional, temos:

uw = −kλw
∂pw
∂x

uo = −kλo
∂po
∂x

Para a água:

uw = −kλw
∂po
∂x

− kλw
∂pc
∂x

(2.55)

Isolando a diferença parcial da pressão do óleo na equação (2.55) e, em seguida, subs-

tituindo na equação (2.54), obtemos uma expressão para a velocidade do fluido óleo:
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uo = −kλo

(

− uw

kλw

+
∂pc
∂x

)

=
λouw

λw

− kλo
∂pc
∂x

(2.56)

Como u = uw + uo, segue:

u = uw

(

1 +
λo

λw

)

− kλo
∂pc
∂x

Introduzindo a equação do fluxo fracionário da água na equação anterior, temos:

u =
uw

fw
− kλo

∂pc
∂x

ou

uw = fwu+ kfwλo
∂pc
∂x

Substituindo esta equação em (2.27) para a fase água, vem:

− ∂

∂x

[

ufw + k
λwλo

λw + λo

∂pc
∂x

]

= φ
∂sw
∂t

Aplicando a regra da cadeia para a pressão capilar:

∂pc
∂x

=
∂pc
∂sw

∂sw
∂x

= p′c(sw)
∂sw
∂x

Assim, obtemos que:

∂(ufw)

∂x
+

∂

∂x

(

k
λwλo

λw + λo

p′c(sw)
∂sw
∂x

)

+ φ
∂sw
∂t

= 0 (2.57)

Na equação acima, temos o sequinte termo conhecido como tensor de dispersão f́ısica:

KFIS = k
λwλo

λw + λo

p′c(sw)

É interessante notar que na equação de Buckley-Leverett, a capilaridade é responsável

pela introdução de um termo difusivo.

A equação (2.57) pode ser adimensionalizada definindo-se:

xD =
x

L
tD =

∫ t

0

u

φL
dt

Logo, substituindo essas definições ficamos com:

∂(fw)

∂xD

− 1

uL

∂

∂x

(

KFIS
∂sw
∂xD

)

+
∂sw
∂tD

= 0

∂(fw)

∂xD

+
∂sw
∂tD

=
1

uL

∂

∂x

(

KFIS
∂sw
∂xD

)
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A equação de Buckley-Leverett é composta por uma parte convectiva (parte esquerda

da equação) e uma parte difusiva (parte direita). Ela é estritamente não linear e parabó-

lica, porém em nosso estudo estaremos interessados na parte convectiva (desprezando os

efeitos difusivos), pois dá origem a equação de Buckley Leverett em sua forma mais usual

na literatura. Logo, a equação se torna convectiva estritamente hiperbólica não linear,

como é mostrado na equação abaixo:

∂sw
∂tD

+
∂(fw)

∂xD

= 0 (2.58)

Aplicando a regra da cadeia para a função de fluxo fracionário, obtemos uma nova

versão para a equação de Buckley-Leverett1, sem os ı́ndices de adimensionalização:

∂s

∂t
+ f ′

∂s

∂x
= 0 (2.59)

Existem vários modelos para a função de fluxo fracionário para o problema de Buckley-

Leverett. A função de fluxo é não linear e não convexa, representando a transferência da

quantidade da saturação que ocorre em determinadas regiões do escoamento em certos

intervalos de tempo. Para o nosso estudo, utilizaremos o modelo de Stone, considerando

a saturação do fluido molhante (no caso a água), bem como a razão das viscosidades dos

fluido, sendo dado por:

f(s) =

[

s2

s2 + a(1− s)2

]

, (2.60)

onde a =
µw

µo

< 1 é uma constante.

Aqui s representa a saturação da fase molhante (água). Logo, 0 < s < 1.

FIGURA 2.11 – Gráfico da função de fluxo f(s) no problema de escoamento bifásico

Fonte: Própria

Considerando um meio poroso saturado, isto é, completamente tomado de fluido, a

1Por motivos de simplificação de notação matemática, iremos atribuir a partir de agora que a saturação
da água será dada apenas pela letra s e não por sw.
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saturação do óleo é so = 1− s.

Note que a função de fluxo (2.60) é não convexa com um único ponto de inflexão e sua

derivada é dada por:

f ′(s) =
2s[s2 + a(1− s)2]− s2[2s+ 2a(1− s)(−1)]

[s2 + a(1− s)2]2

f ′(s) =
2as(1− s)

[s2 + a(1− s)2]2

O gráfico (s x f’(s)) na Figura (2.12) mostra a velocidade caracteŕıstica que tem um

máximo no ponto de inflexão:

FIGURA 2.12 – Gráfico da derivada da função de fluxo f(s) no problema de escoamento
bifásico

Fonte: Própria

O esquema abaixo mostra o Tanque de Provas Numérico da USP para o Escoamento

Bifásico:

FIGURA 2.13 – Escoamento bifásico em meio poroso. Tanque de Provas Numérico da
USP

Fonte: Amilton (2012)



3 LEIS DE CONSERVAÇÃO

Neste caṕıtulo, serão apresentadas propriedades matemáticas para a aproximação da

solução de equações na forma conservativa.

A modelagem dinâmica de fenômenos f́ısicos é frequentemente baseada em prinćıpios

f́ısicos chamados Leis de Conservação, que podem ser escritos na forma:

u(x, t)t + f(u(x, t))x = 0, (3.1)

onde u = (u1, ..., un) ∈ R
n representa as variáveis de estado, n > 1, (x, t) ∈ Q := R ×

R+, f : Rn → R
n.

Uma dificuldade que estas equações apresentam é que nem sempre elas admitem so-

luções clássicas. As soluções deste tipo de equação são estudadas para o problema de

Riemann, cuja solução é uma sequência de ondas.

Com o intuito de incorporar conhecimentos matemáticos mais avançados, para em

seguida utilizá-lo no entendimento dos problemas estudados, o presente caṕıtulo trata de

elaborar um estudo da teoria das Leis de Conservação, sendo discutidas as soluções fracas

que, fisicamente, podem ser interpretadas como ondas de choques ou rarefação. Então,

para que possam ser distinguidas as fisicamente admisśıveis, foi considerado o prinćıpio de

entropia, em suas diversas formas. Logo, a teoria das equações diferenciais parciais (EDP)

hiperbólicas referente às Leis de Conservação lineares e não lineares são introduzidas de

forma gradativa neste estudo.

3.1 Curvas Caracteŕısticas

Nesta seção serão usadas curvas no plano xt, denominadas curvas caracteŕısticas para

resolver equações do tipo (3.1), para leis de conservação lineares e não lineares, com

uma condição inicial u(x, 0). A geometria das soluções geradas por curvas caracteŕısticas

permite resolver a equação do tipo (3.1) mesmo nos casos não lineares que, em geral, são

de tratamento dif́ıcil.
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3.1.1 Leis de Conservação Lineares

Para leis de conservação lineares, isto é, com fluxo f linear (f(u) = c · u), reescreve-se
a equação (3.1) na forma não conservativa:

ut + f(u)u · ux = 0. (3.2)

Como f(u)u =
d

du
f(u) = c, pode-se escrever a equação (3.2) como:

ut + c · ux = 0, (3.3)

onde c é uma velocidade constante, independente de x e t.

A equação (3.3) no domı́nio −∞ < x <∞ , t ≥ 0 em conjunto com a condição inicial

u(x, 0) = u0(x),

pode ser escrita como um ”Problema de Cauchy”, que consiste em solucionar o sistema
{

ut + c · ux = 0

u(x, 0) = u0(x)
,−∞ < x <∞, t ≥ 0 (3.4)

A equação (3.4) é uma Equação Diferencial Parcial (EDP) escalar, linear, de coefici-

entes constantes do tipo hiperbólica, cuja solução pode ser obtida pelo método das curvas

caracteŕısticas, que será descrito a seguir.

Seja γ(t) = (x(t), t) uma curva parametrizada com um ponto inicial (x0, 0) sobre o

eixo-x. Se restringirmos a função u(x, t) à curva γ(t), isto é, se considerarmos a função

γ(t) = u(x(t), t), tem-se que a variação de u(x, t) ao longo da curva γ(t) será dada por:

d

dt
γ(t) =

d

dt
u(x(t), t) (3.5)

Usando a regra da cadeia, obtêm-se:

d

dt
u(x(t), t) = ut(x(t), t) + ux(x(t), t)

d

dt
x(t) (3.6)

Comparando o lado direito desta equação com a equação (3.4) obtêm-se
d

dt
γ(t) = 0,

ou seja, γ(t) = u(x(t), t) = constante. Logo, o valor de u(x(t), t) em cada ponto desta

curva é o mesmo de u(x0, 0). Então u(x, t) é constante ao longo de trajetórias x(t) que se

propaga com a velocidade caracteŕıstica c =
d

dt
x(t).

Como
d

dt
x(t) = c, as trajetórias x(t) são as retas x = x0 + c · t, sendo u(x(t), t)

constante sobre essas retas. Essas trajetórias são chamadas curvas caracteŕısticas da

equação diferencial parcial (3.4).

Desse modo, a construção geométrica da solução de um problema de valor inicial, como
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a equação (3.4), pode ser obtida através do estudo das curvas caracteŕısticas.

Com isso, pode-se obter uma forma da solução do problema (3.4), onde x0 é a intersec-

ção da curva caracteŕıstica que passa pelo ponto (x, t) com o eixo-x. Assim, considerando

que no caso linear a inclinação de todas as caracteŕısticas é constante, igual a
1

c
, a solução

u(x, t) satisfaz:
{

u(x, 0) = u0(x0)

x = x0 + c · t
(3.7)

FIGURA 3.1 – Curvas Caracteŕısticas

Fonte: Notas de Aula: Equações Diferenciais Parciais I/II. Professor Biezuner (2010)

Logo, a solução geral do problema (3.4) pode ser representada por uma função suave

da forma:

u(x, t) = u0(x− c · t), x ∈ R, t > 0. (3.8)

Com isso, à medida que o tempo evolui, os dados iniciais se propagam sem deformação

para a direita (se c > 0) ou para esquerda (se c < 0) com a velocidade constante c. A

solução u(x, t) é constante ao longo de cada reta x = x0 + c · t, que são conhecidas como

as curvas caracteŕısticas da equação.

Verifica-se então, que as caracteŕısticas são as curvas no plano xt que satisfazem as

equações diferenciais ordinárias
d

dt
x(t) = c, x(0) = x0. Derivando u(x, t) ao longo de

uma destas curvas para encontrar a taxa de variação de u(x, t) ao longo da caracteŕıstica,

descobre-se que:

d

dt
u(x(t), t) =

∂

∂t
u(x(t), t) +

∂

∂x
u(x(t), t) · d

dt
x(t) (3.9)

= ut + ux · c

= ut + c · ux = 0
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confirmando que u(x, t) é constante ao longo destas curvas caracteŕısticas.

Para um primeiro problema sobre advecção linear, utilizaremos o seguinte dado inicial:

u(x, 0) =











1, se 0 < x ≤ 0, 5

2, se 0, 5 < x ≤ 1

1, se 1 < x ≤ 2

,

cujo gráfico é exibido na Figura (3.2). Assim, estudaremos as condições acima para a

equação:

ut + c ux = 0

com c = 1.

FIGURA 3.2 – Curva Inicial - Advecção Linear (Caso 01)

Fonte: Própria

As curvas caracteŕısticas planas podem ser obtidas da seguinte maneira:






dx

dt
= c⇒ x(t) = ct+ k1

x(0) = x0

Assim,

x(0) = x0 = 0 + k1 ⇒ k1 = x0 ⇒ x = ct+ x0

Logo, teremos que:

x = ct+ x0 ⇒ x0 = x− ct

Dessa forma, fazendo u(x, t) = u0(x0) e c = 1, a solução do problema será:
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u(x, t) =











1, se 0 < x− t ≤ 0, 5

2, se 0, 5 < x− t ≤ 1

1, se 1 < x− t ≤ 2

Reescrevendo-a, temos:

u(x, t) =











1, se t < x ≤ t+ 0, 5

2, se t+ 0, 5 < x ≤ t+ 1

1, se t+ 1 < x ≤ t+ 2

A Figura (3.3) traz o gráfico da solução u para alguns valores de t:

FIGURA 3.3 – Solução - Advecção Linear

Fonte: Própria

3.1.2 Leis de Conservação Não Lineares

Para leis de conservação não lineares, o seguinte resultado é análogo ao obtido em

(3.8). Se u(x, t) é uma solução suficientemente suave do problema de valor inicial:
{

ut + f ′(u)ux = 0, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R

então u(x, t) satisfaz:

u(x, t) = u0(x− f ′(u(x, t)) · t), x ∈ R, t > 0.

De fato, diferenciando u(x, t) ao longo de uma caracteŕıstica,

du

dt
=

∂u

∂x

dx

dt
+

∂u

∂t

dt

dt
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du

dt
= ux · f ′(u) + ut

du

dt
= 0,

isto é, u é constante ao longo das curvas caracteŕısticas.

Como u é constante ao longo de qualquer curva caracteŕıstica e as curvas caracteŕısticas

devem satisfazer

d

dt
x(t) = f ′(u(x(t), t)),

então as caracteŕısticas são retas com equação x(t) = f ′(u0) · t + x0, onde u0 é o valor

constante que u assume nesta caracteŕıstica.

Para ambos os casos linear e não linear, as curvas caracteŕısticas são retas. No caso

linear, a inclinação de todas as curvas caracteŕısticas são constantes e iguais a
1

c
. No caso

não linear, as inclinações serão
1

f ′(u0)
para cada valor de u0, isto é, as inclinações serão

diferentes. Considera-se então a equação não-linear escalar:

ut + f(u)x = 0 (3.10)

onde f(u) é uma função não-linear de u. Assumindo que f(u) é convexa com f ′′(u) ≥ 0,

para todo u (ou, igualmente, f é não convexa com f ′′(u) < 0, para todo u).

O modelo mais famoso para leis de conservação não-lineares é a Equação de Burgers,

em que f(u) =
1

2
u2. Neste caso, pode-se escrever a equação (3.10) como:

ut +

(

1

2
u2

)

x

= ut + u · ux = 0. (3.11)

Esta equação foi introduzida originalmente por J. M. Burgers em seus estudos sobre

turbulência em fluidos, aparecendo como um modelo básico em diversos outros fenômenos,

onde efeitos de advecção não-linear e difusão linear desempenham papel importante.

Note que a equação (3.11) é similar a uma equação de convecção do tipo ut+c ·ux = 0,

onde c foi substitúıda por u. As caracteŕısticas então satisfazem:

d

dt
x(t) = u(x(t), t) (3.12)

e ao longo de cada caracteŕıstica, u(x(t), t) é constante, já que:

d

dt
u(x(t), t) =

∂

∂t
u(x(t), t) +

∂

∂x
u(x(t), t) · d

dt
x(t)

d

dt
u(x(t), t) = ut + u · ux

d

dt
u(x(t), t) = 0.
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Além disso, pela equação (3.12), a inclinação
d

dt
x(t) também é constante. Assim, as

caracteŕısticas são linhas retas, determinadas pelos dados iniciais.

Se os dados iniciais são suaves, então estes podem ser usados para determinar a solução

u(x(t), t) para t suficientemente pequeno, de maneira que as caracteŕısticas não se cruzem.

3.2 Soluções Descont́ınuas e Formação de Choque

Esta seção será iniciada com um exemplo que procura ilustrar a existência de uma

ampla classe de soluções para problemas de Cauchy (ver o sistema (3.4)).

Exemplo: É considerado o problema de valor inicial referente à Equação de Burgers,
{

ut + u · ux = 0

u(x, 0) = u0(x)
,−∞ < x <∞, t ≥ 0 (3.13)

onde a condição inicial é:

u(x, 0) = u0(x) =











1, se x < 0

1− x, se 0 ≤ x ≤ 1,

0, se x > 1

(3.14)

A derivada da Função (3.14) é dada por:

u′0(x) =











0, se x < 0

−1, se 0 ≤ x ≤ 1,

0, se x > 1

(3.15)

O esboço das funções u0(x) e u′0(x) são mostrados abaixo:

FIGURA 3.4 – Gráfico das Funções u0(x) e u′0(x)

0

1

u0(x)

x1
0

1

u'0(x)

-1

x

Fonte: Própria

As curvas caracteŕısticas podem ser determinadas da seguinte maneira:
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





dx

dt
= u

x(0) = x0

(3.16)

Portanto, teremos:

x = u0(x0)t+ x0 (3.17)

Com isso, podemos aplicar as condições iniciais do exemplo em questão para obtermos

as curvas caracteŕısticas planas, conforme Eq. 3.17. Vejamos:










x = 1t+ x0 = t+ x0, se x0 < 0

x = (1− x0)t+ x0, se 0 ≤ x ≤ 1,

x = 0t+ x0 = x0, se x > 1

(3.18)

FIGURA 3.5 – Curvas Caracteŕısticas Planas do Problema

0

1

t

x10

1

t

x1

Fonte: Própria

Sobre as retas caracteŕısticas, temos que:

u(x, t) = u0(x0)

Assim,














x0 < 0⇒ u(x, t) = 1, em x− t < 0 (x < t)

x0 > 1⇒ u(x, t) = 0, em x > 1

0 ≤ x0 ≤ 1⇒ u(x, t) = u0(x0) = 1− x0 =
1− x

1− t

Logo, a solução será:

u(x, t) =















1, se x < t
1− x

1− t
, se 0 ≤ x0 =

x− t

1− t
≤ 1

0, se x > 1

(3.19)
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Veja uma ilustração dessa solução na Figura (3.6):

FIGURA 3.6 – Solução em cada subconjunto considerado

0

1

t

x1

u(x,t) = 0u(x,t) = 1

t = x

x = 1

t = 1

u(x,t) =

(1-x)/(1-t)

Fonte: Própria

Apesar da expressão na Equação (3.19) representar uma função cont́ınua no subdomı́-

nio D, não se tem uma solução cont́ınua para todo t ≥ 1. Na realidade, será obtida mais

adiante uma solução descont́ınua em toda a curva no semiplano superior aberto. Para

construir essa solução necessita-se conhecer a curva de descontinuidade, ou seja, conhecer

o caminho onde a descontinuidade, iniciada no ponto (1, 1), se propaga para todo t ≥ 1.

FIGURA 3.7 – Curvas Caracteŕısticas - Região do Choque

0

1

t

x1

Fonte: Própria

Tendo como motivação o exemplo acima, serão consideradas soluções que satisfazem a

EDP ut+uux = 0 , no sentido clássico, em cada lado de uma ou mais curvas diferenciáveis

do tipo x = ξ(t), mas que são descont́ınuas ao longo dessa reta.

A solução de uma lei de conservação pode ser suave em todo o domı́nio ou apenas em

parte dele. O surgimento de descontinuidades pode estar relacionado aos dados iniciais

descont́ınuos ou à inclusão de efeitos não lineares na equação ao longo do tempo. Esse

efeito é conhecido como a formação de choque.
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Para grandes valores de t da equação de Burgers (3.11) pode não haver uma solução

única. Isso acontece quando as caracteŕısticas se interceptam (ou cruzam), uma vez que

u(x, 0) pode ser negativo em qualquer ponto.

O tempo para o qual as caracteŕısticas se interceptam primeiro será denotado por

t = Tb, onde o ponto de interseção é denominado como o ponto de quebra (ou ruptura).

Para encontrar o caso geral para Tb, serão usados os resultados obtidos na seção

anterior, onde define-se a seguinte curva caracteŕıstica:

x(t) = c(x0) · t+ x0

Considera-se então, duas curvas caracteŕısticas que partem da vizinhança de x0 ∈
(x0 − δ, x0 + δ), ∀δ > 0. Então pode-se escrever:

{

x1(t) = c(x0 + δ) · t+ (x0 + δ)

x2(t) = c(x0 − δ) · t+ (x0 − δ)
(3.20)

O choque ocorre quando x1(t) é igual a x2(t), ou seja, quando as duas curvas caracte-

ŕısticas da equação 3.20 se interceptam. Logo,

x1(t) = x2(t) (3.21)

c(x0 + δ) · t+ (x0 + δ) = c(x0 − δ) · t+ (x0 − δ)

[c(x0 + δ)− c(x0 − δ)] · t = −2 · δ

t =
−2 · δ

[c(x0 + δ)− c(x0 − δ)]

Tomando o limite, em ambos os lados da equação 3.21, quando δ → 0, tem− se :

lim
δ→0

t = lim
δ→0

−2 · δ
[c(x0 + δ)− c(x0 − δ)]

(3.22)

= lim
δ→0

−1
[c(x0 + δ)− c(x0 − δ)]

2 · δ

Das diferenças centradas, tem-se que c′(x0) = lim
δ→0

[c(x0 + δ)− c(x0 − δ)]

2 · δ . Substituindo

c′(x0) em 3.22 obtêm-se:

t = − 1

c′(x0)

⇒ Tb = −
1

min c′(x0)
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O resultado desta interseção das caracteŕısticas é que nesse ponto a solução terá mais

de um valor. Com isso, quando ocorre a formação do choque, não se tem solução clássica

ao longo da curva de descontinuidade da EDP.

3.3 Problema de Riemann

Segundo Rispoli, Riemann no meio do século XIX fez um experimento utilizando um

tubo ciĺındrico, longo e fino, contendo dois gases separados por uma membrana bem

fina, onde esses gases deveriam ter pressões e densidades diferentes de ambos os lados

da membrana. Com esse experimento, ele pretendia determinar o movimento dos gases

quando a membrana fosse rompida. Este tipo de problema ficou conhecido como Problema

de Riemann.

O Problema de Riemann consiste da equação (3.1) em conjunto com a condição inicial

u(x, 0) = u0(x),
{

u(x, t)t + f(u(x, t))x = 0, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R
(3.23)

onde:

u(x, 0) = u0(x) =

{

uL, se x < 0

uR, se x > 0,
(3.24)

FIGURA 3.8 – Condição inicial para o Problema de Riemann

Fonte: Própria

A forma da solução do Problema de Riemann dependerá da relação entre os estados à

direita, uR, e à esquerda, uL.

A condição inicial 5.3 tem uma descontinuidade em x = 0, sendo que o caso trivial

acontece quando uL = uR. Assim, a descontinuidade inicial em x = 0 se propaga para
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o interior do domı́nio x > 0 percorrendo uma distância d = ct depois de um tempo t.

Essa curva caracteŕıstica particular x = ct separa as curvas caracteŕısticas à esquerda, nas

quais a solução tem valor uL, daquelas curvas à direita, nas quais a solução tem valor uR,

veja figura abaixo.

u(x, t) = u0(x− ct) =

{

uL, se x− ct ≤ 0

uR, se x− ct > 0,
(3.25)

FIGURA 3.9 – Solução do problema de Riemann no plano xt.

Fonte: Própria

Observe que a função 3.25 não pode ser solução de 3.4 em todo o plano x-t, por não

ser diferenciável ao longo da reta x = ct. A uma função da forma de 3.25 que satisfaz a

equação diferencial em parte do domı́nio chama-se de solução fraca de 3.4. E uma função

que satisfaz 3.4 em todo o domı́nio chama-se de solução clássica.

A solução é procurada em todo o domı́nio e não apenas em parte dele, logo a análise

matemática do choque formado envolve a generalização da solução da lei de conservação

ao longo da descontinuidade. Surge então a teoria das soluções fracas.

3.4 Condição de Salto de Rankine-Hugoniot

A lei de conservação na forma diferencial é dada por:

ut + [F (x, t, u)]x = 0

Para deduzirmos a equação que rege a condição de salto de Rankine-Hugoniot, preci-

samos considerar a lei de conservação na forma integral. Para isto, temos que:

ut = −[F (x, t, u)]x
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∫ b

a

u(x, t)dx = −
∫ b

a

[F (x, t, u)]xdx

d

dt

∫ b

a

u(x, t)dx = −[F (x, t, u(x, t))] |ba

d

dt

∫ b

a

u(x, t)dx = −[F (b, t, u(b, t))− F (a, t, u(a, t))]

d

dt

∫ b

a

u(x, t)dx = F (a, t, u(a, t))− F (b, t, u(b, t))

d

dt

∫ g(t)

a

u(x, t)dx+
d

dt

∫ b

g(t)

u(x, t)dx = F (a, t, u(a, t))− F (b, t, u(b, t))

Pela regra de Leibniz, para derivar em relação a t uma integral em que ambos o

integrando e o limite de integração dependem do parâmetro t, temos:

d

dt

∫ g(t)

a

u(x, t)dx =

∫ g(t)

a

ut(x, t)dx+ u(g(t)−, t)g′(t)

d

dt

∫ b

g(t)

u(x, t)dx =

∫ b

g(t)

ut(x, t)dx− u(g(t)+, t)g′(t)

Portanto,

∫ g(t)

a

ut(x, t)dx+

∫ b

g(t)

ut(x, t)dx+[u(g(t)−, t)−u(g(t)+, t)]g′(t) = F (a, t, u(a, t))−F (b, t, u(b, t))

Tomando o limite quando a→ g(t)− e quando b→ g(t)+, segue que:

[u(g(t)−, t)− u(g(t)+, t)]g′(t) = F (g(t)−, t, u(g(t)−, t))− F (g(t)+, t, u(g(t)+, t))

Para simplicar a equação, vamos estabeler as seguintes notações:






















u+ = u(g(t)+, t)

u− = u(g(t)−, t)

[u] = u+ − u−

[F (u)] = F (g(t)+, t, u+)− F (g(t)−, t, u−)

Assim, podemos reescrever a equação como:
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(u− − u+)g′(t) = F (g(t)−, t, u−)− F (g(t)+, t, u+)

(u+ − u−)g′(t) = F (g(t)+, t, u+)− F (g(t)−, t, u−)

[u]g′(t) = [F (u)]

Portanto, a condição de Rankine-Hugoniot é:

g′(t) =
[F (u)]

[u]
(3.26)

Onde [u] mede o salto que a solução u dá ao cruzar a curva de descontinuidade x = g(t)

e [F (u)] mede o salto que o fluxo dá ao cruzar esta curva. Desta forma, a condição relaciona

as condições à frente da descontinuidade e atrás da descontinuidade com a velocidade da

descontinuidade. Assim, as principais definições relacionadas com a equação são:

Onda de Choque: Descontinuidade em u que se propaga ao longo da curva x = g(t);

Caminho do Choque ou Choque: A própria curva x = g(t);

Velocidade do Choque: g’(t);

Força do Choque: Magnitude do salto [u];

Em prinćıpio, a condição do salto permite encontrar o caminho do choque.

A classe de soluções fracas que obedecem à relação (3.26) é ainda relativamente grande,

de forma que em geral não há unicidade. Para garantir a unicidade, é necessário impor

mais uma condição, conhecida como prinćıpio da entropia, que será vista mais adiante.

De posse dos novos conceitos e teorias abordadas para Leis de Conservação Não-

Lineares, vamos resolver a Equação de Advecção Não-Linear utilizando o mesmo dado

inicial do primeiro exemplo (Caso Linear). Assim, temos:

u(x, 0) =











1, se 0 < x ≤ 0, 5

2, se 0, 5 < x ≤ 1

1, se 1 < x ≤ 2

No entanto, a expressão da EDP será dado por:

ut + c ux = 0

com c = u(x, t) não mais constante e proveniente da derivada da Função de Fluxo de

Burgers (F(u) =
1

2
u2.
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A Figura (3.10) mostra a curva com base nas condições iniciais impostas acima:

FIGURA 3.10 – Curva Inicial - Advecção Não-Linear - Equação de Burgers

Fonte: Própria

As curvas caracteŕısticas planas podem ser obtidas da seguinte maneira:






dx

dt
= u⇒ x(t) = t+ k1

x(0) = x0

Assim,

x(0) = x0 = u · 0 + k1 ⇒ k1 = x0 ⇒ x = u · s+ x0

Logo, teremos que:

x = u · t+ x0 ⇒ x0 = x− u · t

Dessa forma, fazendo u(x, t) = u0(x0), a solução do problema será:

u(x, t) =











1, se 0 < x− u · t ≤ 0, 5

2, se 0, 5 < x− u · t ≤ 1

1, se 1 < x− u · t ≤ 2

Reescrevendo-a, temos:

u(x, t) =











1, se u · t < x ≤ u · t+ 0, 5

2, se u · t+ 0, 5 < x ≤ u · t+ 1

1, se u · t+ 1 < x ≤ u · t+ 2

Portanto,
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u(x, t) =











1, se t < x ≤ t+ 0, 5

2, se 2 · t+ 0, 5 < x ≤ 2 · t+ 1

1, se t+ 1 < x ≤ t+ 2

Como o problema é não-linear, precisamos usar a Teoria de Rankine-Hugoniot para

calcularmos a velocidade da descontinuidade no ponto de choque. Assim, a velocidade do

choque será dada por:

g′(t) = vchoque =
[F (u)]

[u]
=

1

2
(2)2 − 1

2
(1)2

2− 1
=

3

2

A posição do choque é dada ao integrarmos a velocidade acima:

x =
3

2
t+ c

FIGURA 3.11 – Solução - Equação de Burgers (Caso Não-Linear)

Fonte: Própria

De volta ao exemplo inicial, vamos achar a solução do Problema de Burgers para

valores de t > 1. Para isto, devemos calcular a velocidade do choque e o seu caminho.

Assim, temos:

g′(t) =
dx

dt
= s =

(u2)L
2

− (u2)R
2

uL − uR

= 1/2

Portanto, ao integrarmos temos que o caminho do choque é:

x =
1

2
t+ c
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Como a curva de descontinuidade passa pelo ponto (1, 1), encontra-se c = 1/2. Assim,

a curva de descontinuidade é a reta:

x =
1

2
t+

1

2
, t ≥ 1 (3.27)

Logo, para t ≥ 1, temos:

u(x, t) =



















1, se x <
1

2
t+

1

2

0, se x >
1

2

(3.28)

Finalmente, a solução completa do problema descrito para o Exemplo 4.1 é a união

das expressões definidas na Equação (3.19), para t < 1, com as relações mostradas na

Equação (3.28), para t ≥ 1, veja a Figura . Como se pode observar, ao contrário da

Figura , a ilustração na Figura 3.11 enfatiza a interceptação das caracteŕısticas apenas na

curva de descontinuidade.

FIGURA 3.12 – Esboço da solução fraca do problema do Exemplo 4.1

Fonte: Adaptada de Barbosa (2010)

FIGURA 3.13 – Esboço da Solução do Problema

0

1

t

x1u(x,t) =

(1-x)/(1-t)

u(x,t) = 0u(x,t) = 1

t = 1

x = 12 t + 12

Fonte: Própria
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3.5 Rarefações

Vimos nas seções anteriores que as curvas caracteŕısticas podem se cruzar ou não. Se

não houver o cruzamento das curvas caracteŕısticas e existir regiões do plano x − t onde

essas curvas caracteŕısticas não estão definidas, ocorrerá o fenômeno conhecido como ondas

de rarefação, que são soluções cont́ınuas da equação abaixo:

ut + (f(u))x = 0 (3.29)

da forma,

u(ξ), ξ =
x

t

Portanto, elas devem satisfazer a EDO:

−ξuξ + f(u)ξ = 0

Precisamos então encontrar uma solução por rarefação para a região 0 < x < t, t > 0.

Substituindo u = u(ξ) = u
(x

t

)

na Equação (3.29), temos:

ut + (f(u))xux = 0

−uξ
x

t2
+ f ′(u(ξ))uξ

1

t
= 0

uξ

(

− x

t2
+ f ′(u(ξ))

1

t

)

= 0

uξ = 0

Ou

− x

t2
+ f ′(u(ξ))

1

t
= 0

Assim, temos:

f ′(u(ξ)) =
x

t2
t

f ′(u(ξ)) =
x

t
(3.30)

Para ilustrar a situação acima, vamos considerar a Equação de Burgers com os seguin-

tes dados iniciais:
{

ut + u ux = 0

u(x, 0) = u0(x)
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onde:

u0(x) =

{

0, x < 0

1, x > 0

As curvas caracteŕısticas são:
{

x = x0, se x0 < 0

x = t+ x0, se x0 > 0

FIGURA 3.14 – Curvas Caracteŕısticas no Plano xt.

0

t

x

Fonte: Própria

Como neste caso, a solução é constante ao longo das retas caracteŕısticas, temos para

t > 0:

u(x, t) =

{

0, se x < 0, t ≥ 0

1, se t < x, x > 0

De acordo com a Figura (3.14), é posśıvel observar que há uma região do plano xt

onde as curvas caracteŕısticas não estão definidas e, portanto, a solução não está definida.

Para obter soluções em todo plano xt, vamos usar as ondas de rarefação apresentadas

acima. Vimos que uξ = 0 ou u
(x

t

)

=
x

t
. Descartamos uξ = 0⇒ u

(x

t

)

= k, pois quere-

mos soluções que façam uma ”transição suave”entre u(x, t) = 0 e u(x, t) = 1. Portanto, a

solução do problema é:

u(x) =















0, se x < 0
x

t
, se 0 ≤ x ≤ t, t > 0

1, se x > 0 e x > t
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FIGURA 3.15 – Solução do Problema por Rarefação

0

t

x

u(x,t) = x/t

u(x,t) = 1

u(x,t) = 0

Fonte: Própria



4 MODELAGEM NUMÉRICA DO

PROBLEMA

Tendo em vista os tópicos apresentados, muitos conceitos da engenharia geotécnica

foram usados para estudar e pesquisar sobre o fluxo multifásico no meio poroso, a fim de

melhorar o desempenho da produção de petróleo. Com o intuito de modelar numerica-

mente o fluxo no reservatório, é importante discutir sobre a condição de estabilidade e as

discretizações que permitem elaborar a solução das equações diferenciais.

4.1 Condição de CFL (Courant, Friedrichs e Lewy)

Richard Courant, Kurt Friedrichs e Hans Lewy em um artigo escrito em 1928, com

uma tradução em inglês em 1967, usaram o método de diferenças finitas como uma ferra-

menta anaĺıtica para provar a existência de soluções de determinadas equações diferenciais

parciais.

Conforme apresenta (ESCHENAZI, 2011), a ideia básica do trabalho deles é definir

uma sequência de soluções aproximadas, provar que elas convergem quando a malha é

refinada, e então mostrar que a função limite deve satisfazer a equação diferencial parcial,

obtendo a existência de uma solução. No momento em que Courant, Friedrichs e Lewy

estavam provando a convergência dessas sequências eles identificaram que uma condição

necessária para estabilidade é que o domı́nio de dependência do esquema numérico deve

conter o domı́nio de dependência da equação diferencial parcial quando se diminui os

passos ∆t e ∆X.

Segundo Leveque, a condição de CFL exige que a distância percorrida durante um

intervalo de tempo, deve ser menor do que uma célula, ou seja, |f ′(s) ·∆t| ≤ ∆X. A

quantidade αCFL = max
∣

∣

∣f ′(s)
∆tcfl
∆X

∣

∣

∣ é conhecido como número de Courant ou número

CFL. Uma condição necessária para que um método numérico expĺıcito seja estável é que

o número de CFL seja no máximo 1. Neste trabalho, o número de CFL será definido por:

αCFL = max

∣

∣

∣

∣

f ′(s)
∆tcfl
∆X

∣

∣

∣

∣

≤ 1 (4.1)
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onde ∆tcfl é um passo de tempo restrito à condição CFL.

4.2 Método das Diferenças Finitas

Os esquemas numéricos abordados neste trabalho são baseados nos métodos de dife-

renças finitas: O método de Lax-Friedrichs (LXF), que é um método de primeira ordem

no tempo e no espaço e difusivo em regiões de descontinuidades, o método de Upwind

(UPW) e o método Lax-Wendroff (LXW) que é um método de segunda ordem oscilatório

em regiões descont́ınuas.

Esses esquemas conservativos são na verdade esquemas numéricos
desenvolvidos para resolver leis de conservação do tipo hiperbólico.
Para isto, às vezes, se utilizam os métodos numéricos de primeira e
segunda ordens, como os esquemas de Lax-Friedrichs e Lax-Wendroff,
respectivamente, os quais serão vistos com detalhes mais adiante. Os
métodos de primeira ordem têm a vantagem de aproximar a solução
de leis de conservação sem oscilações ao redor da descontinuidade.
Entretanto necessitam de uma malha muito refinada para produzir
uma solução aproximada que seja satisfatória. Por outro lado, os
esquemas de segunda ordem convergem para a solução buscada em
uma malha menos refinada, porém pelo seu caráter oscilatório faz
com que as soluções obtidas apresentam severas oscilações ao redor
das ondas de choque. Os métodos de alta resolução são esquemas
numéricos que unificam em um só algoritmo os benef́ıcios dos mé-
todos de primeira e segunda ordem, de tal maneira que aproximam
melhor a solução nas aproximidades das descontinuidades, enquanto
que nas regiões suaves a solução se comporta como a de um método
de segunda ordem. (BARBOSA, 2010).

A ideia central dos métodos numéricos é a discretização do cont́ınuo que torna finito o

problema, e portanto, viabiliza sua solução através de computadores. Esta discretização

é realizada inicialmente pela discretização do domı́nio e em seguida pela discretização das

derivadas que aparecem na equação diferencial e nas condições adicionais. Esta discreti-

zação permite que se possa passar de um problema cont́ınuo, a equação diferencial e suas

condições adicionais, para um problema de dimensão finita. O método das diferenças

finitas é um método de resolução de equações diferenciais que se baseia na aproximação

das derivadas presentes na equação por diferenças finitas. Essa aproximação da derivada

é feita pela utilização da série de Taylor da função. Ao substituir esses esquemas na EDP

original, tem-se como resultado um MDF.
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4.2.1 Fórmulas de Diferenças Finitas

Usaremos a notação un
i = u(xn, ti). Sabe-se que a expansão de Taylor da função u no

tempo em un+1
i é:

un+1
i = un

i +∆t
∂un

i

∂t
+

∆t2

2

∂2un
i

∂t2
+

∆t3

6

∂3un
i

∂t3
+

∆t4

24

∂4un
i

∂t4
+

∆t5

120

∂5un
i

∂t5
+O(∆t6) (4.2)

Truncando essa expressão no segundo termo, é obtida a formula avançada de diferenças

finitas:

∂un
i

∂t
=

un+1
i − un

i

∆t
− ∆t

2

∂2un
i

∂t2
− ∆t2

6

∂3un
i

∂t3
+O(∆t3), (4.3)

Portanto,

∂un
i

∂t
≈ un+1

i − un
i

∆t
(4.4)

Fazendo a expansão de Taylor de u no tempo em un−1
i , obtemos:

un−1
i = un

i −∆t
∂un

i

∂t
+

∆t2

2

∂2un
i

∂t2
− ∆t3

6

∂3un
i

∂t3
+

∆t4

24

∂4un
i

∂t4
− ∆t5

120

∂5un
i

∂t5
+O(∆t6) (4.5)

Truncando essa expressão no segundo termo, é obtida a formula atrasada de diferenças

finitas:

∂un
i

∂t
=

un
i − un−1

i

∆t
+

∆t

2

∂2un
i

∂t2
− ∆t2

6

∂3un
i

∂t3
+O(∆t3) (4.6)

Portanto,

∂un
i

∂t
≈ un

i − un−1
i

∆t
(4.7)

Subtraindo (4.2) por (4.5) obtém-se a fórmula centrada de diferenças finitas (4.8) para

a primeira derivada:

un+1
i − un−1

i = 2∆t
∂un

i

∂t
+

∆t3

3

∂3un
i

∂t3
+O(∆t5)

∂un
i

∂t
=

un+1
i − un−1

i

2∆t
− ∆t2

6

∂3un
i

∂t3
+O(∆t4)

Portanto,

∂un
i

∂t
≈ un+1

i − un−1
i

2∆t
(4.8)

Somando (4.2) e (4.5) obtém-se a formula centrada de diferenças finitas (4.9) para a
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segunda derivada.

un+1
i + un−1

i = 2un
i +∆t2

∂2un
i

∂t2
+

∆t4

12

∂4un
i

∂t4
+O(∆t6)

∂2un
i

∂t2
=

un+1
i − 2un

i + un−1
i

∆t2
− ∆t2

12

∂4un
i

∂t4
+O(∆t4)

Portanto,

∂2un
i

∂t2
≈ un+1

i − 2un
i + un−1

i

∆t2
(4.9)

Pode-se subtrair a expansão de Taylor em un+2
i :

un+2
i = un

i + 2∆t
∂un

i

∂t
+

(2∆t)2

2

∂2un
i

∂t2
+

(2∆t)3

6

∂3un
i

∂t3
+

(2∆t)4

24

∂4un
i

∂t4
+O(∆t5)

,

pela a expansão em un−2
i :

un−2
i = un

i − 2∆t
∂un

i

∂t
+

(2∆t)2

2

∂2un
i

∂t2
− (2∆t)3

6

∂3un
i

∂t3
+

(2∆t)4

24

∂4un
i

∂t4
+O(∆t5)

,

para gerar uma aproximação da primeira derivada:

un+2
i − un−2

i = 4∆t
∂un

i

∂t
+

8∆t3

3

∂3un
i

∂t3
+O(∆t5)

,

Portanto,

∂un
i

∂t
=

un+2
i − un−2

i

4∆t
− 2∆t2

3

∂3un
i

∂t3
+O(∆t4) (4.10)

Devido à semelhança entre as expressões, subtraindo (4.8) por um quarto de (4.10),

elimina-se o termo (∆t2) e com isso é obtida uma formula de diferença finita de quarta

ordem para a primeira derivada (4.11):

3

4

∂un
i

∂t
=

un+1
i − un−1

i

2∆t
− un+2

i − un−2
i

16∆t
+O(∆t4)

∂un
i

∂t
=

2(un+1
i − un−1

i )

3∆t
− un+2

i − un−2
i

12∆t
+O(∆t4)

Portanto,

∂un
i

∂t
≈ 2(un+1

i − un−1
i )

3∆t
− un+2

i − un−2
i

12∆t
(4.11)
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As mesmas deduções podem ser feitas para qualquer outra variável, como x, gerando

formulas análogas.

4.2.2 MDF para a Equação de Advecção Não-Linear de Buckley

Leverett

4.2.2.1 Método Upwind

Ométodo Upwind, também conhecido como método de Courant - Issacson - Rees, pode

ser obtido aplicando a formula avançada (4.4) no tempo e a atrasada (4.7) no espaço, por

exemplo, com f ′(u) > 0. Assim, temos:

ut + (f(u))x = 0

Portanto,

un+1
i − un

i

∆t
+

fn
i − fn

i−1

∆x
= 0

Uma vantagem de usar a fórmula avançada no tempo é que isso torna o método

expĺıcito, ou seja, é posśıvel obter os valores em um instante posterior un+1 diretamente

em função de valores no instante atual un. Basta separar os valores do instante atual para

o lado direito da equação para obter essa relação.

un+1
i = un

i −
∆t

∆x
(fn

i − fn
i−1) (4.12)

Dessa forma, aplicando a Função de Fluxo de Stone para a Equação de Buckley-

Leverett, obtemos:

sn+1
i = sni −

∆t

∆x







(sni )
2

(sni )
2 +

µw

µo

(1− sni )
2
− (sni−1)

2

(sni−1)
2 +

µw

µo

(1− sni−1)
2






(4.13)

O MDF descrito em (4.13) é conhecido por Upwind. Uma notação que permite visu-

alizar como ocorre a propagação de informação pelo método na malha é a molécula do

método. A molécula do método liga os pontos da malha que são usados em uma iteração

com aquele que é estimado nessa iteração. A molécula do esquema Upwind, por exemplo,

pode ser observada na Figura (4.1) abaixo:
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FIGURA 4.1 – Molécula do Esquema Upwind

Fonte: Domingues (2017)

Para visualizar a propagação do método, basta repetir a molécula em iterações conse-

cutivas, como foi feito na Figura (4.2):

FIGURA 4.2 – Propagação pelo Esquema Upwind

Fonte: Domingues (2017)

4.2.2.2 Método Lax-Friedrichs

Usando a formula centrada (4.8) para a posição e a avançada (4.4) para o tempo,

temos:

ut + (f(u))x = 0

un+1
i − un

i

∆t
+

fn
i+1 − fn

i−1

2∆x
= 0

Isolando os termos do instante atual no lado direito da equação, ficamos com:

un+1
i = un

i −
1

2

∆t

∆x
(fn

i+1 − fn
i−1)
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Para chegar na formula expĺıcita de Lax-Friedrichs, é feita a aproximação un
i ≈

un
i+1 + un

i−1

2
, fornecendo assim:

un+1
i =

1

2
(un

i+1 + un
i−1)−

1

2

∆t

∆x
(fn

i+1 − fn
i−1)

Dessa forma, aplicando a Função de Fluxo de Stone para a Equação de Buckley-

Leverett, obtemos:

sn+1
i =

1

2
(sni+1 + sni−1)−

1

2

∆t

∆x







(sni+1)
2

(sni+1)
2 +

µw

µo

(1− sni+1)
2
− (sni−1)

2

(sni−1)
2 +

µw

µo

(1− sni−1)
2







(4.14)

A molécula do esquema Lax-Friedrichs pode ser representada conforme a Figura (4.3)

abaixo:

FIGURA 4.3 – Molécula do Esquema Lax-Friedrichs

Fonte: Domingues (2017)

4.2.2.3 Esquema Lax-Wendroff

O método de Lax-Wendroff é um esquema de diferenças finitas com acurácia de se-

gunda ordem no espaço, obtido por Peter Lax e Burton Wendroff, sendo utilizado para

solucionar equações diferenciais parciais hiperbólicas. Como já dito antes, esse método

apresenta oscilações na vizinhança de um choque e sua expressão pode ser obtida cal-

culando valores para f(u(x, t)) em intervalos de meio tempo, tn+1/2 e pontos médios da

grade, xi+1/2, conforme podemos ver a mólecula do método na Figura (4.4) abaixo:
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FIGURA 4.4 – Molécula do Esquema Lax-Wendroff

Fonte: Domingues (2017)

A expressão resultante das aproximações por Série de Taylor e aplicando os conceitos

anteriores fica da seguinte forma:

u
n+1/2
i+1/2 =

1

2
(un

i+1 + un
i )−

1

2

∆t

∆x
(f(un

i+1)− f(un
i )), (4.15)

Aplicando a Função de Fluxo de Stone para a Equação de Buckley-Leverett, temos

que:

sn+1
i =

1

2
(sni+1 + sni )−

1

2

∆t

∆x







(sni+1)
2

(sni+1)
2 +

µw

µo

(1− sni+1)
2
− (sni )

2

(sni )
2 +

µw

µo

(1− sni )
2






(4.16)



5 RESULTADOS E DISCUSSÕES

Neste caṕıtulo serão apresentados os resultados numéricos para a Equação de Buckley-

Leverett, que é baseada no problema de Cauchy para lei de conservação não-lineares.

Conforme visto nos caṕıtulos anteriores, a equação pode ser derivada da conservação em

massa e da Lei de Darcy. Assim, ela pode ser escrita como:

st + (f(s))x = 0 (5.1)

onde a Função de Fluxo de Stone é dada por:

f(s) =
s2

s2 + a(1− s)2
(5.2)

A notação s(x, t) descreve a saturação da água na posição x e no tempo t. O valor de

s(x, t) é definido no intervalo 0 ≤ s(x, t) ≤ 1. Considerando que apenas dois fluidos (água

e óleo) fluem no meio poroso, assim [1− s(x, t)] denota a saturação do óleo na posição x

e no tempo t. Portanto, a condição inicial pode ser usada da seguinte forma:

s(x, 0) =

{

1, se x ≤ 0

0, se x > 0
(5.3)

A Figura (5.1) mostra a curva com base nas condições iniciais impostas acima:

FIGURA 5.1 – Curva Inicial da Equação de Buckley Leverett

Fonte: Própria
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Os valores iniciais s(x, 0) = 1 = sL e s(x, 0) = 0 = sR significam que o meio poroso

consiste em água pura e em óleo puro, respectivamente. De acordo com a condição inicial

(5.3), a posição da água é à esquerda do óleo e, cada vez que o tempo passa, mais a água

vai empurrando o óleo para a direita, de forma a fluir através da produção do poço.

A constante de notação a representa a relação da viscosidade da água e do óleo,

a =
µw

µo

. Portanto a < 1 significa que a água flui mais facilmente que o óleo, a > 1

significa que o óleo pode fluir mais facilmente do que a água, e a = 1 significa que ambos

os fluidos têm a mesma resistência ao fluxo através do meio poroso.

A condição de contorno entre a água pura (s(x, t) = 1) e o óleo puro (s(x, t) = 0) é

esperado que conserve e mova com velocidade constante. No entanto, haverá uma região

de óleo-água com saturação s(x, t) = s(x, t)∗ < 1. Matematicamente será visto como onda

de choque seguida de onda de rarefação.

Neste trabalho, o problema com a condição inicial pode ser visto como problema de

Riemann com fluxo não convexo. Sua solução será constrúıdo com base no estudo das

curvas caracteŕısticas.

Diante do exposto nos caṕıtulos anteriores, as curvas caracteŕısticas planas para o

problema de Buckley-Leverett pode ser calculado por:







dx

dt
= f ′(s)⇒ x(t) = f ′(s)t+ k1

x(0) = x0

Assim,

x(0) = x0 = 0 + k1 ⇒ k1 = x0 ⇒ x = f ′(s)t+ x0

Sabemos que a derivada da função de fluxo de B.L. é dada por:

f ′(s) =
2as(1− s)

[s2 + a(1− s)2]2
(5.4)

Aplicando as condições inicias de injeção na Equação (5.4), temos que:

f ′(sL = 1) = 0

e

f ′(sR = 0) = 0

Portanto, as curvas caracteŕısticas serão:
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x =

{

x0, x0 < 0

x0, x0 > 0

O gráfico abaixo mostra tais curvas:

FIGURA 5.2 – a) Curvas Caracteŕısticas da Equação de Buckley-Leverett e b) Curvas de
Rarefação e Choque

a)
0

t

x

b)
0

t

x

rarefação choque

Fonte: Própria

Podemos calcular a que distância do ponto de injeção se encontra qualquer valor de

saturação, após um certo tempo de injeção de água. Na verdade, pode-se associar qualquer

posição dentro do meio poroso (ou qualquer seção) com um valor de saturação de água.

Assim, segue abaixo o traçado do diagrama de distribuição de saturação versus distância.

FIGURA 5.3 – Diagrama de distribuição de saturação da água versus distância do ponto
de injeção
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Fonte: Própria

A observação da Figura (5.3), no entanto, mostra que existe uma certa discordância
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entre o resultado matemático e o comportamento f́ısico real. Existem posições que apre-

sentam, segundo o gráfico, mais de um valor de saturação para uma mesma posição, o

que é fisicamente imposśıvel. Entretanto, existe uma interpretação do gráfico que pode

levar a algumas conclusões interessantes. Diz-se que a curva tem uma parte real, que é

a região que interessa, e uma parte imaginária. A parte real começa no ponto de coor-

denadas x = 0 e s = 1 e vai até o ponto de coordenadas x = x∗ e s = s∗, onde existe

uma descontinuidade. Essa descontinuidade, que recebe o nome de frente de avanço da

água (representada pelo *), corresponde à parte dianteira da zona invadida pela água, ou

seja, a posição mais avançada que a água de injeção alcançou até então. As coordenadas

x∗ e s∗ desse ponto recebem respectivamente os nomes de posição da frente de avanço e

saturação da frente de avanço.

A Figura (5.4) mostra como os parâmetros x∗ e s∗ podem ser encontrados.

FIGURA 5.4 – Construção da solução da Equação de Buckley-Leverett
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Fonte: Própria

Traça-se uma linha vertical definindo-se duas regiões, áreas hachuradas, limitadas

pela curva, conforme está mostrado na figura. Se a linha vertical for colocada na posição

correta, isto é, na posição exata da frente de avanço, as áreas definidas por ela e pela

curva serão iguais. A saturação da frente de avanço corresponde ao ponto em que essa

linha vertical intercepta a parte superior da curva. O resultado final está apresentado na

Figura (5.5).



CAPÍTULO 5. RESULTADOS E DISCUSSÕES 85

FIGURA 5.5 – Solução da Equação de Buckley-Leverett - Posição da Frente de Avanço
da Água
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Fonte: Própria

A fim de obter a solução analiticamente, um critério deve ser definido onde a onda de

choque pode ser aceita. Assim, para todo sL ≤ s(x, t) ≤ 1, o critério é dado da seguinte

forma:

f(s)− f(sL)

s− sL
≥ g′(t) ≥ f(s)− f(sR)

s− sR
(5.5)

onde g′(t) satisfaz a Condição de Rankine-Hugoniot:

g′(t) =
f(s∗)− f(sR)

s∗ − sR
=

f(s∗)− 0

s∗ − 0
(5.6)

Como g′(t) é a velocidade de choque, temos:

g′(t) =
dx

dt
=

f(s∗)

s∗

Integrando, obtemos:

x =
f(s∗)

s∗
t+ k (5.7)

Como o choque inicia no ponto (0, 0), tem-se que k = 0.

Portanto, a curva de choque é dada por:

x =
f(s∗)

s∗
t (5.8)
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O valor de s∗ (saturação pós-choque), pode ser calculado observando o gráfico (5.6)

abaixo:

FIGURA 5.6 – Obtenção da saturação pós-choque. (a) Função de Fluxo f(s) e (b)
Derivada f ′(s)
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Fonte: Própria

Assim, temos:

s∗ =
f(s∗)

f ′(s∗)
(5.9)

Nesse sentido, desenvolvendo a expressão obtida acima, temos:

s∗ =

s∗2

s∗2 + a(1− s∗)2

2as∗(1− s∗)

[s∗2 + a(1− s∗)2]2

s∗ =
s∗2

s∗2 + a(1− s∗)2
[s∗2 + a(1− s∗)2]2

2as∗(1− s∗)

s∗ =
s∗2[s∗2 + a(1− s∗)2]

2as∗(1− s∗)

1 =
s∗2 + a(1− s∗)2

2a(1− s∗)

2a− 2as∗ = s∗2 + a(1− 2s∗ + s∗2)
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2a− 2as∗ = s∗2 + a− 2as∗ + as∗2

−2a+ 2as∗ + s∗2 + a− 2as∗ + as∗2 = 0

(1 + a)s∗2 − a = 0

s∗2 =
a

1 + a

Portanto, a saturação pós-choque é dada por:

s∗ =

√

a

a+ 1
(5.10)

A Equação (5.9) mostra que o valor pós-choque é constante no tempo, bem como a

velocidade de choque

g′(t) =
f(s∗)

s∗
= f ′(s∗) (5.11)

Então a solução exata para a equação de Buckley-Leverett, equação (5.1) e (5.2), com

condição inicial (5.3) será:

• Onda de rarefação entre sL e s∗ para

f ′(sL) <
x

t
< f ′(s∗)

A solução anaĺıtica por rarefação será dada por:

f ′(s) =
2as(1− s)

[s2 + a(1− s)2]2
=

x

t
= ξ

2as(1− s)

s4 + 2as2(1− s)2 + a2(1− s)4
= ξ

s4 + 2as2(1− 2s+ s2) + a2(1− 4s+ 6s2 − 4s3 + s4)− 2as(1− s)

ξ
= 0

Reorganizando a expressão acima, chega-se a um polinômio de grau 4 conforme
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apresentado abaixo:

[(1+2a+a2)ξ]s4+[(−4a−4a2)ξ]s3+[(2a+6a2)ξ+2a]s2+(−4a2ξ−2a)s+a2ξ = 0

(5.12)

• Onda de choque entre s∗ e sR com velocidade de choque

g′(t) =
dx

dt
= f ′(s∗) =

f(s∗)

s∗

A solução de Buckley Leverett significa que depois que a água é injetada no meio

poroso, ela substitui um pouco de óleo presente s∗. Atrás da linha de choque, existe uma

região de mistura com quantidade de óleo que está diminuindo. Na produção do poço,

ou seja, na posição x = L, algum fluxo de óleo até que a linha de choque atinja a posição

seguida pela região de mistura.

5.1 Resultados Numéricos para a Equação de Buckley-

Leverett

Para estudarmos o comportamento do perfil de saturação obtida de forma anaĺıtica

com as aproximações numéricas, adotamos para fins de simplificação matemática, sem

perda de generalidade, o valor de a = 1. Dessa forma, a solução anaĺıtica por rarefação

(Equação (5.12)) fica:

(4ξ)s4 − (8ξ)s3 + (8ξ + 2)s2 − (4ξ + 2)s+ ξ = 0 (5.13)

Empregando a biblioteca SymPy presente no Python, ideal para problemas de mate-

mática simbólica, chegou-se as seguintes ráızes do polinômio de grau 4:

• Raiz 01

s1 = −
1

2





√

−1−
√
4ξ + 1

ξ
− 1

ξ



+
1

2

• Raiz 02

s2 =
1

2





√

−1−
√
4ξ + 1

ξ
− 1

ξ



+
1

2
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• Raiz 03

s3 = −
1

2





√

−1 +
√
4ξ + 1

ξ
− 1

ξ



+
1

2

• Raiz 04

s4 =
1

2





√

−1 +
√
4ξ + 1

ξ
− 1

ξ



+
1

2

Das quatro ráızes apresentadas, observa-se que apenas a Raiz 04(s4) satisfaz a solução

para o problema f́ısico a qual estamos estudando, isto é, s ≥ 0.

Portanto, rearrumando a expressão correspondente a solução para s4, temos:

s4 =
1

2

(

√√
4ξ + 1− 1

ξ
− 1 + 2− 2

)

+ 1

)

s4 =
1

2

(

√

−2ξ +
√
4ξ + 1− 1

ξ
+ 1

)

+ 1

)

Logo, com obtenção da expressão acima, chegamos que a solução anaĺıtica da Equação

de Buckley Leverett é dada por:

s(x, t) = s(ξ) =















1

2

(
√

−2ξ +
√
4ξ + 1− 1

ξ
+ 1

)

+ 1

)

, ξ <
1

2
(1 +

√
2)

0, ξ >
1

2
(1 +

√
2)

(5.14)

Nos gráficos ilustrados nas subseções seguintes, são apresentados os resultados obtidos

com os esquemas numéricos clássicos através dos métodos de Upwind, Lax-Friedrichs e

Lax-Wendroff, para a simulação do problema de Buckley-Leverett.

5.1.1 Resultados - Método Upwind

Primeiramente, simulamos o comportamento do perfil de saturação considerando t =

0.5 e CFL = 0.5. O gráfico abaixo mostra o comportamento do perfil:
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FIGURA 5.7 – Solução Clássica Descont́ınua - Método Upwind com CFL = 0.5 para: a)
N = 50, b) N = 100, c) N = 500, d) N = 1000

Fonte: Própria

FIGURA 5.8 – Solução Clássica Descont́ınua - Método Upwind com CFL = 1 para: a) N
= 50, b) N = 100, c) N = 500, d) N = 1000

Fonte: Própria
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Os gráficos acima apresentados são simulações considerando pontos da malha de 50,

100, 500 e 1000. Assim, pode-se constatar que quanto maior o número de pontos na malha,

mais aproximada se torna a solução numérica. Vale salientar também que a condição de

CFL foi atendida para os dois primeiros exemplos, sendo que o valor máximo (CFL = 1)

se tornou mais aproximado, embora o CFL = 0.5 apresente uma aproximação muito boa

para o problema em questão.

Para a próxima simulação, consideramos t = 0.5 e CFL = 1.5, obtendo os seguintes

resultados:

FIGURA 5.9 – Solução Clássica Descont́ınua - Método Upwind com CFL = 1.5 para: a)
N = 50, b) N = 100, c) N = 500, d) N = 1000

Fonte: Própria

De acordo com os gráficos apresentados nesta última simulação, observa-se que houve

uma oscilação na aproximação da solução pelo método Upwind. Nesse caso, tal oscilação

se deve pelo fato de considerarmos o valor de CFL = 1.5, em contrário com a definição

apresentada no caṕıtulo anterior, devendo o CFL ser inferior ou igual a 1. Dessa forma,

a solução numérica não convergiu satisfatoriamente.

5.1.2 Resultados - Método de Lax-Friedrichs

Primeiramente, simulamos o comportamento do perfil de saturação considerando t =

0.5 e CFL = 0.5. O gráfico abaixo mostra o comportamento do perfil:
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FIGURA 5.10 – Solução Clássica Descont́ınua - Método Lax-Friedrichs com CFL = 0.5
para: a) N = 50, b) N = 100, c) N = 500, d) N = 1000

Fonte: Própria

FIGURA 5.11 – Solução Clássica Descont́ınua - Método Lax-Friedrichs com CFL = 1
para: a) N = 50, b) N = 100, c) N = 500, d) N = 1000

Fonte: Própria

Os gráficos acima apresentados são simulações considerando pontos da malha de 50,
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100, 500 e 1000. Assim, pode-se constatar que quanto maior o número de pontos na malha,

mais aproximada se torna a solução numérica. Vale salientar também que a condição de

CFL foi atendida, sendo que o valor máximo (CFL = 1) apresentou resultados mais

favoráveis e com uma convergência mais rápida para a solução, embora o CFL = 0.5

apresente uma aproximação muito boa para o problema em questão para valores maiores

de N na malha. Para a próxima simulação, consideramos t = 0.5 e CFL = 1.5, obtendo

os seguintes resultados:

FIGURA 5.12 – Solução Clássica Descont́ınua - Método Lax-Friedrichs com CFL = 1.5
para: a) N = 50, b) N = 100, c) N = 500, d) N = 1000

Fonte: Própria

De acordo com os gráficos apresentados nesta última simulação, observa-se que houve

uma oscilação na aproximação da solução pelo método de Lax-Friedrichs. Nesse caso, tal

oscilação se deve pelo fato de considerarmos o valor de CFL = 1.5, em contrário com a

definição apresentada no caṕıtulo anterior, devendo o CFL ser inferior a 1. Dessa forma,

a solução numérica não convergiu satisfatoriamente.

5.1.3 Resultados - Método de Lax-Wendroff

Primeiramente, simulamos o comportamento do perfil de saturação considerando t =

0.5 e CFL = 0.5. O gráfico abaixo mostra o comportamento do perfil:
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FIGURA 5.13 – Solução Clássica Descont́ınua - Método Lax-Wendroff com CFL = 0.5
para: a) N = 50, b) N = 100, c) N = 500, d) N = 1000

Fonte: Própria

FIGURA 5.14 – Solução Clássica Descont́ınua - Método Lax-Wendroff com CFL = 1 para:
a) N = 50, b) N = 100, c) N = 500, d) N = 1000

Fonte: Própria
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FIGURA 5.15 – Solução Clássica Descont́ınua - Método Lax-Wendroff com CFL = 1.5
para: a) N = 50, b) N = 100, c) N = 500, d) N = 1000

Fonte: Própria

Observa-se que, mesmo para a condição de CFL sendo atendida, o método de Lax-

Wendroff não apresentou muitas oscilações próxima à região de choque. Dessa forma, após

estudarmos as variações no CFL, bem como a quantidade de pontos na malha, realiza-

mos experimentos computacionais considerando valores de a (razão entre as viscosidades)

iguais a 1, 0.1, 0.01 e 0.001, apenas aplicando os métodos de Upwind e Lax-Friedrichs,

por se apresentarem esquemas convergentes para a solução exata nas primeiras simula-

ções. Assim, segue abaixo as demais simulações supracitadas, inclusive com variação do

tempo da solução:

FIGURA 5.16 – Função de Fluxo e sua Derivada para a = 1

Fonte: Própria
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FIGURA 5.17 – Soluções Numéricas (UPW + LXF) com a = 1
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TABELA 5.1 – Tabela com a = 1 e T variando

a s∗ f(s∗) f ′(s∗) =
f(s∗)

s∗
T x

1,0 0,7071 0,8536 1,2071

0,0 0,0000

0,1 0,1207

0,2 0,2414

0,3 0,3621

0,4 0,4828

0,5 0,6036

0,6 0,7243

0,7 0,8450

0,8 0,9657

0,9 1,0864

FIGURA 5.18 – Curva de Choque com a = 1
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Fonte: Própria

FIGURA 5.19 – Função de Fluxo e sua Derivada para a = 0.1

Fonte: Própria
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FIGURA 5.20 – Soluções Numéricas (UPW + LXF) com a = 0.1

Fonte: Própria

TABELA 5.2 – Tabela com a = 0.1 e T variando

a s∗ f(s∗) f ′(s∗) =
f(s∗)

s∗
T x

0,1 0,3015 0,6508 2,1583

0,0 0,0000

0,1 0,2158

0,2 0,4317

0,3 0,6475

0,4 0,8633

0,5 1,0792
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FIGURA 5.21 – Curva de Choque com a = 0,1

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2

T
e

m
p

o
 (

T
)

Posição (x)

Curva de Choque: x =  2,1583 T

a = 0.1

Fonte: Própria

FIGURA 5.22 – Função de Fluxo e sua Derivada para a = 0.01

Fonte: Própria

FIGURA 5.23 – Soluções Numéricas (UPW + LXF) com a = 0.01

Fonte: Própria
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TABELA 5.3 – Tabela com a = 0.01 e T variando

a s∗ f(s∗) f ′(s∗) =
f(s∗)

s∗
T x

0,01 0,0995 0,5498 5,5249

0,0 0,0000

0,1 0,5525

0,2 1,1050

FIGURA 5.24 – Curva de Choque com a = 0,01
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FIGURA 5.25 – Função de Fluxo e sua Derivada para a = 0.001

Fonte: Própria
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FIGURA 5.26 – Soluções Numéricas (UPW + LXF) com a = 0.001

Fonte: Própria

TABELA 5.4 – Tabela com a = 0.001 e T variando

a s∗ f(s∗) f ′(s∗) =
f(s∗)

s∗
T x

0,001 0,0316 0,5158 16,3193
0,0 0,0000

0,1 1,6319

FIGURA 5.27 – Curva de Choque com a = 0,001
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6 CONCLUSÃO

Neste trabalho, vimos que grande parte do petróleo utilizado mundialmente é produ-

zido por recuperação primária, através da própria diferença do gradiente de pressão, ou

por recuperação secundária pela injeção de água em alguns poços para manutenção da

pressão elevada, e consequente deslocamento do petróleo para poços produtores. Dáı a

importância de se estudar modelos matemáticos, mesmo para situações simplificadas, e

desenvolver simuladores numéricos para poder prever a viabilidade de uso de um ou outro

método de recuperação.

Nesse sentido, abordamos métodos de diferenças finitas para equações hiperbólicas

de primeira ordem. Estudamos as propriedades de três métodos clássicos, Upwind, Lax-

Friedrichs e Lax-Wendroff e as exemplificamos através de testes numéricos com as simu-

lações e os gráficos desenvolvidos no programa Python.

Fizemos um estudo dos métodos numéricos supracitados, onde apresentamos as condi-

ções de convergência desses esquemas e os valores de CFL para cada um deles. Resolvemos

numericamente a Equação de Buckley-Leverett, com a condição CFL satisfeita em algu-

mas situações e em outras não, onde constatamos que: quando a condição CFL é satisfeita

com valor menor do que 1, os métodos UPW e LXF se aproximaram bem da solução exata

do problema; quando a condição CFL é maior do que 1, maiores foram as oscilações que

ocorreram em todos os métodos apresentados; quando CFL é exatamente igual a 1, en-

tão a solução numérica se aproximou mais da solução exata. É interessante notar que

o esquema de Lax-Wendroff (LXW) não apresentou resultados favoráveis, mesmo sendo

satisfeito a condição CFL e aumentando os números de pontos da malha.

Finalmente, sugerimos para a continuidade deste trabalho um estudo de convergên-

cia dos Métodos de Diferenças Finitas, assim como uma extensão para os Métodos dos

Volumes Finitos e Elementos Finitos. Tais métodos podem ser aplicados à modelagens

mais reais do problema de Buckley-Leverett, levando-se em consideração, por exemplo, o

escoamento imisćıvel trifásico (água, óleo e gás), bem como a heterogeneidade do meio

poroso.
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