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RESUMO

No campo da construcdo civil a empregabilidade de pecas de concreto armado carece de
serem projetadas a fim de oferecer boas condicGes de seguranca e desempenho. Nesse
contexto, podemos inferir sobre a importancia da analise estrutural sendo a etapa que antecede
as demais fases do projeto, a que delimita todo o processo de dimensionamento. As lajes, em
particular, as de concreto macico, possui diversos modelos que permitem analisa-las e obter
o0s esfor¢cos necessarios para o seu dimensionamento, dentre os quais 0 método de analogia de
grelha, que consiste, basicamente, em analisar um elemento de superficie por meio de uma
grelha equivalente. A sua simplicidade em relagdo aos outros metodos numericos, mas sem
perder qualidade nos resultados, justifica sua intensa utilizacdo em diversos softwares de
modelagem de estrutura atualmente, dando mais realismo ao estudo do pavimento e
possibilitando ao projetista estudar diferentes sistemas estruturais até chegar ao mais
adequado a ser adotado fazendo apenas modificagdes nos dados de entrada. Diante da
importancia da analise estrutural para o dimensionamento sendo o método de analogia de
grelhas atraente para tal finalidade, este trabalho se propfe a estudar o comportamento
mecanico, no regime linear elastico, de lajes macicas de concreto de um pavimento
residencial a partir desse método. Logo, o objetivo geral é obter os momentos fletores e
flechas do referido pavimento com esse modelo, sendo que para isso foi desenvolvido um
cddigo computacional na linguagem Scilab. E com o intuito de se estabelecer um comparativo
entre métodos, o pavimento sera analisado também pela teoria de flexdo de placas de
Kirchhoff (através de tabelas) e pelo software SAP2000. Com o fim da pesquisa pode-se
comprovar, mediante as comparacOes, a eficiéncia da analise de lajes através da analogia de
grelha. Além disso, constatar a importancia do estudo considerando o pavimento acoplado
com as vigas, bem como o estado fissurado do concreto, garantindo, com isso, a obtencéo de

resultados mais realistas o que é importante para o dimensionamento.

Palavras-Chave: analise estrutural, laje macica, analogia de grelha.



ABSTRACT

In the field of civil construction the employability of reinforced concrete parts needs to be
designed in order to offer good safety and performance conditions. In this context, we can
infer about the importance of structural analysis being the step that precedes the other phases
of the project, which delimits the entire dimensioning process. The slabs, in particular, the
solid concrete, have several models that allow analyzing them and obtaining the necessary
efforts for their dimensioning, among which the method of grid analogy, which basically
consists of analyzing a surface element by means of an equivalent grid. Its simplicity in
relation to other numerical methods, but without losing quality in the results, justifies its
intense use in several structure modeling software currently, giving more realism to the study
of the pavement and allowing the designer to study different structural systems until reaching
the most appropriate to be adopted making only modifications in the input data. Given the
importance of structural analysis for dimensioning and the grid analogy method is attractive
for this purpose, this work aims to study the mechanical behavior, in the elastic linear regime,
of a residential floor from this method. Therefore, the general objective is to obtain the
moments of the pointed and arrows of the said pavement with this model, and for this was
developed a computational code in the Scilab language. In order to establish a comparison
between methods, the pavement will also be analyzed by Kirchhoff plate bending theory
(through tables) and SAP2000 software. With the end of the research, it is possible to prove,
through the comparations, the efficiency of the analysis of slabs through the grid analogy. In
addition, to verify the importance of the study considering the floor coupled with the beams,
as well as the cracked state of the concrete, thus ensuring the achievement of more realistic

results, which is important for the dimensioning.

Keywords: structural analysis, massive slab, grid analogy.
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Juiga - momento de inércia a tor¢do das barras das vigas de borda
Me - momento fletor no engaste

B - coeficiente em funcdo das dimensdes da viga

e - menor dimensdo da se¢do

f - maior dimensédo da sec¢édo
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1 INTRODUCAO

A indlstria da construcdo civil representa um dos setores mais importantes da
economia, sendo considerado um termdmetro indicador de crescimento. A mesma é ainda a
responsavel por importantes instalacbes da qual nos servimos no nosso dia a dia como:
edificacOes residenciais, comerciais, estradas, hospitais e aeroportos, por exemplo.

Para fins de estruturas civis o uso do concreto armado é, sem duvida, o material mais
usado no mundo, dando forma aos diferentes elementos estruturais que se tem, dentre os quais
as lajes. Para a sua empregabilidade, as pecas que sdo por ele formadas carecem de serem
projetadas a fim de oferecer boas condicOes de seguranca e desempenho. Ao projeta-las se faz
necessario conhecer como as mesmas se comportam diante dos carregamentos e fatores
ambientais. Nesse sentido, podemos inferir sobre a importancia da analise estrutural, sendo a
etapa que antecede as demais dentro das fases de desenvolvimento do projeto, e que delimita
todo o processo de dimensionamento, permitindo a elaboracdo de projetos com teor de
seguranca aceitavel e com custos adequados.

A analise estrutural, portanto, consiste, de maneira simplificada, num estudo com o
intuito de conhecer os esforgos internos e deformac6es em cada elemento, em particular, e na
estrutura como um todo. E para que isso seja possivel existem varios modelos estruturais
desenvolvidos ao longo dos anos que avaliam as estruturas de forma, simplificada, a partir de
calculos manuais e outros mais complexos que usam, inclusive, recursos computacionais,
nesse caso gerando respostas mais proximas da realidade.

A laje, em particular, como elemento fundamental e comum nas edificacdes em geral,
possui diversos modelos que permitem analisa-la e obter os esforcos necessarios para o
dimensionamento. Dentre os diferentes tipos de laje que se tem atualmente, a laje macica de
concreto armado, objeto de estudo desse trabalho, é aquela na qual nos deparamos com
diversos métodos.

Conforme Araujo (2010), de acordo com as dimensdes dos seus respectivos vaos é
possivel efetuar a analise estrutural por meio de calculos analiticos ou métodos mais
complexos. Para o primeiro caso, onde a laje possui uma dimensdo bem maior que a outra
(laje armada em uma direcdo), basta apenas considerar uma faixa unitéria ao longo do menor
vao e determinar os esforcos como se fosse uma viga. Por outro lado, para o caso em que as
duas dimensdes sao relevantes (devendo serem ambas armadas), a situacdo ndo é tdo simples

de se analisar. Ao longo do tempo foram desenvolvidos diversos métodos, dentre eles a
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conhecida Teoria das placas delgadas ou Teoria de Kirchhoff, dando espaco para o
surgimento das tabelas. Os métodos numéricos, se desenvolveram com o advento da era da
informatica, tendo estes significativa importancia frente aos demais, pois apresentam maior
precisdo quando se visa uma maior proximidade com a realidade, uma vez que, sdo capazes
de simular modelos estruturais com todos os fatores e condi¢des de forma global.

Como afirma Carvalho (1994): “Dentro dos inimeros modelos que o projetista pode
utilizar devem ser destacados aqueles que tenham: a) a maior abrangéncia de informacdes; b)
menor restricdo de utilizacdo; c) sido bem testados; d) facilidade de uso”. Nesse sentido,
destaca-se 0 modelo de analogia de grelha, que consiste, basicamente, em analisar um
elemento de superficie por meio de uma grelha equivalente formada por um sistema de
elementos lineares, mais precisamente, barras que se cruzam formando uma espécie de malha.
A sua simplicidade em relacdo aos outros métodos numeéricos, mas sem perder qualidade nos
resultados, justifica sua intensa utilizagdo em diversos softwares de modelagem de estrutura
atualmente, possibilitando devido as suas caracteristicas que, durante a fase de execucgdo de
projetos, o projetista tenha a flexibilidade de estudar diferentes sistemas estruturais até chegar
ao mais adequado a ser adotado fazendo apenas modifica¢fes nos dados de entrada.

Nessa perspectiva, 0 presente trabalho se propbe a estudar o comportamento
mecanico, no regime linear eléstico, de lajes macicas de concreto (visando a analise de um
pavimento residencial) a partir do método supracitado utilizando, para isso, um codigo
computacional que serd desenvolvido na linguagem Scilab, escolhido pela facilidade na
implementacdo do cddigo e por ser um open source. E com o intuito de se estabelecer um
comparativo entre métodos, o pavimento sera analisado também pela Teoria de Kirchhoff
(através de tabelas) e pelo software SAP2000 que faz uso do Método dos Elementos Finitos
(MEF).
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2 OBJETIVOS

2.1 OBJETIVO GERAL

O objetivo geral é estudar o comportamento linear-elastico de lajes macicas de
concreto por métodos numeéricos utilizando a analogia de grelha. Os dados obtidos séo
comparados com aqueles determinados pelo método analitico e por meio do pacote comercial
SAP2000.

2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Para atingir o objetivo geral almejado serdo desenvolvidos os seguintes objetivos
especificos:

a) Estudo da literatura disponivel relacionado ao comportamento mecéanico de estruturas
de lajes macicas, bem como do método de analogia de grelha;

b) Desenvolver um cddigo para simulacdo de laje macica por analogia de grelha com a
linguagem Scilab;

c) Analisar e comparar esses resultados com os obtidos pelas tabelas de Aradjo (2010)
(estas adaptadas a partir das tabelas de Kalmanok (1961)) e, por meio do pacote

comercial SAP2000, e obter conclusdes a respeito.
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3 REVISAO DE LITERATURA

Nesse topico, apresenta-se todas as informacdes que embasa a pesquisa desenvolvida.
Seré discutido conceitos, propriedades e demais aspectos intrinsecos importantes acerca do

tema desse trabalho.

3.1 ELEMENTOS ESTRUTURAIS DE CONCRETO ARMADO

Os elementos estruturais compdem o esqueleto de qualquer edificacdo e sua funcgdo é
analoga ao que o esqueleto humano representa para nds, isto é, dar sustentacdo ou resistir aos
esforcos.

Do grego, skéleton significa armadura ou ossatura. Esse conceito reflete a um conjunto
de elementos ou 0ssos que apresentam rigidez e que dispostos espacialmente dao sustentagédo
a um corpo ou, nesse caso, a uma edificacdo. No ambito da construcdo civil, podemos fazer
uma analogia entre 0s 0ssos e 0s elementos de uma superestrutura, ao que se denominam de

lajes, vigas e pilares, que séo discutidos a seguir.

3.1.1 Lajes

As lajes, geometricamente, sdo elementos de placas, em que apresenta uma dimenséo
(espessura) bem inferior as outras duas. Uma placa recebe solicitagdes ou cargas que incidem

perpendicularmente sobre o seu plano como mostra a Figura 3.1.

Figura 3.1 - Laje macica de concreto armado.

=
|

Y

Lx

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020
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As lajes constituem o que se chama de pavimentos de uma edificacdo e como tal,
recebe diretamente as cargas provenientes do uso, ou seja, pessoas e objetos (cargas
acidentais), aléem de seu peso proprio e revestimentos (cargas permanentes) devendo resisti-
las com seguranca. Constata-se também, segundo Aradjo (2010), a funcdo de distribuir as
acOes horizontais entre os elementos estruturais de contraventamento, além de funcionarem

como mesas de compressao das vigas T.

3.1.1.1 Classificacdo das lajes

As lajes se destacam por apresentarem diversas técnicas construtivas podendo ser,
nervuradas, pré-moldadas, macica com armadura passiva ou ativa, além de que, podem estar
apoiadas sobre vigas ou diretamente em pilares. Segundo Bastos (2015), as lajes maci¢as com
armadura passiva, possui sua espessura composta por concreto e armaduras de flexdo
longitudinais e transversais posicionadas adequadamente em seu interior, ao longo de todo o véo.
O vao a ser considerado (vao tedrico ou vao de célculo) para o caso em que as vigas de apoio
sdo relativamente estreitas, € a distancia entre os centros dos apoios da laje como indicado na

Figura 3.2.

Figura 3.2 - Vo tedrico.

e L I
Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Uma classificacdo importante inerente a ela diz respeito a direcdo da armacéo
principal, comumente definida de acordo com a importancia da intensidade do momento em
cada direcdo. Nota-se que:

a) Para uma relagdo Ly/Ly>2 a laje é considerada armada em uma so direcdo. Verifica-se
que é pequeno o momento fletor no maior vao, por isso ndo necessita ser
dimensionado, sendo adotado apenas uma armadura de distribuicdo com area minima
de 0,9 cm? por metro. A determinacdo dos esfor¢os nesse caso € feita, simplesmente,
supondo a laje como uma viga de largura unitaria com vinculagdo nas extremidades de

acordo com as condicGes de apoio que a laje apresenta no projeto. No capitulo um do
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livro de Araujo (2010), é definido os momentos fletores e flechas para diferentes
condicBes de apoio. A Figura 3.3 é um exemplo de laje armada em uma direcéo
apoiada em dois lados, nela é indicada a armagé&o principal (Asy) distribuida ao longo

da direcéo x e a armacéo de distribuicéo (Asx) distribuida ao longo da direcéo y.

Figura 3.3 - Laje armada em uma direcao.

Asy // /|

Al
N
™

Ly

Al

Lx
Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020
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b) Para uma relagdo Ly/Ly<2 a laje é considerada armada em cruz, ou seja, nas duas
direcdes, contendo armacao principal distribuida ao longo dos dois vaos, pois verifica-
se que 0s momentos em ambos o0s vaos sdo importantes. Para essa situacdo a
determinacéo dos esforgos se torna mais complexa, no entanto, foram desenvolvidos
diversos métodos, alguns consagrados, que apresentam bons resultados. A Figura 3.4

ilustra uma laje macica armada em duas direcdes.

Figura 3.4 - Laje armada em cruz.

Asy

Ly

ASX

Lx

ya s
s 7

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

3.1.1.2 Condig0es de apoio

Qualquer laje tera um suporte que a apoiara e dard continuidade na transferéncia de

cargas dentro do sistema estrutural de uma edificacdo. Geralmente, estes apoios sao vigas ou
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paredes de concreto, como também h& casos onde se apoiam diretamente nos pilares,
caracterizando assim uma laje do tipo lisa ou cogumelo. O conhecimento dos vinculos no
projeto estrutural é fundamental para a determinacéo dos esforcos da laje.

Para o célculo das deformacdes e dos esforcos solicitantes nas lajes devem-se
relacionar a ligacdo das mesmas com 0s seus apoios. Para isto tornam-se necessario adotar
algumas hipdteses simplificadoras, estabelecendo se uma laje é perfeitamente ou
elasticamente engastada ou simplesmente apoiada ao longo de um determinado bordo
(GONTNO, 2015).

Assim, existem trés tipos de vinculacdo da laje com o apoio, na qual prescrevem
valores para os deslocamentos e rotagfes. A Figura 3.5 ilustra de acordo com uma planta de

forma hipotética os trés tipos de apoio existentes e a simbologia empregada na literatura.

Figura 3.5 - Simbologia para as condi¢des de contorno de uma laje.

Simplesmente J{

apoiada
| |
PT VI 27] }
|
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| ‘ |
P32

)/El

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

A partir dessa classificagdo conceituamos borda:

a) Simplesmente apoiada como: o apoio simples (considerados indeformaveis na
resolucdo das equacdes da elasticidade) que surge nas bordas onde ndo existe ou nao
se admite a continuidade da laje com outras lajes vizinhas. O apoio pode ser uma
parede de alvenaria ou uma viga de concreto. No caso de vigas de concreto de
dimensdes correntes, a rigidez da viga a torcdo é pequena, de modo que a viga gira e
deforma-se, acompanhando as pequenas rotagdes da laje, 0 que acaba garantindo a

concepcao tedrica do apoio simples (BASTQOS, 2015). Verifica-se entdo, que:
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w=0 Deslocamento vertical (3.1)
M, =0 Momento fletor (3.2)

b) Livre: As lajes com bordas livres caracterizam-se pela auséncia de apoio,
apresentando, portanto, deslocamentos verticais e rotagdes [...], (CUNHA; SOUZA,

1998). Nesse sentido, verifica-se que os esfor¢os no bordo séo:

M, =0 Momento fletor (3.3)
My =0 Momento torcor (3.4)
V=20 Cortante (3.5)

c) Engastada: esse tipo de apoio se divide em dois, segundo Bastos (2015) o
engastamento perfeito é aquele presente em lajes em balanco como, marquises e

varandas; e o engastamento elastico presente em lajes continuas. Logo,

w=0 Deslocamento vertical (3.6)
ow .
=0 Rotacdes (3.7)

Sendo assim, de acordo a combinacdo das vinculagbes dos quatro bordos das lajes

retangulares € possivel numerar as diferentes lajes possiveis, conforme a Figura 3.6.
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Figura 3.6 - Diferentes combinac@es de vinculacdo de uma laje.

Fonte: BASTOS, 2015

3.1.1.3 Compatibilizacdo de momentos

Ao se considerar as lajes de um pavimento isoladas umas das outras, 0s momentos
fletores negativos em uma borda comum a duas lajes contiguas sdo geralmente diferentes
(BASTOS, 2015).

Quando houver predominancia de cargas permanentes, as lajes vizinhas podem ser
consideradas isoladas, realizando-se a compatibilizacdo dos momentos sobre 0s apoios de
forma aproximada (NBR 6118, ABNT 2014).

A Figura 3.7 exemplifica um pavimento com lajes adjacentes e as consideracdes para
compatibilizagdo dos momentos a partir do diagrama de esforcos. Via de regra a literatura
nacional adota 0 momento fletor negativo X de duas lajes adjacentes como sendo o maior
valor entre os resultados obtidos por:

X1+X>o

Xnegativo = { §X sendo X;>X, (3.8)
§ 1
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Figura 3.7 - Compatibilizacdo de momento fletor negativo.

¥

L1 L2

Diagrama de momentos
- fletores segundo a diregdo x

Fonte: ARAUJO, 2010

3.1.2 Pilares e Vigas

Elemento linear é aquele em que o comprimento longitudinal supera em pelo menos
trés vezes a maior dimensdo da se¢do transversal, sendo também denominado ‘“barra”
(BASTOS, 2017). Dentre os elementos estruturais de concreto armado existentes que
apresentam essa caracteristica temos, vigas e pilares. Tais elementos se distinguem na forma
como estdo locados na edificacdo o que acaba impactando no tipo de esforgo solicitante que
estara submetido e a intensidade.

Sdo esses elementos que ddo continuidade a transmissdo das cargas (inicialmente
aplicadas nas lajes) para as sapatas e, em seguida, para o solo. As vigas recebem as cargas
provenientes de um pavimento e as transmitem, juntamente com seu peso proprio, para 0s
pilares. Estes, por sua vez, transmitem, juntamente com seu peso proprio, para as sapatas. Os
pilares, dependendo da sua localidade, recebem mais ou menos cargas como, por exemplo,
pilares localizados no térreo sujeitos ao carregamento dos andares superiores. As vigas estdo
submetidas aos carregamentos distribuidos paralelamente ao longo de seu eixo e devido essa

configuracdo a mesma trabalha preponderantemente a flexdo, como mostra a Figura 3.8.

Figura 3.8 - Viga biapoiada sob acéo de carga distribuida.

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

J& os pilares possuem o eixo geralmente na vertical e, consequentemente, as forcas séo

paralelas a ele, conforme indica na Figura 3.9. E por isso que sdo fortemente submetidos a
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esforgos de compressdo. No entanto, devido a sua ligagdo com as vigas identifica-se o
surgimento de momentos, fazendo com que este elemento passe a trabalhar a flexdo também.
Mesmo que isso ndo ocorra por esse motivo, observa-se que a propria carga aplicada gera um
momento, uma vez que a resultante da for¢a aplicada dificilmente estara centralizada na secéo
do pilar. Portanto, geralmente é correto afirmar que esses elementos resistem a esforcos de
flexo-compressdo durante sua vida Util.

Figura 3.9 - Pilar de concreto armado de secdo retangular sob carga pontual e momento.
P

e

},
P
L\?

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

O dimensionamento de vigas e pilares se dar, primeiramente, pelo pré-
dimensionamento das se¢Oes transversais, podendo ao longo do processo ser alteradas, e em
seguida determinada a armadura. Para as vigas, 0 momento fletor maximo € suficiente para
estabelecer a armadura longitudinal, enquanto, para os pilares sdo, de acordo com Bastos
(2017), necessarios conhecer as forcas normais, 0s momentos fletores nas direcdes do plano

da secdo e as forcas cortantes no caso de acdo horizontal, para que possam ser dimensionados.

3.2 METODOS PARA ANALISE LINEAR DE LAJE MACICA DE CONCRETO
ARMADO

A andlise estrutural é a fase do projeto estrutural em que é feita a idealizagdo do
comportamento da estrutura. Esse comportamento pode ser expresso por diversos parametros,
como pelos campos de tensdes, deformacdes e deslocamentos na estrutura. De maneira geral,
a analise estrutural tem como objetivo a determinacdo de esforcos internos e externos (cargas
e reacOes de apoio), e das tensdes correspondentes, bem como a determinagdo dos
deslocamentos e as correspondentes deformacfes da estrutura que estd sendo projetada
(MARTHA, 2010).
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A andlise estrutural é uma etapa muito importante. De nada adianta dimensionar as
armaduras de uma maneira extremamente refinada se os esforgos calculados ndo traduzirem a
realidade que a estrutura estara sujeita (KIMURA, 2007).

A NBR 6118 (ABNT, 2014) afirma que esse processo deve ser feito a partir de um
modelo estrutural adequado ao objeto investigado, podendo ser necessario até mais de um
modelo para garantir todas as verificagcOes previstas. No item 14.5 da mesma, observa-se o0s
cinco tipos de analises permitidos, quanto ao comportamento do concreto armado, e obriga
que o projeto atenda a pelo menos um deles.

Para 0 objeto em estudo desse trabalho, as lajes, o célculo dos esfor¢os podem ser
conferidos a partir de dois grupos. Os métodos em ruptura, baseados na teoria da plasticidade,
julgam que o material se comporta como um corpo rigido-plastico perfeito. Os métodos
classicos, fundada na teoria da elasticidade, supdem que o material € homogéneo e isétropo e
se comporta linearmente (GONTIJO, 2015).

Nesse capitulo e no proximo serdo abordados os diferentes métodos para anélise
estrutural de lajes macicas baseados nas duas teorias acima. Como serd apresentado, 0s

métodos foram divididos entre teoria da flexdo de placas, simplificados e 0s huméricos.

3.2.1 Teoria da flexao de placas

A analise linear dos elementos de placa é feita com base na teoria classica de
Kirchhoff para placas delgadas. Tal teoria interpreta suficientemente bem o comportamento
de placas que apresentam a relacdo espessura/menor vao entre 1/5 e 1/100. As lajes usuais dos
edificios possuem esta relacdo entre 1/40 e 1/60, atingindo até 1/80 (DUARTE, 1998).

Também conhecida como teoria das placas finas, a mesma apresenta como hipoteses
principais de acordo com Araujo (2010):

a) Material homogéneo, is6tropo e com linearidades fisica e geométrica;

b) Deflexdes pequenas em relacdo a espessura da placa;

c) As rotagdes da superficie média deformada sdo pequenas em relacdo a unidade;

d) Linhas retas, inicialmente normais a superficie média, permanecem retas e normais a
superficie média apds as deformagdes;

e) As deflexdes da placa séo normais ao plano indeformado inicial,

f) As deformagdes devido ao cisalhamento séo despreziveis.
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Baseado na teoria da Elasticidade sdo determinados os vetores deslocamento e 0s
componentes dos tensores das tensbes e deformacBes. Segundo o grupo de andlise de
estruturas do Instituto Superior Técnico (2018), devido as lajes serem estruturas planas, €
possivel estabelecer seu comportamento em funcdo de grandezas definidas somente no seu
plano médio, sendo estes o deslocamento, curvatura (em substituicdo ao tensor das
deformacdes) e os campos de esforcos (em substituicdo ao tensor de tensdes).

Diante dessas considerac0es, é feito o equilibrio entre as forcas e momentos da placa,
permitindo determinar a equacdo geral de equilibrio do elemento. Com a introducdo da
equacdo da linha eléstica da placa e da lei constitutiva do material (lei de Hooke), obtém-se a
equacdo diferencial (Equacdo 3.9) ou equacdo de Lagrange. Esta relacdo rege o
comportamento de placas delgadas, valida para materiais no regime elastico. A mesma
relaciona a deformacdo elastica (w) da placa num ponto genérico de coordenadas x e y com
atuacdo da carga (q) que esta distribuida uniformemente na area da placa.

o*w o*w 0w ¢

== 3.9
dx* + zaxzayz + dy* D (39)

Na Equacéo 3.9, D representa a rigidez da placa a flexdo (Equacédo 3.10), em que Eg é
0 modulo de elasticidade longitudinal secante do concreto, que serd definido mais adiante
nesse trabalho, e v é o coeficiente de Poisson.

E.ch3

Para uma explanacdo mais detalhada da teoria de placas recomenda-se consultar
TIMOSHENKO (1989). A solucédo que atende simultaneamente a equagdo com a respectiva
condicgéo de contorno € restrita a poucos casos. Para 0S casos mais gerais recorre a expansoes
de séries de Fourier como a solucdo de Navier e a solucdo de Lévy. Com as potencialidades
da informatica solucdes também podem ser obtidas por processos numéricos dentre eles a
analogia de grelha. Existem também diversas tabelas para obtengdo dos deslocamentos e
esforgos, dentre elas a desenvolvida por Kalmanok, por exemplo.
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3.2.1.1 Tabelas para célculo dos esforcos

O uso de tabelas para o calculo de momentos e flechas é uma forma facil e répida de
se efetuar a analise estrutural a partir da geometria e condi¢Ges de contorno. Esse método
consiste na analise isolada da laje devendo, para o caso de painéis continuos, fazer a
discretizagdo como consta no item 3.1.1.2.

Reis (2007), chama atencdo para as limitagdes no uso de tabelas em detrimento aos
processos numericos. As tabelas sdo geralmente utilizadas para calculo de lajes isoladas
devendo os resultados serem corrigidos conforme indicado no item 3.1.1.3, para os casos de
paineis apoiados em vigas. Alguns métodos por tabela consideram desprezivel a flexibilidade
das vigas, situacdo da qual foge da realidade podendo resultar em grandes diferencas na
obtencdo dos resultados.

Existe na literatura diversas tabelas desenvolvidas para o calculo de esforco em laje,
podendo haver divergéncias entre os valores devido ao coeficiente de Poisson adotado por
cada autor. Kalmanok (1961) é um exemplo deles, e as suas tabelas foram posteriormente
adaptadas por Aradjo (2010), para o coeficiente de Poisson corresponde ao concreto que €,
segundo NBR 6118 (ABNT, 2014) igual a 0,2.

Para realizar a analise pelas tabelas constante em Aradjo (2010), primeiramente,
determina a relacdo de geometria da laje (1) (Equacdo 3.11), que é o parametro de entrada da

tabela, devendo o mesmo ser menor ou igual a um, caso contrario a relacéo deve ser invertida.

A== (3.11)

O momento fletor (Mx e My), momento torsor (Myy) € momento negativo no engaste
(Mye € Mye) sdo obtidos pela multiplicagdo do respectivo coeficiente (my, my, Myy, Mxe, Mye,)
lido na tabela a partir de A1 e das condicGes de apoio, conforme a expressao abaixo, sendo

expressos por unidade de comprimento (KNm/m).
M = 0,001pL2 (3.12)

A flecha no centro da laje, é estabelecido por meio do coeficiente w¢ aplicado na

Equacdo 3.13 a qual depende da rigidez da placa D.



33

_ 0,001w,pL2

D (3.13)

J& a reagdo no apoio, seja ela, simplesmente apoiado (Rx e Ry) ou engastado (Rye € Rye),

é obtida com os coeficientes rx, ry, I, 'ye € s80 dados em KN/m (Equacéo 3.14).

R = 0,001pL, (3.14)
3.2.2 Métodos simplificados

Diante da complexidade inerente a determinacdo dos esforcos para lajes macicas
armadas em duas dire¢c6es, outros métodos analiticos, além das tabelas, foram formulados. A
seguir serd apresentado trés modelos definidos em algumas obras como métodos

simplificados que s&o: teoria das grelhas, método de Marcus e teoria de ruptura.
3.2.2.1 Teoria das grelhas

A teoria das grelhas é um método simplificado para obtencdo dos esforgos em casos
comuns de lajes macicas no regime elastico linear. Segundo Araudjo (2010), a mesma costuma
ser utilizada em situacGes em que as lajes ndo possuem rigidez a tor¢éo, ou apresenta baixa ou
nenhuma armadura de canto para evitar o levantamento do elemento estrutural.
Provavelmente seja este 0 motivo para que o método ndo seja utilizado com tanta frequéncia
como 0s outros, uma vez que, na propria NBR 6118 (ABNT, 2014) exige o uso de armadura
minima de canto para o controle de fissuracdo, principalmente, em lajes ao ar livre, expostas
as intemperies.

O processo de analise estrutural por essa teoria consiste, inicialmente, em determinar a
relacdo entre as parcelas da carga q, distribuida uniformemente, que atuam em duas faixas
unitarias, uma em cada direcdo, e que se cruzam no centro. Essas parcelas sdo denominadas

de quinhdes de carga e representada por gx € gy, respectivos as dire¢des x e y, assim:
q=4qxtqy (3.15)

A relagéo entre os quinhdes é obtida pela igualdade entre as flechas no centro, uma

vez (ue nessa posi¢do a mesma é igual em cada direcdo, entdo:
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W, =W, (3.16)

As expressdes para a solucdo do problema podem ser preestabelecidas a partir do

parametro de entrada A que vale:
1== (3.17)

Conhecidas as condi¢des de apoio da placa e o valor de ky (coeficiente em funcéo de A),
obtém-se os multiplicadores (w., my, My, My, My, Ty, Ty, Tye € Tye) €, CONSEQUENtEMENtE, 0S
esforcos. No capitulo oito do livro de Araljo (2010) encontra-se a formulagdo do coeficiente ky
para todos os tipos de apoio.

Para obter a flecha a formulacao € a seguinte:

L4-
W =w, "7’6 (3.18)

Os momentos fletores positivos maximos nas dire¢des x e y, sdo dados por:
M, = myqly e My, = myqL% (3.19)

Os momentos fletores negativos méximos nas direces x e y, para lajes com apoio

engastado, sdo obtidos por meio de:
Mye = MyeqL} € My, = myeqL5 (3.20)
As reacOes nos apoios tidos como simplesmente apoiado, sdo:
Ry =1qly € R, =71yqLy (3.21)
Ja nos apoios engastados séo calculados fazendo uso de:
Rye = TxeqLyx € Rye = 1yeqLy (3.22)

As formulagdes supracitadas sdo para 0s casos usuais, onde as lajes sdo tratadas

individualmente e os apoios rigidos.
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3.2.2.2 Método de Marcus

O método de Marcus nada mais é que uma extensdo da teoria das grelhas, mencionado
anteriormente. Uma das diferencas desse método consiste em incluir no calculo dos esfor¢os os
efeitos inerentes a tor¢éo que ndo é considerado na teoria das grelhas. A consideracdo da rigidez a
torcdo provoca a reducdo nos valores dos momentos fletores positivos e flechas quando
comparados com a teoria das grelhas. Assim, no método de Marcus, a intensidade do momento

fletor em cada direcdo que se obtém pela Teoria das grelhas é corrigido por meio dos coeficientes

Cx e Cy, logo:
My = CeM, € My, = Cy)M, (3.23)
Com Cy e Cy iguais a:
Co=1- % 0 =1- 32;;‘;2 (3.24)

Em que os coeficientes 4 e k sdo os mesmos adotados no item anterior, enquanto, a,, € a,,
refletem as condicGes de apoio nas duas direcBes. Para uma direcdo qualquer, tem-se:
a) a = 8 para uma faixa biapoiada;
b) a =14,22, para uma faixa engastada e apoiada;

C) a =24, para uma faixa biengastada.

3.2.2.3 Teoria das linhas de ruptura

A teoria das linhas de ruptura ou teoria das charneiras plasticas, como também é
conhecida, € outra alternativa para o calculo de esforcos em lajes macicas de concreto
armado. A vantagem desse método se dar pela possibilidade de calcular lajes de formas
variadas, condicOes de apoio e carregamentos. A mesma foi desenvolvida por K. W.
Johansen, sendo apresentada a comunidade cientifica com a publicacdo de um artigo em 1932,

Essa teoria considera o equilibrio da laje no momento que antecede a ruina, segundo
Aradjo (2010). Existem projetistas que seguem o critério proposto por Johansen para o
dimensionamento das armaduras da laje, por ser o que melhor analisa as lajes no estado limite

ultimo.
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A finalidade da teoria das charneiras plasticas é a determinacdo dos momentos de

plastificacdo que se devem atribuir & laje em estudo para que a ruina ndo se dé sob a agéo de

cargas inferiores as impostas pelo projetista, ja multiplicadas pelos respectivos coeficientes de
seguranca (LANGENDONCK, 1970 apud COSTA, 2010, p. 39).

As hipoteses fundamentais que compdem esse método das linhas de ruptura, segundo

Gonzalez (1997), sdo:

a)

b)

O material é considerado rigido-plastico, ou seja, as deformacbes elasticas sédo
desprezadas em face das deformacdes plasticas;

As lajes devem ser subarmadas, isto é, as taxas de armaduras devem ser pequenas e
suficientes para que ndo ocorra ruptura do concreto por compressdo antes do
escoamento das armaduras, permitindo o completo desenvolvimento das linhas de
plastificacdo e consequentemente do mecanismo de colapso;

Ao longo e nas vizinhancas de cada charneira o momento fletor é considerado
constante e igual a0 momento méaximo que a laje pode resistir;

N&o devera haver ruina prematura por cisalhamento ou por puncdo. A ruina da
estrutura deve ocorrer com formacdo de um mecanismo de colapso;

Desprezam-se as reservas de resisténcia, provenientes dos efeitos de membrana e do
fendmeno do endurecimento do aco.

A NBR 6118 (ABNT, 2014) possibilita a utilizacdo dessa teoria apenas quando as

deformac6es ao longo das secBes da laje estiverem nos dominios 2 ou 3, 0 que caracterizam pecas

subarmadas e/ou normalmente armadas. De acordo com a mesma norma a garantia da ductilidade

é possivel quando a posicao da linha neutra se encontra limitada a x/d < 0,25 (apenas para concreto

com resisténcia caracteristica a compressdo menor que 50 MPa), em que x corresponde a

profundidade da linha neutra e d a altura Gtil da secdo da laje considerada. A Figura 3.10 apresenta

o gréfico da relacdo momento fletor-curvatura dessas se¢des.

Figura 3.10 - Relagdo momento-curvatura para se¢des nos dominios dois e trés.
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Fonte: ARAUJO, 2010
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Para a determina¢do do momento de ruina My (visto na Figura 3.10) de uma secdo de
concreto armado sob flex&o simples, Aratjo (2010) afirma que seu valor é aproximadamente
proporcional a area de armadura longitudinal de tragdo. Portanto, sendo Asx e Asy as areas de
armadura por unidade de comprimento nas direcdes x e y, entdo 0s momentos de ruina sdo

dados abaixo, com c correspondendo ao fator de proporcionalidade.

Myy = cAsy; My, = cAg, (3.25)

A obtencdo dos momentos de projeto se dar a partir de uma secdo inclinada da laje
onde 0 momento nessa secao corresponde a resultante dos momentos nas direcdes x e y. Com
a substituicdo dos momentos de ruina e com a relacdo das areas de armadura em ambas as
direcOes € possivel calcular esse esfor¢o na laje. J& as resultantes das reacfes de apoio sao
iguais ao produto da carga atuante na placa pela area do painel correspondente a borda

adjacente, conforme apresentado em Araujo (2010).

3.2.3 Métodos numéricos

Com o advento da era da informéatica é possivel obter solu¢bes por processos
numéricos. Segundo Kimura (2007), os métodos numéricos trazem enormes vantagens a
elaboracdo de um projeto, tais como: produtividade, qualidade e seguranca.

A titulo de exemplo sera apresentado, sucintamente, nos proximos dois itens desse
capitulo o método das diferengas finitas e 0 método dos elementos finitos (MEF). E no
capitulo que se sucede sera abordado, de maneira especial, 0 método de analogia de grelha,
ndo so pelo fato de ser um dos métodos mais utilizados para analise de lajes, mais também por

ser o foco dessa pesquisa.

3.2.3.1 Metodo das diferencas finitas

O método das diferencgas finitas resolve equacdes diferenciais de maneira aproximada,
substituindo as derivadas da funcdo, por aproximagdes envolvendo diferencas entre avaliages
pontuais dos deslocamentos. Por ser avaliada pontualmente, espera-se que 0 erro seja

inversamente relacionado ao numero de pontos, isto €, quanto maior o numero de pontos
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melhor é a aproximacdo. Estes pontos sdo chamados de pontos nodais e formam uma malha,
que é denominada malha de diferencas finitas (JUNIOR, 2008).

A Figura 3.11 ilustra dois tipos de malha de diferencas finitas que podem ser utilizadas
para a discretizacdo da estrutura, sendo o primeiro 0 modelo mais adotado.

Figura 3.11 - Tipos de malhas de diferencas finitas.
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Tendo em vista que esse método ndo é o foco do trabalho, serd somente explanado
sobre as suposicdes por tras desse método, mostrando a equacéo de diferencas finitas e como
se dar o processo de pivotamento.

O método consiste em dividir a placa em uma malha que se adapte ao seu contorno. A
equacdo de Lagrange é substituida por uma série de equacdes algébricas lineares, a partir das
quais sao definidos os deslocamentos w nos nés da malha. Em funcdo desses deslocamentos
podem ser expressas as suas derivadas, resultando em momentos fletores e esfor¢os cortantes.
Para os pontos proximos as bordas € necessario adotar deslocamentos em pontos ficticios
situados fora da placa (HENNRICHS, 2003).

Considerando a malha retangular, a equacéo de diferencas que corresponde a equacao

de Lagrange é:

A 4
Z“l’ Wy = (3.26)

Pela Figura 3.12 se observa a nomeacdo dos pontos nodais adotado que corresponde a
cada deslocamento w; que ocorre na placa. Os coeficientes «; sdo formulagdes que
relacionam as dimensdes A, e A,. Essas formulagdes sdo equivalentes para os pontos

simétricos, sendo as mesmas apresentadas em Janior (2008).
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Figura 3.12 - Nomeacdo dos pontos nodais para malha retangular.
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Por fim, efetuando o equilibrio da Equacdo 3.26 em cada n6 da malha, obtém-se o
sistema de equacdes algébricas, na qual relaciona a matriz de rigidez da placa [K] e os vetores
de deslocamentos {w} e cargas nodais {F}. Os esforcos na placa sdo encontrados a partir do

conhecimento do vetor {w}. Matricialmente, temos:

[KI{w} = {F} (3.27)

O método das diferencas finitas, apesar de ser relativamente simples, apresenta alguns
inconvenientes. Em primeiro lugar, ndo é muito facil generalizar o algoritmo para introducéo
dos diversos tipos de condicGes de contorno. Além disso, a convergéncia do método é lenta, 0
gue exige uma malha refinada para uma precisdo aceitavel. Isto € particularmente verdadeiro
para a convergéncia desses esfor¢os solicitantes, ja que derivadas de maior ordem séo
envolvidas (ARAUJO, 2010).

3.2.3.2 Método dos elementos finitos (MEF)

O método dos elementos finitos é atualmente uma das ferramentas computacionais mais
bem sucedida para a resolucéo de problemas de engenharia. Quanto a engenharia de estruturas,
Kimura (2007) afirma sua eficiéncia na analise de inumeros tipos de estruturas de concreto
armado. Existem diversos softwares de analise estrutural no mercado que utilizam o MEF como,
por exemplo, SAP2000, ANSYS e NASTRAN. Para Aradjo (2010) seu atrativo deve-se a
generalidade da formulacéo, j& que com uma mesma rotina de calculo pode-se resolver problemas
variados.

As duas caracteristicas principais do método sdo a subdiviséo da estrutura em partes finitas

(elementos), interligando-as entre si através de um numero discreto de pontos em sua periferia
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(n6s) e a escolha da funcdo que descreve o comportamento interno dessas pequenas partes ou
elementos. Esta Ultima constitui a mais fundamental das caracteristicas, uma vez que o bom ou mal
comportamento do elemento € que vai viabilizar ou ndo o uso do método (DUARTE, 1998).

A malha de elementos finitos para o caso bidimensional, isto é, analise de placas pode ser
constituida de elementos retangulares de quatro ou oito nds, triangulares de trés ou seis nos e
existem também o0s elementos paramétricos, estes Ultimos sdo elementos distorcidos e muito
utilizados para lajes irregulares. A quantidade de nds adotado na analise esta condicionado a
complexidade do problema, assim, para uma analise ndo linear de uma estrutura,
preferencialmente, emprega-se 0s elementos com maior nimero de nés ou melhorados (enhanced).

No programa de modelagem de estruturas utilizado nesse trabalho para fins de comparacéao
com o cddigo implementado, 0 SAP2000, existem dois modelos de elementos pautados no MEF
que permitem a modelagem do pavimento sendo eles, o elemento de barra e 0 elemento de casca.

O elemento de barra, denominado frame, que foi utilizado para a modelagem da grelha
equivalente do pavimento residencial, mostrado posteriormente, é ilustrado na Figura 3.13. O
mesmo possui uma sec¢do transversal retangular, sendo representado por uma reta ligando dois nos.
Nesse elemento sdo consideradas as deformacdes axiais, de flexao, de torcao e de cisalhamento no
calculo dos deslocamentos, sendo observado um total de 6 graus de liberdade por n6. Com isso, 0s
esforcos internos desenvolvidos nesse elemento sdo: forca axial, forcas cortantes, torcdo e

momentos fletores, com definido para um né na Figura 3.13.

Figura 3.13 — Elemento frame e os esforgos internos de um né.

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

O elemento denominado por shell, é utilizado para modelar cascas, membranas ou
placas em estruturas planas ou espaciais. Podendo ter a forma quadrilateral ou triangular,
sendo a formato de quatro lados mais preciso. Segundo Almeida (2009), esse elemento é

resultado da juncdo do elemento de membrana e do elemento de placa. O primeiro possuindo
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um total de trés graus de liberdade por né (duas translagcGes no plano do elemento e uma
rotacdo em torno do eixo normal ao plano do elemento). O segundo também possui trés graus
de liberdade por nds, no entanto, possui uma rotacdo em torno de cada eixo do plano do
elemento e uma translacdo no eixo normal ao plano do elemento. Portanto, o elemento shell,
possui seis graus de liberdades em cada no, sendo trés translagdes e trés rotagdes. A Figura

3.14 mostra um elemento shell de quatro nds e os graus de liberdade presentes em um no.

Figura 3.14 — Elemento shell e seus graus de liberdade por né.
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Existem diversos modelos de elementos finitos, assim como €é chamado as
formulagdes desse método. Dentre eles, o modelo em deslocamento é o mais empregado no
ambito da engenharia estrutural, pois apresenta menor complexibilidade para implementacéo
computacional, segundo Aradjo (2010). O mesmo é formulado a partir do principio da
minima energia potencial ou principio dos trabalhos virtuais, como também é chamado, onde
o0s deslocamentos nodais sdo as incognitas.

O comportamento do elemento € entdo descrito por uma funcdo ou um conjunto de
funcdes especialmente escolhidas, que permitem analisar como se comportam as tensoes e 0s
deslocamentos dentro daquele elemento, quando 0 mesmo é submetido a determinado tipo de
acao. Sao estas fungdes que vao indicar a maneira especifica de se deformar de cada elemento
(DUARTE, 1998).

Para fins de demonstracdo a Figura 3.15 ilustra para um elemento bidimensional plano
triangular. O sistema de coordenadas que contém cada no que é 0 X e y, assim como para cada

no existe a possibilidade de deslocamento em duas dire¢Bes ortogonais, u e V.
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Figura 3.15 - Deslocamentos nodais para elemento bidimensional triangular.

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Para cada n6 sdo tomados os vetores deslocamento {w}, esforcos nodais {F} e suas
derivadas. Ja no interior de cada elemento os deslocamentos sdo expressos por uma funcéao
polinomial, cujo coeficientes numéricos sdo fixados mediante o valor da funcdo {w} e
derivadas correspondentes aos seus n6s. Com a garantia da compatibilidade ou conformidade
dos elementos pode-se estabelecer as condi¢bes de equilibrio de forcas da estrutura, e com
isso surgird um sistema de equacOes lineares que permitira determinar os deslocamentos e,

consequentemente, os esforgos na placa.

3.3 ANALOGIA DE GRELHA

A modelagem de lajes através de elementos de grelha € uma técnica muito utilizada
para a analise estrutural de lajes com diferentes geometrias e condi¢cdes de contorno
(KIMURA, 2007). A analogia de grelha consiste em representar a laje através de uma série
ortogonal de elementos de barra que simulam bandas de laje que se cruzam formando uma
grelha sobre apoios (que representam os pilares), criando desse modo um modelo virtual
equivalente a estrutura real do pavimento do edificio (NEVES, 2010). A Figura 3.16 ilustra

um elemento de placa (uma laje) e uma grelha equivalente.

Figura 3.16 - Laje de concreto armado e grelha equivalente.

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020
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De acordo com o grupo de analise de estruturas do Instituto Superior Técnico (2018),
a partir do teorema estatico pode-se provar que a distribuicdo de esforcos inerente a esse
método esta a favor da seguranca o que é muito importante para o dimensionamento.

Segundo Araujo (2010), a analogia de grelha é um dos métodos numéricos mais
utilizados para andlise de lajes de concreto armado, estando implementado em diversos
softwares. Para Reis (2007), esse método apresenta algumas vantagens em relacdo a outros
processos numéricos entre os quais pode-se citar a sua formulacdo mais simples e ndo
necessitando de um alto grau de especializacdo do usuario para a modelagem e analise dos
resultados.

Além disso, Bueno (2013) ressalta a versatilidade que esse método tem de se adaptar a
diferentes formatos que a laje venha a ter como também, é capaz de representar integralmente
as vigas juntamente com o pavimento, dessa forma, é possivel considerar na analise a
deformabilidade das vigas, fato condizente com a realidade.

A ideia de se interpretar uma laje através de uma grelha equivalente ndo € nova, tendo
sido feita inicialmente por Marcus em 1932, que nédo dispunha, na época, de computadores e,
portanto, tinha que se valer de processos aproximados para resolver as grelhas (CARVALHO,
1994).

3.3.1 Grelha plana

Nas grelhas planas, todos os membros e nos existem no mesmo plano, supondo-se que
0s membros estdo rigidamente ligados nos nos. As deformacdes por flexdo sdo predominantes
e as deformacdes por torcdo e cisalhamento, na maioria dos casos, podem ser secundarias na
analise de grelhas (REIS, 2007).

A grelha apresenta aspectos semelhantes a um portico plano, conforme Martha (2010),
divergindo apenas na orientacdo de aplicacdo das solicitacbes, jA& que a carga atua
normalmente ao plano, diferentemente, do que acorre no poértico plano. A Figura 3.17
exemplifica essa estrutura. Nela podemos observar as barras nas dire¢fes x e y apoiadas nas
extremidades, assim como os nds (local onde duas barras se cruzam) e as cargas distribuidas e

pontuais.
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Figura 3.17 - Grelha plana.
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i

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Como cada elemento de uma grelha pode estar orientado em qualquer direcdo no
plano xy, € conveniente que cada barra também possua um sistema de eixos cartesianos
ortogonais conhecidos como eixos de coordenadas locais (COELHO, 2000). Esse mesmo
autor ainda afirma a necessidade de utilizagdo de um sistema de eixos de referéncia para a
estrutura como um todo, sendo esses eixos denominados por coordenadas globais da estrutura.

Em uma estrutura os deslocamentos possiveis sdo chamados de graus de liberdade, ou
seja, cada deslocamento possivel de um né é um grau de liberdade. Em uma estrutura do tipo

grelha, sua deformada possui as seguintes componentes de deslocamento e rotacéo:

A, Translacdo em torno do eixo global z (3.28)
0, Rotagédo em torno do eixo global x (3.29)
6, Rotagdo em torno do eixo global y (3.30)

Como a grelha estd no plano que contém o0s eixos x e y, 0 equilibrio da estrutura
resulta em trés equacdo globais como o somatorio de forgcas na direcdo z e somatério de

momentos em torno dos eixos x e y.

2 F,=0 (3.31)
Z M, = (3.32)

Z M, =0 (3.33)

E por isso que surgira em cada extremidade do elemento da grelha os esforcos internos

cortante (V), momento fletor (M) e momento torsor (T). Na Figura 3.18 é mostrado uma barra
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com seus respectivos esforcos internos, e se pode ver que a forga cortante coincide com o eixo

z, enquanto o momento fletor e torsor esté orientado segundo 0s eixos x e y.

Figura 3.18 - Esforcos internos em uma barra de grelha.

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

3.3.2 Grelha equivalente

Segundo Castro (2001) analisar estruturalmente uma laje por um sistema de barras
interconectadas nos seus nos ou pontos nodais formando uma grelha equivalente, é algo
intuitivo, uma vez que, ambas estdo inseridas em um plano, onde 0s carregamentos atuam
perpendicularmente a este, além de que, seus campos de deslocamentos se coincidem (uma
translacdo no eixo z e duas rotacdes nos eixos x e y). Consequentemente, é possivel associar
os esforcos desenvolvidos em um eixo de uma laje com os obtidos por meio de uma grelha
equivalente. Nas Figuras 3.19 e 3.20 séo ilustrados os respectivos esfor¢os presentes em uma
laje e em elementos de barra da grelha equivalente segundo as direcdes x e y.

Figura 3.19 - Campo de esforcos em uma laje.

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Figura 3.20 - Campo de esforcos em uma grelha equivalente.

Y

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020
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Dando-se um zoom na linha sinalizada de vermelho que consta na Figura 3.20,
observa-se como funciona o mecanismo de analogia de uma placa por uma grelha. Cada barra
da malha apresenta a configuracdo mostrada na Figura 3.21, ou seja, uma viga de se¢do
retangular. Cada uma representa uma porcdo da laje e suas dimensdes sdo condicionadas pela
altura da laje e as distancias entre os eixos da malha. Quanto aos esforcos, j& discutido
anteriormente, serdo obtidos em cada nd, regido onde sao delimitados os graus de liberdade da

estrutura.

Figura 3.21 - Esquema representativo do funcionamento da viga de uma grelha equivalente.
Z

Né

Rotagdo - Momento torgor ~\

Eixo da barra

L Rotagdo - Momento fletor
y Translagao - Forga cortante

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

As caracteristicas fisicas da laje, nomeadamente rigidez de flexdo e torcdo, dispersas
ao longo do seu dominio, sdo concentradas nos elementos de grelha mais préximos. Assim, a
rigidez longitudinal da laje é concentrada nas vigas longitudinais, ao passo que a rigidez
transversal é concentrada nas vigas transversais. O ideal seria a rigidez das vigas ser tal que,
guando a laje e a respectiva grelha estivessem sujeitas a carregamentos idénticos, as duas
estruturas fletissem de igual forma e os esforgos em cada elemento de grelha igualassem os
esforgos na seccdo de laje que o elemento de grelha pretende simular. No entanto, devido as
diferentes caracteristicas da laje e da grelha equivalente, este ideal pode apenas ser
aproximado (NEVES, 2010).

Sobre as divergéncias entre laje e grelha Castro (2001), afirma:

A grande diferenca entre estes dois tipos de elementos estruturais
esta relacionada com o caréacter bidimensional do comportamento das lajes.
Trata-se de uma estrutura laminar, em que ndo é possivel dissociar o
comportamento numa dada direcdo com 0 que se passa na outra. Ja as
grelhas sdo pecas lineares, com um comportamento unidimensional. Dessa
forma, nunca se conseguira representar de forma exata 0 comportamento
bidimensional com recurso a uma modelagdo com elementos
unidimensionais, mesmo que se considerem espacamentos muito pequenos
entre os elementos de grelha.
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3.3.3 Dimensédo da malha

A disposicdo da malha representativa da laje exerce forte influéncia nos resultados,
sendo diretamente proporcional as suas dimensdes, ou seja, quanto menores, melhor serdo os
resultados obtidos. No entanto, ndo existem dimensfes padronizadas para serem adotadas,
porém existem recomendacfes importantes que se deve atentar. A Figura 3.22 exemplifica
dois tipos de malhas, uma mais e outra menos espagada.

No caso de modelos baseados no método dos elementos finitos, diferencas finitas ou
analogia de grelhas, entre outros, a discretizacdo da estrutura deve ser suficiente para nao
trazer erros significativos para a analise (NBR 6118, ABNT 2014).

Figura 3.22 - Exemplo de malha mais e menos espacada.

/_ N& /7 Barra

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Existem diversas recomendacdes para a determinacdo da malha em lajes retangulares,
dentre elas destaca-se aqui as de Carvalho (1994) e Reis (2007), que adotam as praticas de
Hambly (1991), que sdo elas:

a) Em laje isOtropa o espacamento entre os elementos de grelha equivalente ndo deve ser
superior a ¥ do Véo;

b) No caso de se desejar estudar efeitos localizados deve-se considerar um espacamento
menor da malha na regido em questao;

c) As vigas ou regides rigidas tem que ser consideradas como elementos;

d) Em bordas livres para o célculo do momento de inércia a torgéo as larguras de banda

dos elementos devem ser reduzidas a 0,3h, sendo h a espessura do elemento;
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e) Procurar localizar as barras da grelha em posicbes pre-determinadas no projeto, tais
como linhas de apoio ao longo das vigas de extremidade, bem como de outras se
existirem, que contenham uma acéo especifica, etc;

f) Numa laje ortotropa, na direcdo da menor inércia, deve-se considerar a largura das
barras igual a 40% do véo transversal ao seu eixo. Caso haja divida quanto a ortopria,
deve-se adotar o critério a);

g) Quanto mais densa a malha, melhores sdo os resultados obtidos. No entanto, essa
melhora deixa de acontecer quando a largura das barras for menor que 2 ou 3 vezes a
espessura da laje;

h) No caso de balanco na laje, é necessario colocar-se pelo menos duas barras
transversais ao vdo em balanco;

E importante salientar que essas regras devem ser adaptadas a cada situacdo de laje,
em fungdo da grande variagdo de formas, dimensdes e condi¢cdes de contorno existentes
(DABELLA, 2015).

Neste trabalho, procurou-se adotar também, quando possivel, uma recomendacéo
presente na obra de Coelho (2000). O mesmo utiliza um namero impar de faixas a fim de que
exista um né exatamente no meio da placa, no cruzamento das faixas centrais, tal medida visa
facilitar a comparacdo com resultados dos valores méximos dos esforgos e deslocamentos

calculados por tabelas.

3.3.4 Carregamento

As cargas que incidem na placa podem ser representadas na grelha de duas formas:
distribuidas ao longo de cada barra ou concentradas nos nds. No entanto, observa-se que a
forma como isso é disposto na malha ndo é motivo de interferéncias consideraveis nos
resultados, como relatado em pesquisa realizada por Silva et al. (2003). Com isso, deve-se
atentar apenas para a area de influéncia de cada nd, sendo um fator importante para a
representatividade do carregamento por esse metodo. A Figura 3.23 apresenta o caso onde 0

carregamento é distribuido nos nos e a area de influéncia para trés situagdes distintas.
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Figura 3.23 - Areas de influéncia nodais para trés situacdes distintas.

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Como se trata de uma laje, as cargas incidem perpendicularmente e sdo distribuidas
uniformemente, entdo, matematicamente, pode-se determinar a intensidade da forca que sera
aplicada em cada né nas trés situacdes de acordo com o que se segue:

Para uma laje em geral tem-se a forca distribuida g, igual a:

q = peso proprio + sobrecargas (3.34)

O valor da carga em cada situacdo apresentado na Figura 3.23 é:
b bx b
P1=qx(bxx7y>;P2=qx(bxxby)eP3=qx(7x7y) (3.35)
3.3.5 Caracteristicas fisicas dos elementos de grelha

Outro fator essencial para se analisar uma laje pela analogia de grelha é a
caracterizacdo fisica dos elementos que compGe a grelha. No momento em que se transforma
uma laje em um conjunto de barras semelhantes a vigas, é fundamental que se forneca
corretamente os valores que as caracterizara.

Cada viga, ira representar uma faixa delimitada da laje, por isso, primeiramente, deve-
se atentar para a dimensédo correspondente da mesma. A largura da faixa corresponde a semi-
distdncia entre eixos adjacentes. Para 0s eixos horizontais situados no interior, a largura de
banda é by, enquanto os direcionados na vertical sera bx, podendo acontecer de bx= by. Ja os

eixos situados no contorno terdo suas larguras iguais a metade do valor de b anterior.
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Figura 3.24 - Eixo e sua respectiva largura de banda.
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Posteriormente, sdo determinadas as propriedades de cada elemento, permitindo por
completo a representatividade da laje, que como ja mencionado no topico 3.2.2, sdo 0s
parametros de rigidez a flexao (El) e a tor¢do (GJ). Segundo Castro (2001), as mesmas devem

ser expressas a partir das relagcdes da elasticidade das lajes de Kirchhoff, as quais sdo dadas

por:
M, (x,y) R LV 0 X (6 Y)
My (x,y) =121C%[v 1 0 X, (%, Y) (3.36)
Myey] PETVIo 0 a-wlly, @y

3.3.5.1 Rigidez a flexdo da barra (EI)

Este parametro reflete a resisténcia da barra perante as rotacdes que provocam flexao.
O modulo de deformacéo longitudinal secante do concreto (Ecs) é dado segundo a NBR 6118

(ABNT, 2014) a partir do médulo de deformacdo longitudinal inicial (Eci) (Equacéo 3.37).

E, = a, x 5600 x \/f.x para f., de 20Mpa a 50MPa (3.37)

Em que f., corresponde & resisténcia caracteristica do concreto aos 28 dias e aa
assume o valor referente ao tipo de agregado graudo, sendo o0 mais utilizado a rocha granitica,
portanto, oa = 1.

O médulo de deformacdo longitudinal secante é dado por:

Ees = (0,8 +0,2x2%) g, (3.38)
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O momento de inércia a flexdo equivalente (I.,) é estimado a partir da Equacéo 3.36.
Para uma barra orientada segundo o eixo X, considera-se que a laje estad sujeita a uma

curvatura cilindrica com y, # 0 BNy = Xy = 0. Com isso, a relacdo momento-curvatura é

obtida por meio de:

E.ch3

= B (3.39)

M,

Da Equacdo 3.39 chega-se a uma relacdo de rigidez equivalente a uma viga, ao se
escrever m, = Ecsly,, ou, recordando-se da Equacdo 3.10 (topico 3.2.1 de trabalho), o valor
do momento de inércia a flexdo (1) é encontrado para uma viga com largura unitaria. Para uma

largura qualquer, | é dado por:

bh3

I = m (3.40)

Em que as variaveis b e h sdo, respectivamente, a largura de banda e a altura da laje e
v o coeficiente de Poisson do material que, segundo a NBR 6118 (ABNT, 2014), ¢ igual 0,2
para o concreto.

Nota-se grande semelhanca da rigidez a flexdo dos elementos da grelha com os
elementos de viga, esta como peca linear. Nesse sentido, a rigidez da placa é 1/(1 —v?)
vezes maior do que em uma viga, porém, segundo Hambly (1991) esse incremento geralmente
é ignorado na anélise de grelha, pois a rigidez longitudinal e transversal das barras é afetada
pela quantidade. Portanto, nesse trabalho sera adotado o que estabelece este autor, logo a

inércia a flexdo sera:

bR

= (3.41)

I

3.3.5.2 Rigidez a torcéo da barra (GJ)

Este parametro reflete a resisténcia da barra perante as rotacGes que provocam a
torcdo. O maddulo de elasticidade transversal (G) é obtido via generalizacdo da lei de Hooke,
considerando materiais isotropicos homogéneos. Com os valores de E.; e v, iguais ao do

topico anterior, tem-se:
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G = _fes (3.42)
2(1+v)
Como o coeficiente de Poisson (v) € igual a 0,2 a NBR 6118 (ABNT, 2014) permite a
simplificacéo de G para:
ECS

G =
2,4

(3.43)

O momento de inércia a tor¢do (J) é obtido também pela Equagdo 3.36, agora

considerando que a laje esteja sujeita a uma deformacdo em que Xy 7 0 ey, = Xy, = 0.

Com isso tem-se:

_ Ecsh3(1 — V) _ Ecs h?

—Cem T o _Jes T 3.44
YT (1 —v2) X T 21 +v) 64w (3.44)

Substituindo a Equagdo 3.42 na Equacdo 3.44, obtém-se a rigidez a tor¢do (GJ) para

uma largura unitéria.

h3

Mxy =G Z‘Xxy (345)

Logo o momento de inércia a torcdo para o elemento da grelha para uma largura

qualquer, seré:

J=— (3.46)

Nota-se que ao se comparar as EquacOes 3.41 e 3.46, existe uma relacdo de
proporcionalidade entre ambas. Essa premissa € afirmada por Hambly (1991), logo:

J=2I (3.47)

Dentre todos os parametros que refletem nos valores da analise de lajes por meio de
analogia de grelha, a rigidez a tor¢cdo é um dos mais importantes. Uma das caracteristicas
inerentes a essa rigidez é a descontinuidade gerada no diagrama de momento fletor da malha.

A rigidez a torgdo tem grande influéncia nos resultados dos esforcos e deslocamentos
de uma grelha. Para analisar uma laje por analogia de grelha deve-se, portanto, estudar a
influéncia desse parametro e determinar qual o valor a ser adotado em funcdo dos resultados

que se deseja obter. Dependendo do valor adotado para a rigidez a tor¢do das barras da grelha
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podem-se obter valores muito préximos dos obtidos pela teoria da Elasticidade (GONTIJO,
2015). A NBR 6118 (ABNT, 2014), recomenda-se a reducdo dessa rigidez em 15% para 0s
casos de analise de pavimentos por esse método, uma vez que, se verifica a presenca de
microfissuras na peca mesmo estando no Estadio 1.

Para as barras correspondentes as vigas de borda, nas situagbes em que se analisa 0
pavimento de forma integrada (laje e viga), a rigidez a flexdo e a torcdo é calculada conforme
apresentado em resisténcia dos materiais para peca linear como uma viga com se¢do retangular. E
dessa forma que Carvalho (1994) considera, em que h e b sdo a altura e largura da viga (Equacéao
3.48).

hb3
Jviga = 3 (3.48)

3.4 ANALISE DE ESTRUTURAS RETICULADAS ATRAVES DE METODOS
MATRICIAIS

A anélise matricial de estruturas propGe-se a determinar os deslocamentos, reacdes e
esforcos solicitantes de estruturas de barras — tais como vigas continuas, vigas poligonais,
porticos e trelicas planas, grelhas, porticos espaciais — modelando-se como um arranjo de
elementos simples (barras), unidos através de suas extremidades ou nos, os quais podem ainda
ter deslocamentos restritos por vinculos (MAZZILLI et al. 2010).

Mesmo em casos de estruturas nas quais nem todos os componentes podem ser
considerados como barras (como é o caso de edificios de concreto armado), € comum
analisar, de forma simplificada, o comportamento global ou parcial da estrutura utilizando-se
um modelo de barras (MARTHA, 2010).

As teorias de barras subjacentes a analise matricial de estruturas ja se encontravam
desenvolvidas ha muito tempo e alguns metodos gerais de solugéo ja haviam sido antevistos
por homens notaveis como Maxweel, mas ndo conseguiram estabelecer-se antes do advento
do computador, pois requeriam a manipulagdo de grande massa de dados e a solucdo de
equacdes com numero elevadissimo de incognitas (MAZZILLI et al. 2010).

Nesse tipo de analise estrutural, as equacBes que regem o problema sdo formuladas
matricialmente, sejam estas equacdes de equilibrio, de forcas ou de compatibilidade de

deformac6es. Existem dois métodos adequados a analise matricial, 0 método dos esforgos e o



54

método dos deslocamentos, sendo este Gltimo mais adequado para a modelacéo
computacional (CASS, 2015).

De acordo com Sussekind (1980), no método dos esfor¢os, comumente chamado de
método das forcas, as varidveis do problema estaticamente indeterminado séo os esforcos ou
reacOes de apoio e quando determinadas permitem obter os respectivos diagramas de esforgos
e com isso, indiretamente, pode-se obter os deslocamentos e rota¢fes dos nos da estrutura. Por
outro lado, no método dos deslocamentos se procede de maneira inversa, primeiramente,
determina-se as deformacdes sofridas por cada nd e em seguida obtém-se os diagramas de

esforgos.

3.4.1 Matriz de rigidez do elemento de grelha

Para obter a matriz de rigidez dos elementos de uma grelha adota-se 0 método dos
deslocamentos ou método da rigidez, como também € chamado, sendo um dos motivos para
tal, € que ndo ha necessidade de transformar a estrutura numa estrutura isostatica para a
andlise. De acordo com esse método as barras da grelha sdo associadas a uma matriz de
rigidez que relaciona as forcas solicitantes com os deslocamentos nodais.

Nesse sentido, incialmente, sdo fixados os graus de liberdade da grelha, obtendo o
sistema principal. Assim nos elementos de grelha, em cada n6 da barra os coeficientes de
rigidez sdo obtidos introduzindo-se um deslocamento unitario — rotacdo ou translacdo — na
direcdo dos graus de liberdade, impedindo-se os deslocamentos nas demais dire¢Ges
(HENNRICHS, 2003). Os deslocamentos a que o autor se refere séo duas rotacgoes o, e 6, e
uma translagdo A, (como discutido nos itens 3.3.1 e 3.3.2 desse trabalho).

Na Figura 3.25 tem-se uma barra biengastada submetida a uma translacdo vertical
unitaria A, no né B. Como reacdo a esse deslocamento surgird reacbes em ambas as
extremidades que correspondem a rigidez da barra em relagdo a este grau de liberdade
(Equac0es 3.49 e 3.50).
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Figura 3.25 - Momentos fletores e reacfes de apoio em uma barra devido deslocamento vertical em uma das
extremidades.
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Os esforcos podem ser obtidos pelos métodos das forcas e sdo dados por:

6EIA
12EIA
= L—32 eRz = —R, (3.50)

Na Figura 3.26 tem-se também uma barra biengastada, onde a extremidade B sofre

uma rotacdo unitaria 6,,, em torno do seu proprio eixo, e devido a isso surgira momento torgor

em ambas as extremidades (Equacéo 3.51).

Figura 3.26 - Momentos torsores em uma barra devido a rotagdo axial em uma das extremidades.
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020
O momento torgor é dado por:
GJjo
M, = ]L Y (3.51)

Na Figura 3.27 a barra biengastada sofre rotacao unitaria 6, na extremidade B gerando

com isso os momentos fletores Ma e Mg e forgas Ra e Rs (Equagdes 3.52 e 3.53).

Figura 3.27 - Momentos fletores e reag()es de apoio em uma barra devido a rotacdo em uma das extremidades.

L
Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020
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Os respectivos momentos e reacGes nos apoios S0 expressos por:

2EI16 4E16
= T e My = (3.52)
6EIO
Ry= — Lzy eRp = —R, (3.53)

De pose dos coeficientes, montam-se as equacdes de equilibrio para o elemento. A

seguir tem-se a respectiva matriz de rigidez para uma barra de uma grelha.

- 12E1 6EI 12EI 6EI
13 0 2 I3 0 2
G G
0 Y 0 0 _T] 0
6EI 4E] 6EI . 2EI
1z L 1z L
[kle =1 12g; 6EI  12EI 6EI (3.54)
e = T Y =
GJ GJ
0 —— 0 0 - 0
L L
6EI . 2EI 6EI . 4E]
L 2 L 12 L

3.4.2 Matriz de transformacéo (matriz de rotacao)

Para Assan (2003), a finalidade da matriz de rotacdo é permitir que a analise de uma
estrutura seja feita em um mesmo referencial. 1sso é necessario ja que os elementos que a
compdem podem estar inseridos em um sistema de coordenadas locais.

A Figura 3.28 ilustra um elemento de uma grelha inserida no plano x1 e yi, que
corresponde ao par de eixos locais, respectivamente, e que faz um angulo de a com os eixos
de coordenadas globais x e y. A terceira coordenada normal a cada plano ndo consta na
ilustracdo, uma vez que, coincide entre si (em direcdo e sentido), ndo havendo, obviamente, a

necessidade de transformagéo.
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Figura 3.28 - Transformagcéo das coordenadas locais (x1 e x2) em coordenadas globais (x e y).
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Sendo F: a forga aplicada na direcdo do eixo z1 e My € My:1 0s momentos fletores e
torcores aplicados nos eixos xi1 e yi, a partir da Figura 3.28 pode-se mensurar tais esfor¢cos em

coordenadas globais (x, y), de acordo com Coelho (2000), da seguinte forma:

FZlA = 1P'ZA
N6 A My, = My, cosa + M,,, sena (3.55)
My, , = —M,,sena + M, cosa
FZlB = 1F'ZB
NoO B My, = M, cosa + M, sena (3.56)
My, = —My sena + M, cosa

As sentencas acima permitem serem expressas matricialmente como:

(Fzia) 0 0 0 0 0 1(Fa)
My, 0 cosa sena O 0 0 My,
A (I A A S
My, 0 0 0 0 cosa senaf|M,,
(M1, ) -0 0 0 0 —sena cosa- M, )

Em que a matriz de rotacéo [R] é:

1 0 0 0 0 0
0 cosa sena O 0 0
_ 10 —sena cosa 0 0 0
[R] = 0 0 0 1 0 0 (3.58)
0 0 0 0 cosa sena
L0 0 0 0 —sena cosa-
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Pode-se obter os cossenos e senos presentes na Equacdo 3.58 por meio das
coordenadas nodais. Assim:

cosa = X %4 e sena = 2 ; Ya (3.59)
Em que o comprimento da barra L € igual a:
L=/(xg —x2) + (Vg — ¥a) (3.60)

Escrevendo a Equacdo 3.57, que corresponde a transformacdo de esforgcos para o
sistema de coordenadas globais, de forma mais completa, tem-se:
{F}h = [RI{F} (3.61)
E sabendo que o vetor deslocamento se transforma de forma semelhante ao vetor
forca, como afirma Avancini (2015), obtém-se:
{8}1 = [R]{8} (3.62)

Considerando o comportamento elastico linear da grelha e que os esfor¢os nodais se
relacionam com as translacGes e rotacGes nodais, similar ao que ocorre com um sistema de

mola, entdo:
{F}1 = [k]e{6} (3.63)

E possivel com as manipulacdes que se sucedem obter a matriz de rigidez do elemento
em coordenadas globais facilmente. Logo, substituindo as Equacdes 3.61 e 3.62 na Equacéo
3.63 obtém-se:

[RI{F} = [k].[R]{8} (3.64)

Isolando o vetor forga {F}, tem-se:

{F} = [R]"'[K][RI{8} (3.65)
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A parcela [R]71[k].[R] corresponde exatamente a matriz de rigidez do elemento em
coordenadas globais. No entanto, se valendo de uma propriedade matematica que diz que a
matriz inversa é igual a sua transposta ([R]~! = [R]"), desde que seja uma matriz ortogonal,

tal matriz se torna igual a:
[k] = [R]"[K][R] (3.66)
3.4.3 Matriz de rigidez da grelha

Para Hennrichs (2003), basta sobrepor o0s coeficientes dos elementos que
compartilham o mesmo né para determinar a matriz de rigidez da grelha, ou seja, somar cada

coeficiente que apresenta mesmo grau de liberdade, logo:

[K]= ) [ (3.67)

Coelho (2000), denomina de método direto da rigidez o procedimento de somar

diretamente matrizes de rigidez dos elementos para formar a matriz de rigidez da estrutura.
3.4.3.1 Deslocamentos e esfor¢os nodais

Os deslocamentos nodais e as reagcdes nos apoios sdo determinados a partir da equacéao
bésica:
{F} = [K]{8} (3.68)

Nesse momento inserem as condic¢des de contorno. Em seguida, os deslocamentos séo
conhecidos isolando o respectivo vetor, isto é, deixando-o em funcédo de [K] e {F}, conforme

mostrado na Equacéo 3.69.

{8} = [K]7{F} (3.69)

Com {6} determinado retorna-se & Equacdo 3.68 e, da mesma forma, isola o vetor {F}

para encontrar as reag(”)es nos apoios.
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3.4.4 Forcas no elemento de grelha

Finalmente, obtém-se o vetor de forca nodal para cada elemento, através da equacao
abaixo. Com isso, sdo encontrados para cada um dos dois nos do elemento trés componentes,
sendo o primeiro valor referente ao esforco cortante inerente ao deslocamento transversal e,
0s demais, 0s momentos torcor e fletor referentes aos deslocamentos rotacionais em torno dos

eixos xey.

{F} = [k].[R]{8} (3.70)

3.4.5 Analise dos resultados

Apbs obter a solucdo através da grelha equivalente € necessario que se faca a
transformacdo de cada valor em esforgos caracteristicos da laje que foi modelada, uma vez
que, os resultados encontrados sdo dados em funcdo de cada elemento da malha através dos
nos da barra, enquanto que nas lajes os esforcos sdo definidos por unidade de comprimento.

Dessa forma, os esforcos desenvolvidos na laje na direcdo considerada sdo obtidos
mediante a divisdo do esforco nodal da barra paralela a direcdo em questdo pela largura de
banda correspondente a barra, conforme as Equacdes 3.71, 3.72 e 3.73.

a) Para o esforco cortante.

%
Vlaje = gT;lha (3.71)
b) Para o momento torsor.
T
Tiaje = gT;lha (3.72)
c) Para o momento fletor.
M
Migje = —25=2 (373)

Quanto a flecha desenvolvida na laje, observa-se que os deslocamentos ocorridos nos
nos sdo iguais aos da laje, logo, a flecha tera o mesmo valor do deslocamento vertical. Para

efeito de dimensionamento do elemento estrutural, os esfor¢os que merecem atengdo sao 0s
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que apresentam valores maximos. Assim, é analisado, principalmente, o n6 central da grelha,

pois é ele que possivelmente possuird 0 maior momento fletor e deslocamento translacional.

3.5 SOFTWARES UTILIZADOS

Os topicos a seguir irdo explanar brevemente os programas utilizados para realizar as
anélises numéricas dos modelos estruturais como o Scilab e o0 SAP2000 e o programa de
visualizacdo de resultados o ParaView.

3.5.1 Scilab

Criado em 1989 por um grupo de pesquisadores da INRIA (Institut National de
Recherche en Informatique et en Automatique) e da ENPC (Ecole Nationale des Ponts et
Chaussées), da Franca. O Scilab é um software para computacdo cientifica e visualizagéo,
gratuito, com codigo fonte aberto e interface para as linguagens FORTRAN e C. (FILHO,
2010). E por essas razdes que 0 mesmo se torna uma ferramenta computacional interessante
de ser utilizada, principalmente, pelo fato de ndo haver custo algum para ser adquirido. Sua
facilidade de compreensdo e implementacao por parte dos usuarios, € outra vantagem.

O Scilab permite a manipulacdo de matrizes de maneira simples e direta,
possibilitando a resolucdo de problemas complexos através da aplicacdo de métodos
numeéricos (FONTANA, 2008). Aceita varios tipos de dados e é baseado fundamentalmente
na manipulacdo de vetores e matrizes. Contém uma rica colecao de algoritmos que podem ser
utilizados para executar complexas operacdes de célculo e tracar graficos, com comandos
simples e curtos (BARRETO, 2008).

Outro destaque que chama atencdo é a presenca de inumeros comandos que S&o
pequenos programas chamados “functions” (fungdes), agrupados, de acordo com a afinidade
dos algoritmos que executam, em “toolboxes” (caixas de ferramentas) que séo designados por
bibliotecas (BARRETO, 2008). Esse conjunto de ferramentas se torna bastante eficiente,
principalmente, com relacdo a organizacdo do codigo numérico, possibilitando melhor
compreensdo para 0s posteriores usuarios que ja encontrardo o mesmo pronto, se bem que, o
software disponibiliza aos programadores um manual em formato PDF (Scilab Reference

Manual) onde sdo encontradas as bibliotecas e as suas funcdes detalhadamente.
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Portanto, visto as diversas potencialidades inerentes ao Scilab buscou incorpora-lo a
execucao dessa pesquisa. Ressalta-se também que, o carater de resolugdo de elementos de
grelhas através do método da rigidez se enquadra perfeitamente na linguagem Scilab,

principalmente, quanto aos comandos de matrizes e vetores.

3.5.2 SAP2000

Conforme consta na documentacdo disponivel no site do responsavel pelo software, a
CSi (s. d.), 0 SAP2000 é uma ferramenta computacional baseado nos métodos dos elementos
finitos (MEF), com interface grafica em 3D, destinada a analise estrutural e dimensionamento
de diferentes estruturas da engenharia civil como, pontes, edificios, barragens, estruturas
industriais e maritimas. Com ele é possivel a analise integrada de todos os elementos que
compdem a estrutura, seja ela composta por concreto, metal, aluminio ou misto, bem como a
consideracdo da sua ndo-linearidade. Além disso, ha a possibilidade do estudo com diferentes
condigdes de carregamentos como, vento, efeitos sismicos e térmicos, por exemplo.

O programa disponibiliza uma extensa biblioteca de elementos estruturais para a
modelagem que se pretende fazer. Para fins de comparacdo nesse trabalho, foi modelado um
pavimento nesse software de duas formas, uma a laje tratada como grelha e outro com
elemento de casca. Para isso, utilizou-se de elementos de barra (denominado por frame) e
elemento de casca (denominado por shell) para a modelagem de casca.

Elementos tipo frame, segundo Bonzanini (2012), é utilizado na modelagem de
estruturas do tipo coluna e viga, como também, estruturas trelicadas, planas ou em trés
dimensGes. Como exemplo tem-se: pérticos planos e espaciais, trelicas planas e
tridimensionais e grelha plana. Esse tipo de elemento, possui uma formulacao tridimensional
de vigas e colunas, a qual inclui os efeitos de flexdo biaxial, torcdo, deformacdo axial, e
deformacdes biaxiais causadas devido as cortantes nos eixos locais de sua se¢do. A Figura

3.29 exemplifica o elemento frame.
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Figura 3.29 - Elemento frame.
Z

Y,

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

J& 0 elemento do tipo shell, segundo o mesmo autor, sdo usadas na modelagem de
estruturas planas ou tridimensionais com comportamento de casca, membrana ou placa. O
mesmo pode ser considerado como material homogéneo ou possuir camadas com espessura
diferente. Ele pode ser montado a partir de quatro ou trés nds, sendo o de quatro mais preciso,
que combina separadamente os comportamentos de membrana e de flexdo das placas. No
modelo analisado nesse trabalho, o material é assumido homogéneo (concreto) e utiliza-se da
teoria das placas finas de Kirchhoff, possuindo seis graus de liberdade em cada n6 sendo, trés

rotaces e trés translacbes. A Figura 3.30, ilustra um elemento shell de quatro nés.

Figura 3.30 - Elemento shell de quatro nos.

Az

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

3.5.3 ParaView

O ParaView é um programa open-sourse multiplataforma para anélise e visualizagao
de dados. O mesmo foi desenvolvido pela empresa Kitware, sendo criado para analisar dados

externos utilizando memoria distribuida, conforme afirma Medeiros (2010).
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Usuarios do ParaView podem rapidamente criar visualiza¢des para analisar seus dados
utilizando técnicas qualitativas e quantitativas. A exploracdo dos dados pode ser interativa em
3D ou programada usando a capacidade de processamento em sequéncia do programa
(MEDEIROS, 2010).

Segundo Ayachit (2017), para a visualizacdo, ou seja, a conversdo de dados brutos em
imagens e renderizagfes para obter uma melhor compreensdo cognitiva dos dados, o
ParaView, no seu interior, usa 0 VTK (Visualization Toolkit), ou Kit de Ferramentas de
Visualizacdo, para fornecer as caracteristicas do elemento para visualizacdo e processamento
de dados.

A vantagem de utilizd-lo é justamente a abertura do cddigo computacional,
possibilidade de diversos formatos de entrada e saida dos dados, facil confeccdo de animagdes
gue simulam o comportamento perante as solicitacbes do corpo estudado ou nesse caso, de
uma estrutura, e possibilidade de utilizar o processamento paralelo para sua execucéo, isso se

torna importante quando ha um grande volume de dados.
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4 METODOLOGIA

Esse capitulo é destinado a apresentar a classificacdo da pesquisa quanto a natureza,
abordagem, objetivos e procedimentos, e também os procedimentos realizados no trabalho

para atingir os objetivos.

4.1 CLASSIFICACAO DA PESQUISA

Do ponto de vista da natureza, esse trabalho se classifica como pesquisa aplicada, pois
foi desenvolvido um estudo que apresenta um problema de cunho especifico da engenharia de
estruturas. A pesquisa aplicada pode ser definida como atividades em que conhecimentos
previamente adquiridos s&o utilizados para coletar, selecionar e processar fatos e dados, afim
de se obter e confirmar resultados, e se gerar impacto. (FLEURY e WERLANG, 2018)

Quanto a forma de abordagem do problema tem-se uma pesquisa quali-quantitativa.
Os dados obtidos com a criacdo do codigo sdo valores de esforcos e deslocamentos, algo
intrinseco a analise estrutural, logo fica evidente que serd manipulado dados numéricos o que
caracteriza seu carater quantitativo. Além disso, faz-se necessario a comparacdo dos
resultados obtidos pelo cddigo com métodos ja consagrados como o de Kirchhoff, através de
tabelas, com isso, poder verificar quanto o codigo apresenta confianca ou ndo, aferindo
qualitativamente seu potencial.

Quanto aos fins e do ponto de vista de seus objetivos, ela se classifica como
exploratéria. Momento em que o pesquisador se familiariza com o tema, € destinado a
explorar, literalmente, o campo que envolve o problema levantado. Por isso, foi relevante a
pesquisa bibliografica para a construcdo das ideias, diante das informacGes relativas ao tema,
com isso norteando o caminho que se deve seguir para atingir o objetivo principal. Como
afirma Fonseca (2002), “qualquer trabalho cientifico inicia-se com uma pesquisa
bibliografica, que permite ao pesquisador conhecer o que ja se estudou sobre o assunto”.

Do ponto de vista dos procedimentos técnicos € bibliografica e experimental. Como
ressaltado anteriormente, a etapa do levantamento do referencial tedrico procedeu para
embasar a pesquisa, baseado principalmente em livros, dissertacOes, teses e publicacOes
cientificas em eventos. Quanto a classificacdo em pesquisa experimental, Gil (2007) afirma
gue a mesma consiste em determinar um objeto de estudo, selecionar as variaveis que seriam

capazes de influencia-lo, definir as formas de controle e de observacdo dos efeitos que a
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variavel produz no objeto. Dentro dessa perspectiva, verificar-se que o presente trabalho se
enquadra no perfil experimental pois, além do desenvolvimento do codigo numérico para
analise de laje, pretende-se investigar os parametros que influenciam nos resultados obtidos

durante a analise estrutural, visando com isso chegar a respostas mais confiaveis.

4.2 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Como se sabe 0 objetivo geral da pesquisa é a analise estrutural de um pavimento
residencial composto por lajes macicas pelo método numérico de analogia de grelha. Para
tanto foi desenvolvimento um cdédigo numérico no software Scilab. Com o intuido de
comparar resultados, foi ainda, feito a analise do pavimento através do programa SAP2000
(versdo educacional) e por meio de tabelas. O fluxograma da Figura 4.1 mostra a sequéncia de
passos em ordem cronoldgica que foram executadas a fim de se atingir os objetivos propostos

e 0s topicos a seguir sdo destinados a detalha-lo.

4.2.1 Levantamento bibliogréafico

Nessa etapa foi realizada toda a parte de pesquisa da literatura sobre o tema em estudo.
Foi utilizado, principalmente, o meio eletrénico para a obtencdo do material bibliografico
sendo trabalhos e estudos desenvolvidos nessa area como, livros e trabalhos académicos.
Ressalta-se que essa etapa se estendeu durante todo o desenvolvimento do trabalho, uma vez
que, a medida que se avancava havia a necessidade do aprofundamento em um assunto

especifico que antes ndo tinha sido visto.

4.2.2 Codigo numeérico para analise de grelha

O cddigo numérico para analise de laje através de analogia de grelha, partiu
inicialmente do codigo de uma grelha presente na obra de Ferreira (2009) e Kwon e Bang
(2000). No livro do primeiro autor, intitulado como MATLAB Codes for Finite Element
Analysis, capitulo nove, consta o cddigo para analise de grelha em Matlab. O mesmo é o
resultado da implementacdo da formulacdo do elemento do tipo grelha plana, mostrado ao

logo da secéo 3.4.
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Figura 4.1 - Fluxograma das etapas metodoldgicas.
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Os cadigos constantes em Ferreira (2009) e Kwon e Bang (2000) foram traduzidos e
implementados na linguagem do programa Scilab. Com o intuito de verificar a correta
implementacdo foi modelado uma grelha qualquer retirada dessa mesma referéncia. Por fim,
procedeu com as adaptacOes desse codigo para a realidade desse estudo, isso foi realizado
para que se atendesse 0s critérios necessarios para a analise estrutural de um pavimento pela
analogia de grelha, conforme ja discutido no item 3.3. Basicamente, as adapta¢des foram:

a) implementacdo para o calculo do médulo de elasticidade longitudinal (Ecs) secante e o

maodulo de elasticidade transversal (G) para concretos do Grupo |, a partir do fornecimento
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da resisténcia caracteristica do concreto (f«) e do tipo de agregado (a), para que o proprio
programa calculasse automaticamente. As expressoes utilizadas correspondem as Equacgdes
3.38e3.43;

b) Adaptacdo do codigo para que o programa pudesse ser funcional a partir de diferentes
valores de rigidez a flexédo e a torcéo, fato que antes ndo era possivel;

c) Adaptacdo da saida dos resultados para que os mesmos fossem correspondentes a analise
de lajes, ou seja, por unidade de comprimento, conforme especificado no item 3.4.5.
Na Figura 4.2 é mostrado o fluxograma do codigo computacional implementado na

qual ilustra a sequéncia de etapas conforme discutido nos itens acima.

Figura 4.2 - Fluxograma do cédigo.
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Apos as traducdes de linguagens e as modificacGes realizadas, denominou-se o codigo
resultante como GRID. Nos apéndices A e B, sdo mostrados o programa principal e as suas

fungbes (matriz de rigidez global, condigOes de contorno e forgas no elemento). Nele estéo
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inclusas as propriedades do concreto referente ao pavimento residencial analisado

posteriormente.

4.2.3 Modelagem de lajes isoladas e continuas

Com a conclusdo da etapa anterior, iniciou a etapa de modelagem propriamente dita,
iniciando primeiramente com a andlise de lajes isoladas, avangando sucessivamente com a
complexidade da mesma até chegar & modelagem de lajes continuas, na qual daria suporte
para avancar para a analise do pavimento residencial.

Com isso, foram selecionados a partir das referéncias bibliograficas, exemplos com as
caracteristicas supracitadas. O critério de selecdo ndo seguiu nenhuma recomendacao técnica,
no entanto, a autora desse trabalho optou por exemplos de referéncias conhecidas e que
apresentassem os resultados em tabelas e/ou graficos, facilitando a comparacdo com o0s
resultados obtidos pelo cdédigo numérico implementado.

Para todos os exemplos didaticos e o projeto residencial, a modelagem iniciava com a
colocacéo do referencial de coordenadas e a discretizagdo da estrutura como uma grelha, cada
no e barra era numerada e com isso eram obtidos os dados referentes a cada barra e né como:
rigidez a flexdo e a torcdo, conectividade, localizacdo, graus de liberdade e cargas nodais. O
uso das planilhas do software Excel foi essencial para a geracdo automatica desses dados.
Eles, posteriormente, eram inseridos no programa e por fim, eram incluidas as condicGes de
contorno.

Sera mostrado a seguir 0s casos estudados, com as respectivas caracteristicas obtidas
dessas referéncias adotadas, e no item posterior, 0 pavimento residencial. Os casos 2 e 3,
foram selecionados apenas para exemplificar que a grelha pode ser utilizada para analise de
laje de diferente geometria e condigdes de apoio.

Caso 1 - Laje isolada retangular simplesmente apoiada — exemplo retirado de Castro
(2001).

A laje possui dimensdes 6x4 m com carga uniformemente distribuida em toda a area
igual a g = 10 kN/m?, altura h = 0,20 m e o concreto com modulo de elasticidade secante igual
a E¢s = 30,5 GPa. Ressalta-se que em todos os casos 0 modulo de elasticidade transversal foi

determinado a partir da Equacédo 3.42. A Figura 4.3 ilustra a estrutura.
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Figura 4.3 - Laje isolada retangular simplesmente apoiada.
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Caso 2 - Laje em L com diferentes condi¢bes de contorno (apoiada em pilar,
simplesmente apoiada, engaste e livre) — exemplo retirado de Castro (2001).

A laje em L ¢ a “jung@o” de duas placas, uma 8x4m e outra 4x4m, submetida a uma
carga uniformemente distribuida em toda a area igual a g = 10 kN/m2, alturah =0,20 me o

concreto com modulo de elasticidade igual a Ecs = 30,5 GPa. A Figura 4.4 mostra a laje em L.

Figura 4.4 - Laje em L com diferentes condic6es de contorno.
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Caso 3 - Laje isolada apoiada diretamente sobre pilares — exemplo retirado de Cass
(2015).

A laje é quadrada medindo 8 m de lado e altura h = 0,10 m, estando submetida a uma
carga uniformemente distribuida q = 5,5 kN/m? e o concreto com modulo de elasticidade

secante igual a Ecs= 26,072 GPa. A Figura 4.5 mostra a laje antes descrita.
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Figura 4.5 - Laje isolada retangular apoiada em pilares.
8,00m

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Caso 4 - Laje isolada apoiada em vigas deformaveis — exemplo retirado de Silva et al.
(2003).

E uma laje quadrada medindo 3 m de lado, com carga uniformemente distribuida q = 6
kN/m2, altura h = 0,08 m e o concreto com mdédulo de elasticidade igual a Ecs = 32 GPa. A
mesma esta apoiada em vigas deformaveis com dimensdes 20x30 cm e estas apoiadas em

pilares, conforme ilustrado na Figura 4.6.

Figura 4.6 - Laje retangular apoiada em vigas deslocaveis.
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Caso 5 - Lajes continuas apoiadas em vigas deformaveis — exemplo retirado de Silva
et al. (2003).

Cada laje mede 4x4 m, h = 0,10 m e apresentam continuidade em duas de suas quatro
bordas, estdo submetidas a carga uniformemente distribuida g = 6,5 KN/m2, e o0 concreto com

modulo de elasticidade igual a Ecs = 32 GPa. A mesma estd apoiada em vigas deformaveis
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com dimensdes 20x40 cm e estas apoiadas em pilares. A Figura 4.7 apresenta a estrutura

descrita.
Figura 4.7 - Lajes continuas.
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

4.2.4 Estudo do pavimento residencial

Com a etapa de analise dos casos anteriores bem sucedida, iniciou-se o estudo do
pavimento residencial. Para a escolha do pavimento foi estabelecido um critério especifico:
pavimento residencial com &rea de laje entre 80 m2 e 150 m?, condizente com a realidade das
pequenas construcdes residenciais do sertdo do estado da Paraiba. Com isso, foi escolhido
para ser trabalhado o pavimento-tipo referente ao projeto arquitetdnico do trabalho de Fiorin
(1998), que possui uma area de 93 m2. As Figuras 4.8 e 4.9, ilustra a respectiva planta baixa e
planta de forma do projeto estrutural, as mesmas foram refeitas pela autora utilizando o
software AutoCad.

As caracteristicas do concreto armado tambem foram determinadas levando em
consideracdo a localidade da edificacdo como sendo urbana e também no sertdo do estado.
Nesse caso, foi adotado uma classe de agressividade 1l (moderada). Pela tabela 7.1 da NBR
6118 (ABNT, 2014) configura um concreto com resisténcia minima de 25 MPa, sendo,
portanto, adotado fck = 30 MPa, com coeficiente de Poisson igual a 0,2 e agregado graddo
composto por rocha granitica (& = 1), com armadura CA-50.

Em seguida foram definidos os carregamentos permanentes e variaveis, tanto as que

incidem diretamente sobre a laje como nas vigas. Os pesos especificos dos materiais foram
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obtidos a partir de Araujo (2010) e pela NBR 6120 (ABNT, 2019). O peso préprio de cada
elemento estrutural é estimado, que para a laje é 25h (h igual a espessura da laje) e para vigas,
25A (A igual a area da secdo). Para as lajes quatro e seis, houve um carregamento a mais,
devido a alvenaria que estava sobre elas. Nesse caso adotou-se as formulacdes apresentadas
em Araujo (2010), na qual se distribui uniformemente o peso das alvenarias sobre a respectiva
laje. As demais alvenarias foram distribuidas linearmente sobre a vigas. Para ambos os casos,
essa alvenaria possui uma altura de 2,9 metros, referente ao pé-direito do projeto.

O estudo foi realizado no estado limite Gltimo (ELU), onde na formulacdo 4.1 é
apresentado a combinacdo Ultima utilizada para a analise do pavimento, sendo Unica tendo em
vista a presenca somente de uma carga variavel. As Tabelas 4.1 e 4.2 apresentam os valores
caracteristicos das acdes em cada laje e em cada viga, com a carga total (Gltima coluna)
correspondente ao valor no ELU, na qual corresponde, nesse caso, a0 somatorio dos valores
caracteristicos das acGes permanentes e variavel multiplicado pelo coeficiente de ponderagéo
de 1,4, definido conforme a Tabela 11.1 da NBR 6118 (ABNT, 2014).

COMB 1 Fd = (PPIaje"'PPviga+PPrev_+PPalv_) X1,4 + C.ACidentaI X 1,4 (41)

Tabela 4.1 - Carregamento nas lajes (KN/m2).

PERMANENTE VARIAVEL | carcA
LAJE Peso proprio Revestimento  Localizada | Acidental | TOTAL
(KN/m2) (KN/m2) (KN/m2) (kN/m2) | (KN/m?)
L1 2,5 1 0 15 4
L2 2,5 1 0 15 7
L3 2,5 1 0 15 7
L4 2,5 1 2,16 15 10,02
L5 2,5 1 0 15 7
L6 2,5 1 1,22 15 8,71
Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020
Tabela 4.2 - Carregamento nas vigas (KN/m).
PESO CARGA
VIGA PROPRIO AL\(’kE,\I'\/'Q;?'A TOTAL
(KN/m) (KN/m)
V1 1,2 5,66 9,60
V2 15 5,66 10,02
V3 15 5,66 10,02
V4 1,2 5,66 9,60
V5 1,2 5,66 9,60




V6 1,2 5,66 9,60
V7 1,2 5,66 9,60
V8 1,2 5,66 9,60
V8 (sem alvenaria sobre 1.2 i 168
aviga)
V9 1,2 5,66 9,60
V10 1,2 5,66 9,60
Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020
Figura 4.8 - Projeto arquitetdnico do pavimento - tipo.
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Figura 4.9 - Planta de forma do projeto.
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

De posse dos dados antes apresentados, foi realizada a modelagem com o codigo
implementado. A discretizacao da estrutura foi feita a partir da planta de forma, sendo os vaos
de cada laje considerado a partir do eixo da viga. Na escolha das dimens@es a serem adotadas
buscou-se seguir as recomendagfes que constam no item 3.3.3. No entanto, devido aos
valores dos vaos das lajes serem fracionados e da existéncia de vigas em pontos especificos,
na qual dificulta a compatibilizacdo dos nos, nem sempre foi possivel seguir tais
recomendacdes. Dessa forma, as dimensdes foram determinadas também de forma a atender
as particularidades do projeto, sendo as mesmas apresentadas na Tabela 4.3. Apds a analise no

programa GRID, foram obtidos os momentos fletores maximos e flechas e o diagrama de
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deformacdo do pavimento no software ParaView. Essa ferramenta computacional é
importante para a visualizacdo grafica do comportamento da estrutura, a0 mesmo tempo que

permite verificar se a grelha esta discretizada conforme antes planejada.

Tabela 4.3 - Dimensdes da malha de cada laje.

LAJE j—2AMENSAO (m)
Direcao x Diregaoy

L1 0,25 0,385
L2 0,3 0,385
L3 0,3 0,35
L4 0,3 0,35
L5 0,25 0,385
L6 0,3 0,385

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Concluida a analise do pavimento pelo método de analogia de grelha através do
Scilab, foi feita ainda a andlise estrutural a partir do uso de tabelas e do SAP2000, sendo este
executado de duas formas: uma através do principio de analogia de grelha e outra o pavimento
modelado com elementos shell. Para a analise com as tabelas, inicialmente as lajes foram
classificadas segundo as dimens@es e condi¢des de contorno, e em seguida determinado os
esforcos solicitantes de acordo com o item 3.2.1.1.

Em seguida o pavimento foi analisado no SAP2000. Para a primeira forma, foi criado
uma grelha com as dimensdes iguais os da Tabela 4.3, com elemento tipo frame para simular
as barras da grelha. Eles foram concebidos com as mesmas caracteristicas das barras
calculados para a analise no c6digo GRID como, rigidez a flexdo e a torcéo, e por fim foram
inseridas as cargas pontuais nos nds da grelha. Os esfor¢cos obtidos em cada elemento foram
convertidos para a unidade de medida adotado para lajes como mostra no item 3.4.5. J4 a
segunda forma, foi modelada com a utilizacdo de elemento frame para pilares e vigas e
elemento shell para a laje. Esse elemento foi discretizado também com as dimensdes da
Tabela 4.3. Neste, as cargas foram distribuidas uniformemente na area, para as lajes, e
linearmente sobre as vigas. Diferentemente dos outros modelos analisados, que considerou o
pilar apenas com o deslocamento impedido no eixo z, nesse foi considerado a solidariedade do
pilar com a viga de acordo com o item 14.6.6.1 da NBR 6118 (ABNT, 2014).

Por fim, os resultados provenientes da analise da laje pelo método de analogia de
grelha a partir do codigo implementado foram comparados com os obtidos pelas outras

analises, discutindo as divergéncias e apontando as particularidades entre eles.
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5 RESULTADOS E ANALISES

Neste capitulo serdo apresentados os resultados e discussdes a cerca das analises
estruturais das lajes e pavimento estudados. No tdpico 5.1 ao 5.5, além de mostrar os valores
dos esforcos e deslocamentos, também serdo apontadas as particularidades do método de
analogia de grelha, possibilitando a melhor compreens&o para situagdes mais complexas como

0 pavimento residencial.

5.1 RESULTADOS PARA O CASO 1

A modelagem para o caso 1 € mostrada na Figura 5.1, na qual se observa a nomeacéo
dos nos e das barras. A mesma légica de numeracdo é adotada para todos os exemplos que se
sucedem. Optou-se para fins de comparacdo a discretizacdo da malha igual a adotada por
Castro (2001), ou seja, espacamento entre as barras de um metro, contabilizacdo 35 nds e 58

barras.

Figura 5.1 - Grelha equivalente da laje e nomeacao dos nés, a esquerda, e das barras, a direita.

1 3 5 6 7 o | ¢ 2 0 5 ¢ e >eb o »
X

31 35 39 43 47 51 55 X
8. 9. 10' 11. 12' 13. 14' [ ] 7 @ 8 L ] 9 @ 10 L " ® 12 @
32 36 40 44 48 52 56
15‘ 16' 17‘ 18, 19‘ 20’ 21‘ ° 13 ° 14 ® 15 ® 16 ® 17 ® 18 ®
33 37 41 45 49 53 57|
22. 23. 24' 25. 26' 27. 28' ° 19 ® 20 ® 21 ® 22 ® 23 ® 24 ®
34 38 42 46 50 54 58
29‘ 30'0 31‘ 32' 33‘ 34' 35‘ I 25 ® 26 ® 27 ® 28 ® 29 ® 30 ®
Yy y

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

A determinacdo da rigidez a flexdo e a tor¢do para cada barra também foi feita em
conformidade com Castro (2001). O mesmo calcula 0 momento de inércia a flexdo por meio
da expressdo correspondente a Equacdo 3.40, proveniente das relagdes constitutivas da laje.
No entanto, verificou-se que para lajes de concreto (coeficiente de Poisson igual a 0,2) ha um
aumento de aproximadamente 4% (1/(1-0,22)) nesse momento, valor este que ndo modifica
significativa os esfor¢os encontrados, conforme previsto por Hambly (1991). Os calculos para

cada elemento de barra sdo mostrados abaixo:
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Para as barras da borda:

0,5 x 0,23 ey
lyorda = m =3,4722x 107" m (5.1)
0,5 x 0,23 s
Jvorda = 6 = 6,667 X 107" m (5.2)

Para as demais barras:

1x0,23 aa
Linterior = m =6,9444 X 107*m (5.3)
1x0,23 e
Jinterior = 6 1,3333 x10™°m (5.4)

Quanto ao carregamento mostrado abaixo, a carga de -10 kN/m?2 que incide sobre a
laje uniformemente, foi devidamente distribuida entre os nds de acordo com a area de

influéncia.

F,= —10%0,5% 0,5 = —2,5kN (5.5)
F,= —10%x0,5%x 1= —5kN (5.6)
F,= —10x1x1=—10kN (5.7)

Em relacdo as condicBes de apoio, por se tratar de uma laje simplesmente apoiada, de
acordo com o item 3.1.1.2, como também, em conformidade com Castro (2001), foram
restringidos para esse tipo de apoio, o deslocamento translacional e a rotacdo em torno do
eixo normal a borda, sendo livre para rotacionar apenas em torno do seu proprio eixo.

Na Figura 5.2, é apresentado o diagrama de momento fletor Mx, obtido pelo programa
GRID e por Castro (2001), correspondente a reta entre 0s nds 15 e 21. Enquanto a Figura 5.3,
apresenta o diagrama de momento fletor My, correspondente a reta entre os nos 4 e 32. Como
se observa, ambos séo referentes aos momentos maximos, ja que as retas passam no meio de
cada vao. No grafico, o eixo da abcissa expressa em metros, corresponde a distancia de cada

no da qual esta estudando, engquanto, que o eixo das ordenadas indica 0 momento fletor.
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Figura 5.2 - Grafico de momento fletor Mx entre os nds 15 e 21.
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Figura 5.3 - Grafico de momento fletor My entre os n6s 4 e 32.

10 A

14 -
KNm/m

= Castro (2001) =—GRID

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Verifica-se a partir dos graficos, que ndo h& diferencas significativas entre os
resultados obtidos via programa GRID com os de Castro (2001). E tanto que o diagrama
referente aos dados de Castro (traco cheio na cor laranja) fica praticamente invisivel, o que
possibilita validar para esse caso a correta implementacao do codigo e as adaptacdes feitas.
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Constata-se que o diagrama obtido por esse método de analise é linear, diferentemente,
do diagrama que seria obtido pelo método de Navier, na qual o diagrama é uma funcdo de
ordem maior. Segundo Castro (2001), isso se dar pela consideracdo da carga distribuida
somente nos nos. Além do mais, os esforcos sdo obtidos somente no né inicial e final de cada
barra, ficando indeterminado o que ocorre ao longo do elemento, e nesse caso, 0 diagrama é
formado apenas pela interligagdo linear dos pontos conhecidos.

Por outro lado, observa-se descontinuidades em n6s comuns, de uma barra para outra,
fato que ndo existe nas solucBes reais. Essa caracteristica inerente a grelha é explica pela
existéncia do equilibrio de momentos nos nés e de acordo com Coelho (2000) a diferenga
entre os valores de cada descontinuidade é igual ao momento de tor¢cdo concentrado aplicado
como reacdo a deformacdo a torcdo da viga perpendicular nesse ponto. Desse modo, para que
a descontinuidade seja nula, deve-se considerar nulo 0os momentos torsores das barras
perpendiculares a elas. Outra caracteristica intrinseca a grelha conforme afirma esse mesmo
autor, é a possibilidade de 0 momento fletor maximo nem sempre ocorrer no meio do véo.
Essa situacao é exemplificada com o diagrama de momento fletor Mx da Figura 5.2, onde esse
esforco maximo ocorre ao final da primeira barra, com valor aproximadamente igual a 6,90
KNm/m.

Quanto aos momentos fletores negativos existentes nos bordos, como se observa nos
gréaficos acima, verifica-se que para a método analitico esse momento €, teoricamente nulo, sé
existindo para os casos de lajes com continuidade na qual tera a presenca de engaste. Ja na
grelha esses momentos surgem, mesmo sendo a borda simplesmente apoiada, e isso se deve
ao momento torgcor que surge nas barras do bordo. Para que se consiga momentos nulos
nesses locais, a inércia a torgcdo desses elementos deve ser desprezada, porém, adotar /] = 0,
ndo esta condizente com o real comportamento de lajes macica de concreto. A propria NBR
6118 (ABNT, 2018) no item 19.3.3.2 determina a utilizacdo nos apoios de lajes que ndo
apresentem continuidade com planos de lajes adjacentes e que tenham ligacdo com os
elementos de apoio, de uma armadura negativa minima nesses locais justamente para
combater esses esforgos.

Por fim, foi estabelecido um comparativo com o diagrama que expressa o0 campo de
deslocamento da laje ao longo da reta entre os nés 15 e 21, como é apresentado na Figura 5.4.
Novamente observa-se que os deslocamentos obtidos via Scilab sdo praticamente os mesmos
obtidos por Castro (2001), fato que torna visivel apenas o grafico com os valores

correspondentes ao do codigo (trago cheio na cor azul).
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Figura 5.4 - Campo de deslocamento (m) ao longo da reta entre os nés 15 e 21.

0.2

-1,0 - 0,98
x10~ (-3
3) = Castro (2001) =——GRID

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

A deformada da laje foi obtida através do software ParaView (Figura 5.5), onde os
deslocamentos sdo dados em metros. Como se pode ver, o deslocamento maximo no meio do
vao possui 0 mesmo valor que o grafico anterior, com flecha igual a -0,98 milimetros. Além
disso, nota-se a coeréncia com as condic¢des de contorno adotadas, sendo nula o deslocamento

nos apoios.

Figura 5.5 - Deformada da laje obtido via ParaView.
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020



82

5.2 RESULTADOS PARA O CASO 2

Nesse exemplo mostra-se a analise estrutural de uma laje com geometria diferente do
convencional, ou seja, laje ndo retangular. As solu¢es por métodos analiticos s@o limitadas a
esse tipo de geometria, enquanto por analogia de grelha é possivel trabalhar com diferentes
concepgdes. A geometria da placa é em L e a discretizacdo € ilustrada na Figura 5.6, com uma
malha cuja espacamento entre as barras € de um metro, contabilizando 65 nés e 104 barras.
Devido a natureza de engaste na borda da direita, ndo ha a necessidade de barras interligando
0s Nnos, a existéncia somente do no ja é suficiente para a representatividade dessa condicao de

contorno.

Figura 5.6 - Grelha equivalente do Cisf 2.
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 202

Os valores de rigidez a flexdo e a torcdo para cada barra, sdo 0s mesmos para 0 caso
mostrado anteriormente, ja que possuem as mesmas caracteristicas como largura de banda e
espessura da placa, por isso ndo sera exposto novamente. As condi¢des de apoio para esse
exemplo sdo diversas. Foram restringidos todos os trés graus de liberdade dos nds que se
encontram engastado, enquanto, que para as bordas simplesmente apoiada considerou nula
apenas o deslocamento e a rotagdo em torno do eixo normal ao bordo e nenhuma restrigéo
onde ha borda livre. Para o pilar que se encontra diretamente conectado a laje, localizado no
no do canto inferior esquerdo, 0 mesmo foi considerado indeslocavel e livre para rotacionar
nas demais diregdes.

Na Figura 5.7, é apresentado o diagrama de momento fletor Mx, obtido pelo cédigo
implementado no Scilab e por Castro (2001), ao longo da reta AB. Enquanto a Figura 5.8,

apresenta o diagrama de momento fletor Mx, ao longo da reta CD.
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Figura 5.7 - Grafico de momento fletor Mx ao longo de AB.

-20

-15

-10

10 -
kNm/m —(Castro (2001) =—GRID

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Figura 5.8 - Gréfico de momento fletor Mx ao longo de CD.
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Mais uma vez, observa-se grande concordancia entre os momentos fletores obtidos por
Castro (2001) e o cddigo implementado. As poucas divergéncias no primeiro grafico, entre as
distancias 2 e 3, 4 e 5 e proximo a 6, sdo consequéncias da aproximacdo dada no momento de
se coletar os dados do grafico de Castro para efetuar a comparacdo com o0s obtidos pelo
Scilab.
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Ainda com relagdo ao grafico mostrado na Figura 5.7, nota-se que 0 momento maximo
ndo ocorre no meio do vao, e conforme ja relatado anteriormente, isso é resultado das
caracteristicas do problema em questdo. O momento fletor maximo positivo nesse caso esta
no no localizado a uma distancia de um metro, com valor de Mx = 6,7 kNm/m. Como era de
se esperar, existem momentos fletores negativos em ambas as extremidades no eixo da
abcissa, uma vez que, o digrama é de uma regido situada entre borda simplesmente apoiada e
engastada, assim 0s momentos negativos sdao Mx = -2,45 kNm/m e Mx = -17 kKNm/m para o
engaste.

No segundo grafico, tem-se o diagrama de momento fletor Mx para uma regido situada
entre borda livre e engastada. O momento fletor méximo positivo corresponde a Mx = 8,2
KNm/m. Na extremidade a esquerda, observa-se um momento fletor positivo de
aproximadamente 1,4 KNm/m, o que é de se esperar, tendo em que se trata de um bordo livre,
enquanto que na extremidade a direita um momento fletor de -18,2 KNm/m.

Na Figura 5.9 apresenta-se a deformada de toda a laje, em que se nota que o
deslocamento maior ocorre na por¢do com maior vao livre (traco AB na Figura 5.6), com
flecha de -0,92 milimetros. Onde ha restricdo de deslocamento, confirma-se a sua nulidade de
deslocamento e para os bordos livres verifica-se flecha méaxima de -0,62 milimetros.

Figura 5.9 - Deformada da laje (caso 2).
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5.3 RESULTADOS PARA O CASO 3

Nesse estudo mostra-se a analise estrutural de uma laje fungiforme ou cogumelo, que
sdo aquelas que se apoiam diretamente sobre pilares. A discretizacdo é ilustrada na Figura

5.10, e para isso buscou-se uma malha na qual os nos coincidissem com as posi¢des dos
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pilares, com as bordas da laje passando pelo eixo dos pilares, logo o espacamento entre as

barras é de um metro, contabilizando 81 n6s e 144 barras.

Figura 5.10 - Grelha equivalente da laje (caso 3).

Y,

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020
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Como a laje se encontra apoiada diretamente em pilares, entdo as condigdes de apoio

para a modelagem foram apenas as relativas ao deslocamento translacional, na qual cada pilar

impede apenas que a placa se desloque ao longo do eixo z. Quanto a rigidez a flexdo e a

torcdo de cada elemento, os momentos foram determinados de acordo com as equagdes 3.41 e

3.46 para cada largura de banda, respectivamente.

Para as barras da borda:

0,5x 0,13

Iborda = T =4,1667 X 10_5m4
0,5x 0,13 4
Jborda = — = 8,3333 x 10 °m

Para as demais barras:

1x 0,13 _
linterior = T = 8,3333 X 10™°m

1x 0,13 .4
Jinterior = T =1,6667 X 10™*m

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

Para o carregamento defino abaixo, a carga de -5,5 KN/m?2 que incide sobre a laje, foi

devidamente distribuida sobre os nds de acordo com a area de influéncia, resultando em:
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E,= -55x%x05x%x0,5=-1,375kN (5.12)
F,= —=55x0,5x1=—2,75kN (5.13)
F,= —55%x1x1=—-55kN (5.14)

Na Tabela 5.1 é apresentado a intensidade do momento fletor maximo, flecha e
momento tor¢or no meio do véo da laje obtido pelo programa GRID e por Cass (2015). Como
a placa é quadrada, o esforco de flexdo desenvolvido na direcdo x € exatamente 0 mesmo na
direcaoy.

Nota-se semelhanca entre os valores encontrados, havendo distingdo a partir da
terceira casa decimal para o0 momento fletor e na sétima para a flecha. O momento torsor é
nulo no centro da placa, como era de se esperar. Pelo erro absoluto constata-se uma variagao
insignificante de 0,0002 kNm/m entre os valores de momento fletor e aproximadamente zero

para momento torsor e flecha.

Tabela 5.1 - Esforgos e flecha (caso 3).

MOMENTO MOMENTO
] MAXIMO (kNm/m) | TORSOR (kNm/m) FLECHA (m)

Cass Programa Cass Programa Programa
AUtor | o015y GRID | (2015)  GRID | 3018 gRip
Laje | 150638 15,064 0  0,0000003 | -0,0474094 -0,0474093
Eggo 0,0002 0,0000003 0,00000010
rEerlro 0,00001328 1 0,000002109

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

A Figura 5.11, ilustra o gréfico de momento fletor representando os dados encontrados
com o programa GRID ao longo do vdo em comparagdo com o valor maximo encontrado por
Cass (2015). Observa-se a descontinuidade presente no diagrama devido ao momento torcor
das barras, como também o fato do momento fletor maximo néo ocorrer no centro da placa.
Uma pratica corrente de simplificar e suavizar o efeito da descontinuidade é fazer o tragado
do grafico considerando o valor médio encontrado em cada n6, desse modo, para a laje em
questdo o esforco maximo de flexdo ocorre exatamente no meio. Tal método serd adotado
para a apresentacdo dos resultados dos proximos exemplos. Por fim, constata-se a existéncia

de momento fletor negativo nos apoios de -2,33 kNm/m, devido a rigidez a torcéo das barras.
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Figura 5.11 - Gréafico de momento fletor.
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Na Figura 5.12, é apresentada a deformada da laje, na qual verifica-se a flecha maxima
de -47 milimetros que ocorre no centro da placa, com deslocamento nulo nos nds

correspondentes aos pilares, mostrando esta de acordo com os dados, antes apresentados.

Figura 5.12 - Deformada da laje (caso 3).
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

5.4 RESULTADOS PARA O CASO 4

Nesse exemplo é mostrada a analise estrutural de uma laje quadrada apoiada em
quatro vigas e estas, por sua vez, apoiada em pilares em suas extremidades. Para a
discretizacdo e simplificacdo, adotou-se conforme Silva et al. (2003), os limites da laje

coincidindo com o eixo da viga, pratica que visa a simplificacdo da modelagem. O
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espacamento entre as barras foi de 15 centimetros em cada direcdo, contabilizando 441 nés e
840 barras. A Figura 5.13 ilustra a malha utilizada.

Figura 5.13 - Grelha equivalente da laje (caso 4).

"X

Y

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Este exemplo tem o propdsito de analisar uma laje isolada de forma integrada com as
vigas, com o comportamento semelhante ao que se ver na realidade. Para isso as vigas de
borda que suportam a laje foram consideradas deformaveis, assim ndo foram restringidos
nenhum deslocamento ou rotagdo nos nds que as representam, engquanto, que os pilares foram
considerados indeslocaveis verticalmente. Carvalho (1994), cita a possibilidade de considerar
as vigas de bordo trabalharem com a contribuicdo da laje adjacente a ela, configurando uma
viga de secdo L ou dependendo da localizacdo até uma secdo T. Nesse estudo consideraremos
apenas que as pecas sao lineares e retangulares e, portanto, sem contribuicdo alguma da laje.

A rigidez a flexdo e a torcdo para as barras da laje foram determinadas a partir das
Equacdes 3.41 e 3.46. O momento de inércia a torcdo das vigas de contorno € dado pela

Equacdo 3.48. Assim:

Para a laje:
0,15 x 0,083 e
laje = ——5—= 6,4 X 10™°m (5.15)
0,15 x 0,08° e 4
Jigje = —F——=128x10"m (5.16)

6
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Para as vigas:

0,2 % 0,33 44

Lyiga = 1 =45%x10""m (5.17)
0,3 % 0,23 44

Jviga = - 3 =8x107"m (5.18)

Quanto ao carregamento, a carga de -6 kN/m2 que incide sobre a laje uniformemente,

foi devidamente distribuida sobre os nds de acordo com a area de influéncia, resultando em:

FE,= —6x 0,075 x 0,075 = —33,75N (5.19)
F,= —6x 0,075 x 0,15 = —67,5N (5.20)
F,= —6x0,15% 0,15 = —135N (5.21)

Na Tabela 5.2 é apresentado a intensidade do momento fletor méximo e a flecha da
laje obtida via cddigo desenvolvido no Scilab e por Silva et al. (2003). Como a placa é
quadrada, o esforco de flexdo desenvolvido na direcdo x é exatamente 0 mesmo na direcao y.
Observa-se na comparacdo entre os valores, uma boa aproximacao entre si. Pelo erro absoluto
constata-se uma variacdo de apenas 0,01 kNm/m entre os valores de momento fletor e no

valor da flecha tem-se variagdo somente a partir da sexta casa decimal.

Tabela 5.2 - Momento fletor maximo e flecha (caso 4).

MOMENTO FLETOR
- POSITIVO MAXIMO FLECHA (m)
(KNm/m)
Silva et al. Silva et al.
Autor (2003) Programa GRID (2003) Programa GRID
Laje 1,693 1,703 -0,001576 -0,001570
Erro abs. 0,01 0,000006
Erro rel. 0,00587 0,00382

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

A Figura 5.14, ilustra o grafico de momento fletor, destacando-se o valor médio desse
esforco no nd central para os obtidos com o programa GRID e comparando-o0 com o valor
méaximo encontrado por Silva et al. (2003). A representacdo grafica através do momento

médio em cada no € utilizada por Faria (2009) em seu trabalho sobre 0 método de analogia de
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grelha e também citada na obra de Araujo (2010), como forma de evitar essa descontinuidade
entre nos.

O gréafico abaixo permite analisar a intensidade de esforcos ao longo de todo o véo e
com isso enxergar a diferenca irrisoria na comparacdo entre os dois valores de momento.
Silva et al. (2003) s6 mostra o esforco méximo, por isso, a existéncia somente de um ponto.
Nota-se também a presenca, devido ao surgimento de momento torcor no apoio, de um

momento fletor negativo de cerca de -1,89 KNm/m.

Figura 5.14 - Gréafico de momento fletor maximo.
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Na Figura 5.15 é mostrada a deformada da laje na qual verifica-se que a flecha
maxima da laje mede -1,57 milimetros. As barras representantes das vigas de bordo, como era
de ser esperar, se deslocam verticalmente, ja que as mesmas foram consideradas deformaveis,

atingindo uma deformacdo maxima de -0,54 milimetros.

Figura 5.15 - Deformada da laje (caso 4).
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

5.5 RESULTADOS PARA O CASO 5

Nesse estudo é mostrada a analise estrutural de um pavimento composto por quatro

lajes apoiadas em vigas e estas, por sua vez, apoiadas em pilares em suas extremidades. Para a
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discretizacdo e simplificacdo, novamente adotou-se as bordas da laje coincidindo com o eixo
da viga, em conformidade com Silva et al. (2003). O espagamento entre as barras, portanto,
foi de 40 centimetros em cada direcdo, contabilizando 441 nds e 840 barras. A Figura 5.16

ilustra a malha utilizada.

Figura 5.16 - Grelha equivalente do pavimento (caso 5).

X

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Este € o Gltimo dos casos estudados que ira subsidiar o estudo do pavimento
residencial no proximo item. Ele tem o proposito de analisar um conjunto de lajes continuas
de forma integrada com as vigas na qual se apoiam, simulando a realidade do sistema
estrutural mais comum que se observa nas edificacdes. Para isso as vigas foram consideradas
deformaveis e sem contribuicdo da laje adjacente e os pilares, por sua vez, indeslocaveis
verticalmente.

A rigidez a flexdo e a torcdo para as barras da laje foram determinadas em

conformidade com as Equacdes 3.41 e 3.46.

0,4 x 0,13 .

haje = =77 — = 33333 X 10™°m (5.22)
0,4 x 0,13 .

Jiaje = ——¢—— = 6,6667 X 10~°m (5.23)

O momento de inércia a flexdo das vigas de contorno € obtido pela expressdo da
Resisténcia dos Materiais para pecas lineares, que é dada pela Equacdo 3.41, e calculada

como:
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_0.2x 0,43

Iviga - 12

= 1,0667 x 10~3m* (5.24)

J& para 0 momento de inércia a torcdo das vigas, Silva et al. (2003) as calcula no

Estadio 1, considerando 10% do seu valor como especificado na obra de Carvalho (1994).

0,4 x 0,23

- (5.25)

]viga = 0;1 X = 1,0667 X 10_47?'14

Quanto ao carregamento, a carga de -6,5kN/m2 que incide uniformemente sobre todo o

pavimento, foi devidamente distribuida sobre todos os nds de acordo com a area de influéncia.

F,= —6,5x0,2x0,2=—260N (5.26)
F,= —6,5x0,2x0,4=—520N (5.27)
F,= —6,5x 0,4 x 0,4 = 1,04kN (5.28)

Na Tabela 5.3 é mostrado a intensidade do momento fletor positivo maximo, momento
fletor negativo oriundo do encontro entre as lajes e a flecha obtido pela modelagem no c6digo
implementado no Scilab e por Silva et al. (2003). Como as placas sdo quadradas e com as
mesmas dimensdes, entdo o esforco de flexdo desenvolvido na direcdo x é exatamente o
mesmo na direcdo y e iguais para todas as lajes.

Novamente, nota-se uma boa aproximacéo entre os valores para cada situagdo. Sendo
o momento fletor positivo ligeiramente maior com erro absoluto de 0,34 kNm/m e o negativo
menor com erro absoluto igual a 0,056 KNm/m. A flecha, por sua vez, é menor em relacéo ao

valor do autor, com uma diferenca de 0,009 milimetros.

Tabela 5.3 - Momentos fletores e flecha (caso 5).

MOMENTO FLETOR | MOMENTO FLETOR
i MAXIMO POSITIVO | MAXIMO NEGATIVO FLECHA (m)
(KNm/m) (kNm/m)
Autor | Silvaetal. Programa | Silvaetal.  Programa | Silvaetal. Programa
(2003) GRID (2003) GRID (2003) GRID

'—ng_'—LZZ 3,123 3,157 -6,325 6,269 | -0,002043 -0,002034
Erro abs. 0,034 0,056 0,000009
Erro rel. 0,01077 -0,00893 0,00442

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020
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O gréfico da Figura 5.17 é o diagrama de esforco de flexdo Mx para duas lajes
adjacentes, e que pela simetria existente 0 mesmo é valido para My. Por esse diagrama fica
mais evidente o qudo proximo sdo os valores para cada situacdo. Os pontos que correspondem
aos momentos de Silva et al. (2003) praticamente estdo sobrepostos com 0s momentos
maximos da curva que representa os valores do programa GRID. Por outro lado, verifica-se
gque 0 momento positivo maximo ndo ocorre exatamente no meio do vado e sim a uma
distancia de 1,6 metros do bordo, isso devido ao elevado momento fletor negativo
desenvolvido entre as lajes, o que deslocado o momento fletor positivo maximo para a
esquerda. Além disso, nota-se, como era de se esperar, um momento negativo de
aproximadamente -0,86 KNm/m na borda da laje, como consequéncia da inércia a tor¢do da

viga.

Figura 5.17 - Gréfico de momento fletor méximo.
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Para este exemplo € interessante fazer a comparagdo dessa analise com o obtido pela
teoria de placas delgadas (que considera os apoios indeformaveis), por meio das tabelas de
Araljo (2010) . Na Tabela 5.4 é mostrado o comparativo entre os métodos, sendo verificado
que o momento fletor positivo resultou maior pelo método de analogia de grelha com um
percentual de 8%, enquanto que, o momento fletor negativo menor com 11%. Ja a flecha
apresentou um consideravel aumento em relagcdo ao calculado pela tabela, cerca de 62%, o
que corresponde a uma diferenca de aproximadamente 0,8 milimetros entre os valores. 1sso é
justificado pela deformacéo das vigas de borda que possibilita incremento no deslocamento da

laje.
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Tabela 5.4 - Comparacdo entre momento fletor e flecha para tabela e analogia de grelha (caso 5).
MOMENTO MOMENTO
} FLETOR MAXIMO | FLETOR MAXIMO FLECHA (m)
POSITIVO (KNm/m) | NEGATIVO (KNm/m)
Método Flexdo  Analogia | Flexdo Analogiade | Flexdode Analogia
de Placa degrelha | dePlaca grelha Placa de grelha
L1=L2=L3=L4 2,922 3,157 -7,04 -6,269 -0,001258 -0,002034

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Na Figura 5.18, é ilustrada a deformada da laje. Repara-se que a flecha maxima de
cada laje mede aproximadamente -2 milimetros. As barras que representam as vigas de bordo,
como era de ser esperar, se deslocam verticalmente, ja que as mesmas foram consideradas
deformaveis, no entanto, devido ao vao ser pequeno, cerca de 4 metros, e a rigidez da viga
para essa situacdo ser grande, observa-se uma deformacdo de apenas -0,31 milimetros, que

como se verifica na Figura 5.18 é quase imperceptivel.

Figura 5.18 - Deformada do pavimento (caso 5).
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

5.6 RESULTADOS PARA O PAVIMENTO RESIDENCIAL

Nesta secdo encontra-se o foco dessa pesquisa. Serdo apresentados os resultados
obtidos na analise do pavimento pelo método de analogia de grelha a partir do cddigo
numérico implementado no Scilab e para validacdo do mesmo, sera feito as comparagdes com
outros métodos de analise.
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Para a analise a partir do programa GRID, inicialmente, o pavimento foi discretizado
com elementos de barras com as dimensdes devidamente mostradas na Figura 5.19 e como
consta na Tabela 4.3. Desse modo, contabilizou uma grelha equivalente composta por 2019
barras e 1069 nds, com as barras na cor vermelha simbolizando as vigas, e as demais as lajes.
Também é destacado o né referente a cada pilar, sendo sua localizagdo definida no ponto onde
as barras das vigas se interceptam.

Figura 5.19 - Grelha equivalente do pavimento.
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Com a malha definida, procedeu-se a determinagdo dos momentos de inércia a flex&o
e a torcéo das barras. A determinacao desses parametros estd em conformidade com o modelo
apresentado na obra de Faria (2009). Suas respectivas intensidades foram obtidas a partir das
Equacdes 3.41 (para inércia a flex@o das lajes (ILaje) € vigas (lviga)), 3.46 (para inércia a torcéo

das lajes (Jiasje)) € 3.48 (para inércia a tor¢cdo das vigas (Jviga)). Nesse primeiro momento, o
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estudo considerou todas as barras no Estadio | sendo, portanto, utilizado o valor integral de
cada inércia. A Tabela 5.5 corresponde a intensidade desses parametros para as barras de cada
laje, com a terceira e quarta coluna indicando a largura de banda e altura do elemento, que
nesse caso, corresponde a espessura da laje (que € 0,1 metros para todas elas). Na Tabela 5.6
sdo mostrados os valores para as vigas, em que as colunas denotadas por b e h, correspondem
a sua largura e altura. Para ambos os casos as medidas foram retiradas da planta de forma do
projeto. Salienta-se também que as mesmas foram consideradas para efeito de estudo sem a
contribuicdo da laje adjacente, portanto, vigas retangulares.

As propriedades do concreto inseridas no codigo desenvolvido foram as
correspondentes as descritas no item 4.2.4. Quanto as cargas (permanente e variavel), foram
distribuidas por no, de acordo com a area de influéncia que Ihe competia, tanto as advindas
das lajes quanto das vigas, de acordo com a “carga total” da Tabela 4.1. Com rela¢do as
condigdes de apoio, foram impedidos de se deslocarem verticalmente somente 0s nds

correspondentes aos pilares deixando, com isso, as vigas livres para se deformarem.

Tabela 5.5 - Momento de inércia a flexdo e a torcdo dos elementos das lajes.

LAJE [ BARRA | bm) | h(m)| 1(m4) J (m4)
|1 | Horizontal| 0,385 | 0,1 [0,000032083 | 0,000064167
Vertical | 0,25 | 0,1 |0,000020833 | 0,000041667
|, |Horizontal | 0,385 | 0,1 [0,000032083 | 0,000064167
Vertical | 03 | 01 ]0,000025000 | 0,000050000
|3 |Horizontal| 035 | 0,1 [0,00029167 | 0,000058333
Vertical | 03 | 0,1 |0,000025000 | 0,000050000
L4 |Horizontal| 035 | 0,1 [0,000029167 | 0,000058333
Vertical | 03 | 0,1 ]0,000025000 | 0,000050000
L5 |Horizontal | 0,385 | 0,1 |0,000032083 | 0,000064167
Vertical | 0,25 | 0,1 |0,000020833 | 0,000041667
L |Horizontal | 0,385 | 0,1 [0,000032083 | 0,000064167
Vertical | 03 | 01 ]0,000025000 | 0,000050000

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Tabela 5.6 - Momento de inércia a flexdo e a torcdo dos elementos das vigas.

VIGA | b(m) | h(m) I (m4) J (m4)
V1 0,12 0,4 0,00064 0,0002304
V2 0,12 0,5 0,00125 0,000288
V3 0,12 0,5 0,00125 0,000288
V4 0,12 0,4 0,00064 0,0002304
V5 0,12 0,4 0,00064 0,0002304
V6 0,12 0,4 0,00064 0,0002304
V7 0,12 0,4 0,00064 0,0002304
V8 0,12 0,4 0,00064 0,0002304
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V10 0,12 0,4 0,00064 0,0002304
Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

V9 ‘ 012 | 04 ‘ 0,00064 0,0002304

Por fim, com a simulacdo, utilizando os dados e condicdes descritos acima, foram
obtidos os momentos fletores em cada barra e o deslocamento em cada nd. No programa
GRID, os dados de saida sdo exibidos por elemento de barra e, como se sabe, sdo trés graus de
liberdade por no, portanto, os esforcos determinados sdo cortante, momento torcor e fletor,
sendo os trés primeiro valores correspondem ao primeiro nd da barra e 0s outros ultimos ao

segundo, conforme ilustra a Figura 5.20.

Figura 5.20 - Saida dos resultados do Scilab.
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Para o conhecimento dos esforcos mais relevantes em cada laje, procedeu-se com a
execucao dos diagramas de cada eixo em ambas as dire¢des, sendo 0 momento nos noés obtido
pela média desse esforco, conforme é retratado pela figura anterior para o caso do nd 526 e,
por ultimo, foi coletado o maior de todos 0s momentos maximos entre os graficos tracados.

Para tanto, as Figuras 5.21 e 5.22, foi elaborada com intuito de promover uma
visualizagcdo mais adequada desses valores (momentos maximos) encontrados na direcdo x e y
de cada eixo, bem como, destacando na cor vermelha aqueles com a maior intensidade, sendo

estes 0 que nos interessa.



Figura 5.21 - Momentos fletores na direcdo x — Mx e Mxe.
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Figura 5.22 - Momentos fletores na direcdo y - My e Mye.

2

AllE
Apt
AR
Apd
Apl

b

i
¥,
L1

E
E

b
all

a:

8
ek
4

ih

-
Ty
-d G

-1 45

- U
YERRL

I
H104
Q= {5
-4.194

-BHET

:

1,16
b

L e i
d

= RiLE

S (e
)2
dH1L
H
o4
S50
1,15

:
|
:

1

AT
AHn
Apl
JHE
ey
4 5[T3
a
4504
4 4[5

:

e =

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

A partir das duas figuras anteriores, a Tabela 5.7 foi construida. Nela encontram-se 0s
momentos fletores positivos de projeto para cada laje do pavimento e os momentos fletores
negativos nas interfaces das lajes adjacentes.
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Tabela 5.7 - Momentos fletores positivos e negativos.

MOMENTO FLETOR MOMENTO FLETOR
LAJE POSITIVO (KNm/m) NEGATIVO (KNm/m)
Mx My Interface Me
L1 2,834 5,418 L1-L2 -8,359
L2 6,117 3,389 L2-L3 -7,714
L3 2,882 3,607 L2-L4 -9,261
L4 9,160 6,074 L3-L4 0
L5 2,658 5,451 L3-L6 -8,609
L6 6,818 4,608 L4-L6 -10,221
- - - L5-L6 -9,288

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Pela Tabela 5.7 observa-se que os momentos fletores positivos na direcdo x com
menor intensidade ocorreram nas lajes L1, L3 e L5, e a de maior na laje L4. Esses valores sao
coerentes, uma vez que, 0 carregamento em L4 € superior que as demais. Do mesmo modo,
nota-se maior momento fletor na direcdo y nessa mesma laje em relagéo as outras. Quanto aos
momentos fletores negativos obtidos, o maior valor ocorreu na interface entres as lajes L4 e
L6, ja que a viga V3 estd submetida a uma solicitacdo maior, provocando com isso uma
reacao maior nesse local.

Observa-se também, que ndo ocorreu o surgimento de momento fletor negativo na
interface entre as lajes L3 e L4, e isso se deu pela significativa flex&o sofrida pela viga V9. A
mesma se encontra apoiada nas vigas V2 e V3, além disso, a laje L3 apresenta pequena
dimensdo em relacdo a laje L4 o que ndo possibilita um efetivo equilibrio entre elas. Assim,
com o grande carregamento a que esta submetida a laje L4, a viga V9 deformou-se a ponto de
ndo existir momento Mxe nesse local.

Outro dado que chama atencdo € o momento fletor positivo My em L3 ser maior que
Mx visto que na analise elastica utilizando, por exemplo, as tabelas 0 mesmo néo ocorre. Esse
mesmo acontecimento aparece num dado pavimento analisado no trabalho de Araudjo (2008),
sendo, portanto, justificado pela grande curvatura na direcdo y dessa laje imposta, nesse caso,
pela viga V9.

A seguir serdo apresentados os diagramas de momentos fletores nas diregdes x ey,
para os cinco cortes indicados nas Figuras 5.21 e 5.22. O mesmo tem a finalidade de mostrar
0 comportamento do momento fletor ao longo da secdo naquela diregdo. Os locais
selecionados onde passa 0s cortes chamou atencdo da autora do trabalho, além de retratar de

forma abrangente como o pavimento se comporta naquela se¢do e proxima a ela.
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Na Figura 5.23, tem-se o diagrama do corte AA, que passa a uma distancia de 0,77
metros em relacdo a coordenada y, a mesma abrange a variacdo de momento fletor na direcéo
x ao longo das lajes L1 e L2. Observando os pontos de momento positivo maximo de cada
laje nessa secdo, o pico de maior valor esta na laje L2, cerca de 5 kKNm/m. Essa laje possui um
vdo maior do que L1, além disso, sofre bastante influéncia da flexdo da viga V2,
proporcionando um momento fletor considerdvel. Outra caracteristica visivel no gréfico é a
ocorréncia de momentos fletores negativos nas extremidades de cada laje, esses momentos,
como ja mencionado, surgem devido a rigidez a tor¢cdo nas barras correspondentes as vigas de

extremidade, nesse caso, V6 e V10.

Figura 5.23 - Corte AA.
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Na Figura 5.24 é apresentado o diagrama do corte BB, localizado também entre as
lajes L1 e L2, a uma distancia de 2,695 metros da origem. Verifica-se uma grande diferenca
em relacdo ao diagrama anterior, principalmente, na regido da L1, consistindo em trecho néo
mais paraboloide, e com momentos agora negativos praticamente em toda a extensdo dessa
laje. Essa disparidade ocorre pela configuracdo de apoio disposto nas bordas dessa laje,
consequentemente, interferindo no comportamento da laje perante as cargas, nesse caso,
devido a localizacdo do pilar P4 ser afastado do vértice. Com isso, nota-se que 0 pico de
momento fletor é justamente no alinhamento desse pilar, tendendo a aumentar seu valor a
medida que aproxima dele. J& o tracado do grafico correspondente a laje L2, permaneceu com
a mesma caracteristica, no entanto, seu valor maximo passou a ser 5,948 kNm/m, maior que o

do grafico anterior.
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Figura 5.24 - Corte BB.

8,05 9,85

kNm/m —MX
Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Na figura 5.25, € ilustrado o diagrama do corte CC, que passa exatamente no meio do
vao Ly das lajes L3 e L4, demonstrando a variacdo de momento fletor na dire¢cdo x ao longo

dessas duas lajes.

Figura 5.25 - Corte CC.

4,?5\ 595 7.15 8,35 9,55/
0 ] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ml

10
KNm/m

—MX

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Verifica-se um grafico com uma trajetéria praticamente parab6lica em toda a extensao,
havendo uma descontinuidade exatamente na interface entre as lajes, onde se encontra a viga
V9. Nesse local pela analise elastica deveria existir um momento de engastamento como se

teve nas demais interfaces. No entanto, a consideracdo da deformabilidade das vigas na
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modelagem permitiu com que elas trabalhassem da forma como se observa numa estrutura
real. Desse modo, constatou-se que a viga V9 sofreu grande flex&o, possibilitando o
surgimento do momento positivo nesse ponto. Além disso, a laje L3 possui uma pequena
largura comparada a laje L4, ndo oferecendo um engastamento efetivo da laje L4, como se
observaria se a mesma fosse com uma dimensao maior. Por outro lado, verifica-se 0 momento
fletor maximo da laje L4 de 9,16 kNm/m e a presenca de momentos fletores negativos nas
extremidades das lajes de quase -2 KNm/m, como era de se esperar.

Na Figura 5.26, € mostrado o diagrama do corte DD, que passa a uma distancia de 2,5
metros em relacdo a coordenada x, abrangendo a variagdo de momento fletor agora na direcéo
y ao longo das lajes L1 e L5. Salienta-se que na regido entre as distancias de 3,85 a 8,75
metros ndo existe grafico pois ndo ha laje nesse local. Como se ver, o grafico é
aproximadamente simétrico, com uma pequena variacdo dos momentos maximos positivos,
sendo L1 com My = 5,22 KNm/m e L5 com My = 5,28 kNm/m. Essa leve diferenca pode ser
atribuida ao deslocamento ser maior na viga V8 junto a laje L6, ja que a carga atuante nela é
maior. Pequena variacdo também é notada nos momentos fletores negativos maximos, com

uma intensidade de -5,49 kNm/m para a laje L1 e -5,39 KNm/m para L5.

Figura 5.26 - Corte DD.

2,31 4,55 6,65 8,75

KNm/m —My
Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Nesse Ultimo gréfico ilustrado na Figura 5.27, é apresentado o diagrama do corte EE
que passa no meio do vao Lx da laje L4, correspondente ao momento fletor My ao longo das
lajes L2, L4 e L6. Nota-se que o valor positivo maximo de My ocorre na laje L4, seguido da

L6 e L2, enquanto os pontos negativos, é na interface entre a laje L4 e L6 que se observa o
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maior valor. Verifica-se também momentos negativos nas bordas das lajes L2 e L6, devido a

rigidez a torgdo inerente as vigas V1 e V4.

Figura 5.27 - Corte EE.

_12 _
_7 .
-2 010 27, 53 7,7 10,3
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kNm/m —My

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Na Tabela 5.8 sdo listadas as flechas obtidas com a respectiva modelagem para cada
laje. Verifica-se uma coeréncia entre os valores, sendo a maior flecha presente na laje L4 com
um deslocamento de -12,256 milimetros, em virtude de ser ela a mais solicitada em temos de
carregamento. Por outro lado, as com menores flechas séo as lajes L1 e L5, que embora
possuam as mesmas dimensdes, condi¢des de contorno e estdo submetidas a mesma aplicacao
de carga, a laje L5 tende a deformar um pouco mais devido a flexdo da viga V8 junto a ela ser

maior e, consequentemente, lhe influenciando.

Tabela 5.8 — Flechas.

LAJE | FLECHA (mm) LAJE FLECHA (mm)
L1 4,549 L4 -12,256
L2 -6,784 L5 -4,654
L3 -6,520 L6 -8,174

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Com o auxilio do programa Paraview é possivel visualizar como o pavimento se
comporta perante esse método de analise (Figura 5.28). Com ele é mostrado 0 comportamento
da estrutura com uma proximidade consideravel se comparada ao que ocorre na realidade,
primeiramente, porque 0 pavimento é analisado conjuntamente com as vigas, mas também
porque essas sdo consideradas deformaveis. Desse modo, constata-se 0 deslocamento de todas

as vigas, com tracdo das fibras inferiores em todos os trechos onde possui esse elemento
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estrutural, com excecdo das vigas V2 e V3, onde ha compressdo em determinada faixa do seu
comprimento, devido a presenga de uma parcela da viga em balango e a outro sob grande
flexdo com curvatura voltada para baixo.

As lajes por serem consideradas ligadas monoliticamente as vigas, acompanham 0s
efeitos de flexdo que nelas surgem. E por isso, por exemplo, que existiu variagbes nos
momentos fletores mesmo as lajes sendo idénticas, como é o caso de L1 e L5. Para esse
mesmo caso, notou-se também uma pequena diferenca entre as flechas de cerca de 0,1
milimetros.

Pela Figura 5.28 podemos também observar um fato j& relatado anteriormente, que € o
comportamento das lajes L3 e L4. Como se ver, a viga V9 sofre grande flexao e que associado
a pequena largura de L3 em relacdo a L4, acarreta grandes flechas como se a deformacéo
desse painel se configurasse como uma unica laje. A associacdo desses fatores reflete na
descricdo do grafico da Figura 5.25, inclusive a presenca de momento fletor positivo na

interface entre elas.

Figura 5.28 - Deformada do pavimento obtida com o ParaView.

19e-03

B
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

5.6.1 Comparativo com o0 SAP2000 (elemento frame)

Nesta secdo os resultados obtidos com a analise das lajes mediante analogia de grelha
pelo cédigo numérico implantado no Scilab serdo comparados com aqueles obtidos pela
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anélise também pelo método de analogia de grelha, mas utilizando o software comercial
SAP2000.

Na concepc¢do do modelo nesse programa, foi criado uma grelha equivalente formada
por elementos frames. Com a intencdo de proporcionar uma melhor comparacéo, optou por
utilizar a grelha com as mesmas dimensdes estabelecidas no estudo anterior, bem como os
elementos foram definidos exatamente com as mesmas propriedades de inércia a flexdo e a
torcdo tanto para a simulacdo da laje quanto para as vigas. As propriedades do concreto
inseridas no programa foram as correspondentes a descricdo do material presente no item
4.2.4. Quanto as cargas, tanto as permanentes como a variavel foram distribuidas por no,
conforme érea de influéncia, e foram inseridos apoios fixos somente nos nds que
correspondem aos pilares impedindo assim, sua translacéo na direcdo perpendicular a grelha.

Na Figura 5.29 é apresentado como ficou 0 modelo de analise da estrutura nesse
software e a0 mesmo tempo demonstra a configuragdo da deformacéo com os deslocamentos

dados em metros.

Figura 5.29 - Deformada do pavimento obtida com SAP2000 (analogia de grelha).

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Comparando as Figuras 5.28 e 5.29, percebe-se grande semelhanca no comportamento
deformado entre as grelhas. Tal fato fica mais evidente ainda quando se confronta com 0s
valores numéricos, principalmente, as flechas em cada laje, como apresentado na Tabela 5.9.

Fazendo uma comparacdo dos resultados com trés casas decimais apds a virgula, existem
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variacOes relativamente pequenas na ordem de 0,01 milimetros tanto para mais quanto para

menos. Sendo as lajes L2, L4, L5 e L6 com flechas menores e L1 e L3 maiores em relagéo

aos do SAP2000.
Tabela 5.9 - Comparacdo entre as flechas (analogia de grelha).
METODO LAJE %
(Analogia de grelha) FLECHA (mm) | RAZAO (A/B)
Programa GRID (A) -4,549
L1 1,01089
SAP2000 (B) -4,500
Programa GRID (A) -6,784
L2 0,99765
SAP2000 (B) -6,800
Programa GRID (A) -6,520
L3 1,00308
SAP2000 (B) -6,500
Programa GRID (A) -12,256
L4 0,99642
SAP2000 (B) -12,300
Programa GRID (A) -4,654
L5 0,99021
SAP2000 (B) -4,700
Programa GRID (A) -8,174
L6 0,99683
SAP2000 (B) -8,200

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Para a determinacdo dos momentos fletores maximos na grelha modelada com o

SAP2000, inicialmente, era localizado na regido que compete a laje, 0 né que possuia o0 maior

momento, em seguida eram selecionados o0s elementos na respectiva direcdo e que

compartilham esse mesmo nog, com isso, eram conhecidos 0 momento fletor e seu sentido na

barra, como mostra a Figura 5.30 para uma dada barra situada na laje quatro. Por fim, o

mesmo era dividido pela largura de banda correspondente, conforme a necessidade

mencionada no item 3.4.5 desse trabalho.
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Figura 5.30 - Janela do SAP2000 com resultados do elemento frame.
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

A Tabela 5.10 traz os momentos fletores positivos na direcdo x e y obtidos com a
analise a partir do SAP2000 (B) e com ela pode-se notar existéncia de uma boa proximidade
com os valores encontrados com o programa GRID (A). No momento Mx das lajes L1 e L4 a
variacao surge na terceira casa decimal, com variacdo de 0,003 kNm/m para mais em relacéo
ao SAP2000, enquanto, para L2 e L6 os valores foram exatamente iguais. Nas demais lajes as
diferencas foram maiores, mas sem deixar de ser irrisoria dentro do contexto analisado, sendo
em L3 o maior percentual entre todas com divergéncia em relacdo ao método B de cerca de
3% para menos.

Quanto ao momento My, as diferencas nos digitos acorrem a partir da segunda casa
decimal para uns e somente na terceira para outros. A maior variagdo ocorreu na laje L5,
sendo My obtido com o cddigo cerca de 0,009 KNm/m menor em relagdo ao SAP2000. Outro
ponto que se observa também na analise por esse programa € a ocorréncia do momento na
direcdo y na laje L3 ser maior que em X, que como ja foi mencionado nao é possivel perante a

analise elastica com os célculos tradicionais.
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c MOMENTO FLETOR RAZAO (A/B
( Ana:\élEi;lrgeD?’elha) LAJE | POSITIVO (KNm/m) (A/B)
g g Mx My Mx My
Programa GRID (A) 2,834 5,418
L1 1,00106 0,99963
SAP2000 (B) 2,831 5,420
Programa GRID (A) 6,117 3,389
L2 1 1,00177
SAP2000 (B) 6,117 3,383
Programa GRID (A) 2,882 3,607
L3 0,96517 1,00194
SAP2000 (B) 2,986 3,600
Programa GRID (A) 9,160 6,074
L4 1,00033 1,00115
SAP2000 (B) 9,157 6,067
Programa GRID (A) 2,658 5,451
L5 1,00340 0,99835
SAP2000 (B) 2,649 5,460
Programa GRID (A) 6,818 4,608
L6 1 0,99827
SAP2000 (B) 6,818 4,616

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Tabela 5.11 - Comparac8o entre os momentos fletores negativos (analogia de grelha).

METODO
(Analogia de grelha)

Programa GRID (A)
SAP2000 (B)
Programa GRID (A)
SAP2000 (B)
Programa GRID (A)
SAP2000 (B)
Programa GRID (A)
SAP2000 (B)
Programa GRID (A)
SAP2000 (B)
Programa GRID (A)
SAP2000 (B)
Programa GRID (A)
SAP2000 (B)

L1-L.2

L2-L.3

L2-L4

L3-L4

L3-L6

L4-L6

L5-L6

INTERFACE | MOMENTO FLETOR ]
NEGATIVO (kNm/m) | RAZAC (A/B)

8,359

1,00096
8,351
7,714

0,99961
7,717
9,261

1,00119
9,250
8,609

0,99907
8,617
110,221

0,99883
110,233
9,288

1,00022
9,286

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020
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Por fim, na Tabela 5.11 sdo confrontados os momentos fletores negativos entre os
diferentes formatos. Novamente percebe-se valores extremamente proximos entre os modelos,
com variagdes percentuais na ordem de 0,1% para cada laje. Verifica-se também a auséncia
de momento fletor negativo na interface L3-L4 como ocorreu na analise com o programa
GRID, devido justamente a grande curvatura imposta a viga V9.

Como se viu, existe grande coeréncia entre os resultados do codigo numérico
implementado no Scilab com os obtidos com o SAP2000, este ja possuindo grau de confianca
na execucdo de analise estrutural mediante as formulacdes implementadas no programa, dessa
forma, nos garantindo uma comparacao entres 0s valores segura. As pequenas diferengas na
qual nos deparamos certamente sdo advindas das proprias barras que formam a grelha
equivalente de cada modelo. O elemento frame, que esta presenta na grelha do SAP2000, é o
elemento mais poderoso que se tem para modelo de vigas, como afirma o site especializado
em engenharia e consultoria, a Dainatex (s. d.). Com ele € possivel capturar o comportamento
da barra de forma mais abrangente, principalmente, pela existéncia de maior quantidade de
graus de liberdade nodal, que sdo seis e que inclui, dentre eles, esforcos axiais.
Diferentemente, as barras que compdem a malha para estudo com o programa GRID sdo mais

simples e com a quantidade de graus de liberdade por nd reduzida para trés apenas.

5.6.2 Comparativo com célculo tradicional (Tabela)

Nessa secdo sera apresentado a comparacdo com o0s resultados encontrados com a
teoria das placas delgadas empregando as tabelas, que nesse estudo foram tomadas as de
Araujo (2010), em que o coeficiente de Poisson é 0,2 e 0s apoios das lajes sdo tidos como
indeformaveis verticalmente.

Para a analise por meio desse método, inicialmente, as lajes do pavimento foram
dissociadas quanto a sua classificagdo segundo seus v&os teoricos e condi¢cdes de apoio.
Conforme apresentado na Tabela 5.12, a classificagdo quanto ao vao tedrico para todas as
lajes, exceto a terceira, recaiu sobre o parametro A dado pela relagdo entre o vao na diregdo y
pela direcdo x, visto que em y 0 vdo € menor e as tabelas se limitam a uma relagéo de até (1)
um. A laje L3 por possuir uma relagdo superior a 2 foi classificada como armada em um so
direcdo.

J& a defini¢do das vinculagdes deu-se de acordo com o0s apoios de cada laje (Figura

5.31), salvo algumas consideracOes feitas em dois casos especificos. Na vinculagcdo entre as
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lajes L3 e L4 foi adotado o mesmo critério visto para um dado caso estudado na obra de
Pinheiro et al. (2003) pégina 2. Como a laje L4 € bem maior que L3 adotou-se engaste para
L3 e simplesmente apoiada para L4. A nomenclatura que consta na ultima coluna da Tabela

5.12 esta em conformidade com a Figura 3.6 presente no item 3.1.1.2.

Figura 5.31 - Condic8es de contorno das lajes.

L1 L2
L3 L4
s
L5 L6

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Tabela 5.12 - Classificacdo das lajes.

re VAQO TEORICO R CLASEJIEII\IC_‘,I_AC\)(;AO CONDICAO DE
Lx Ly Q ¢ CONTORNO
ARMACAO
L1 4,75 3,85 0,8105 Cruz 2B
L2 51 3,85 0,7549 Cruz 3
L3 1,2 49 - Unidirecional 5A
L4 49 3,9 0,7959 Cruz 4A
L5 4,75 3,85 0,8105 Cruz 2B
L6 51 3,85 0,7549 Cruz 3

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Para as lajes armadas em duas direcbes os momentos fletores e flechas foram
determinados com as expressoes 3.12 e 3.13 presentes no item 3.2.1.1, em que os coeficientes
My, My, , My, , My, € W, S0 Obtidos nas tabelas. Ressalta-se que foi necessario fazer
interpolagdo para obter o valor exato de cada um deles. Também foi realizado a
compatibilizacdo dos momentos fletores negativos nas interfaces das lajes adjacentes de

acordo com a Equac&o 3.8, no item 3.2.1.3. Ja a laje L3, com armadura principal somente em
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uma direcdo, os momentos e flechas foram encontrados considerando uma viga apoiada numa
extremidade e engastada na outra, para isso existem expressfes ja definidas, presente,
inclusive em Araujo (2010), sendo elas mostradas abaixo, em que p € a carga, Lx 0 védo, D a

rigidez a flexdo da placa e k um coeficiente em funcéo das condi¢des de apoio, que nesse caso

éigual a 2.
LZ
M, = 1’1 = (5.29)
2
M, = _% (5.30)
4
- Soas 63

Na Tabela 5.13 sdo mostrados os resultados encontrados com o uso das tabelas, bem
como a comparagao com os obtidos com o programa GRID. De inicio, ja se repara diferencas
expressivas entre os valores de cada método em alguns esforcos e em outros relativamente
pequenos.

Conforme se observa, 0 momento fletor Mx das lajes L1 e L5 obtido a partir do
método com uso de tabela é superestimado com aumento de cerca de 50% para L1 e 60% para
L5, enquanto nas demais ocorrem o contrario, com esfor¢os chegando a ser cerca de duas
Vezes menor, ou para 0 caso mais expressivo como a laje L3 em que chega a ser quatro vezes
menor em relacdo ao correspondente obtido pelo método de analogia de grelha. Por outro
lado, 0 momento My, possui variacbes mais discretas, sendo o método A com valores
inferiores nas lajes L2 e L4 em torno de 20% e superiores nos outros com no maximo 10% em
relacdo ao método B. Outra constatacdo observada na tabela é, justamente, a auséncia do
momento fletor na direcdo y pela tabela, como se sabe L3 é armada em uma sé direcao,
portanto, pelo calculo tradicional Mx € maior e mais significativo para o dimensionamento

que My, por isso ndo ha a necessidade de determina-lo.
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Tabela 5.13 - Comparacdo entre os momentos fletores positivos (tabela).

’ MOMENTO FLETOR RAZAO (A/B)

METODO LAJE POSITIVO (KNm/m)
MXx My Mx My

Analogia de grelha (A) L1 2,834 e 0,670 1,095
Tabela (B) 4,228 R

Analogia de grelha (A) L2 6,117 3,389 2210 0,769
Tabela (B) 2,768 4,408

Analogia de grelha (A) L3 2,882 =1 4,065 -
Tabela (B) 0,709 '

Analogia de grelha (A) L4 9,160 6,074 1562 1042
Tabela (B) 5,866 5827

Analogia de grelha (A) T 2,658 5,451 0629 1102
Tabela (B) 4,228 4,948

Analogia de grelha (A) L6 6,818 4,608 1,979 0,840
Tabela (B) 3,446 5,481

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Examinando a Tabela 5.14 quanto aos momentos fletores negativos encontrados nas
interfaces das lajes, verifica-se que para todos o0s casos houve aumento desse esfor¢o obtido
pelo método da tabela em relacdo a analogia de grelha. As maiores disparidades sdo dadas nas
interfaces das lajes L2-L4 e L4-L6, com elevacgdes igual ou pouco maior que 2,5 KNm/m. Nos
demais casos, em que se permite comparar os resultados entre os métodos, os da analogia de
grelha teve valores menores com no méximo 10% em relag&o aos da tabela.

Ademais, as comparacfes ndo sdo permitidas, tendo em vista as particularidades de
cada método. Nas interfaces L2-L3 e L3-L6 somente no método de analogia de grelha séo
encontrados momentos fletores, momentos estes com valores consideraveis. Isso é aceitavel,
pois como 0 pavimento é tratado o mais realista possivel, essas interfaces se encontram em
locais que sofrem influéncia da concentracdo de esforgos devido ao pilar presente ali.

Diferentemente, na interface L3-L4 ha existéncia de um momento fletor Mxe = -1,26
kKNm/m somente na analise por meio de tabela. A auséncia dele no método de analogia grelha,
como ja discutido, se deve a curvatura imposta a viga V9 na qual essas lajes se apoiam, ja que

aqui o tratamento do pavimento € tido de forma integral e os apoios flexiveis.
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Tabela 5.14 - Comparacdo entre os momentos fletores negativos (tabela).

METODO INTERFACE | MOMENTO FLETOR X
NEGATIVO (kNm/m) | RAZAO (A/B)
Analogia de grelha (A) -8,359
L1-L2 0,916
Tabela (B) -9,128
Analogia de grelha (A -7,714
g g (A) L2.L3 ]
Tabela (B) -
Analogia de grelha (A) -9,261
L2-L4 0,788
Tabela (B) -11,758
Analogia de grelha (A -
J J ) L3-L4 -
Tabela (B) -1,26
Analogia de grelha (A -8,609
giadeg (A) L3.L6 )
Tabela (B) -
Analogia de grelha (A) -10,221
L4-L6 0,790
Tabela (B) -12,945
Analogia de grelha (A) -9,288
L5-L6 0,920
Tabela (B) -10,091

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Quanto as flechas, na Tabela 5.15 € possivel visualizar e comparar 0S maximos
deslocamentos que ocorreram em cada laje pelo método da tabela. Como se nota, as
divergéncias sdo substancialmente consideraveis, sendo 0 menor percentual presente nas lajes
L1 e L5 onde as flechas sdo superiores em pouco mais de 50% em relacdo ao método B. Nas
demais, constata-se para 0 método A aumentos superiores a 300%, ou seja, trés vezes mais. E
0 caso mais gritante é o da laje L3, onde a flecha é cerca de 200 vezes maior que aquela
obtido com o calculo tradicional. Esses expressivos aumentos sdo justificados pela
configuracdo em que cada método analisa 0 pavimento, principalmente, no que diz respeito a
deformabilidade dos apoios da laje, logo € de se esperar que a flecha seja menor quando os

mesmos sdo indeformaveis.
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METODO LAJE | FLECHA (mm) | RAZAO (A/B)
Analogia de grelha (A -4,549
; J ) L1 1,519
Tabela (B) -2,995
Analogia de grelha (A) -6,784
L2 3,109
Tabela (B) -2,182
Analogia de grelha (A) -6,520
L3 200,615
Tabela (B) -0,0325
Analogia de grelha (A) -12,256
L4 3,423
Tabela (B) -3,581
Analogia de grelha (A) -4,654
L5 1,554
Tabela (B) -2,995
Analogia de grelha (A) -8,174
L6 3,010
Tabela (B) -2,716

até 2,5 vezes.

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

A Figura 5.32 é uma ilustracdo do que se verifica nos valores das tabelas analisadas
nessa secdo quanto aos esforcos e flechas obtidas pelo método de analogia de grelha e tabela.
Ela mostra de forma simplificada, o que ocorre quando os apoios, isto é, as vigas sdo
consideradas indeformaveis verticalmente e quando ndo sdo, ocorrendo flexdo da mesma
perante a solicitacdo que lhe é imposta. Coelho (2000), em seu trabalho em que estuda lajes
retangulares com esses aspectos de contorno, verificou que os deslocamentos da laje sobre

apoios flexiveis podem ser seis vezes maiores do que em apoios rigidos, enquanto os esfor¢os

Figura 5.32 - Deformac&o na laje sob apoios rigidos e flexiveis.

Apoios articulados rigidos

.-
-

=

Apoios flexiveis

Fonte: DABELLA, 2015
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Nesse sentido, segundo Aradjo (2008), a seguranca na analise por tabelas, se dar pela
consideravel capacidade de redistribuicdo dos esforgos das lajes, uma vez que é esperado uma
redistribuicdo de esforcos entre elas e as vigas para que se haja a manutencdo do equilibrio.
Isso € importante, principalmente, quando se depara com o caso da laje L3, em que pelo
calculo por tabela 0 momento positivo My é insignificante, diferentemente, do que se observa
com o0 método de analogia de grelha. O mesmo autor reitera, que o mais indicado € sempre
fazer uma andlise integrada do pavimento, envolvendo simultaneamente as lajes e as vigas no
processo.

Por outro, pode acontecer de 0 momento fletor maximo pelo método de analogia de
grelha venha a ser menor do que o do célculo tradicional, mesmo considerando 0s apoios das
lajes deformaveis, como se pode ver nos momentos positivos Mx e My nas lajes L1 e L5, por
exemplo. Segundo a literatura dentre elas, as obras de Leite (2017) e Silva et al. (2003), isso é
possivel, visto que, em funcdo da inércia a tor¢do das vigas de borda ser elevada, surgem
momentos fletores negativos elevados, que contribuem para a reducdo do momento fletor
positivo no centro da laje. Se associarmos ao diagrama de momento, funcionaria como se esse
momento negativo deslocasse o grafico para cima.

Ressalta-se também a influéncia da malha adotada na analise estrutural. Como afirma
Leite (2017): “E fundamental que a discretizacdo da malha seja suficientemente refinada para
que os resultados da modelagem do pavimento sejam precisos e confidveis”. A malha
utilizada para esse estudo apresenta boa densidade, inclusive, dentro dos padrdes que a mesma
autora recomenda, com espacamento entre as barras em torno de 25 a 50 centimetros. Assim,
é possivel garantir que o estudo com a grelha equivalente definida é capaz de capturar com
boa precisdo o comportamento do que se passa no pavimento em questdo, sendo mais um

motivo que justifica as divergéncias entre os métodos.

5.6.3 Comparativo com o0 SAP2000 (elemento shell)

Nessa secdo serd apresentado a comparacdo com os resultados encontrados com a
analise utilizando novamente o software SAP2000, mas com o pavimento modelado com
elemento de casca.

Sendo assim, a concepgdo da estrutura se deu com a modelagem de cada laje
utilizando elementos finitos quadrilatero de casca fina, que no programa € conhecido como

shell-thin, sendo cada uma das lajes discretizada com as dimensdes estabelecidas na Tabela
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3.3 presente no item 4.2.4 desse trabalho. As vigas e pilares, por sua vez, foram modeladas
com elemento frame, cujas dimensdes estdo em conformidade com a planta de forma (Figura
4.9). Seguindo o modelo classico de viga continua para estudo de cargas verticais da NBR
6118 (ABNT, 2014), os pilares foram simulados com metade do seu comprimento do vao
inferior e superior, com apoios fixos nas extremidades, estando a viga simplesmente apoiada

neles, como ilustrada na Figura 5.33.

Figura 5.33 - Condicédo dos apoios segundo modelo da NBR 6118.

| Viga N\
TR

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Ressalta-se também que as propriedades do concreto armado inseridas no programa
foram as correspondentes a descricdo do material presente no item 4.2.4 e quanto ao
carregamento, aquele advindo do peso proprio dos elementos estruturais foram
automaticamente computados no SAP2000, e os demais que incidem nas lajes foram
distribuidas ao longo da sua superficie, enquanto que nas vigas foi distribuida linearmente a
carga da alvenaria que esta sobre as mesmas. Foi ainda definido a combinacdo normal dltima
conforme a Equacdo 4.1 para que a analise pelo programa fosse possivel, sendo essa a que nos
interessa para esse estudo.

Na Figura 5.34 é mostrado como ficou o modelo da estrutura descrita e a0 mesmo
tempo demonstra a configuracdo da deformacgdo apds realizada a analise estrutural com os
deslocamentos dados em metros. A partir dessa analise é também determinado os esforgos no
pavimento em cada direcao, apresentado ao usuario no formato de espectro de cores disperso
por todo o pavimento de onde sdo extraidos os momentos fletores maximos de cada laje e nas

interfaces, momentos estes dados em kKNm/m.
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Figura 5.34 - Deformada do pavimento obtida com SAP2000 (elemento shell).

96—

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Examinando a Tabela 5.16 para os resultados dos momentos fletores positivos Mx e
My, pode-se perceber ja de inicio bastante proximidade entre os esforgos obtidos com o
método de analogia de grelha e com as lajes modeladas com elementos shell. As diferencas
sdo pequenas se levar em consideracao as diferentes formulacGes agregadas a cada método de
analise, 0 mesmo se vale para as proximas tabelas analisadas.

Como se observa os maiores percentuais de aumento do momento fletor Mx quando se
analisa por analogia de grelha sdo 23% na laje L2 e cerca de 13% para L6. Quando se estuda
0 pavimento por esse método, verifica que essas lajes sofrem grande influéncia da curvatura
das vigas V2 e V3, fato que ndo se ver no método B, ja que apresenta valores mais
conservadores. Nas demais, 0 momento se mostra inferior, mas sem superar uma diferenca
acima dos 20%. Outro ponto notdrio é a presenga do momento Mx menor do que My na laje
L3 com elemento shell onde, mais uma vez, confirma-se o que foi encontrado pela analogia

de grelha com o cddigo desenvolvido nesse trabalho.
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Os momentos My também apresentam oscila¢des, sendo a mais significativa na laje L4
com cerca de 21% para menos em relacdo ao método B, enquanto nos restantes, ndo ha

divergéncia acima de 15% tanto para mais quanto para menos.

Tabela 5.16 - Comparacdo entre os momentos fletores positivos (elemento shell).

MOMENTO FLETOR | raZAO (A/B)
METODO LAJE | POSITIVO (KNm/m)

Mx My Mx My

Analogia de grelha (A) 2,834 5,418
L1 0,84 1,14

Shell (B) 3,382 4,758

Analogia de grelha (A) 6,117 3,389
L2 1,23 0,85

Shell (B) 4,974 4,003

Analogia de grelha (A) 2,882 3,607
L3 0,98 0,87

Shell (B) 2,943 4,154

Analogia de grelha (A) 9,160 6,074
L4 1,04 0,79

Shell (B) 8,808 7,663

Analogia de grelha (A) 2,658 5,451
L5 0,80 1,15

Shell (B) 3,313 4,726

Analogia de grelha (A) 6,818 4,608
L6 1,13 0,88

Shell (B) 6,030 5,262

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Ja a Tabela 5.17 lista os momentos fletores negativos em cada interface. Ao verifica-la
constata-se variacao irrisoria entre os resultados de cada método, ndo ultrapassando o limite
de 10% tanto para mais quanto para menos. Além disso, averigua-se que também para a
modelagem com elemento shell ndo ha a presenca de momento negativo na interface entre as
lajes L3 e L4, fato que assegura o que ja foi mencionado sobre a curvatura imposta a viga V9.
E também a presenca, para ambos os casos, de momentos negativos nas interfaces L2-L3 e
L3-L6 provenientes de altos momentos negativos naquela borda, que surgem devido aos
apoios ali presentes. Quanto a isso, Leite (2017) faz uma observacdo: nos apoios onde ha
restric0es de translagéo e rotacéo, caracterizado pelos pilares, ocorrem o chamado “pico” de
concentracdo de momentos negativos; € por isso que a laje L3 fica susceptivel a presencga

desse esforco mesmo sendo considerada armada unidirecional.



Tabela 5.17 - Com
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paracdo entre 0s momentos fletores negativos (elemento shell).

METODO

INTERFACE

MOMENTO FLETOR
NEGATIVO (kNm/m)

RAZAO (A/B)

Analogia de grelha (A)
Shell (B)
Analogia de grelha (A)
Shell (B)
Analogia de grelha (A)
Shell (B)
Analogia de grelha (A)
Shell (B)
Analogia de grelha (A)
Shell (B)
Analogia de grelha (A)
Shell (B)
Analogia de grelha (A)
Shell (B)

L1-L.2

L2-L.3

L2-L4

L3-L4

L3-L6

L4-L6

L5-L6

-8,359
-7,793
-7,714
-8,211
-9,261
-8,602

-8,609
-8,988
-10,221
-9,393
-9,288
-8,609

1,073

0,939

1,077

0,958

1,088

1,079

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Por sua vez, a Tabela 5.18 mostra os valores das flechas e fazendo o comparativo entre

elas, observa-se que todos os deslocamentos dados pelo método de analogia de grelha foram

superiores, sendo a maior variacdo vista na laje L5 com aumento de pouco mais de 45% em

relacdo ao correspondente, seguida da laje L2 com 38,4%. A laje L3 foi a que mais se obteve

proximidade entre 0os métodos, com apenas 16%, o que equivale a menos de um milimetro de

diferenca.

Tabela 5.18 - Comparacdo entre as flechas (elemento shell).

METODO

LAJE | FLECHA (mm) | RAZAO (A/B)

Analogia de grelha (A) -4,549
L1 1,378

Shell (B) -3,300

Analogia de grelha (A -6,784
J J ) L2 1,384

Shell (B) -4,900

Analogia de grelha (A) -6,520
L3 1,164

Shell (B) -5,600

Analogia de grelha (A) -12,256
L4 1,226

Shell (B) -10,000
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Analogia de grelha (A) -4,654
L5 1,454

Shell (B) -3,200

Analogia de grelha (A -8,174
9 J ) L6 1,362

Shell (B) -6,000

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Como se pode notar ao longo das analises, existem grande coeréncia entre 0s
resultados de cada método numeérico, sendo 0s maiores percentuais destoantes encontrados
nos dados referentes aos deslocamentos verticais das lajes. Nesse contexto, podemos associar
as diferentes variagdes ao modelo do pavimento concebido em cada um, principalmente, no
que diz respeito ao tratamento da laje, sendo um baseado no comportamento de uma grelha e
outro em elemento de casca fina.

Na analogia de grelha as consideracGes sobre rigidez a flexdo e a torcdo da placa sdo
preponderantes para o estudo da laje. A mesma € entdo definida como uma associagdo de
barras que simulam vigas com as respectivas rigidezes, onde cada barra possui um total de
trés graus de liberdade. As formulacbes para esse método sdo simples e os esforcos e
deslocamento sdo facilmente determinados a partir da matriz de rigidez da grelha.
Diferentemente, o elemento shell é um elemento mais robusto, possuindo um total de seis
graus de liberdade por n6. A formulacdo que descreve seu comportamento é mais complexa,
os esforcos internos sdo definidos a partir de integracdo numérica das tensbes ao longo da
espessura do elemento, segundo Almeida (2009). Ademais, 0 modelo do SAP2000 também
conta com a presenca de elementos lineares do tipo frame para a modelagem de outros
elementos estruturais, este sendo o mais completo para modelagem de vigas e pilares, como ja
informado anteriormente.

Outro ponto observado nesse programa foi com relacédo a rigidez a tor¢do do elemento
frame. Quando séo definidas as dimensdes de cada um deles na janela disponivel para isso, 0
calculo da rigidez a tor¢do € feito automaticamente pelo programa a partir da expressdo
formulada por Gere e Weaver (1981) que é indicada pela Equacéo 5.32, em que e € a menor

dimenséo da secéo transversal e f a maior.

] = Be’f (5.32)

1 (021e et £33
'3_5_( f )(1_12f4> (5:33)
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Quando se compara essa expressao com a adotada para a modelagem das vigas de
borda na anélise pela analogia de grelha com o codigo implementado (Equacéo 3.48), nota-se
que esta resulta, para uma mesma secdo, num momento de inércia a tor¢cdo maior. Dessa
forma, é de se esperar que as vigas no SAP2000 tenham um pouco mais de liberdade para
rotacionar do que os elementos do programa GRID, o que contribui, a depender do caso, para

que se tenha momentos maiores ou menores em relagéo a analogia de grelha.

5.6.4 Estudo da rigidez a torcao

Na analise estrutural de um pavimento composto por lajes macicas de concreto €
fundamental que o projetista leve em consideragdo uma importante caracteristica inerente a
esse material, que é a fissuracdo por retracdo. Quando se faz a andlise por métodos
computacionais como analogia de grelha, uma forma de representar a perda de rigidez da
placa proveniente desse fendmeno é reduzir a rigidez a tor¢do das barras que compdem a
grelha. Nesse sentido, essa Ultima secdo se propde a verificar os esforcos e deslocamentos do
respectivo pavimento para uma dada reducdo da rigidez a tor¢do das barras da grelha
equivalente. Existe diferentes percentuais redutores a se considerar. Nesse estudo se limitou
ao que sugere a NBR 6118 (ABNT, 2014) no item 14.6.6.2, que é a diminuicao para 15% do
valor total. Esse mesmo estudo € visto em diversas obras, dentre elas, Dabella (2015) que,
inclusive, adota essa mesma redugé&o.

Na Tabela 5.19 encontram-se os esfor¢os obtidos com a realizacdo da reducéo a 15%
da rigidez a torcdo dos elementos e para efeito de comparacdo, sdo também listados os
esforcos considerando 100%. Contata-se um aumento em todos os momentos fletores, tanto
0S positivos como 0s negativos, sendo alguns mais expressivos que outros, como na laje L4,
em que My se elevou em cerca de 2,02 KNm/m. Na literatura é possivel perceber que os
autores se deparam como as mesmas percep¢des. Segundo Dabella (2015), isso € justificado
pela interagdo que se tem do momento fletor com o momento torsor. Quando se eleva a
rigidez a tor¢do, maior sera 0 momento torsor das barras da grelha. Quando o mesmo é
reduzido, a sensibilidade das barras a rotacdo da laje passa a ser menor, como consequéncia,

terd o aumento do momento fletor.
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Tabela 5.19 - Comparacdo dos momentos fletores quanto a rigidez a torcéo.
Mx (KNm/m) | My (KNm/m) Me (kNm/m)
LAJE INTERFACE

100% 15% | 100% 15% 100% 15%
L1 2834 3,671 | 5418 6,924 L1-L.2 -8,359 -8,877
L2 6,117 6,144 | 3,389 3,619 L2-L.3 7,714 -8,451
L3 2,882 4,047 | 3,607 3,963 L2-L4 9,261 -10,488
L4 [9160 10,819 6,074 8,100 L3-L6 8609 9,636
L5 2,658 3,488 | 5451 6,843 L4-L6 -10,221 -11,690
L6 |6818 7,001 | 4,608 5,165 L5-L6 9288 -9.963

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Para ilustrar o comportamento do grafico perante a reducdo da rigidez a torcdo, é
apresentado na Figura 5.35 o diagrama de momento fletor Mx do corte CC mostrado
anteriormente, fazendo a comparacdo quando se adota J=100% e J=15%. Observando o
diagrama fica visivel o aumento ao longo de toda a secdo do momento Mx quando se reduz a
15% a rigidez a torcdo. Como se ver, o pico de momento positivo salta de cerca de 9,2
KNm/m para 10,8 kNm/m, o que corresponde a um aumento de 1,6 KNm/m.

Em contrapartida, nota-se que 0 momento negativo nas bordas externas de cada laje se
torna menor, 0 que é de se esperar. O mesmo é visto em estudos relacionados como, por
exemplo, em Araudjo (2008). A rigidez a tor¢do da viga possibilita que ali funcione como uma
espécie de engastamento entre ela e a laje, por isso a existéncia de momento fletor negativo,
como j& abordado em outro momento. O fato é, quando essa rigidez é maior, terd um
momento de engastamento maior, ao contrario disso, esse efeito diminui, promovendo

exatamente a reducdo do momento fletor negativo.

Figura 5.35 - Gréafico comparativo de momento fletor em funcéo da rigidez a torcéo das barras.

4,15 5,65 6,55 7,45 8,35 9,25
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020
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Por fim, na Tabela 5.20 é comparado os valores correspondentes as flechas para cada
porcentagem de rigidez a torcdo considerada. A partir dela constata-se aumentos nos
deslocamentos verticais quando J = 15% nas lajes L1, L3, L4, L5, sendo o maior percentual

de crescimento na laje L1 com aproximadamente 18% seguido da laje L4 com cerca de 15%.

Tabela 5.20 - Comparacdo das flechas quanto a rigidez a torcéo.

FLECHA (mm) 5
LAJE RELAGAO B/A
100% (A)  15% (B)

L | 4549 5,366 1,18
L2 6,784 -6,471 0,95

L3 6,520 -7,356 1,13

L4 12256 14,137 1,15

L5 4,654 5,186 1,11

L6 8,174 -8,091 0,99

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Por outro lado, percebe-se diminui¢bes nas flechas das lajes L2 e L6, sendo a mais
expressiva na laje L2 com aproximadamente 5%, enquanto L6 de 1%. Esse comportamento
contrario ao que se esperava pode ser justificado quando analisamos duas caracteristicas do
projeto e planta de forma do mesmo, que sdo: carregamento nas lajes e comprimento das
vigas V2 e V3 que servem de apoio para as respectivas lajes. A Figura 5.36 apresenta de
forma meramente ilustrativa o comportamento que se deu para a se¢do do corte EE que passa
nas lajes citadas. A primeira imagem retrata o painel analisado com J = 100% e o segundo
quando J = 15%.

Figura 5.36 - Deformac&o na se¢do do corte EE quanto a rigidez a torcéo.
J=100%

Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020

Com a reducdo da rigidez a torgdo, a rotacdo da viga em torno do seu eixo se torna
maior, e no caso das vigas supracitadas essas rotacOes sdo expressivas, visto que sofrem
bastante influéncia do carregamento aplicado sobre a laje L4 associado ao fato de servirem de

apoio para a viga V9 e além do mais possuirem comprimento de 5,1 metros. Dessa forma,
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quando isso ocorre, as lajes L2 e L6, por estarem ligadas monoliticamente nas vigas, tendem a
se elevarem nas proximidades dessa vinculacdo e isso acaba repercutindo ao longo de toda a
laje. Devido a isso, mesmo com a reducdo da rigidez também da laje e das suas demais
bordas, o aumento da flecha ndo foi capaz de superar o valor daquele quando foi analisada
com J = 100%. Como a carga em L6 é maior do que em L2, o percentual de diferenca das
flechas foi menor.

Por fim, a Figura 5.37 ilustra o comportamento deformavel do pavimento perante a

reducdo de 15% da rigidez de todas as barras.

Figura 5.37 - Deformada do pavimento obtida com o ParaView.
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Fonte: AUTORIA PROPRIA, 2020
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6 CONCLUSAO E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

6.1 CONCLUSOES GERAIS

O presente trabalho propés estudar o comportamento estrutural no regime elastico-
linear de um pavimento residencial composto por lajes macicas de concreto utilizando para
iSso um entre varios métodos que se tem disponivel na literatura. O mesmo se trata do método
numerico de analogia de grelha, que consiste em analisar a laje por meio de uma grelha
equivalente e que, conforme visto, € possivel gracas a semelhanca que se tem entre esses dois
tipos de estruturas.

Com o intuito de alcancar esse objetivo, primeiramente, foi implementado um cédigo
numeérico no software Scilab a partir de um pré-existente utilizado para analise de uma grelha
qualquer baseado no método matricial de elementos reticulares. Nesse codigo foram feitas
algumas adaptacbes para que se adequasse as necessidades inerentes ao estudo de laje, bem
como, a determinacdo das varidveis de rigidez a tor¢do e a flexdo das barras da grelha.
Verificou-se que estas sdo os dados de entrada que mais exercem influéncia nos resultados,
dada a importancia que se tem para a representatividade da laje como grelha. Com o cédigo
da grelha (denominado GRID) finalizado pode-se dar inicio as atividades de modelagens,
partindo de casos simples, como uma laje isolada com bordas simplesmente apoiadas, até o
caso mais complexo como o objeto de estudo desse trabalho, um pavimento maior apoiado
sobre vigas deformaveis.

Os cincos primeiros casos foram importantes para validar o cédigo implementado, as
adaptacOes feitas, constatar as diversas aplicacdes e caracteristicas desse método conforme
afirma a literatura e, principalmente, subsidiar a conquista da andlise do pavimento
residencial. Em todos eles foram obtidos resultados satisfatorios quando comparados com as
solugdes dos respectivos autores, possibilitando, com isso, garantir a correta implementacé&o.
No caso um, por exemplo, os resultados sdo tdo proximos que os graficos que representam o
programa GRID acabam por se confundir com aqueles oriundos das correspondentes
referéncias.

O método por analogia de grelha se mostra uma 6tima alternativa para andlise
estrutural de lajes que fogem da geometria convencional, como foi tratado no caso dois onde
se tem uma laje em L, fato que ndo € possivel pelo método de calculo tradicional como as

tabelas, que se limitam a geometrias retangulares. Também fica perceptivel sua utilidade para
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diferentes condi¢Oes de apoio em que se encontra a laje, como se pode ver no caso trés,
quando a mesma esta apoiada diretamente sobre pilares ou apoiada sobre vigas flexiveis,
COMO NOS casos quatro e cinco.

Quanto ao pavimento residencial, de imediato, fica evidente outra caracteristica desse
método que € a possibilidade de estudar o comportamento do pavimento de forma conjunta
com todas as lajes e interligada as vigas na qual se apoiam. Isso é importante ja que na
realidade os elementos estruturais ndo trabalham isoladamente, e sim em conjunto, e essa
consideracdo permite uma analise mais completa e, consequentemente, um dimensionamento
mais preciso, pois sdo capturados como maior exatiddo os efeitos advindos da interagao entre
as diferentes partes da estrutura, o que ndo é possivel com as solucGes analiticas. Dessa forma,
foram obtidos resultados consistentes com momentos fletores e flechas condizentes com as
particularidades do projeto, além da constatacdo de momentos fletores negativos nas bordas
de cada laje, mesmo sem a presenca de laje adjacente, 0 que ndo é computado no método
convencional.

Os respectivos resultados foram, posteriormente, confrontados com aqueles obtidos
pelas solucdes via tabelas e com software baseado em MEF destinado para esse fim. Ao
comparar com 0 SAP2000 (analogia de grelha), constatou-se que tanto os esfor¢cos como as
flechas foram praticamente os mesmos. Todavia, na andlise com o SAP2000 utilizando
elemento shell, observou-se pequenas divergéncias. Tais diferencas sdo aceitaveis tendo em
vista que se trata de elementos totalmente diferentes, formulados a partir de distintas bases
matematicas e fisicas. Por outro lado, ao se comparar com o0s obtidos por meio das tabelas,
verificou elevadas variacGes entre os valores dos esforcos e flechas que, como ja mencionado,
sdo reflexos, principalmente, da consideracdo do pavimento integrado pelo método numérico.

Por fim, foi dado atencdo ao estudo da rigidez a tor¢do das barras. Conclui-se, a partir
de uma cuidadosa analise, que ao reduzir a inércia a tor¢do de uma laje macica de concreto
obtém-se resultados mais reais. Quando ndo se faz essa idealizagdo, o modelo de grelha,
embora fique com resultados mais proximos dos que os obtidos com métodos por tabelas,
deixa de considerar uma caracteristica importante do concreto, que € a fissuragdo por retracéo.
Desse modo, com a reducdo & 15% pode-se atender as recomendacdes da NBR 6118 (ABNT,
2014) e conferir maior realismo na predi¢do do comportamento do pavimento.

Diante do exposto, fica nitido que a analise do pavimento por meio de analogia de
grelha foi eficiente, evidenciando a potencialidade desse método numérico frente aos demais

que aqui foram comparados. Mesmo sendo uma estrutura relativamente simples, a grelha
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consegue representar bem um painel de laje e até mesmo um pavimento, oferecendo bons
resultados, inclusive, a favor da seguranga, o que é importante para o projetista e o que o torna

ser um dos métodos numéricos mais presentes em programas estruturais.

6.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Na possibilidade de trabalhos futuros, em que se realize a continuidade dessa pesquisa,
pontua-se a seguintes sugestdes: quanto ao programa GRID seria interessante implementar
modificacdes no codigo para que se atenda a maiores caracteristicas do projeto que se esta
analisando dentre os quais, a possibilidade de analise de pavimentos que apresentem lajes
com diferentes espessuras. Também € interessante a adaptacdo do programa para que 0
mesmo realize a analise com as condicGes de apoio elastica (mola), isso permite a captura dos
deslocamentos translacionais e as rotacdes dos pilares do pavimento, tornado a analise mais
precisa. No caso de analise de lajes lisas, isso é fundamental para que diminua os “picos” de
momentos negativos nessas regides.

Quanto a andlise de pavimento por meio do método de analogia de grelha, pode ser
realizado um estudo da influéncia do espacamento da grelha equivalente na obtencdo dos
resultados, além de investigar o impacto quando se faz a reducdo da rigidez a torcdo das
barras por outros percentuais redutores, dentre eles, os especificados por Carvalho (1994) que
é de 10% somente das vigas de bordo e Sussekind (1980) que é de 20% em todas as barras.
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APENDICE A - CODIGO PRINCIPAL PARA ANALISE DE LAJES PELO METODO
DE ANALOGIA DE GRELHA

// ARQUIVO: prog_grid.sce
// OBJETIVO: Programa para andlise de lajes através de analogia de grelha

cd(get_absolute_file_path("prog_grid.sce"))
exec("formStiffnessGrid.sci");
exec('boundary_conditions.sci");
exec("forcesInElementGrid.sci");

// materials

// E; modulus of elasticity

// I: flexion moment of inertia
// J: moment of inertia the twist
// G: shear modulus

// L: length of bar

// fck: resisten of concrete

// a: aggregate coefficient
// h: slab height

fck=30; poisson =0.2; a=1; h=0.1

// calculation for concrete property
E=(0.8+0.2*fck/80)*(a*5600*sqrt(fck))*10"6
G=E/(2*(1+poisson))

//bar property
propg=[I ]J] Definir I e] de cada barra

// generation of coordinates and connectivities
nodeCoordinates=[ |
xx=nodeCoordinates(:,1);
yy=nodeCoordinates(:,2);

elementNodes=[ |
numberNodes=size(nodeCoordinates,1);
numberElements=size(elementNodes,1);

// GDof: global number of degrees of freedom
GDof=3*numberNodes;

// specification of boundary conditions
bcdof=[ ]
beval =[ ]

// force vector (distributed load applied at xx=Lx)
force=zeros(GDof,1)
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// calculation of the system stiffness matrix
stiffness=formStiffnessGrid (GDof,numberElements,elementNodes,xx,yy,E,G,propg);

// applying boundary conditions
[kk,ff] = boundary conditions(stiffness,force,bcval,bcdof);

// solution
displacements = kk\ff;

// nodal forces
forc = stiffness*displacements;

// forces in elements
EF=forcesInElementGrid(numberElements,elementNodes,xx,yy,E,G,propg,h)

// results

//format('e’,10);
disp('Deslocamentos:")
disp(displacements)
disp('Forgas nodais:")
disp(forc)

disp('Forgas nos elementos:")
disp(EF)



APENDICE B — CODIGO DAS FUNCOES

//FUNCAO - MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL
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function stiffness=formStiffnessGrid(GDof, numberElements, elementNodes, xx, yy, E, G,

propg)

// function to form global stiffness for grid element

prop=zeros(numberElements,4)
for e=1:numberElements;
indice=propg(e,:);

[=indice(1);

J=indice(2);

k1=[E, G, L ]];
prop(e,:)=prop(e,:)+kl
end

stiffness=zeros(GDof,GDof);

for e=1:numberElements;

// elementDof: element degrees of freedom (Dof)

propriedadedoelemento=prop(e,:);
E=propriedadedoelemento(1,1);
G=propriedadedoelemento(1,2);
I=propriedadedoelemento(1,3);
J=propriedadedoelemento(1,4);
indice=elementNodes(e,:) ;

elementDof=[(indice(1)-1)*3+1 (indice(1)-1)*3+2 (indice(1)-1)*3+3 (indice(2)-1)*3+1

(indice(2)-1)*3+2 (indice(2)-1)*3+3];

xa=xx(indice(2))-xx(indice(1));
ya=yy(indice(2))-yy(indice(1));

L=sqrt(xa*xa+ya*ya);

C=xa/L;
S=ya/L;

al = 12*E*I/(L*L*L);
a2 = 6*E*1/(L*L);

a3 =G*/L;

ad = 4*E*]/L;

a5 = 2*E*1/L;

// stiffness in local axes
k=[al0aZ2-al1l0a2;0a300-a30;
a20ad4-a20a5;-a10-a2al0-a2;
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0-a300a30;a20a5-a20a4];

// transformation matrix

R=[
100000
0CS000
0-SC000
000100
0000CS
0000-SC[;

stiffness(elementDof,elementDof)=stiffness(elementDof,elementDof)+R"*k*R;
end
endfunction

//FUNCAO - CONDICOES DE CONTORNO
function [Kk, ff]l=boundary conditions(stiffness, force, bcval, bcdof)
//Application of boundary conditions
n=length(bcdof);
s_dof=size(stiffness);
sdof = s_dof(1,1);
kk = stiffness;
ff = force;
//disp(s_dof)
//disp(sdof)
fori=1:n
c=bcdof(i);
for j=1:sdof
kk(c,j)=0;
end
kk(c,c)=1;
ff(c)=bcval(i);
end
endfunction

//FUNCAO - FORCAS NA BARRA
function EF=forcesInElementGrid(numberElements, elementNodes, xx, yy, E, G, propg, h,
displacements)

prop=zeros(numberElements,4)
for e=1:numberElements;
indice=propg(e,:);
I[=indice(1);
J=indice(2);
k1=[E, G, L]];
prop(e,:)=prop(e,:)+k1
end



EF=zeros(6,numberElements);
for e=1:numberElements;

propriedadedoelemento=prop(e,:);

E=propriedadedoelemento(1,1);
G=propriedadedoelemento(1,2);
[=propriedadedoelemento(1,3);
J=propriedadedoelemento(1,4);
indice=elementNodes(e,:) ;

elementDof=[(indice(1)-1)*3+1 (indice(1)-1)*3+2 (indice(1)-1)*3+3 (indice(2)-
1)*3+1 (indice(2)-1)*3+2 (indice(2)-1)*3+3] ;

xa=xx(indice(2))-xx(indice(1));
ya=yy(indice(2))-yy(indice(1));

L=sqrt(xa*xa+ya*ya);
C=xa/L;
S=ya/L;

al = 12*E*I/(L*L*L);
a2 = 6*E*I/(L*L);

a3 = G*J/L;

a4 = 4*E*1/L;

a5 = 2*E*I/L;

k=[al0a2-al10a2;0a300-a30;
a20a4-a20a5;-al10-a2al10-a2;

0-a300a30;a20a5-a20a4];

cocoocoor=™
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Lb=J*6/(h"3)

EF (:,e)= k*R* displacements(elementDof)/Lb;

end
endfunction
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