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Resumo

O conceito de transformagcao conforme é muito importante dentro da Matematica,
tanto por seu carater teérico quanto do ponto de vista aplicativo, e seja qual for o tipo
de transformacao conforme, é essencial que se tenha em mente a modificagao causada
por cada fun¢ao, para que se consiga identificar aquela responsavel por transformar uma
regiao, em outra desejada. Deste modo, partindo da necessidade de se estudar e entender
alguns tipos e aplicacoes de transformagoes conformes, surge este trabalho, para que
possamos mostrar a importancia das transformacoes, para facilitar o trabalho de docentes
e discentes do nivel superior, em varios ramos da Fisica e da Matematica. Além de que,
estabeleceremos os aspectos bésicos das transformagoes conformes como ponto de partida
para suas aplicagoes, com uma abordagem interdisciplinar e com o objetivo de utilizar
conhecimentos da Matemética para resolver uma aplicagao e compreender determinado
fenomeno por meio de diferentes pontos de vista. Assim, a pesquisa teve como questoes
norteadoras as seguintes indagacoes: O que sao transformacgoes conformes, em que elas
podem ser aplicadas e como? Com base nisso, realizamos uma pesquisa qualitativa do tipo
exploratoria e de natureza bésica, em que propomos a nossa intervencao por meio de uma
abordagem interdisciplinar, de maneira a contribuir para o ensino-aprendizagem, e ainda,
potencializando uma apropriagao do saber, tanto pelos discentes como pelos docentes das
respectivas areas aqui citadas. Portanto, concluimos afirmando sua importancia para as
areas do conhecimento citadas e seu forte potencial de aplicabilidade dentro de cada area.

Palavras-chave: Variaveis Complexas; Transformagoes Conformes; Aplicacoes; Interdis-
ciplinaridade.



Abstract

The concept of conforming transformation is very important within mathematics,
both for its theoretical character and from the application point of view, and whatever
the type of conforming transformation is, it is essential to keep in mind the change caused
by each function, so that if it is possible to identify the one responsible for transforming a
region, into a desired one. Thus, starting from the need to study and understand some ty-
pes and applications of conforming transformations, this work arises, so that we can show
the importance of transformations to facilitate the work of teachers and students of higher
education, in various branches of Physics and Education. Mathematics. In addition to
that, we will establish the basic aspects of conforming transformations as a starting point
for its applications, with an interdisciplinary approach and with the objective of using
knowledge of Mathematics to solve an application and understand a certain phenomenon
through different points of view. Thus, the research had as guiding questions the following
questions: What are conforming transformations, in which they can be applied and how?
Based on this, we conducted a qualitative research of an exploratory and basic nature, in
which we propose our intervention through an interdisciplinary approach, in order to con-
tribute to teaching-learning, and also, enhancing the appropriation of knowledge by both
students as well as by the teachers of the respective higher education courses mentioned
here. Therefore, we conclude by stating your importance for the aforementioned areas of
knowledge and their strong potential for applicability within each area.

KeyWords: Complex variables; Conforming Transformations; Applications; Interdisci-
plinarity:.
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Introducao

As transformacgoes conformes tem uma aplicabilidade bastante importante tanto
na Matematica quanto na Fisica e surgem para transformar a regiao em que o problema
se apresenta em outra regiao mais simples, para a resolugao de problemas, isso porque, as
transformagoes conformes modificam a geometria do problema, preservando as grandezas
fisicas.

Segundo Santos (2013)[22], o estudo das transformagoes conformes teve sua origem
na cartografia, onde se desenvolve as técnicas para o tracado de mapas da superficie
da terra. Tais mapas consistem, basicamente, na projecao de uma superficie esférica
em outra, em geral, plana, cilindrica ou conica. A projecao estereografica, conhecida
desde os tempos de Hiparco de Nicea (190-120 a.C), é descrita matematicamente na obra
Planisphaerium, de Claudio Ptolomeu (90-168 d.C).

Ainda segundo Santos (2013), no ano de 1593, Christopher Clavius (1537-1612),
mostrou em seu livro Astrolabium como determinar o dngulo formado pela intersecao de
dois grandes circulos numa esfera por meio da medida do angulo formado pelas imagens
transformadas no plano e conseguiu demonstrar com seu método que os angulos eram pre-
servados pela transformacao. A partir dai surgiu contribuicoes e estudos importantes de
varios matematicos, como: Lambert, Euler, Lagrange, Gauss, Riemann, Cauchy, Mobius
e entre outros.

O conceito de transformacao conforme é muito importante dentro da Matematica,
tanto por seu carater teérico quanto do ponto de vista aplicativo. Seja qual for a area de
estudo ou a utilizacao de uma transformacao conforme, é essencial que se tenha em mente
a modificagao causada por cada fungao elementar, para que se consiga identificar aquela
responsavel por transformar uma regiao a outra. Neste trabalho, estabeleceremos os
aspectos basicos de transformacoes conformes como ponto de partida para suas aplicacoes
na Fisica e na Matemética.

Partindo da necessidade de se estudar e entender alguns tipos e aplicagoes de
transformacoes conformes, surge este trabalho, para que possamos mostrar a importancia
das transformacgoes para facilitar o trabalho de docentes e discentes do nivel superior,
em varios ramos da Fisica, como: a hidrodinamica, a teoria da elasticidade, a teoria dos
campos magnéticos e eletrostaticos e da Matemética, como: resolucao de equagoes do
terceiro grau, numeros complexos e entre outros. Assim, tentamos reunir neste trabalho,
o contexto histérico, os conceitos, as transformagoes e as aplicacoes, com uma abordagem
interdisciplinar.

Na pratica realizar estas transformagoes de forma concreta pode ser muito compli-
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cado, pois nao existe um tnico algoritmo para tal construcao, este é o problema principal
das transformagoes conformes. Diante desse contexto, pode se encontrar varios trabalhos
cientificos com diversas aplicacoes de transformacoes conformes, aqui vamos citar alguns

que foram encontrados e nao foram citados ao longo deste trabalho.

e Montanhano (2018) [17] que apresenta um estudo das transformagoes conformes,
mais especificamente no caso de espagos semi-riemannianos planos, como espacos
Euclidianos e Minkowskianos. Este estudo é feito primeiramente com a exposi¢ao
das relagoes das transformacgoes conformes com as transformagoes ortogonais gene-
ralizadas. Focando no caso bidimensional, identificou algebra de Witt e sua tnica
extensao central unidimensional nao trivial, algebra de Virasoro, como personifica-
¢oes das transformacgoes conformes, e portanto faz um estudo destas algebras e de

suas representacoes.

e Zabadal, Beck e Garcia (2006) [27] que apresentam métodos hibridos para solu-
¢ao de problemas difusivos relativos a dispersao de poluentes em meio aquatico.
Estes métodos aplicam variaveis complexas a fim de executar mapeamentos sobre
a equacao diferencial a ser resolvida bem como sobre o dominio considerado. O
mapeamento do dominio transforma regices de formato complexo em regioes retan-
gulares. Ambos mapeamentos sao usados a fim de reduzir o tempo total requerido

de processamento para solucao de problemas difusivos nao-homogéneos.

e Bourchtein e Oliveira (2006) [6] em que s@o construidas, de forma concreta, trans-
formagoes conformes de algumas regioes duplamente conexas em anel. Para isso,
sao utilizadas as fungoes elementares e suas propriedades, os principios basicos das

transformacgoes conformes e entre outros.

e Duran (2013) [11] estuda Transformacoes de Mobius arbitrarias por meio de trans-
formacgoes mais simples. Um estudo detalhado de inversao geométrica é realizado
com o objetivo de estudar a inversao complexa. Apresenta o comportamento das
Transformagoes de Md6bius no infinito e sao classificadas em eliptica, hiperbdlica,

loxodroémica e parabélica.

Este trabalho foi baseado nos livros classicos da disciplina variaveis complexas
que sao oferecidos na grade curricular de alguns cursos de licenciatura e bacharelado em
Matematica. Estes apresentam teoria classica, demonstracgoes, exemplos e aplicagoes na
Matematica e na Fisica, Churchill (1975) [8], Avila (2000) [1], Brown e Churchill (2015)
[7], mas dos livros citados nenhum aborda a resolugao de equagao do terceiro grau usando
transformacao conforme e nao mostra a importancia que esse contetido tem para o ensino
superior. Assim, a pesquisa teve como questoes norteadoras as seguintes indagacoes: O

que sao transformagoes conformes e em que elas podem ser aplicadas e como?
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Para realizar transformacoes conformes de algumas regioes mais complicadas em
regioes canonicas, foram estudados varios assuntos de variaveis complexas, cuja maio-
ria nao esta no curriculo de alguns cursos de Licenciatura em Matematica, de algumas
instituicoes de ensino. Para a resolucao destes problemas sao usadas as propriedades
das fungoes elementares, niimeros complexos, func¢oes analiticas , rotacao de tangentes,
equacao paramétrica, fungoes inversas e harmonicas, residuos e entre outros.

O objetivo do presente trabalho é utilizar conhecimentos da Matematica para re-
solver uma aplicagao e compreender determinado fendémeno por meio de diferentes pontos
de vista. Bem como, estudar a teoria necessaria para o entendimento das transformacoes
conformes, desenvolver as demonstracoes para prova de alguns teoremas importantes e
compreender as varias formas de se aplicar as transformagoes conformes, além de apre-
sentar aplicagoes tanto na Fisica como na Matematica na perspectiva da abordagem
interdisciplinar.

Essa pesquisa é de carater qualitativo, pois visa um aprofundamento do contetdo,
¢ de natureza bésica, pois contribui para o avanco da ciéncia mas nao tem uma aplicagao
pratica e é exploratoria, pois foi feita uma revisao bibliografica de algumas obras para
o estudo do conteudo e desenvolvimento do trabalho. Para a revisao bibliogréafica feita,
além dos livros ja citados, foi feita um busca em dois momentos: primeiro, usando a
expressio TRANSFORMACOES CONFORMES e, em um segundo momento, utilizando
a expressdo APLICACOES DE TRANSFORMACOES CONFORMES. Para tal, usamos
os seguintes bancos de dados académicos: Google, Google Academic, Google Books e
Siello.

Esse trabalho se divide em quatro capitulos, no primeiro foi feito uma pesquisa e
um estudo sobre o tema transformacoes conformes, em que utilizamos como instrumentos
de estudo e pesquisa livros, artigos e a internet ampla, para assim obter todo conhecimento
necessario para entender transformagoes conformes e em seguida fazer uma revisao tedrica
de varios contetidos pertinentes ao objetivo deste trabalho. No capitulo seguinte estuda-
mos transformacoes conformes e seus tipos. No terceiro apresentamos as aplicacoes das
transformacoes em escoamento de fluidos, resolucao de equagoes do terceiro grau e trans-
formagcao de uma regiao em outra. Ja no quarto capitulo apresentamos uma abordagem
interdisciplinar e propomos uma sequéncia didatica, afim de potencializar nossa contribui-
¢ao com este trabalho e no dltimo capitulo expomos as consideragoes finais. Dentro desse
estudo serda mostrado algumas defini¢oes e teoremas, respectivamente, que serao de bom
uso no decorrer do estudo de transformagoes conformes, no plano complexo. Sabendo
sempre que nao ha uma férmula especifica para transformacgoes, cada qual apresenta sua

singularidade e especificidade.
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1.Revisao tedrica

Este capitulo apresenta o arcabougo teoérico necessirio para o desenvolvimento
desse trabalho. Todos as teorias apresentadas nesse capitulo terao como referéncias o
livro Variaveis Complexas e suas Aplicagoes (Churchill, 1975)[8], o livro Variaveis Com-
plexas e Aplicagoes (Brown e Churchill, 2015)[7], Variaveis Complexas e Aplicacdes (Avila,
2000)[1], o livro da Colegao Conexdes com a Matematica (Dante, 2016) [10], a dissertacao
Nuameros Complexos e as Transformagoes de Mobius (Pereira, 2013)[26], Conceitos To-
pologicos no Plano Complexo (Toffoli, 2006) [24]e Introdugao a Histéria da Matematica
(Mol, 2013)[18].

1.1.Ntmeros Complexos

Historicamente, os niimeros complexos comegaram a ser estudados gragas a grande
contribui¢do do matemético Girolamo Cardano (1501-1576) [20]. Esse mateméatico mos-
trou que mesmo tendo um termo negativo em uma raiz quadrada era possivel obter uma
solucao para a equacao do segundo grau: z2—10z+40 = 0. Essa contribuicao foi de grande
importancia, pois até entao os matematicos nao acreditavam ser possivel extrair a raiz
quadrada de um nimero negativo. A partir dos estudos de Girolamo Cardano, outros
matematicos estudaram sobre esse impasse na Matematica, obtendo uma formalizagao
rigorosa com Friedrich Gauss (1777-1855).

O conjunto dos nimeros complexos (C) é o conjunto que possui maior cardinali-

dade, afinal ele contém todos os outros conjuntos numeéricos, conforme figural.l.

Figura 1.1: Diagrama de Venn (Conjunto Complexo)

Fonte: Cunha, 2014

E necessario, pois, compreender os processos das operacoes (aritméticas, trigono-
meétricas, algébricas) envolvendo elementos desse conjunto, assim como a representagao
geométrica dos ntimeros complexos. O primeiro a propor uma visualizagao dos complexos
identificando-os como pontos do plano bidimensional foi o autodidata noruegués Caspar
Wessel em 1797. Essa idéia foi redescoberta por Jean-Robert Argand, um contador suigo,

que publicou um livro em 1860 sobre o assunto, e também pelo matemaético alemao Karl
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Friedrich Gauss. Como era impossivel associar um ponto da reta real & raiz quadrada
de um numero negativo, a questao foi resolvida associando-se aos ntmeros imaginarios
pontos sobre uma reta perpendicular & reta real, passando pelo ponto zero, e dessa forma
criando um sistema de coordenadas cartesianas.

Nesse sistema, os ntimeros reais sao colocados sobre o eixo horizontal, denominado
eixo real, e todos os nimeros imaginarios sobre a reta perpendicular a reta real, passando
pelo zero da reta real horizontal, denominado de eixo imaginario. Portanto, nao sé os
imaginarios passam a ter uma representagao gréafica, como as combinagoes possiveis de
reais e imaginarios, ou seja, os niumeros complexos, sao representados por pontos no plano
definido pelos eixos real e imaginério, denominado plano complexo. O plano de Argand-
Gauss, também denominado plano complexo, é uma representac¢ao geométrica do conjunto
dos niimeros complexos. Da mesma maneira que cada ponto da reta esta associado a um
nimero real, o plano complexo associa o ponto (a, b) do plano ao niimero complexo a + bi.
Esta associacao conduz a duas formas de representacao de um nimero complexo: a forma
retangular ou cartesiana e a forma polar. A forma algébrica é ilustrada conforme figura

1.2 e representada por z = a + bi.

Figura 1.2: Representacao cartesiana
AY (Y — eixo dos nimeros imagindrios

(X — eixo dos nameres reais

representa o nimero complexo
a +

|

b Pla.b)

o
I

o]

Fonte: Elaboragao propria

Outra maneira de definir um ntmero complexo z é expressa-lo como um par orde-

nado (a,b) de nameros reais a e b, tal que
z = (a,b)

Os numeros reais a e b sao, respectivamente, a parte real e parte imaginaria de z,
sendo indicados por: Re(z) =a e Im(z) = b e ilustrado na figura 1.3.

A unidade imaginaria é o i, em que ¥ = 1, i =4, 1> = —1 e i = —i. A partir
dessa unidade podemos classificar o niimero complexo z em um nimero real, se e somente
se, Im(z) = 0, em imaginario puro, se e somente se, Re(z) = 0 e Im(z) # 0 , e é nulo,

se e somente se, Re(z) = Im(z) = 0. Assim, no conjunto dos complexos existe elemento
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Figura 1.3: Representacao da parte real e imaginaria

‘lml{z]

b e = la,b)

—i - -~
il Re(z)

Fonte: Elaboragao propria

nulo (a,b) = (0,0) e ainda o simétrico aditivo (—a, —b). E como nos Reais, no conjunto
dos ntmeros complexos podemos definir as operagoes de :
Adigao: Sejam A; = (z1,41) € Az = (22, y2), entdo (z1, y1) + (22, y2) = (T1+22,y1+y2) =

Ajs, conforme figural.4

Figura 1.4: Adigao

Im(z)
— Ag
Y Y sttt e »
LT
e B
A1 i !
Yy - "Jf. I
f- '
r
r 4
f) : - : :
S Sem o : Re(z)
-” : P " .
& & 49—
O] ) R

Fonte: Santos, M. J. V. 2016

Multiplicagao: Sejam r = (x,y) e z = (x1,y1), entdo (x,y) - (z1,y1) = (zx1 — YY1, Y1 +
yri) =7T- 2.

Outra caracteristica dos complexos é que existe o seu conjugado, que é indicado
por z. Os nameros conjugados sao verdadeiros aliados para a realizacao de operagoes de
divisoes com nimeros complexos. A participagao deles nos calculos da divisao, a torna
mais simples e permite uma melhor compreensao por parte do individuo. Para se obter
o conjugado de um nimero complexo, troca-se o sinal de sua parte imaginéaria. Entao, se
z = x + i, logo Z = x — yi. Assim, quando multiplicamos um nimero complexo por seu
conjugado, o resultado serd um namero real. Outra operagao importante é a divisao de
ntmeros complexos, que depende do seu conjugado, a qual pode ser definida da seguinte

forma:
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s s = . - . o . a2 2.5 (z+yi) . (a—bi) _ xa—xbitayi+yb
Divisao: Seja z1 = (2+yi) e 2o = (a+bi), entdo 2L = 2. 2 = et () = R

A forma trigonométrica ou polar é muito util e pratica nas operagoes de potencia-

¢ao e radiciacao nos C, por isso a importancia de se compreender bem essa representagao.

A forma polar de um numero complexo é representada por:
z = p(cosf + isinf)

Em que a = pcos(0) e b = psin(f), onde p = Va2 + b% com p>0 . O angulo (6)
de z é chamado argumento de z, ou seja, arg(z), e é determinado por meio da equagao
arctan(%) = 6. Observe que p = |z|, se z for entendido como um vetor em R*. A fi-
gura 1.5 ilustra essa representacao, em que o eixo x representa também o eixo polar. Na
forma polar, o conjugado de z = p(cos(0) + isen(0)) é z = p(cos(—0) + isen(—0)), pois
o cosseno é uma fungao par, em que cos(—0) = cos(f) e a fungdo seno é impar, em que
sen(—0) = —sen(f) e seu dngulo nada mais é do que uma reflexdo do a fixo de z na reta

das abcissas, como mostra a figura 1.6.

Figura 1.5: Representacao polar Figura 1.6: Conjugado do angulo
I\ Av
a=pcosA
s b=psend 1 Pla, b

\ p/
t!,l'"‘ r=a+ M _/S-H

F ‘s{ —f X
| RN
b
6 o
— . —— Pla,—h)
{1 X ]
Fonte: Elaboragao propria Fonte: Elaboragao propria

Veremos agora como realizar a potenciacao de ntimeros complexos na forma polar,
pois esté fica mais pratica utilizando a notagao polar. Considere um nimero complexo
qualquer escrito dessa forma z = p(cos(f)+isin(f)), queremos calcular potencias de z até

n

z™ com n pertencente aos nimeros naturais. Para esse calculo utilizaremos a chamada

formula de Moivre (AVILA, p. 11, 2000)[1], para potenciacio de ntmeros complexos,

representada da seguinte forma:
2" = p" - (cos(nh) + isin(nh)).

Ja o produto de um complexo z; por outro niimero complexo zs, estaré relacionado
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ao angulo, pois corresponde a uma ampliagao ou contracao do vetor, seguido de uma
rotacao de angulo igual ao argumento no sentido anti-horario em torno da origem do
vetor obtido, conforme figura 1.7. O produto é efetuado da seguinte forma, considere z;

e 29 definidos da seguinte maneira:
21 = p1(cos(6y) + isin(6y))

29 = po(cos(by) + isin(6y))
21 - 22 = (p1(cos(0h) + isin(61))) - (p2(cos(f2) + isin(f2)))
21+ 25 = p1p2(cos(by + 02) + isin(6y + 603))
Observe que o produto de z; - 2o ¢ um ntmero complexo cujo modulo é o produto dos

modulos dos fatores e cujo argumento é a soma dos argumentos dos fatores.

Figura 1.7: Multiplicacao

-
Re(zZ)

Fonte: Santos, M. J. V. 2016

Podemos também multiplicar um ntmero real por um ntmero complexo, nesse
caso o argumento nao se altera, o mesmo é a medida do angulo formado entre o eixo real
positivo no plano complexo e a reta que une z com a origem do mesmo plano .

Outro conceito bastante importante é o de valor absoluto, que leva um ntmero z
e seu inverso aditivo —z, a um mesmo niamero W, ou seja, |z| = W e | —z| = W, que
sempre sera nao negativo e é chamado de modulo, e calculado por |z| = va? + b%. Assim,
chegamos na desigualdade triangular que afirma que se a e b sao ntmeros reais, entao
la +b| < |a] + [b]. A desigualdade triangular nos nimeros reais ¢ uma analogia ao caso
da geometria plana onde diz que a medida de qualquer um dos lados de um triangulo é

menor que a soma dos outros dois.
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1.1.1.Regioes do Plano Complexo

Neste momento iremos definir algumas regioes complexas, necessarias para enten-
der fungoes analiticas. Deste modo, uma circunferéncia no plano complexo centrada em
p € o lugar geométrico de todos os niimeros complexos, que estao a uma distancia fixa
de z, denominada raio da circunferéncia. Se z = a + bi = (a,b) é um ponto qualquer da
circunferéncia e p = x + iy = (z,y) é o centro da circunferéncia, a distancia entre z e p ¢
fixa, e normalmente denotada por r. A equagao da circunferéncia toma a forma |[p—z| = r
ou seja, (r—a)?+ (y—>b)? = r?. Assim apresentaremos alguns conceitos elementares sobre
topologia no plano complexo os quais sao similares aos da reta real.

Disco aberto: Seja p um ntmero complexo e r um ntmero real positivo e diferente de
zero. Um disco aberto de centro em p e raio r é o conjunto de todos os nimeros complexos

z tal que a distancia de z a p seja menor do que r. Podemos denotar esta defini¢ao por:
|z —p|l<r

Disco fechado: Seja p um ntmero complexo e r um nimero real positivo e diferente
de zero. Um disco fechado de centro em p e raio r é o conjunto de todos os nimeros

complexos z, tal que a distancia de z a p seja menor ou igual a . Denotamos isto por
lz—pl<r

Vizinhanga aberta: Diz-se que S é uma vizinhanca aberta de um ntimero complexo p
se, existe um disco aberto centrado em p com um raio positivo r, inteiramente contido
em S.

Vizinhanga fechada: Diz-se que S é uma vizinhanca fechada de um ntimero complexo
p, se existe um disco fechado centrado em p com um raio positivo r, inteiramente contido

em S.

1.2.Funcao Complexa

Seja D um subconjunto do plano complexo C. Uma func¢ao complexa é uma
correspondéncia que associa a cada elemento z € D um tnico nimero w = f(z) € C. A
definicao de ponto de acumulagao que daremos agora é formalmente a mesma dos cursos
de Célculo e Anélise e é de fundamental importancia para a teoria do limite.

Definicao 1: Seja X C R e a € R, diz-se que a é um ponto de acumulacao de X
quando todo intervalo aberto de centro a, isto é, todo intervalo da forma (a — €, a + €),
com € > 0, contém uma infinidade de pontos de X. Apoés definir ponto de acumulacao,

podemos entender o que é um ponto isolado, pois um ponto p é isolado, se nao é ponto
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de acumulacao de um conjunto. Isto significa, que é possivel construir um disco aberto
centrado em p, contendo apenas este ponto.

Limite
Definicao 2: Seja z; um ponto de acumulacao de um subconjunto D de Ce f: D — C
uma fun¢ao complexa. O numero complexo L é o limite de f quando z tende a zy, se
dado qualquer € > 0, existe um namero positivo A > 0 sendo A = A(e, zp) tal que se

z€ D com 0 < |z — 2| <A, entdo:

[f(z) = L| <,
Denotamos este limite por

lim f(z)=1L

Z— Zo

Em outras palavras, a definigdo 2 afirma, que uma funcao f = f(z) tem limite
L quando z esta se aproximando de zg, se a distancia entre f(z) e L pode ser tomado
arbitrariamente pequena, desde que z esteja suficientemente proximo de zo. Note que, na
definicao nao é exigido que a fungao esteja definida no ponto z = 2y para que exista o
limite
A, 76
A nocao de limite de uma fungao em um ponto 2, diz respeito ao comportamento

da fungao nos pontos proximos a zp € nao necessariamente no proprio zo. Veja figura 1.8.

Figura 1.8: Limite de uma funcao complexa

4

Fonte: Avila, 2000

Exemplo 1: A fungao f(z) = % esta definida para z # i, mas

2241
lim =

z— 1 z—i

21

Como para z # i temos

22—|—1: (z41) - (z—1)

f(z):z—i z—i =z+1
e |f(z) —2i| = |z +i—2i| = |z — ], entdo para todo € > 0, obteremos que 0 < |z —i| < ¢,
implicando em |f(z) — 2i| = |z — i| < € bastando tomar A = e. Todas as propriedades

dos limites de soma, produto, subtragao e divisao que sao utilizadas para func¢oes nos R,
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sao também validas para os limites de fungoes complexas.

Continuidade

Quando o ponto zy pertence ao dominio de f e L = f(z), dizemos que f é continua
no ponto zy e escrevemos lim,_, ,, f(2) = f(zy). Veja que a fungao do exemplo 1 nédo é
continua em [, pois f(zg) nao existe, par zyp = 7. Quando a fun¢do nao é continua, por
que o limite da func¢ao em um dado ponto nao existe, a descontinuidade neste ponto é
dita essencial. E ainda, com base no exemplo 1, a func¢ao possui uma descontinuidade
em 2y = 4, pois o limite existe, mas a funcao nao esta definida para z = 7. Neste caso,
definimos uma nova funcao F, tal que F(z) = f(z) para z # i e F(i) = 2i. Esta nova
funcao é continua em todos os pontos do plano complexo. Assim, uma fun¢ao é continua,
quando é continua em todos os pontos do seu dominio.

Derivada

Dizemos que f é derivavel em zp, se o limite 1.1 existe

lim f(z0 + Az) — f(20)
Az— 0 Az

. (1.1)

Ele define uma nova funcao de z, a derivada ou fungao derivada da funcao f no ponto zy,

denotada por f’. Assim

A funcgao complexa é derivavel em todos os pontos, se tiver derivada em cada um
dos pontos do seu dominio. Todas as regras familiares de derivacao, como derivada de
uma constante, derivada da soma (diferenga), regra da poténcia, regra do produto, regra

do quociente e regra da cadeia sao validas para a derivagao em fung¢oes complexas.

Integral
Seja F(t) = U(t) + iV (t) uma fungdo da variavel real ¢ num intervalo [a,b]. Sua

integral é definida em termos das integrais das fungoes reais U e V', mediante a expressao

/abF(t)dt - /abU(t)dt +i/abV(t)dt. (1.2)

Sendo que, essa integral existe, quando F' é primitiva. Desta definicao seguem algumas
propriedades, que podem ser encontradas na pagina 80 do livro varidveis complexas e
aplicacoes (Avila, 2000).
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1.3.Funcoes Analiticas

Conforme Churchill (1975), quando z designa qualquer um dos numeros de um
conjunto S de ntiimeros complexos, chamamos z de variavel complexa . Se para cada valor
de z em S, o valor de uma variavel complexa w é determinado, entao w é uma funcao da

variavel complexa z no conjunto S:

w = f(z)

Temos assim uma funcao de varidvel complexa, em que o conjunto S é usualmente
um dominio. Nesse caso ele se diz dominio de defini¢ao da fung¢ao w. Os valores de f(z),
correspondentes a todos os z em S, que constituem um outro conjunto R de nimeros
complexos, conhecido como imagem da fung¢ao w.

Assim, uma funcao f : S — R ¢é dita analitica num ponto, quando ela e suas
derivadas sao definidas para um dado valor de S ou um dado ponto no plano S. Quando
a funcao f(z) ou suas derivadas tendem ao infinito para um dado valor de S, diz-se que
a fungao nao é analitica para aquele ponto. Formalmente uma funcao f é analitica num
dominio do plano-z (plano do dominio), se ela é analitica em todo ponto desse dominio.

Segundo Cunha (2014), outra defini¢ao de fungao analitica é dada a seguir:
Defini¢ao 3: Uma fungao f é analitica num ponto zy se f for diferenciavel em todos os
pontos de alguma vizinhanca de zp, isto é, dizemos que uma funcdo f(z) ¢ analitica em
20, se existir A > 0 tal que f’(z) exista para todo z com|z — z| < A.

Equacoes de Cauchy-Riemann

Seja f(z) = w(z) + iv(z) uma fungdo derivavel no ponto z = z + iy. Entéo, o

quociente
f(z+Az) — f(2)
Az

tem limite f’(z) com Az — 0, independentemente do modo como Az tende a zero.

Em Particular, podemos fazer Az tender a zero por valores reais Az = k e, por valores

imaginarios Az = t, conforme figura 1.9.

Figura 1.9: Riemann

1 (x,y+t)
s
1
|
:
S -
(x,y) (x+k.y)

Fonte: Elaboracao propria
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Assim, obtemos, respectivamente,

u(r + k,y) —u(z,y) +iv(z + k,y) —v(x,y)]

f(z) = Jim, k
) F(e) — fag My 1) ) il +8) o, )
N t—0 it

A existéncia desses limites implica a existéncia, separadamente, dos limites das partes

reais e das partes imaginarias das expressoes sob limites, isto é,

f'(z) = lim @ +k,y) — ulz,y) + 4 lim

v(z +k,y) —v(z,y)
k—0 k k—0 k

f/(Z) — lim u<x7y+ t) — U(Jf,y) i lim U('rvy +t) — U(x7y>

t—0 k t—0 it

Em consequéncia, as fungoes u e v possuem derivadas parciais no ponto (z,y), e valem

nesse ponto as seguintes condigoes:

ou .Ov
/ _ % e
f (Z) - ax Z@x’
) w0
() = 200t
1 (2) oy i o
Igualando as partes reais e imaginarias, obtemos daqui as chamadas equagoes de Cauchy-
Riemann:
Ou  Ov
oxr Oy
e
ou v
oy Oz

A analise acima mostra que essas equagoes sao uma condi¢ao necessaria para a existéncia
da derivada de uma funcao f, mas elas nao sao suficientes para garantir a existéncia dessa
derivada.

Condigao necessaria e suficiente

Como acabamos de ver as equacoes de Cauchy-Riemann s@o uma condi¢ao neces-
saria, porém nao suficiente, para que uma funcao f tenha derivada. No entanto, se a
ela juntarmos a condigao de que as derivadas de u e v sejam continuas numa regiao R,
obtemos uma caracterizacao muito importante das fungoes analiticas em termos dessas
equacoes. E o que diz o teorema 1.
Teorema 1: Sejam u(z,y) e v(z,y) fungdes reais com derivadas parciais continuas

numa regiao R. Entdo, uma condigdo necessaria e suficiente para que a funcao f(z) =



Capitulo 1. Reuisao tedrica 23

u(z,y) + iv(z,y) seja analitica em R é que as equagoes de Cauchy-Riemann estejam ai
satisfeitas.

Interpretacao geométrica

As equagoes de Cauchy-Riemann tém um significado geométrico interessante, ex-
presso no teorema 2, apresentado a seguir:

Teorema 2: Se f = u + iv é analitica numa regiao R, entao as curvas das familias

u(z,y) = const.

v(x,y) = const.

se cruzam em um angulo reto em todo ponto zg = xy + iyo onde f'(zy) # 0, veja figura
1.10.

Figura 1.10: Interpretacao geometrica das equagoes de CR

U= const.
(“)ﬁ . ux)

U = const.
Wy, ~uy)

Fonte: Avila, 2000

Ao demonstrar esse teorema obtemos um resultado que se refere a familias de
curvas do plano-z (plano do dominio), que sao levadas pela fungao f(z) nas familias das
retas do plano-w (plano do contra-dominio ou imagem), paralelas aos eixo dos v e ao eixo
dos u respectivamente. Um resultado analogo é verdadeiro para familias de curvas do
plano-w, que sao imagens das familias de retas coordenadas do plano-z, isto é, as familias
de retas paralelas ao eixo dos x e ao eixo dos y respectivamente. Toda a demonstracao
desse teorema pode ser encontrada nas paginas 59-60 do livro Variaveis Complexas e
Aplicages (Avila, 2000).

Transformacao

Propriedades de uma fungao real f(z), sdo demonstradas geometricamente pelo
grafico da fungdo. A equacdo y = f(x) estabelece uma correspondéncia entre pontos x
no eixo-r e pontos y no eixo-y, isto é, ela leva pontos x em pontos y. A descricao gréfica
melhora quando se leva cada ponto z num ponto (x,y) do plano-zy, ponto este que se
situa a distancia orientada y acima ou abaixo do ponto x. A curva assim obtida é o grafico
de f(z). Da mesma maneira, usamos uma superficie para exibir graficamente uma fungao

real f(x,y) das varidveis reais x e y.
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Entretanto, quando w = f(z) e as variaveis w e z sdo complexas, ndo dispomos
de tal representacao grafica da fungao f, uma vez que precisamos de um plano para a
representacao de cada uma das varidveis. Algumas informagoes sobre a funcao podem,
entretanto, ser obtidas graficamente, exibindo-se conjuntos de pontos correspondentes
2z e w. E mais simples, em geral, desenhar dois planos complexos separadamente para
variaveis z e w, onde para cada ponto (z,y) no plano-z, no dominio de defini¢do de f,
existe um ponto (u,v) no plano-w, onde w = u + iv.

A correspondéncia entre pontos nos dois planos se diz aplicacao ou transformacao
de pontos no plano-z em pontos do plano-w pela funcao f. Pontos w sao, entao, imagens
de pontos z, conforme figura 1.11. Este termo se aplica também entre conjuntos como,
por exemplo, imagem de uma curva, de uma regiao, etc. Para se empregar certos termos
geométricos tais como translagao, rotacao e reflexao, é conveniente, as vezes, considerar

a aplicacao como transformagao num sé plano.

Figura 1.11: Transformacao e fun¢ao analitica

¥ fo

— o
Plane — = &€ Planog — m

Fonte: Elaboragao propria

1.4.Funcoes Harmonicas

Uma fun¢ao harmonica é qualquer solucao nao trivial da equacao de Laplace,
cujas derivadas primeira e segunda sao continuas. Uma outra defini¢ao, mais formal, é
apresentada a seguir:
Definigao 4: Seja f = u + v analitica num dominio do plano-z. Sendo u e v fungoes

reais de (z,y). Entao, em todo ponto do dominio

ou Ov ou B ov

- 27 = 1.
or Oy’ oy Ox (13)
e, portanto,
2 2 2 2
8u:811’ 8u:_8v (1.4)
oxr?  0xdy oy? 0xdy

desde que estas segundas derivadas existam. Em seguida esta escrito a equacao diferencial

de Laplace em duas variaveis independentes = e y. Assim, quando a funcao é analitica,
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suas derivadas parciais de segunda ordem existem e sao continuas, o que satisfaz a equacao

de Laplace e é chamada de func¢ao harmonica.

’u  O%*u B

502+ 7 =0 (1.5)

Exemplo 2: A funcao u = y® — 32y é harmonica?
E facil ver, pela substituicdo direta na equacao de Laplace, que a funcdo é harménica.

Para verificar e achar v, notemos que

ou
- _6
ax xy?

e dai, usando uma das equacgoes de Cauchy-Riemann, podemos concluir que

ov
— = —06xy.
dy vy

Integrando esta equagao em relagao a y, com x fixo, temos que

v = —3xy* + ¢(x),

onde ¢(z) é, no momento, uma fungdo arbitraria de x. Mas, como % = —g—:, entao ¢

deve ser tal que
-3y + ¢(z) = —3y* + 322

Portanto ¢/(z) = 32% e ¢(z) = 2® + ¢, onde ¢ é uma constante arbitréria. Assim, a

conjugada harmonica da funcao v = y3 — 322y é

v=—=3zy* +2°+c

1.5.Funcoes elementares

Considera-se nesta segao algumas das fungoes elementares estudadas no Calculo,
tais como: a funcao logaritmica, a funcao exponencial e a funcao linear, além de que
foi definido fungoes complexas correspondentes. Nao se pretende um estudo exaustivo
do assunto, busca-se desenvolver ideias muito tteis e necessarias para o desenvolvimento
deste trabalho.

1.4.1 Funcgao exponencial
Definicao 5: Definimos a fun¢ao exponencial w = e*, em termos de funcoes reais, pela
equacao

z x

e* =e"-e% = e (cos(y) +isen(y))
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em que usando a féormula de Euler
e = (cos(y) + isen(y))

onde z = x + 1y e o numero y é usado como medida em radiano do angulo na defini¢cao
dos cos(y) e sen(y). Desta maneira, a mesma defini¢do também pode ser escrita na forma
polar, da seguinte maneira e* = pe’®, onde 0 p = €% e 0 ¢ = y, fica claro que |e*| = e e
que o arg(e®) =y + 2nm, com (n =0,+1,£2,...).

Exemplo 3: Para encontrar os nimeros z = x + iy tais que
e =1+3i, (1.6)

em seguida calculamos o moédulo do niimero complexo €*, que € igual a 2, e ainda escreve-
mos 0 mesmo nimero complexo na forma exponencial, usando a féormula de Euler, assim
escrevemos (1.6) como

, .
e’e" = 2¢e's.

Entao, a respeito da igualdade de dois nimeros complexos em forma exponencial, obtemos

=2 e y:g—l—Qnﬂ' (n=,+1,£2,..).

Como In(e*) = z, segue que

r=1n(2) e y:g—l—er (n=,+1,42,..);

e, portanto,

1
z=1In(2)+ (Zn + g) m (n=,%+1,4+2,...).

1.4.2 Fungao Logaritmica

O logaritmo pode aparecer em qualquer outra fungdo, pode estar no quociente,
no expoente de uma poténcia, no radicando de uma raiz, ou até mesmo no logaritmando
de um outro logaritmo. As propriedades (soma, subtrac¢do, multiplicacdo e mudanga de
base) sao fundamentais para o calculo de logaritmos e todas sdo usadas no estudo das
funcoes logaritmicas complexas.

Definigao 6: Definimos a funcao log de uma variavel complexa z, pela equagao

log(z) = log(re') = log(r) +i0  se >0,
em que z = re? e o argumento 6 ¢ medido em radianos. A definicdo é natural, no
sentido de que a mesma ¢é escrita usando formalmente as propriedades dos logaritmos, ja

estudadas nos reais e que valem também para os complexos.
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Exemplo 4: Se z = —1 — v/3i, entdo r = 2 e o argumento ¢ igual a _TQW Logo,

log(—1 — V/3i) = In(2) +i (== + 2n7w) = In(2) + 2 (n — 1) mi, com (n =, £1,£2,...).
Outra informacao importante que deve-se saber quando trabalha-se com logaritmos

nos complexos, é sobre ramo de um logaritmo, que é denotado como logk(z) e ainda
logr(z) = logk(r) + 16, 2km <0 <2(k+ 1)m.

Costuma-se dizer que o logaritmo fica "especificado"com um determinado valor de k. O
ponto z = 0 é chamado ponto de ramificagdo de logi(z), justamente porque, quando um
ponto z descreve um circulo centrado na origem e volta ao ponto inicial, a fungao logy(2)
retorna aumentada de 274, isto €, passa de um de seus ramos ao ramo seguinte.

1.4.3 Funcgoes lineares

A fungao linear é aquela que possui a lei de formagao do tipo f(x) = az + b, com
a real e diferente de zero. Toda funcao que possui valor igual a zero para o coeficiente b
também é classificada como funcao linear e, por consequéncia, é também uma func¢ao afim.
Mas, quando trabalhamos com plano complexo todos os valores serao ntmeros complexos.

A funcao é definida como w(z) = z + ¢, onde ¢ é uma contante complexa. Isto, é se

z=x+1y e c=c +1icy

entdo a imagem de cada ponto (z,y) no plano-z é o ponto (x + ¢1,y + ¢2) no plano-w.
Visto que todo ponto numa regiao do plano-z é levado no plano-w, desta mesma maneira,
a imagem da regiao é simplesmente a translagao da regiao. As duas regioes tém a mesma

forma, o mesmo tamanho e a mesma orienta¢do. Como exemplo, a func¢ao
w=(1+d)z+2—1

transforma a regiao retangular no plano-z na regiao retangular no plano-w, conforme
figuras 1.12 e 1.13.

Figura 1.12: Plano-z Figura 1.13: Plano-w
AY Av

N 14+ 2

1+2

N
\ Mo
’ \A ’
- wid
] ﬂ _!r e y _

Fonte: Elaboracao propria Fonte: Elaboragao propria
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Isto ¢ evidente geometricamente, visto que arg(1+i) = T e |1 + i = v/2.

1.6. Residuos

Se existe alguma vizinhanca de um ponto singular z, de uma funcao f, onde f é
analitica, exceto no préprio ponto zy, entao zg, se diz ponto singular isolado de f. Em
que, ponto singular ou singularidade de f, é um ponto onde uma funcao f nao é analitica.
Exemplo 5: A funcao % ¢ analitica , exceto em z = 0, logo temos que a origem ¢ um
ponto singular isolado desta fungao. Assim, toda funcao tem um residuo em cada um dos
seus pontos singulares isolados, ou seja, se tem ponto singular tem residuo.

Veremos a teoria sobre a Série de Laurent, um dos instrumentos mais importantes
no tratamento de func¢oes analiticas, pois toda func¢ao analitica pode ser representada por

uma série de poténcia.
Séries de Laurent: 2’ denota pontos arbitrarios nos circulos C e Cy concéntricos:

|2 —z20)=m1 e | —2]=mr
com centro num ponto 2y, onde r; < ro, conforme figura 1.14.

Figura 1.14: Série de Laurent
AY

-
T

Fonte: Elaboragao propria

Teorema 3: Se f ¢é analitica sobre C; e (5 e na regiao entre esses dois circulos, entao, em

cada ponto z entre os circulos, f(z) é representada por uma série convergente de poténcias

positivas e negativas de (z — zp),

n=1

FO) = Sl )+ 3 (1.7

onde

n

N B G
_ /C( (n=0,1,2..), (1.8)

2mi 2! — zg)"H
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b — 1 f(zhd

2w e, (27— 29)

(n=0,1,2...), (1.9)
sendo cada integral calculada no sentido anti-horario.

A série em (1.6) é chamada de série de Laurent. No caso em que f é analitica no
interior de '} e também sobre (', exceto no proprio ponto zg, 0 raio ro pode ser tomado
arbitrariamente pequeno. O desenvolvimento (1.6) é valido, entdo, quando 0 < |z — zo| <
ri. A demonstracao desse teorema pode ser encontrada no livro variaveis complexas e
suas aplicagoes (Churchill, 1975), nas paginas 126, 127 e 129. Toda a fun¢do tem um
residuo em cada um dos seus pontos singulares isolados, ja que a Série de Laurent em
torno do ponto, representa a func¢ao numa vizinhanga do ponto, exceto no préprio ponto.
Teorema 4 (do residuo): Se uma fungao tem apenas um ntmero finito de pontos

singulares num dominio, entao esses pontos singulares sao necessariamente isolados.

1.7.Consideracoes

Concluimos este capitulo com o estudo de varios conceitos, defini¢oes e operacoes
importantes dos niimeros complexos, das fungoes analiticas, fungoes harmonicas e fungoes
elementares, além do estudo de regioes no plano complexo, residuos e da série de Laurent.
A partir dos topicos estudados, até este momento, adquirimos o conhecimento necessario
para entender transformacgoes conformes. No proximo capitulo, estudaremos sua defini¢ao

formal e alguns tipos.
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2. Transformacoes Conformes

Com base no conhecimento adquirido no capitulo anterior, para construir este te-
remos como referéncias para todas as teorias estudadas neste capitulo, as notas de aula
(Alencastre, 2016 )[4][3], Conceitos Topologicos no Plano Complexo (Toffoli, 2006)[24],
dissertacoes de mestrado (Cunha, 2014)[9] e (Pereira, 2013)[26], livro Variaveis Complexas
e Aplicagoes (Brown e Churchill, 2015)[7]. Neste capitulo, apresenta-se conceitos, algu-
mas propriedades e exemplos de transformacoes conformes. Discutem-se, primeiramente,
alguns aspectos importantes no estudo das transformacoes com objetivo de tornar claro
os conceitos. Em seguida, o contexto histérico do desenvolvimento dessas transformacoes
desde o ambito Matematico até o Fisico.

As transformacoes conformes no plano complexo, além de configurarem um campo
a parte da Matemética, possuem varias utilidades e aplicacoes tanto na Matematica
quanto na Fisica, apresenta-se em varios tipos e constitui basicamente em transformar
o dominio em que o problema é apresentado em outro dominio mais simples, tornando a
resolucao de problemas mais facil e por meio de técnicas que se baseiam nas propriedades
da funcao analitica. A seguir, mostra-se a orientacao dos angulos e a defini¢ao formal,
respectivamente.

Seja C e Cy duas curvas suaves no dominio de f(z) que se cruzam em 2z, cujas as
imagens no plano-w sao representadas por Sy e S, respectivamente. Assim, se wy = f(2p),

as curvas S; e Sy se cruzam em wy, conforme Figura 2.1.

Figura 2.1: Angulos orientados no sentido positivo

A A .,
Vv Im vl Im “_'3_1

fz) ........ -

»
(2} X (2} u
Plano-z Plano-w

Fonte: Cunha, 2014

Considere duas curvas C e (5 que se encontram em zy. Sem perda de generali-
dade podemos considerar zy = 0. Uma funcéo f(z) leva estas duas curvas em outras duas
curvas, e podemos supor sem perda de generalidade que f(zp) = 0. O angulo 6 entre as
curvas (7 e Cy nao altera se a transformacao é conforme.

Definigao 7: A transformagdo w = f(z) é conforme num dominio D C C se o angulo
entre C e Cy em zp, for igual ao angulo entre S7 e Sy em vy, em valor absoluto e sentido,

para todos os pontos zp em D.
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Teorema 5: Se f(z) ¢ analitica e f'(2) # 0 num dominio D, entdo a transformacao
w = f(z) é conforme em D.

Demonstracgao: A transformacao que preserva os valores absolutos dos dngulos orien-
tados, mas nao necessariamente os sentidos, ¢ denominada isogonal (FERNANDES e
BERNARDES, 2006)[12]. Observe o ponto zy + Az em Cj no sentido positivo a partir
de zp, o limite do argumento de Az quando Az — 0 é o angulo de inclinagao a da
reta tangente a curva Cy no ponto, como representada na figura 2.2(a). Se wy = f(20)
e se wy + Aw em Sy no sentido positivo a partir de wg é a imagem de zg + Az, entao o
argumento Aw tende para o angulo de inclinacao 5 da reta tangente a curva Sy no ponto

wp, como representado na figura 2.2(b).

Figura 2.2: Conformidade

s

Co
L3 v

(a)

Fonte: Cunha, 2014

Temos que a derivada f’(zg) é definida por

f(z0) = lim —, (2.1)

onde dw = f(zo+ 02) — f(z0). Tem-se que a tangente & curva Cy em 2y gira um angulo
0y sob a transformacgao w = f(z). E sendo #y um argumento f’(zy), entdo o célculo do

limite do argumento de % é

) Aw ) Aw
Jm [‘““9 (r)_] = arg LBLHO (r)_] (22)
= argf'(2)].=z = o (2.3)

Sendo wg + Aw a imagem de zy + Az, entao o valor do argumento de Aw é dado por

argAw = argAz + arg <%) . (2.4)

Quando Az — 0, 0 argAz — «a e o argAw — (5. Entao

p=arary(37). (2.5)
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assim em 2.2 temos,
B =a+arg|f(20)], (2.6)

O valor encontrado no célculo do limite do argumento de % em (2.2) somente é valido
para a transformagdo w = f(z), desde que f seja analitica em 2y e f'(z) # 0. Como o
angulo 0, ¢ encontrado pela fungao transformadora f e pelo ponto 2y, ele é 0 mesmo para
todas as curvas passando por zy. Sendo as curvas C e C5 que se cruzam no ponto zg do
plano complexo z, com a7 e ap os angulos de inclinagao das curvas C e Cy, respectiva-
mente, em 2. Através da transformagao w = f(z), obtém-se as curvas S; e Sy imagens
de C} e Oy, respectivamente, no plano-w, interceptando em wy = f(zp). Os angulos de
inclinagao das curvas S7 e Sy em wy sao 1 e [, respectivamente, como mostra a figura

2.3. Da equagao e (2.6) tem-se que 8 = oy + 0y e B2 = ag + 0. Desta forma tem-se

Figura 2.3: Preservacdo dos Angulos

Fonte: Cunha, 2014

pi = P2 = a1 — as. (2.8)

Portanto, o angulo entre C e (5 é igual ao angulo entre S; e S5, como na figura 2.3, o
que completa a demonstracao.
Exemplo 6: Mostraremos que a transformagao w = f(z) onde f(z) = 690%, 2y €

um ponto do semiplano superior e 6y € R, transforma o semiplano superior no plano-

z no disco unitario no plano-w, conforme figura 2.4. Seja z = x + yi, z0 = To + Yol €

Figura 2.4: Transformacgao conforme
Yy plano z v plano w

b
.

Fonte: Alencastre, 2016 (a)
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Z0 = To — Yol, entdo z — 2o = (r — xg) + (y — yo)i = |2 — 20| = \/(3?—5130)2—1—(3/—3/0)2 e
ainda z — 2o = (v — z0) + (y + yo)i = |2z — 20| = \/(x — 20)2 + (y + yo)2. Observe que se

z pertence ao semiplano superior (y > 0) temos |z — 2| < |z — %] ocorrendo a igualdade

se z pertence ao eixo real, veja a ilustragdo geométrica no desenho da figura (2.5).

Figura 2.5: Transformacao

Y, plano zy

Assim

pois, considerando [e®| = 1 e |z — 2| < |z — %|. Logo f(2) = w < 1, 0 que nos leva a um

circulo unitario em que f(z9) = 0 e que o eixo real é mapeado na borda do disco unitario.

2.1. Transformacoes por Funcoes elementares

Como as fungoes elementares citadas no capitulo 1 sao analiticas, as transformagoes
discutidas aqui sao conformes, exceto nos seus pontos singulares.

Transformacao linear

A partir das fungoes lineares conseguimos transformar uma regiao em outra. Essa
transformacao w = C'z em que C é uma constante complexa nao nula e z # 0. Pode ser
escrita na forma exponencial, escrevendo z = r(cos(0)+isen(0)) e C = a(cos(a)+isen(a))

de onde obtemos:
C=ae™ e z=re?), (2.9)

Logo,
w = (ar) el@+9) (2.10)
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Assim, essa transformacao leva todo ponto numa regiao do plano-z no plano-w,
em que ambas as regioes tem a mesma forma, o mesmo tamanho e a mesma orientacao.

Transformacgao pela fungao exponencial

Sabemos que a transformacao w = e* pode ser escrita como w = € - %, em que

z = x +1y. Assim, se w = pe’®, entdo
p=e"ep=y

A imagem de um ponto z = (c1,y) arbitrario de uma reta vertical z = ¢; tem
como coordenadas polares p = e“ e ¢ = y no plano-w, veja figura 2.6. Essa imagem
percorre o circulo mostrado na figura (b) no sentido anti-horario, & medida que o ponto z
percorre a a reta para cima. A imagem da reta x = ¢; € o circulo todo, e cada ponto do
circulo é imagem de um numero infinito de pontos ao longo dessa reta, espacados a cada
2m unidades.

A funcao exponencial define uma bijecao de uma reta horizontal y = ¢y sobre o

angulo ¢ = cy. Isso é facilmente percebido na figura 2.6 a seguir:

Figura 2.6: Transformacao Exponencial

v v
xX=c

0 X QJ expc, u

Plano-z (2) Plano-w (b)
Fonte: Brown e Churchill, 2015

A medida que o ponto z percorre toda a reta r = ¢; da esquerda para direita,
sua imagem se afasta da origem ao longo do raio. Deste modo, os segmentos verticais e
horizontais sao levados em porgoes de circulos e raios, respectivamente, e as imagens de
varias regioes sao facilmente obtidas a partir dessa transformacao.

Transformacgao pela fungao logaritmica

Qualquer ramo do logaritmo é uma funcao injetiva, definida em todo plano-z,
exceto z = 0, e tendo como imagem toda uma faixa horizontal do plano-w e a totalidade
dos ramos, cobre todo o plano-w.

z=re w=u+iv,

w = log(z) = log(r) + 6.
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Os raios # = const. do plano-z, que vao nas retas horizontais v = const. do plano-w, e os
circulos r = const. sao levados nas retas verticais u = const. Note que a ortogonalidade das
curvas u(x,y) = const. e v(x,y) = const. era de se esperar, de acordo com a interpretagao

geométrica das equagoes de Cauchy-Riemann (p. 19).

Figura 2.7: Transformacao logaritmica

v=27

v= 273

=Y

Fonte: Avila, 2000

O ramo principal leva o plano complexo z # 0 na faixa 0 < v < 27 do plano-w.
E, em geral, o ramo k-ésimo leva o plano z # 0 na faixa 2km < v < 2(k+ 1)7 do plano-w.
Assim, todo ramo do logaritmo é uma funcao injetiva, definida em todo o plano, exceto
em z = 0, e tendo como imagem uma faixa horizontal do plano-w. A fungao e exponencial
e a logaritmica sao func¢oes inversas uma da outra, desde que o dominio da exponencial

seja a faixa horizontal de largura 27 que é imagem do logaritmo.

2.2.Transformacoes Harmonicas

Dentro da Matemaética existe um problema muito importante, que é o de encon-
trar uma funcao que seja harmoénica em um dominio especifico e que satisfaga condigoes
prescritas neste dominio. Aqui podem ser prescritos tanto os valores da fungao ao longo
da fronteira como os valores da derivada da funcao ao longo da fronteira, em que recaimos
em dois problemas o de Dirichlet e o de Neumann, respectivamente. Esses sao problemas
de contorno nas equacoes diferenciais de derivadas parciais bem antigos. Cada funcao
analitica fornece um par de fungao harmonicas, e uma funcao f : C — C ¢é inteira, se ela
¢é derivavel em todo ponto z € C, isto é, se f for analitica em todo o plano complexo.

Como a funcio e por exemplo, é inteira, as suas partes sao harménicas em todos
os pontos, pois satisfaz a equagao de Laplace. Apresentaremos um argumento bastante
importante na resolucao desses problemas. Seja H uma fun¢ao harmoénica qualquer das
variaveis independentes x e y. Vamos introduzir novas variéveis independentes u e v, tal

que a variavel complexa z = x + iy seja uma func¢ao analitica de w = u + v , ou seja,

z = f(w).
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Para a funcdo harménica dada H(z,y), existe uma fungao harmoénica conjugada
G(z,y), em que H + iG é uma fung¢do analitica de z, mas z é uma funcdo analitica de
w e portanto H + iG também ¢é uma funcgao analitica de w e assim, H é uma fungao
harmonica de u e v. O seguinte teorema enuncia esse resultado.

Teorema 6: Toda funcao harménica de = e y se transforma numa fungao harmoénica de

u e v por meio da mudanca de variaveis
r 41y = f(u+w),

onde f é uma funcao analitica.
Como consequéncia, uma fungao que é dita harmoénica em alguma vizinhanga per-

manece harmonica sob mudancas de variaveis advindas de uma transformagao conforme
w = F(z),

onde F(z) é analitica e F'(z) # 0 na vizinhanca, uma vez que a funcdo inversa z = f(w)
¢ analitica.
Exemplo 7: A fungdo H = e ¥sin(x), é harmonica em qualquer regiao do plano-zy. Sob

a transformacao, que é obtida pela funcao harménica, definida anteriormente

2 2

temos © = u? — v? e y = 2uv, entdo a funcao H = e 2%

sen (u? — v?) é harmonica na

regiao correspondente do plano-uwv, ou seja,

0*H 0°H

ou? + ov? =0

2.3.Transformacoes Condicoes de Contorno

As condigoes que prescrevem, que uma fungao harmonica H ou sua derivada, seja
constante sobre uma parte da fronteira de uma regiao, sao as mais comuns, embora essas
nao sejam os Unicos tipos importantes de condigdes de contorno. Algumas dessas con-
dig¢oes, permanecem inalteradas, sob a mudanca de variaveis por meio da transformacao
conforme. Uma curva ao longo da qual uma funcao H é constante é chamada curva de
nivel da fungao. Pela mudanca de variaveis, uma curva de nivel H(z,y) = ¢ no plano-zy

¢é transformada na curva de nivel

Hiz(u,v),y(u,v)] = c
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no plano-uv. Uma parte da fronteira de uma regiao no plano-zy sobre a qual H tem valor
constante, é transformada numa curva no plano-uv, onde H toma o mesmo valor cons-
tante. Se a derivada de H se anula ao longo de uma curva no plano-zy, entao a derivada
de H como funcao de u e v também se anula sobre a curva correspondente no plano-uwv.
Deste modo, um problema de valor de contorno” é aquele, que determina uma solucao
que satisfaga ao mesmo tempo as equacoes diferenciais e as condi¢oes de contorno.

Teorema 7: Sob uma transformagido z = f(w), onde f é analitica e f'(w) # 0, perma-

necem inalteradas as condigoes de contorno de um dos dois tipos

H=c¢

¢ dH
i
dn

impostos a uma funcao H, harmoénica. FEsse teorema, enuncia a invariancia de tipos
especiais de condicoes de contorno. Uma condicao de contorno que nao é de nenhum
desses tipos pode ser transformada numa condigao que é substancialmente diferente da

original.

2.4. Transformacao de Joukovski

Essa transformagao é conhecida assim, porque foi utilizada pelo cientista russo
Nicolai Joukovski (1847-1921) em seus estudos de acrodinamica. Deste modo, estudaremos

agora essa transformacao:
1 a?
w=J(z) == —
() =5 +5)
onde a > 0. Observe que J leva cada ponto z num ponto w, e cada ponto w é imagem de

dois pontos z; e zo, raizes da equagao
22— 2wz +a*=0.

Como estas raizes satisfazem a relacao de Girard, z; - 2o = a?, vemos que, ou ambas estao
no circulo |z| = @?, ou uma ¢ interna e a outra externa a esse circulo. Somente os pontos
w = a e w = —a provém de raizes duplas, z = a e z = —a respectivamente. Os pontos do
segmento [—a, +a| sdo imagens de pontos conjugados z = ae*™ do circulo |z| = a, pois
J(ae*?) = cos(f). Entao J transforma, bijetivamente, tanto o interior quanto o exterior

do circulo |z] = a, em todo o plano w, excetuando o segmento [—a, +al.
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2.5. Transformacao de Mobius

Vamos aprender sobre as transformacoes de Mobius, uma classe de transforma-
¢oes do plano complexo com o nome do matemaético alemao August Ferdinand Mobius
(1790-1868). Essa classe de transformagoes tem algumas propriedades muito interessan-
tes, algumas das quais veremos aqui. Conhecida como sendo uma transformacao complexa
definida por uma composicao de outras transformagoes mais simples, a saber: translagao,
rotagao, dilatacao e inversao. A mesma esta entre as transformagoes mais importantes
da geometria com aplicagoes desde mapeamento cerebral até a teoria da relatividade,
podendo ser uma combinagao complicada das quatro transformacoes basicas. A funcgao

complexa definida por
az+b

ez +d

é chamada uma transformacao de Mobius, onde a, b, ¢, d sao niimeros complexos tais que

T(z)=w

ad — be # 0. A chamada transformacao de Mobius, tem a funcao de levar qualquer reta
numa reta ou circulo e também qualquer circulo numa reta ou circulo. Essa transformagao
também chamada de transformacao fracionaria, é considerada como uma composicao das
transformagoes de translagao, rotagao, dilatagao e inversdo (essas transformagoes serao
tratadas na secao 2.6).

A transformagao de Mobius leva cada ponto do plano-z, exceto o ponto z = ’Td
com ¢ # 0, em um unico ponto do plano-w. Isolando z na expressao acima, temos a

inversa da transformacao de Mobius que continua sendo uma transformacao de Mdobius,

dada por
dw—1b
z=T Y w)=2=———.
—Ccw +a
Os pontos z = %1 e w = ¢ sao pontos criticos da transformagao e de sua inversa, res-

pectivamente, no sentido de que T'(%) = oo e T7'(%) = co. Pode-se mostrar que existe
uma tunica transformacgao de Mobius, que leva trés pontos distintos z1, 2z, € 23 do plano-z
a trés pontos distintos wy, we e w3 do plano-w, tal que para cada ponto z vale a seguinte
relacao, denominada de razao cruzada,

(w—wr) - (wy —w3z) (22— 21) (22 — 23)

(UJ — wz) . (wl — w3) - (,z — 22) . (Zl _ ZS) (2.11)

onde w = T'(z). Por exemplo, vamos achar a transformacao de Mobius que leva os pontos
21 = —1, 29 = —i e z3 = i nos pontos w; = 0, wy = 2 e z3 = 141, respectivamente. Antes
de fazer os céalculos, observe que o circulo |z| = 1 (onde estao os valores dados de z) sera

levado no circulo |[w—1| = 1 (onde estao os valores dados de w). Entao substituindo estes
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pontos na expressao (2.11) obtemos

(w—0)-(2—(1419)

~—
—~
N
|
—~
|
—_
~—
~—
—~
d
|
~
~—

2 = =z : (2.12)
(w=2)- (0= (1+2) (2= (=9)-(=1-1)
entao . )
w - (1—1) _ (z+1)-(—21) (2.13)
(w—=2)-(=1—=1) (z2414) - (—1—1) '
efetuando alguns célculos, temos
(w—wi) - (z+1i) - (-1—10)=(w—2)-(=1—1) - (—2iz — 21) (2.14)
dividindo tudo por (—1 — i), obtemos
(w—wi)-(z+1) = (w—2) - (—2iz — 2i)) (2.15)
multiplicando, encontramos a seguinte expressao
wz 4+ wi — wiz — wi = —2wiz — 2wi + 4iz + 4i (2.16)
apos alguns célculos, temos
w- (2 — i+ 3i +i2) = 4iz + 4i (2.17)
dividindo tudo por (z — % + 3i + i2), tem-se
diz 4 41
= 2.18
T 21 3+ i2) (2.18)
logo
4z +4
w = i (2.19)

(1—d)z+ (3—1).
Para ver que esta transformacao leva o interior do primeiro disco no interior do segundo,
basta substituir z = 0 (que estd no interior do primeiro disco) e ver que a imagem
_2(3+i)

w = == estd no interior do segundo, pois assim, podemos entender essa transformagao

de uma regiao em outra.

2.6.0utras Transformacoes

As fungoes que vamos aqui tratar sao transformagoes e dentre elas estao a trans-
lacao, a rotagao, a inversao e a dilatagao, cujos nomes indicam movimentos geométricos.
Essas transformacoes relacionam nimeros complexos segundo uma certa lei algébrica.

Reflexoes, translacoes e rotacoes sao exemplos de isometrias no plano ou no espaco. Al-
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gumas conservam os angulos orientados e sao entao chamadas deslocamentos. O conjunto
de deslocamentos formam um grupo de Mobius, devido as semelhangas que conservam os
angulos.

Transformacgao por translagao

Translacdo é o movimento que um objeto realiza de um ponto para o outro. E
o deslocamento em linha reta na mesma direcao e no mesmo sentido de um objeto ou
figura, em fungao de um vetor percorrendo a mesma distancia. As transla¢oes conservam

a direcao e o comprimento de segmentos de reta, e as amplitudes dos angulos.
T(z)=z4w

Sendo w uma constante complexa. Essa transformagao mapeia imagens do plano-
z, transladado em direcao ao vetor w do plano-w. Tem-se como exemplo, a transformacao
por translacao com w = 5+ 8¢ no primeiro quadrante, em seguida tem-se a imagem sendo
transladada na direcao do vetor w = —5+4 8¢ no segundo quadrante e assim por diante, ou
seja, essa transformacao leva cada niimero complexo em outro niimero complexo, trans-
ladado em n unidades na horizontal e na vertical.
Exemplo 8: Sejam z; = 1+ 2, 20 = 2+ 3i e 23 = 3 + 2¢, trés nimeros complexos, for-
mando os vértices de um triangulo e b = 4 + 3i. Consideremos a translacao 7'(z) = z + b.
Entao

T'(z1) =5+ 54, T(z) =6 + 61, T(z3) =7+ 5i

Cada vertice do tridngulo sofreu um deslocamento igual a 5 unidades que corresponde |b|.

Veja a figura 2.8.

Figura 2.8: Translacao

Im(z)

- Translagdo
,=Z,%b
’ N Z' =z tb

2

P ‘e - T'Z4tb

0 Re(z)
Fonte: Santos, M. J. V. 2016

Transformacao por rotacgao
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Uma rotagao é uma transformagao geométrica de um sistema de coordenadas. Seja

Em que § é uma constante real, tal que e = cos(f) + isen(f). Nesta transformacio
imagens no plano-z sao giradas de um angulo 6. Se # > 0, a rotagdo se da no sentido
anti-horario, mas se 6 < 0, a rotagao se dé no sentido horario. Analisemos a rotagao de
uma desigualdade ax + by + ¢ > 0 com o angulo de notacao 6 e o eixo real. Seja = x + yi

ek =e" entdo
z-k=(x+yi)- (cos(0) +isen(h)) = (xcos(0) — ysen(d)) + (xsen(0) + ycos(6))i
Aplicando z - k na desigualdade ax + by + ¢ > 0, temos
a(zcos(0) — ysen(0)) + b(xsen(0) + ycos(d)) + ¢ >0

(acos(0) + bsen(0))x + (bcos(0) — asen(8))y + ¢ > 0.

Fazendo
a = (acos(#) + bsen())
B = (bcos(0) — asen(h))
w=c,
obtemos

ar + By +w > 0.

Assim, basta que tenhamos o angulo de rotacao e a desigualdade (neste caso) para deter-
minar a rotagao.
Exemplo 9: Sejam a desigualdade 2x + 3y — 2 > 0 e o angulo de rotacao # = 30. Veja

figura 2.9. Fazendo as substitui¢oes em
a = acos(#) + bsen(0),

B = bcos(0) — asen(0),

Temos
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E substituindo em ax + fy + w > 0. Temos a seguinte desigualdade

(\/§+g)x+<¥—l>y—220.

Figura 2.9: Rotacao

Original: 2x + 3y -2 = 0

Fonte: Santos, M. J. V. 2016

Transformacgao por dilatacao
Uma dilatagao nada mais é do que aumentar ou diminuir as dimensoes de uma

imagem ou figura geométrica a partir de um fator multiplicativo. Assim
W=z

sendo ¢ uma constante real. Para ¢ > 1, as imagens serao dilatadas, mas quando 0 < ¢ <
1, as imagens serao contraidas. Deste modo, de acordo com os valores de ¢, imagens e
ou pontos podem sofrer dilatagdo (aumentar) ou contracao (diminuir). Observe as figuras
2.10 e 2.11.

Figura 2.10: Dilatacao ) _
‘ Figura 2.11: Contragao

o r’y‘_, %
-

()

- Fonte: Santos, M. J. V. 2016
Fonte: Santos, M. J. V. 2016

Transformacgao por inversao
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Existem também transformacgoes que nao sao definidas nem no plano, nem no
espaco e uma delas é a inversao, que invertem o plano de dentro para fora. Essa transfor-
macao associa a cada nimero complexo um outro niimero complexo, que possui o inverso
de seu modulo e o oposto de seu argumento, ou seja, linhas continuam sendo linhas ou

circulos e os angulos sao preservados. Assim, a expressao
1
w= -
z

estabelece correspondéncia biunivoca entre os pontos do plano-z e os pontos do plano-w,
exceto para os pontos z = 0 que nao tem imagem, e w = 0 que nao ¢ imagem de nenhum
ponto do plano-z. A imagem de um circulo generalizado sob a transformacao inversa é
um circulo generalizado.

A transformacao inversa é representativa de todas as transformagoes de Mobius
dessa maneira. Qualquer transformacgao de Mobius transforma circulos em circulos. A
imagem de um circulo ou reta sob uma transformacgao de Mobius sera sempre um circulo
ou uma reta. Nao ha outras possibilidades. Esta é uma das boas propriedades das

transformacoes de Mobius, o que as torna muito tuteis.

2.7.Consideracoes

Encerramos este capitulo com a compreensao das transformagoes conformes e seus
tipos. Vale salientar a importancia deste capitulo para o trabalho, pois somente enten-
dendo essas transformacoes é que sera possivel compreender bem o capitulo seguinte, que
traremos aplicagoes de transformacao linear, transformacao de Mdbius e Transformacao

de Joukovski.
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3.Aplicacoes de transformacoes confor-

mes

Neste capitulo usaremos transformacoes conformes para resolver problemas da
Fisica e da Matematica envolvendo equacao de Laplace. Todas as teorias e defini¢oes
apresentadas neste capitulo tem por base o livro do Halliday Fundamentos da Fisica [14],
o livro do (Churchill, 1975)[8], Variaveis Complexas e suas Aplicagoes, o livro do (Brown
e Churchill, 2015) [7], Variaveis Complexas e Aplica¢oes além de algumas dissertagdes de
mestrados e notas de aula (Alencastre, 2016 )[4][3], (Pereira, 2013)[26], (Santos, 2016)[21]

e entre outras.
3.1.Aplicacao que transforma uma regiao em ou-

tra

Essa é uma aplicacao da transformacao linear e que recai em outras transformagoes.
Por exemplo, a aplicacao
fl(z)=w=(1+1d)z+2 (3.1)

transforma uma regidao retangular do plano z = (z,y) na regido retangular do plano
w = (u,v) mostrada na figura 3.1. Isso pode ser visto expressando essa aplica¢do como a
composi¢ao das transformagoes

Z=01+1)z (3.2)

w=27+2 (3.3)

0

pela formula de Euler, temos que € = cos(x) + isen(z), em que podemos reescrever da

seguinte forma 1 + 7 = V2 - (cosd5° + isendb®) = \/561%, e z é arbitrario, logo
1+i=v2-elT) e z=re?, (3.4)
podemos colocar a primeira das transformagoes (3.2) na forma

Z = (V2r) - eli(0+5)],

Logo, essa transformagao (3.2) expande o vetor radial de um ponto nao nulo z por um

fator de /2 e o gira no sentido anti-horario por 7 radianos em torno da origem. A segunda
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das transformagoes (3.3) é uma translacdo de duas unidades para a direita. A figura 3.1

ilustra essa aplicacao.

Figura 3.1: Transformacao de uma regiao em outra
y ¥ v

-1 43 I+ 3

Fig i
4 ¥
0 A X ] X 0

Fonte: Brown e Churchill, 2015

(¥

Observe o ponto z = (1, 2), ou seja, na segunda figura z = (1+14)(142i) = 14+2i+
1 —2 = —1+4 31, que nos leva a rotacao da segunda figura, em seguida —1+3:+2 = 1+ 3.
Logo, z = (1,2) = (—1,3). Veja que o ponto que estava na origem rotaciona e caminha

duas unidades para direita, o que pode ser visto na tltima imagem.

3.2.Aplicacao ao escoamento de fluidos

Antes de iniciarmos propriamente a aplicacao, se faz necessario apresentar alguns
conceitos importantes do contetdo de fluidos. Muitos problemas de hidraulica, dindmica
dos fluidos ou aerodindmica dos fluidos podem ser resolvidos por métodos de variaveis
complexas, em especial com aplicagoes conformes, como veremos nesta subse¢ao. Para
este fim sao necessérias algumas consideragoes que simplificaram tremendamente a nossa

tarefa. As hipdteses bésicas sao as seguintes:

e O escoamento é bi-dimensional: As caracteristicas basicas do escoamento de fluidos
sao as mesmas independente do plano em consideracao. Isso permite aplicacao dos

teoremas na solucao de problemas de escoamento em redor de objetos.

e Escoamento é estacionéario: A velocidade do fluido depende apenas das coordenadas

espaciais (z;y) e nao do tempo.
e Fluido é nao viscoso: O fluido nao tem viscosidade, escoa sem atrito.

e Escoamento é potencial: A velocidade do fluido deriva de um campo potencial,
isto ¢, se v, e v, sao as componentes da velocidade na diregao = e na diregao y

respectivamente, existe uma fungao tal que as derivadas parciais existem.
e Fluido é incompressivel: Equivale a dizer que a densidade do fluido é constante.

Vérios problemas da Fisica sao modelados matematicamente por equagoes dife-

renciais parciais as quais sao associadas condigoes adicionais denominadas condigoes de
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contorno. Chama-se “problema de valor de contorno” aquele que determina uma solucao
que satisfaca ao mesmo tempo as equagoes diferenciais e as condi¢oes de contorno. Es-
taremos interessados basicamente na solucao de problemas cuja modelagem recaiam em
equacgoes de Laplace bi-dimensional, ou seja, problemas onde desejamos determinar uma

fungao u(z;u) que satisfaca a equagao de Laplace:

ou Ov
+

a—x _0

(9_3/ = (3.5)

As fungoes harmonicas desempenham um importante papel na hidrodindmica e
aerodinamica. Um problema importante em dindmica dos fluidos é determinar como um
fluido, inicialmente escoando com velocidade constante vy, é perturbado pela introducao de
obstaculos, e é a partir desse tipo de problema que usaremos as transformagoes conformes
para solucionar.

A intengao é obter potencial complexo da forma: H(z) = vpz + G(z). Em que o
limite de G(z) é zero, quando o médulo de z tende ao infinito e isso garante que longe
do obstaculo a velocidade do fluido tenha modulo constante. Uma transformacao é dada

por f(z) =z + % e ocorre conforme a figura 3.2.

Figura 3.2: Transformacao f(z)

=

plano z

A

w

plano w

a T u

Fonte: Alencastre, 2016

Essa transformacao conforme leva o exterior do semi-circulo de raio a centrado
em 2y = 0 do semiplano superior do plano-z no semiplano superior do plano-w . Deste
modo podemos usé-la para descrever o escoamento do fluido incompressivel em torno de
um semi-circulo.

Exemplo 10: Estudar o potencial complexo de escoamento H(z) = vy <z + “72) Fazendo

z = re? podemos reescrever o potencial complexo na forma:

. a?
H(Z) =& + U = Vo (7"619 + Tew)

2
- a

o 0

=1 (re + rei")
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= g <r + a;) cos(6) + vy (r — a;) sin(6) (3.8)

Logo, temos:

O(r,0) = vy (r + a—:) cos(0)

U(r,0) = (7" - %) sin(0)

Entao as curvas W(r,0) = ( representam as linhas de corrente, isto é, as trajetorias reais

das particulas do fluido, conforme mostra a figura 3.3.

Figura 3.3: Linhas de corrente
y

==
NI

Fonte: Alencastre, 2016

E derivando o potencial complexo H para obter a velocidade complexa temos:

= g (1 - jf—zcos(e)) — (1 + jf—z sin(9)>

Assim, distante do semi-circulo, lim,_,., V' = vy, isto e, o fluido esté escoando na

direcao do semi-eixo real positivo com velocidade constante vy.

3.3.Aplicacao da transformacao de Mobius na

resolucao de equacoes do terceiro grau

Segundo Pereira (2013)[26], historicamente, o surgimento de um novo conjunto
numérico deve-se & necessidade da extensao de outro conjunto ja existente, uma vez que
o desenvolvimento da ciéncia e do pensamento humano exigem novos conhecimentos.

A verdadeira origem dos complexos esta diretamente ligada as resolugbes das equagoes
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cubicas. O contexto desta origem se d& na Itéalia renascentista no século XVI, tendo como
segundo plano, uma histéria de disputas e intrigas intelectuais envolvendo matemaéticos
como Scipione, Fiori, Tartaglia e Cardano e, posteriormente com as observacoes e notagoes
criadas por Bombelli. Nesse contexto apresentaremos nesta se¢ao uma forma de resolver
essas equagoes usando as transformagoes de Mobius (Santos, 2016)[21], ja estudadas na
secao 2.5 do capitulo 2.

Considere uma equagao de terceiro grau com coeficientes complexos:
X342 X2 +yX +2=0 (3.9)

Uma maneira de simplificar essa equagao consiste em substituir X por Y — £, ao substituir

temos: 5 )
(Y—%) +x(Y—§> +y<Y—§>+Z=0 (3.10)
yo gyt gyt Ly oy T B Ly YL (3.11)
3 9 27 3779 )TV T

Y2 3 2 3
Y3—Y2I+Tx—%+IY2—2Y%+%+yY—%+z:0 (3.12)

[ Yy
ys3_ 2 - 2 47 Yy — 22 = 1
Tt gt - +2=0 (3.13)

x2 o x
Y3+Y<—§—I—y)+§—2—7—y?+220 (3.14)

Dai, obtemos uma nova equacao de terceiro grau da forma:
Y34 pY +4q=0 (3.15)

Caso p = 0, as solucoes desta equagao sao as raizes cubicas de —¢g. Suponha-se que
p # 0. Para resolver a equagao 3.19, exitem varios métodos usuais, como por exemplo o
de Cardano [20] e entre outros, porém aqui essa equagao sera resolvida por outro método
que embora seja necessario mais céalculos, é talvez mais natural e mais simples e consiste

no uso de transformacoes de Mobius, ou seja, substituimos Y por

aZ +b
cZ +d’

Yy —

a b
onde < J ) pertence ao conjunto GL(2,C) das matries invertiveis da forma 2 x 2 e
c

aZ+b

+q» Obtemos uma

com entradas complexas. Ao substituir o Y da equagao 3.19, por Y =

fracao racional. Caso a e ¢ tenham sido escolhidos tais que

a® + pac® + qc® # 0, (3.16)
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entao esta fracao seré escrita como quociente de dois polinémios de terceiro grau, descrito

da seguinte forma

aZ +b\° aZ +b
3.17
<cZ+d> +p(cZ+d)+q (8:17)
aZ +b aZ +b aZ +b (3.18)
cZ+d) \cZ+d cZ+d '
dividindo cada membro da equacao acima por (C o d) obtemos
(aZ +b)? cZ +d
St 3.19
(cZ+d)2+p+q aZ +b (3:19)
a’Z?% 4 2aZb + b? qcZ + qd
3 sttt —— (3.20)
c2Z? +2cZd+d aZ +b
calculando o mme, temos que
a323+2a222b+a2b2+a222b+2a2b2(+cg¢3z+2f;CZZZT;éc;‘ZZZQIbQ;ZHdQ)+(c222+2c2d+d2)<qcz+qd) (3.21)

em que realizando algumas multiplicagoes e colocando alguns termos em evidéncia obte-

mos o seguinte numerador
Z3a® + Z?3a*b + Z3ab® + b* + (2 2% + 2c¢Zd + d*)(z(pa + qc) + (pb + qd) (3.22)
dai, efetuando as multiplicacoes e agrupando os termos semelhantes temos
73 (a3 4 (pa-+qc))+ 22 (3a2b+c2 (pb+qd)+2cd(pa+ge) + Z (3ab? +2cd(pb+qd) +d2 (pa+qc))+b3+d2 (pb+qd)  (3.23)

onde dividindo tudo pelo coeficiente (a® 4+ ¢*(pa + qc)) do Z3 tem-se

s (3a®b + *(pb + qd) + 2cd(pa + qc)  b(3a* 4 *p) + d(2acp + 3qc?)
B (a3 + c2(pa + qc)) B (a3 + 2pa + 3q))

(3.24)

, (3ab® + 2cd(pb + qd) + d*(pa + qc))  a(3b* + d*p) + c(2dpb + 3d*q)) (3.25)
v (a® + (pa + gc) B (a® + ?pa + ¢q)) ‘

)
. b3+ d%(pb+ qd) b + d?pb + qd®)
(

- 3.26
(@ + (pa+qc))  (a® + Ppa+ cq)) (326)

assim, a expressao 3.23 torna-se
P4 a7+ Z + 7. (3.27)

J& para encontrar o denominador o calculo sera feito a partir do denominador da equacao
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3.21, em que obtemos

caZ? + 2cdaZ* + d*aZ + *bZ* + 2cZdb + d*b (3.28)
agrupando os termos, obtem-se

Z3cta+ Z*(2cda + c*b) + Z(d*a + 2cdb) + d*b (3.29)

e dividindo cada membro pelo coeficiente c?a de Z3, temos

. (2cda + c*b)

= - 7 3.30
x =P (3.30)
,  (d?a + 2cdb)
=" 3.31
y = (3.31)
d?b
Z” = % (332)
assim,
P47y 7+ 2 (3.33)

Logo, a fracao racional é representada pela fracao obtida pelo quociente das equa-
¢oes 3.31 e 3.37 .

B+ 7?2 +yZ + 2
Zg—i-l‘"ZZ—l—y”Z—i-Z”

Quer-se tentar encontrar a, b, ¢, e d tais que 2’ =y =0 e a, b, ¢, e d obtém-se de
x, Yy, e z usando unicamente operacgoes aritméticas e extragao de raizes.

Ainda segundo Santos, (2016)[21], nem sempre seré possivel encontrar a, b, ¢, e d
nessas condicoes. Para compreender porqué é necessario recorrer ao conceito de solucao
multipla. Se P(X) é um polindmio com coeficientes complexos, dizer que um nimero
complexo r ¢é solucdo da equagdo P(X) = 0 equivale a dizer que P(X) é multiplo de
X — r. Naturalmente, é mesmo possivel que P(X) seja miltiplo de (X —r)", para algum
n > 1. Diz-se que r ¢ uma raiz simples de P(X) se isto nao acontecer, diz-se que é
uma raiz dupla ou tripla, caso isso aconteca para n = 2 e n = 3, respectivamente. E
diremos que r é uma solu¢ao simples dupla ou tripla da equa¢do P(X) quando r for,
respectivamente, uma raiz simples, dupla ou tripla do polinémio P(X).

Nem sempre é possivel encontrar a, b, ¢, e d nas condi¢oes descritas. Uma vez que
a equagdo Z3 + 2z’ = 0 ou tem trés solugdes simples (caso 2z’ # 0) ou uma solugao tripla
(caso 2/ = 0). Quando o método descrito poder ser aplicado, a equacao Y2 + pY + ¢ =0
nao podera ter solugao dupla, mas esse obstaculo podera ser contornado.

Suponha que 3b? + d?p # 0. Entao, se tomarmos
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2bdp + 3d*q
= —¢c. 2 7 3.34
TR E (3.34)
resultara de (3.28) e de (3.29) que ¥’ = 0 e que &’ pode ser escrito como uma fra¢ao

racional cujo numerador é
3¢ (b? + pbd® + qd*) (3b%p + 9bdq — d*p?)

Considere agora d = 1 e seja b tal que 3b*p + 9bg — p* = 0, pelo que 2’ = 0. Assim,

encontramos uma expressao para b, dada por

Tome agora ¢ = 1, temos que

a b
Observe que com essas escolhas de a, b, ¢, e d, o determinante da matriz ( J )
c

¢ diferente de zero e portanto pertence ao conjunto GL(2,C). Entao, as solugdes da

equagao (3.18) s@o os numeros da forma

ar +b
r+1"’

onde r é uma raiz cubica de —z’, note que z’ nao pode ser igual a 1.

Resumindo, o algoritmo para resolver a equacao 3.19 consiste em:
Caso 1: Sendo p = 0 na equagao Y3 +pY +q=0=Y3+¢q=0=Y = J—q. Assim,
as solucoes da equagao sao raizes ctubicas de —gq.
Exemplo 11: SejaY3+i=0,emquep =0eq =i, assimasolucio ¢ Y = /—i = Y =i.
Caso 2: Sendo p # 0 na equacao Y3 + pY + ¢ = 0 temos dois casos

K i
K p3
entao —;’—Z ¢ uma solucao dupla de 3 19 e % ¢ uma solugao simples, isso em relagao ao

1tem 1. Sendo ainda p # 0 e agora Z- . ’2’7 # 0 (item 2), entao seja s uma raiz quadrada

de - + §7, deste modo define-se que
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Entao as solugoes da equacao 3.19 sao os numeros da forma

68— ar

1—7r

Y

onde r é uma raiz ctubica de g

Exemplo 12: Seja Y3 + %Y +1 =0, em que p = % e ¢ = 1, assim teremos a seguinte

- , _ Qs _ 9 . 3 - , .
solugao dupla, que ¢ Y = o= P = —12‘/1 e a outra solucao é simples e dada por
31 31

Y = 3L =iv/4.

¥
Exemplo 13: Seja Y2 +3Y =0 em que p = 3 e ¢ = 0, assim teremos a seguinte solucao,
que tem como primeiro passo encontrar s, assim temos que s = % + g—;’ =0+ % =1#£0

e entdo s = /1 = 1, em seguida

—0
a=——-1=-1

2

—0

e 1:
=+

deste modo, r = §/ }1 = v/—1 = —1 e portanto uma das solugoes &

1—(-1)(=1)
oy Y

3.4.Consideracoes

Assim, ao apresentar essas aplicagoes das transformagoes conformes, que envolvem
funcoes complexas, concluimos esse capitulo dando énfase ao fato destas aplicagoes po-
derem ser apresentadas no nivel superior, desde que se tenha conhecimento dos niimeros

complexos e de fluidos, para tornar uma aprendizagem mais significativa.
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4.Contribuicoes para o ensino: uma abor-

dagem interdisciplinar

A partir dos capitulos anteriores, podemos dizer que as transformagoes conformes
possui uma grande aplicabilidade na resolugao de problemas, em ambas as éreas de conhe-
cimento citadas. Neste capitulo vamos entender as contribuigoes dessas aplicacoes para
0 ensino, na perspectiva da interdisciplinaridade, para isso, antes vamos discorrer sobre
interdisciplinaridade, tomando por base alguns autores, como (Fazenda, 1985)[13], (Neto,
2014)[19],( Luck, 1994)[15], (Cunha, 2014)[9], (Moreira, 2011)[16], (Ausubel, 1963)[2] e
(Zabala, 1998)[28].

4.1.Interdisciplinaridade

Sabemos o quao dificil pode se tornar aprender um contetudo, seja do mais simples
ao mais complexo, tudo depende da forma como é abordado. Deste modo, a interdisci-
plinaridade surgiu no inicio da década de 1960 na FEuropa e chegou ao Brasil no final da
mesma década, trazendo ricas contribuicoes para o cenario educacional brasileiro. A in-
terdisciplinaridade é um método de pesquisa e de ensino suscetivel de fazer com que duas
ou mais disciplinas interajam entre si, esta interacao podendo ir da simples comunicac¢ao
das ideias até a integragao mutua dos conceitos, da epistemologia, da terminologia, da
metodologia, dos procedimentos, dos dados e da organizacao da pesquisa (Neto, 2014)[19].
Fazenda (1985)[13], corrobora quando diz que o ensino, em qualquer etapa, baseado na
interdisciplinaridade proporcionaria uma aprendizagem muito mais estruturada, ampli-
ada e rica, pois os conceitos serao organizados em torno de unidades mais globais, de
estruturas conceituais e metodologicas compartilhadas por varias disciplinas.

Segundo Liick (1994)[15], a pratica interdisciplinar faz possivel a superagao de
conhecimento, linearidade e artificializacao, tanto no processo de producao do conheci-
mento, como no ensino. A autora ainda diz que a interdisciplinaridade corresponde &
necessidade de superar a visao fragmentadora de produgao de conhecimento.

Fazer uso da interdisciplinaridade nao é criar novas disciplinas a partir da uniao
de outras ja existentes, e sim, de agregar conhecimentos. Além de que, o professor tem
a possibilidade de inovar suas metodologias de ensino e também de fazer com quer o
discente aprenda de forma significativa. A abordagem interdisciplinar neste trabalho se
apresenta na inter-relacao entre a Fisica e a Mateméatica, quando é descrito toda uma
teoria Matematica e a mesma soluciona problemas e agrega conhecimento para Fisica

também.
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Sabemos ainda que o conhecimento nao surge do nada e que para se aprender um
saber, antes alguém teve que se dedicar e estudar esse assunto. E sabido que o contetdo
o qual tratamos nesse trabalho ¢ de abordagem de uma disciplina chamada variaveis
complexas da Licenciatura em Matematica e Bacharelado em Mateméatica, porém nem
toda grade curricular do superior tras essa disciplina.

Apesar da disciplina e do trabalho ser voltado para o nivel superior, ainda assim,
demanda de conhecimentos dos ntimeros complexos, contetido esse do terceiro ano do nivel
médio e que muitas vezes é negligenciado por nao dar tempo ou por ser considerado menos
importante, isso provoca dificuldades quando o aluno avanca para um nivel superior, pois
chega sem embasamento tedrico para tal. Dai a importancia da ambientacao, ou seja, da
interacao entre contetidos do médio e do superior, ambos sao indissociaveis.

A partir do momento que ocorre essa interagao, a aprendizagem acontece de forma
mais significativa, pois para Moreira (2011)[16], a aprendizagem significativa ¢ o processo
através do qual um novo conhecimento se relaciona de maneira nao arbitraria e substan-
tiva & estrutura cognitiva do aprendiz. Além disso, essa ligagao entre teoria e aplicacao,
também torna o ensino mais significativo e faz com que a teoria se mostre 1til para o alu-
nado, pois dar sentido ao que o discente esta estudando. E conforme Ausubel (1963)[2],
a aprendizagem significativa é o mecanismo humano, por exceléncia, para adquirir e ar-
mazenar a vasta quantidade de ideias e informacoes representadas em qualquer campo de
conhecimento.

Segundo Cunha (2014)[9], os ntimeros complexos fazem parte do conteudo do en-
sino médio cuja importancia principal é o célculo das raizes de uma equacao polinomial.
No entanto, uma pergunta natural dos alunos é se os nimeros complexos tem alguma
aplicagao pratica. Essa pergunta é comum nao s6 em relagao a esse contetido, mas em
relacao a grande maioria dos conteiidos matemaéticos, e neste trabalho nos preocupamos
em mostrar tais aplicacoes, pois entendemos ser muito importante para o ensino e apren-
dizagem.

Assim, é necessario salientar a importancia de se aplicar a teoria vista, e princi-
palmente, quando se pensa na construcao gradativa do conhecimento. Essas aplicagoes se
mostra num grau de relevancia, primeiro por trazer uma abordagem interdisciplinar, ou
seja, ao possibilitar o desenvolvimento de competéncias e habilidades tanto para ensino de
Matematica quanto para o de Fisica. Segundo por utilizar-se de um contetiido complexo
como ¢ as transformacoes conformes e mostrar sua utilidade para solucionar problemas
de escoamento de fluidos em torno de obstaculos e por poder ser usado para solucionar
equacoes de terceiro grau, o qual este tltimo, pode ser feito pelo docente uma transposicao
didatica para ser apresentado no nivel médio, bem como a transformacao por translagao
rotacao, inversao e dilatacao.

Além de que, estas transformagoes chama a atengao do aluno, por poder transfor-

mar uma regiao em outra e trazer uma abordagem até mesmo geométrica. Deste modo,
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trabalhar com aplicagoes dentro da pratica pedagogica, por meio da interdisciplinaridade,
é fundamental para o ensino-aprendizagem, pois dar significado ao conhecimento e mostra
como usar aquilo que se aprende. Portanto, é com base nestas ideias sobre interdiscipli-

naridade e aprendizagem significativa que propomos essa sequéncia didética.

4.2.Sequéncia Didatica

Conforme Zabala (1998)[28], sequéncia didatica é um conjunto de atividades orde-
nadas, estruturadas e articuladas para a realizagao de certos objetivos educacionais, que
tém um principio e um fim conhecidos tanto pelos professores como pelos discentes. E
considerada ainda, como um conjunto organizado de materiais de ensino, destinados a
ensinar e permitir aprendizagem de um determinado contetido.

Este trabalho apresenta uma sequéncia com mesmo propoésito, de forma organi-
zada, iniciamos apresentando uma revisao, que contém um conjunto de conhecimentos
necessarios para o andamento da disciplina variaveis complexas, em seguida, apresenta-
mos a teoria propriamente dita, das transformagoes conformes, logo depois, mostramos
aplicagoes que solucionam problemas, tanto na Matemaética como na Fisica, e ainda ao
mostrar essas aplicagoes, consideramos uma ordem logica, que vai da de menor comple-

xidade até a de maior complexidade.

4.3.Pablico-Alvo

Discentes e docentes de Bacharelado e/ou Licenciatura em:

e Matemaéatica

e Fisica
4.4.0bjetivo Geral

O objetivo do presente trabalho é utilizar conhecimentos da Matematica para re-
solver uma aplicagao e compreender determinado fendémeno por meio de diferentes pontos

de vista.

4.5.0bjetivo Especificos

e Estudar a teoria necessaria para o entendimento das transformagoes conformes;
e Compreender as varias formas de se aplicar as transformagoes conformes;

e Apresentar aplicagoes tanto na Fisica como na Mateméatica na perspectiva da abor-

dagem interdisciplinar.
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4.6.Contetido Programatico, Competéncias, Ha-
bilidades

Conteuido Programatico
Apresentamos o contetido programético contido na sequéncia didatica mencionada

neste trabalho:

e Numeros Complexos;

e Funcao Complexa;

e Funcoes Analiticas;

e Fungoes Harmonicas;

e Funcoes elementares;

e Residuos;

e Transformacoes por Funcoes elementares;

e Transformacoes Condigoes de Contorno;

e Aplicagao que transforma uma regiao em outra;

e Aplicagao ao escoamento de fluidos.

Competéncias

As competéncias sao:
e Entender cada tipo de transformacao conforme;

e Entender algumas aplicacoes de transformacoes conformes e entender que existe

varias.

Habilidades
As habilidades sdo:

e Reconhecer as relagoes das transformagoes conformes com outras areas do conheci-

mento;

e Aplicar os conceitos dos niimeros complexos, de acordo com a sua necessidade, nas

transformacoes conformes e suas aplicagoes.
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4.7.Metodologia

Inicialmente, a aula se dara de forma interdisciplinar e com auxilio de um profes-
sor de Fisica, e os contetidos serao abordados na mesma ordem que se apresenta neste
trabalho. Essa proposta pode ser aplicada, por meio de um desafio abordando os con-
teudos, de modo que a turma possa ser dividida em grupos distintos, em que cada grupo
sera desafiado a estudar, compreender e apresentar para os demais grupos o que foi estu-
dado, ou seja, um grupo pode fazer a rotacao do quadrado, bem como entender e o outro
pode compreender o processo fisico, com auxilio de um professor de Fisica, abrangendo a
temaética interdisciplinar.

Levando em consideracao que os professores estarao acompanhando e ajudando
em possiveis dificuldades. No fim, os professores se posicionara atribuindo sua avaliacao
a cada grupo. Assim, essa sequéncia, foi pensada para ajudar o discente a entender
que é necessario uma organizagao nos estudos, que os conteudos devem ser expressos e
estudados com uma certa ordem cronoldgica, pois ird ajudé-lo a compreender de forma

mais significativa e dando mais sentido, em relacao ao contetido o qual esta estudando.

4.8.Avaliacao

A avaliacao sera realizada com base nos seguintes itens:

e Por meio de atividades, que ocorrerao de forma continua durante todo o processo

da sequéncia didatica;
e Compreensao dos contetdos abordados.

Logo, a utilizacao de uma sequéncia didatica proporciona para o discente, maior
aprendizado, mais organizagao, valorizacao do conhecimento prévio e por fim, ensino cen-
trado na problematizacao. Além de que, proporciona ao professor um trabalho articulado
em varios eixos de ensino, e ainda é fundamental para organizagao do trabalho pedago-
gico. Uma observacao importante, é que ainda daria para explorar no ensino médio a
ideia de rotacao, translacao, dilatagao e inversao, sem falar em funcao analitica, podendo
ser abordado dentro do préprio contetido, nimeros complexos. Seria um aprofundamento

maior e melhor, para ajudar na compreensao dos contetidos supracitados.
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5.Consideracoes Finais

Este trabalho apresenta uma relacao entre teoria e aplicacao, além disso, tras um
embasamento tedrico por meio de fontes bibliograficas ja existentes, a partir do momento
que os numeros complexos sao trabalhados com uma linguagem mais formal, mais ampla
dos cursos superiores. Deste modo, busca auxiliar um pouco mais, graduandos da Licen-
ciatura e Bacharelado em Matematica, abrindo espago para novos conhecimentos, através
da abordagem interdisciplinar.

No tocante a aplicacao, quando trabalharmos com a transformagao de Mobius,
mostramos com uma linguagem acessivel, as transformagoes conformes e ou geométricas
no plano. Transformar uma reta em circulo, ou o caminho contréario, através da inversao,
ver como posso efetuar translagoes, rotacoes e dilatagoes, encanta visualmente e pode ser
um refor¢o para despertar interesse por novos conhecimentos.

Inicialmente, buscamos fazer um trabalho que tratasse da parte teérica mais direta,
mas que também mostrasse aplicagoes de forma sequenciada e com uma certa ordem, do
nivel menos complexo ao mais complexo e ainda retratando a importancia da associa¢ao
entre ambos, além de mostrar um aspecto também voltado ao ensino e aprendizagem.
Assim, as transformacgoes conformes, transformam uma regiao em outra, para melhor e
mais facil resolugao de um problema, pode ser aplicada tanto no ambito da resolucao de
problemas da Fisica como da Matematica, e pode ser abordado de maneira interdisciplinar.
Portanto, concluimos afirmando sua importancia para as areas do conhecimento citadas
e seu forte potencial de aplicabilidade dentro de cada area.

Esse trabalho pode contribuir tanto para professores, pois auxiliaré e possibilitara
um estudo mais abrangente e pratico, quanto para discentes da Licenciatura e do Bacha-
relado em Matematica, pois mostra uma sequencia didatica, desde a teoria até as suas
aplicagoes, além de possibilitar uma abordagem dos nimeros complexos e das transfor-
magoes conformes de uma forma mais abrangente e interdisciplinar.

E um trabalho que contribui de forma significativa para minha formacao e que
me proporcionou uma grande experiéncia, aprendizado e que me legou um estudo de um
contetudo encantador dentro da Matematica, que agregou ainda mais conhecimentos, tanto
dos ja vistos como os que eu aprendi no decorrer do trabalho.

E importante dizer que este estudo ndo se esgota ao se concluir este trabalho, pois
servird como aporte teérico para impulsionar e embasar novas pesquisas, novos estudos,
pois ha outras transformagoes, outras aplicacoes, ja que é um conteiido amplo e é possivel
até que haja uma outra maneira de aplicar a transformacao de Mobius para solucionar

equagcoes, 0s quais nao tivemos acesso.
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No entanto, vale sugerir um estudo parecido para aplicacao da transformagao de
Mobius em imagens e videos panoramicos como ferramenta de zoom de maneira natural,
ou ainda usar outras transformacoes para o mapeamento cerebral. E um tema muito rico
e abrangente e que tras uma importancia grande para solu¢ao de problemas matematicos

e fisicos e ainda para o ensino.
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