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Resumo

A busca pela motivagdo quanto a contextualizacdo as concepgoes e aplicagoes do Calculo Diferencial e
Integral (C.D.I.) nos conduziu a apresentar neste trabalho ideias acerca do estudo de limites, derivadas
e integral. Neste texto falaremos de forma sucinta sobre a historia do (C.D.1.) trazendo abordagens
desde a Idade Antiga até a Idade Moderna juntamente a algumas concepg¢oes dos principais precursores
e idealizadores, bem como de forma breve e resumida uma compilacdo do que sdo abordados em artigos,
dissertacoes, teses ou livros didaticos sobre defini¢cbes, propriedades, teoremas, concepgoes e aplicagoes.
Ainda serao apresentadas algumas aplica¢Oes ou apenas motivagoes de algumas areas do conhecimento
com um foco central na Geometria e algumas construgoes no software dindmico e educacional - GeoGebra,
tentando assim contribuir com algumas produgoes para o meio académico. Pretendemos aqui abordar
um estudo para um piiblico que ja estuda os objetos de conhecimento citados ja ha algum tempo e tem
interesses ou motivacoes pelo tema ja com um certo conhecimento prévio. A empatia com os topicos
ligados ao estudo de comprimento de arcos, area e volume de solidos aparecerd de uma forma um pouco
mais abrangente nesse texto. A ideia principal é trazer possibilidades nesse universo tdo grandioso,
contudo destacamos o quao dificil foi sintetizar aquilo que gostariamos de abrangi centenas de laudas,
por se tratar de um trabalho de conclusao de curso, assim nao o podemos fazer. ...

Palavras-chave: Concepgoes; Aplicagoes; Calculo Diferencial e Integral; GeoGebra.



Abstract

The search for motivation regarding the contextualization of the concepts and applications of Differential
and Integral Calculus (C.D.I.) led us to present in this work ideas about the study of limits, derivatives and
integrals. In this text we will talk briefly about the history of (CDI) bringing approaches from the Ancient
Age to the Modern Age together with some conceptions of the main percursors and creators, as well as
in a brief and summarized compilation of what are covered in articles, dissertations , theses or textbooks
on definitions, properties, theorems, concepts and applications. Some applications or motivations from
some areas of knowledge will also be presented, with a central focus on Geometry and some constructions
in dynamic and educational software - GeoGebra, thus trying to contribute with some productions to the
academic environment. We intend here to approach a study for an audience that has been studying the
objects of knowledge for some time and has interests or motivations for the subject with a certain prior
knowledge. Empathy with the topics related to the study of arc length, area and volume of solids will
appear in a somewhat more comprehensive way in this text. The main idea is to bring possibilities in
this universe so great, however we highlight how difficult it was to synthesize what we would like to cover
hundreds of pages, because it is a course completion work, so we cannot do it. ...

KeyWords: Conceptions; Applications; Differential and Integral Calculus; GeoGebra.
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Introducao

No que concerne a matematica enquanto area do conhecimento, o componente cur-
ricular Célculo Diferencial e Integral (C.D.I.), ou simplesmente Célculo, proposto a partir
das unidades tematicas Algebra e Geometria dedica-se a diversos objetos de conhecimento
dado énfase a trés em particular: o estudo de Limites, Derivadas e Integral, bem como ao
desenvolvimento de axiomas, postulados, principios, paradoxos, teoremas e aplicacoes.

Tanto na Educacao Béasica quanto no Ensino Superior grande parte das dificuldades
enfrentadas por docentes e discentes estao atrelados ao desenvolvimento das habilidades
e/ou competéncias no que tange a contextualiza¢ao acerca de tais objetos de conhecimento
e principalmente em se tratando da inter/trans-disciplinariedade que nao é diferente com
o Ensino do Calculo.

O Calculo no Brasil estd presente em diversos cursos e modalidades, em algumas
institui¢oes de Ensino Bésico (Ensino Médio), nos cursos de licenciaturas (Matematica,
Quimica, Fisica, Ciéncias Biologicas e Ciéncias da Terra), nos cursos de Bacharelados e
Tecnoélogos (Ciéncias Contébeis, Ciéncias da Computacio, Engenharia Aeroespacial, En-
genharia de Alimentos, Engenharia de Materiais, Economia, Arquitetura, Astronomia,
Estatistica, Engenharia Elétrica, Engenharia Mecanica, Engenharia de Producao, Siste-
mas de Informacao, Engenharia Civil, Automacgao Industrial, Anéalise e Desenvolvimento
de Sistemas) e nos programas de pos-graduacdo Lato Sensu e Stricto Sensu.

E relevante destacar que em se tratando das suas especificidades enquanto objeto
da matematica, o Calculo é uma ferramenta que auxilia também na preparacao de modelos
dando suporte a diversas areas do conhecimento. Neste texto abordaremos as diversas
possibilidades existentes quanto ao estudo das suas aplicacoes nos diversos ambitos e
algumas das situagoes académicas dado destaque em particular as aplicagoes quanto ao
ramos da geometria (plana, espacial e analitica). Alinharemos também a esse estudo
a ideia de enfatizarmos a contextualizacao desse componente e as aplicacoes quanto ao
estimulo para com as escolhas e aproximacoes dos discentes das mais diversas areas. Em
nosso trabalho apresentaremos também os resultados de algumas pesquisas realizadas a
fim de abordar algumas discussoes e questionamentos.

A tematica escolhida foi influenciada inicialmente por muitas razoes pessoais. Tra-
balhar com o (C.D.I.) surgiu da ideia de parecer algo muito complexo, o que causou uma
verdadeira dicotomia. O amor e a paixao tanto pela Algebra e mais forte ainda pela Ge-
ometria foram cruciais para darmos os primeiros passos. Nosso intuito nao é so6 pessoal,
queremos aqui mostrar o quao belo é esse ramo da Mateméatica. Pretendemos também

causar em nossos leitores uma sensagao de conforto com o estudo do Calculo, nesse sentido
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nao cabera espago para aquela velha pergunta: Onde/Quando vamos utilizar isso?
Para tanto nosso trabalho partird de alguns objetivos para fundamentar as discus-

soes futuras e anteriores. Tais objetivos a saber:

(Geral

e Dar uma visao em linhas gerais do Célculo Diferencial e Integral nas diversas areas
de sua utilizacao e em especial a geometria, com o intuito de aproximar os discentes

as aplicacoes a partir da motivacao, contextualizagao e problematizacao.
Especificos

e Alinhar o leitor quanto as falsas dicotomias a respeito do Calculo Diferencial e

Integral;
e Abordar aplicacoes do Célculo em algumas areas do conhecimento;
e Teorizar o estudo de Limites, Derivada e da Integral e os principais teoremas;

e Conhecer topicos da Historia do Célculo, seus principais precursores e aspectos

pedagobgicos a nivel de Brasil e de mundo;
e Apresentar resultados de pesquisas e situacoes inerentes ao Ensino do Calculo;

e Construir significados para as mais diversas aplicacdes no ambito da geometria

plana, espacial ou analitica;

e Apresentar a resolucao de questoes e situacoes que venham a auxiliar em algumas

situagoes nas areas a fins e adjacentes a partir da problematizacao;

e Demonstrar alguns dos principais teoremas pertinentes ao estudo e a resolucao dos

problemas;

e Utilizar-se de construcoes no software GeoGebra para diversificar as definicoes e

compreensao dos conceitos e das aplicacoes.

Em nosso trabalho a pesquisa de cunho bibliografico (principal), trara a concepgao
de varios autores, desde algumas ideias percursoras de Sir Isaac Newton (1642 - 1726) e
Gottfried Wihelm Leibniz (1646 - 1716), até os matematicos mais recentes. Inicialmente
realizamos um levantamento das obras a serem apresentadas e na sequéncia a escrita
tedrica e a compilacao dos problemas a serem apresentados.

Quanto & abordagem dos capitulos dividiremos em trés situacoes e consequente-

mente em trés capitulos com a seguinte organizacgao:
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1. Concepgoes Historicas e principais precursores do Céalculo (Capitulo 1 - nesse ca-
pitulo serd abordado o surgimento do Calculo desde a sua descoberta ou invencao,
implantacao e formalizagao nas instituicoes de ensino do pais e no mundo, bem como
os momentos da histéria da matemética do seu auge e principais tedricos. Traremos
ainda uma breve biografia dos principais idealizadores, além de um tépico com os

primeiros problemas que surgiram na Idade Antiga);

2. Introdugao ao estudo de Limites, Derivadas e Integral (Capitulo 2 - sendo este capi-
tulo direcionado a tais objetos de conhecimento abordando os principais teoremas e
suas demonstracoes necessarias as aplicacoes utilizadas. Traremos ainda nesse capi-
tulo algumas construcoes/aplicacoes no software GeoGebra para ilustrar exemplos,

defini¢oes, teoremas, etc);

3. Aplicagoes do Calculo (Capitulo 3 - este capitulo sera dividido em varios topicos com
as diversas aplicacoes de limites, derivadas e integral nas diversas dreas do conhe-
cimento. Na abordagem desse capitulo trataremos também de algumas aplicagoes
utilizando-se em algumas situacoes do software dinamico GeoGebra dado énfase as
aplicagoes concernentes ao estudo da geometria, para tanto ressaltamos que tais
construcoes abordadas exigirao dos nossos leitores uma base quanto ao programa
citado).

A nossa intencao quanto a pesquisa apresentada serd dar contribuicoes para o
meio académico quanto ao Ensino do (C.D.1.) e as diversas aplica¢oes nas diferentes areas
do conhecimento e em particular como mencionamos anteriormente as aplicacoes no que
tange o campo da geometria. Tentaremos de forma organizada comtemplar o méaximo de
areas possiveis quanto as aplicacoes, seja no estudo de limites, derivada ou da integral,
assim no capitulo destinado as aplicacoes nossos leitores encontrarao nao apenas nimeros
e formulas, cada tépico partird das primeiras abordagens, contextualizagdo e além de
calculos abordaremos representacoes graficas e tabular sempre que possivel, fazendo uso

de diversas imagens que possam ilustrar e aprimorar ainda mais este trabalho.
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1. Calculo Diferencial e Integral - Con-

cepcoes Historicas

1.1.Percurso Histoérico - O legado do Calculo

Nao sabemos ao certo e nem podemos afirmar como e quando se deram as pri-
meiras aparicoes matematicas. Uma aproximacao talvez um pouco coerente sobre um
pequeno cronograma cronolégico seria associarmos o surgimento e o desenvolvimento da
Matematica ao processo de evolugao/desenvolvimento dos seres humanos.

Pare para pensar e reflita. Ao nascermos logo nos primeiros dias nao desenvolvemos
tantas habilidades. Com o passar dos meses os sinais que vao sendo apresentados sao de
simples gestos, olhares, observactes e movimentos. Associamos e acreditamos que com
a matemaética nao tenha sido diferente. O homem apropriou-se da mesma inicialmente
por simples fatores logicos fazendo também observagoes, registros (em pedras e cavernas)
e andlises por meio de movimentos, gestos, olhares e até mesmo fenémenos do dia a
dia. Com o passar dos séculos a humanidade foi sentindo a necessidade de executar
novas tarefas, novos movimentos, quem sabe até iniciar a matematizar as coisas ao seu
redor, entao surgiu a necessidade de contar. Enumerar foi com certeza o maior avanco da
matematica na antiguidade. Para Eves (2011, p. 25) "o conceito de niimero e o processo
de contar desenvolveram-se tao antes dos primeiros registros historicos (ha evidéncias
arqueologicas de que o homem, ja ha uns 50 000 anos, era capaz de contar) que a maneira
como ocorreram ¢é largamente conjectural”.

Passam-se os anos, a crianca agora avanga para uma fase ainda mais importante
comeca a reproduzir gradativamente aquilo que ver ou escuta ja dando os seus primeiros
passos. Seus primeiros passos matemaéaticos nao sao regidos apenas por associacoes logicas,
0S mesmos comecgam a enunciar os primeiros nimeros, fazem associacao com os objetos
ao seu redor, identifica as primeiras cores e suas primeiras conclusoes e associagoes; cres-
cem, e como muitos observamos passam a enxergar um universo de possibilidades que vao
surgindo de maneira desenfreada. Assim a necessidade do homem quanto a matematica
se ramificou de tal forma que surgiram no decorrer dos séculos diversas areas como a arit-
mética, a algebra, a geometria, a trigonometria e muitas outras. Esse texto nos remete
a "pularmos"na historia da matematica para algo compreendido por volta de uns vinte
séculos antes e depois de Cristo, fazendo um aporte em particular com os diversos para-
doxos, principios e axiomas relacionados ao Calculo Diferencial e Integral que surgiram

na Idade Antiga, passando pela Idade Média até chegarmos na Idade Moderna e Con-
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temporanea, onde ocorreu de fato a formalizacao dessa magnifica area da matematica e
também a conclusao para os problemas carregados sem solucao por cerca de trés milénios.

Pouco sabemos como e quando surgiram os primeiros problemas em que a huma-
nidade necessitou utilizar-se do Calculo Diferencial e Integral mesmo que fosse informal-
mente. Na historia da matemética sao retratados os problemas pertinentes ao estudo do
Calculo por volta de 1700 anos a.C., muitos dos problemas que para a época com a falta
de formalidade/rigor foram abordados, discutidos e solucionados na maioria dos casos
utilizando-se da deducgao, que em muitos casos os resultados obtidos s6 puderam ser de
fato comprovados com a formalizacao do Célculo no século XVII d.C. Como conta Boyer
(1993, p. 1):

No sentido mais formal o calculo foi moldado no século XVII de nossa era; mas
as questoes das quais surgiu ja tinham sido colocadas mais de dezessete séculos
antes do comego de nossa era. Papiros egipcios e tabulas cuneiformes babilo-
nicas incluem problemas de mensuracao retilinea e curvilinea que pertencem
ao dominio do célculo; mas o tratamento pré-helénico desses problemas faltou
amadurecimento matemético em dois aspectos sérios: (1) ndo havia distingao
definida entre resultados exatos e aqueles apenas aproximados, e (2) as relagoes

com a logica dedutiva nao estavam explicitamente reveladas.

Alguns matemaéticos antigos como é o caso de Arquimedes de Siracusa (287 - 212
a.C.), ja desenvolviam naquela época teorias relacionadas ao estudo do Calculo, o pro-
prio considerado um dos maiores matematicos da antiguidade trabalhava com problemas
mais complexos aos quais apresentavam suas demonstracoes com um certo rigor para fun-
damentar as suas descobertas. "Em seu trabalho sobre areas e volumes, desenvolveu o
método de exaustao, pelo qual aproxima-se a quantidade desejada pelas somas parciais
de uma série ou pelos termos de uma seqiiéncia" (BOYER, 1993, p.29). Arquimedes ainda
resolveu de maneira muito brilhante o problema da quadratura da parabola, para tal oca-
sido conta seus escritos enviados a Eratostenes de Cirene (276 - 194 a.C.), uma elegante

solugdo quase que utilizando integragoes, assim como afirma Boyer (1993, p.29):

O segredo das descobertas de Arquimedes veio parcialmente a luz em 1906,
com a redescoberta de um tratado de sua autoria. Nesse trabalho, enviado seu
amigo Eratostenes, ele explicava como tinha chegado alguns de seus resultados
(na verdade quase efetuando integracoes em muitos casos importantes), para os
quais depois buscava provas. Isto estd bem lustrado no problema da quadratura
da parabola.

A figura a seguir ilustra um problema que sera tratado aqui em nosso trabalho

posteriormente de forma espontanea (sem ser enunciado).
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Figura 1.1: Quadratura da Parabola

Fonte: Boyer, Carl B.

Nesse sentido o legado do Célculo permeou durante muitos séculos informalmente
sempre de "maos dadas"com a geometria, as contribuicoes dos matematicos da antigui-
dade quanto a elaboracao e a disseminacao de muitos dos problemas relacionados a esse
estudo no que tange a representagao algébrica ou simboélica s6 seriam formalizadas em
meados do século XVII, inicialmente pelo fisico inglés Isaac Newton (1642-1727), e pou-
cos anos mais tarde pelo filosofo, jurista e politico alemao Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716). Conforme Rogério S. Mol (2013, p.103):

"[...] muitos resultados de natureza infinitesimal j& eram conhecidos. No en-
tanto, faltava ainda um trabalho de sistematizac™ao que colocasse esses resul-
tados isolados dentro de uma estrutura teérica unificada. Esse trabalho foi feito
de forma independente por dois homens [...]. Ambos criaram métodos gerais e
processos algoritmicos que transformaram o calculo infinitesimal em uma area

com vida propria, independente da geometria".

Para Hefez (2013, p. 27) "o grande desenvolvimento da matematica a partir da
criacao do Calculo Diferencial, no século dezessete, colocou diante dos matemaéticos novos
problemas que, para serem melhor compreendidos e solucionados requeriam uma funda-
mentagao mais rigorosa do conceito de nimero". Dai por diante o Célculo comegava a ser
apresentado para o mundo inteiro, passando a ser considerado uma area de importante

estudo entre o meio académico para a pesquisa.

1.2.A Alvorada do CAlculo

Vimos anteriormente que o século XVII foi extremamente produtivo para o desen-
volvimento da matemaética, gracas, em grande parte, as novas e vastas areas de pesquisa
que nela se abriram. Em se tratando do Célculo, vale ressaltar que os objetos de conheci-
mento acompanhados de suas respectivas aplicacoes ao qual abordaremos nesse trabalho,
segue uma ordem cronolégica diferente da qual é apresentada atualmente nos cursos su-

periores no Brasil. A principio na Histéria da matematica apontam para o surgimento
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do Calculo Integral, apropriando-se da geometria enquanto ferramenta para o calculo de
curvas, areas e volumes, mais tarde, muito tempo depois o Céalculo Diferencial. De acordo
com EVES (2011, p. 11):

E curioso que o desenvolvimento histérico do calculo seguiu a ordem contraria
a daquela dos textos e cursos basicos atuais sobre o assunto: ou seja, primeiro
surgiu o célculo integral e s6 muito tempo depois o calculo diferencial. A ideia
de integragao teve origem em processos somatoérios ligados ao célculo de certas
areas e certos volumes e comprimentos. A diferenciacdo, criada bem mais tarde,
resultou de problemas sobre tangentes a curvas e de questoes sobre maximos e
minimos. Mais tarde ainda, verificou- se que a integracao e a diferenciacao estao
relacionadas entre si, sendo cada uma delas operagao inversa da outra. Embora
a maior parte de nossa histéria se situe no século XVII devemos retornar, de

inicio, & Grécia do século V a.C.

Em muitos textos e referéncias consultadas é perceptivel essa relacao feita entre
os séculos da era antiga é de nossa era. Como ja foi aqui colocado, até mais de uma
vez, faremos sempre esse aporte remetemo-nos hora ou outra aos problemas citados na
Idade Antiga e na Idade Média, fazendo relacoes ao aprimoramento, as contribuicoes e
descobertas implementadas na Idade Moderna e Contemporanea. Nao é nossa intecao
confundir o leitor quanto ao real surgimento do Calculo Diferenial e Integral, queremos
apenas manter uma organizacao quanto a formalizagao de tais objetos de conhecimento,
ou seja, o foco principal que venha a ser o estudo de limites, de derivadas e de integral,
conceituados nessa ordem e nao nas quais aparecem na historia.

Concordamos tanto com Mol (2013, p.130) quanto com Boyer (1993, p.291) quando
citam de forma suscinta que os pioneiros do calculo operavam com diferenciais sem no
entanto ter uma ideia precisa do que fossem esses objetos, afirmamos ainda parecer ser a
primeira vez na historia da matematica que uma &area tenha sido decoberta assim, pelo
inverso.

O inicio do século XVIII, marcava uma Guerra entre duas mentes brilhantes, Gott-
fried Wilhelm Leibniz e Sir Isaac Newton que duraria por longos dez anos. De acordo
com Bardi (2008, p.13):

Por mais de dez penosos anos, até o final de suas vidas, essas duas brilhantes
figuras das matematicas alema e britanica estariam empenhadas numa brutal
batalha publica, na qual cada uma defenderia seu proprio direito de reivindicar
a autoria do calculo — um ramo da anélise matematica que serve para investigar
tudo, das formas geométricas as orbitas dos planetas em movimento ao redor
do Sol. Um dos mais importantes legados intelectuais do século XVII, o célculo
foi desenvolvido em primeiro lugar por Newton em seus criativos anos de 1665 e
1666, quando era um jovem estudante da Universidade de Cambridge em retiro
na sua propriedade rural. [...] Leibniz debrugou-se sobre o célculo dez anos
depois, durante os prolificos anos que passou em Paris por volta de 1675. No

decorrer dos dez anos seguintes, ele refinou sua descoberta e criou um sistema
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totalmente original de simbolos e representagoes graficas. Embora tenha sido o
segundo cronologicamente, ele foi o primeiro a publicar seu sistema de calculo,

o que fez em dois trabalhos que datam de 1684 e 1686.

O calculo foi uma invencao tao promissora que, em 1700, Leibniz seria considerado
por muitos na Europa como um dos maiores mateméaticos vivos. Tanto Leibniz quanto
Newton tiveram direito a autoria do calculo, e hoje em geral sao vistos como seus co-
inventores independentes, dando-se a ambos o crédito por terem dado a matematica seu
maior impulso desde os gregos. Dai por diante, outro mateméaticos como Lebesgue (1875
- 1941), Cauchy (1789 - 1857), Riemann (1826 - 1866), Weierstrass (1815 - 1897), Euler
(1707 - 1783), Lagrange (1736 - 1813) e Maria Gaetana Agnesi (1718 - 1799), dedicavam-se
ao estudo, a pesquisa e a formalizacao do Calculo Diferencial e Integral em varias partes
do mundo, nos séculos XIX e XX com uma fundamentacdao mais rigorosa do conceito
de nimero outros matematicos Bernard Bolzano (1781 - 1848), Karl Weierstrass (1815 -
1897), Eduard Heine (1821-1881) e o Georg Cantor (1845-1918), Richard Dedekind (1831-
1916)e outros, fundamentados pela anélise real e pela teoria dos nimeros empreendiam
ainda mais essa tarefa.

De acordo com Loureiro (2008, p.1) "a disciplina Calculo Diferencial e Integral foi
introduzida pela primeira vez no curriculo brasileiro em 1810 no curso Matemético da
Real Academia Militar do Rio de Janeiro". Mais de um século apés sua criagao o célculo
comecaria a ser implantado em alguns cursos no Brasil, permanecendo por cerca de mais
cem anos sendo estudado apenas em algumas Escolas Politécnicas, Escolas e Academias
Militares. De acordo com Silva (1993, p.13, apud LOUREIRO, 2008, p.1-2):

Durante um periodo de mais de cem anos (1810-1920), a Academia Militar do
Rio de Janeiro (e todas as suas ramificagoes: Escola Central, Escola Militar,
Escola Politécnica, Escolas preparatorias) foi praticamente a tnica instituigao
onde os brasileiros poderiam adquirir conhecimentos matemaéticos sistematicos
de nivel superior e obter um diploma de bacharel e doutorado em ciéncias fisicas

e Matemaéticas.

A partir dai percebemos que a expansao do calculo mundo a fora nao foi algo tao
inédito quanto para o nosso pais, talvez, pelas diversas reformas educacionais que ocor-
riam na época aqui no Brasil. Todavia vale ressaltar que o Ensino Superior no continente
americano ¢é algo que se concretizou por volta de 400 anos depois que no continente euro-
peu, ja no Brasil mais de 700 anos se passaram até a fundacao das primeiras universidades,
que pouco tratavam o ensino das disciplinas nas areas de exatas. Humerez e Jankevicius
(2015, p. 2-3) afirmam:

O Continente Americano s6 foi descoberto no século XVI, portanto defasado
em mais de 400 anos de evolucao cultural em relacao & Europa e iniciou suas
atividades logo em seguida, com a criac¢do de varias universidades. [...] Apenas
com a vinda da Familia Real Portuguesa ao Brasil, em 1808, é que ocorreram

as primeiras iniciativas culturais no Brasil, com a criagao de Faculdades.
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1.3.Gottfried Wilhelm Leibniz e Sir Isaac New-

ton - Os precursores do Calculo Moderno

Nessa secao apresentaremos uma breve biografia dos principais precursores e for-
malizadores do Célculo Diferencial e Integral - Gottfried Wilhelm Leibniz e Sir Isaac
Newton. Tais biografias apresentadas sao recortes de trabalhos ou textos disponibilizados
em sites da internet. Abordaremos aqui nesse texto duas figuras enquanto os precursores
do "Calculo Moderno", tendo em vista que por volta dos anos de 1540 a 1650 alguns
estudiosos como é o caso do engenheiro, fisico e mateméatico Simon Stevin, o astrénomo,
astrologo e matematico Johann Kepler e o sacerdote matemético Bonaventura Cavalieri
j& faziam um estudo a cerca do calculo em suas pesquisas sobre os principios da estatica,
principio da continuidade e obtencao de areas limitadas por curvas do tipo y = ™ com

ny N0, respectivamente nessa ordem .

1.3.1.Gottfried Wilhelm Leibniz

Figura 1.2: Gottfried Wilhelm Leibniz

Fonte: http://ecalculo.if.usp.br/historia/imagens/Leibniz.jpg

Leibniz nasceu em Leipzig, Alemanha, no dia 1° de julho de 1646. Ingressou na
Universidade aos quinze anos de idade e, aos dezessete, ja havia adquirido o seu diploma
de bacharel. Estudou Teologia, Direito, Filosofia e Matemaética na Universidade. Para
muitos historiadores, Leibniz é tido como o ultimo erudito que possuia conhecimento
universal.

O primeiro trabalho sobre Calculo Diferencial foi publicado por Leibniz em 1684,
antes mesmo do que Newton, sob o longo titulo Nova methodus pro maximis et minimis,
itemque tangentibus, qua nec irrationales quantitates moratur . Nesse trabalho aparece-

ram as formulas:
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d(xy) = zdy + ydx

(derivada do produto)
d(z/y) = (ydz — zdy)/y*

(derivada do quociente)

dxn = na"™ !

Dois anos mais tarde, Leibniz publicaria no peridédico Acta Eruditorum , um tra-
balho sobre o Célculo Integral. Nesse trabalho, apresenta-se o problema da quadratura

como um caso especial do método do inverso das tangentes.

Biografia disponivel em: http://ecalculo.if.usp.br/historia/leibniz.htm

1.3.2.Sir Isaac Newton

Figura 1.3: Sir Isaac Newton

Fonte: http://ecalculo.if.usp.br/historia/imagens/Newtonl.jpg

Newton nasceu no dia 25 de dezembro de 1642 em Woolsthorpe, Lincolnshire -
no interior da Inglaterra, proximo a Cambridge. Herdou o nome de seu pai, falecido em
outubro de 1642, trés meses antes de seu nascimento. Newton nasceu tao prematuro que
sua mae temeu que ele nao passasse daquele dia. Seu corpo mitdo caberia numa panela de
um litro. Mas ao contrario das aparéncias, ele viveria até seus 84 anos, tempo suficiente
para realizar uma das maiores producoes cientificas de que se tem conhecimento.

Newton percebeu logo em seguida que a integracao de uma funcao era simples-
mente a operacao inversa da diferenciacao. Essa descoberta levaria ao Calculo Integral e
estd intimamente relacionada com o hoje em dia denominado Teorema Fundamental do
Calculo.

Newton desenvolveu métodos analiticos unindo técnicas matematicas ja conheci-

das, o que tornou possivel a resolucao de problemas de diversos tipos, como o de encontrar
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areas, tangentes e comprimentos de curvas assim como maximos e minimos de funcoes.
Todas essas descobertas foram feitas anos antes que Leibniz, de forma independente, vi-
esse a desenvolver o Calculo Diferencial. Recusou-se durante muito tempo a divulgar suas
descobertas e foi Leibniz quem primeiro publicou. Isto gerou uma disputa muito grande
entre os dois matemaéticos, sobre quem teria realmente inventado o Calculo. Apesar de
Newton ter desenvolvido antes de Leibniz a notacdo e a maneira de calcular derivadas,

aquela que prevaleceu foi a de Leibniz que mostrou-se muito mais simples e conveniente.

Biografia disponivel em: http://ecalculo.if.usp.br/historia/Newtonl.htm

1.4.Primeiros Problemas

Assim como a cura para muitas doencas as viagens espaciais e a divida quanto a
existéncia de vida em outros planetas e tantas outras duvidas que cerceiam os paradig-
mas dos séculos XX e XXI, na antiguidade a solucao para diversos problemas tanto na
matematica quanto nas outras areas do conhecimento estariam séculos e até milénios a
frente de serem solucionados. O que hoje nao é tao diferente, a exemplo disso podemos
citar a exploracao de outros planetas e também de outras galaxias, talvez essas e outras
facanhas ainda estejam muito distantes de nossos recursos e realidade.

Anteriormente compartilhamos da ideia de que apesar de ter sido formalizado
cerca de trés séculos atras, o Célculo, na antiguidade ja havia sido estudado por varios
matematicos, fisicos e astronomos. Na era antes de Cristo, informalmente utilizou-se os
conceitos de limites e integral para resolver ou nao problemas dessa natureza. Nesse ponto
citaremos alguns dos problemas ja discutidos/elaborados pelos nossos antepassados aos

quais serao melhores abordados no capitulo 3.

1.4.1.Paradoxos de Zenao

Um problema um tanto quanto curioso e intrigante discutido por volta de 430 a.C.
a 480 a.C, o famoso paradoxo mais conhecido pelo Paradoxo de Zenao, em homenagem
a Zenao de Eleia nascido em Eleia hoje conhecido como Vélia na Italia, aborda de forma
oculta para época o conceito de limites de uma sequéncia, até entao para os gregos um
problema sem solucao, talvez pela auséncia do rigor que o Calculo traria dois milénios
mais tarde. Para EVES (2011, p. 418) tal problema é enunciado trazendo em seus escritos

dois paradoxos que tiveram influéncia profunda na matematica:

Esses paradoxos, que tiveram influéncia profunda na matematica, garantem
que, admitindo-se qualquer das suposicoes consideradas, 0 movimento é impos-
sivel. Para ilustrar sua natureza, vejamos dois desses paradoxos. A Dicotomia:
Se um segmento de reta pode ser subdividido indefinidamente, entdo o movi-

mento é impossivel pois, para percorré-lo, é preciso antes alcancar seu ponto
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médio, antes ainda alcancar o ponto que estabelece a marca de um quarto do
segmento, e assim por diante,adinfinitum. Segue-se, entdo, que o movimento
jamais comegara. A Flecha: Se o tempo é formado de instantes atomicos indivi-
siveis, entao uma flecha em movimento esta sempre parada, posto que em cada
instante ela estd numa posicao fixa. Sendo isso verdadeiro em cada instante,

segue-se que a flecha jamais se move.

Varias enunciagoes em relacao ao paradoxo sao apresentadas, alguns autores enun-
ciam também como sendo O paradoxo de Aquiles. Numa corrida de Aquiles contra uma
tartaruga em que a tartaruga tenha saido na frente, o corredor nunca alcancara o animal,
jA que, para alcancar ele, tem que ter alcancado o ponto em que o animal partiu. En-
tretanto, a tartaruga estd movimentando-se, entao, logo apds alcancar o primeiro ponto,
tem que alcancar o ponto em que a tartaruga estava, entretanto ela estd movimentando-
se, de modo que, quando Aquiles alcancé-lo, a tartaruga ja vai ter se movido, e assim
sucessivamente (CAMPELLO JR. 2011).

Todos os paradoxos contém, essencialmente, o mesmo contetido matematico e, por
tras deles, estd a nocao de limite de sequéncia. Apesar de terem sido propostos por volta
de 450 a. C, eles s6 foram completamente formalizados (e compreendidos) no século XVII
d.C., com o advento do célculo diferencial por Leibniz e Newton, de maneira paralela. Um
paradoxo se apresenta por meio de uma situacao que apesar de ser logica e fazer sentido
em teoria, parece desafiar a realidade.

Existem diversas representagoes para enunciar as ideias de Zenao, no capitulo das

aplicagoes abordaremos de forma interativa tal um outro enunciado.

1.4.2.0 método de exaustao de Eudoxo Cnido

Os primeiros problemas da historia do calculo diziam respeito ao célculo de areas,

volumes e comprimentos de arcos. Para EVES (2011, p. 418):

Uma das contribui¢oes importantes mais antigas ao problema da quadratura
do circulo foi dada por Antifon, o Sofista (c. 430 a.C.), um contemporaneo de
Socrates. Consta que Antifon teria antecipado a ideia de que, por sucessivas
duplicagoes do numero de lados de um poligono regular inscrito num circulo, a
diferenca entre o circulo e o poligono ao fim exaurir-se-ia. E como se pode cons-
truir um quadrado de &rea igual & de qualquer poligono, seria entao possivel
construir um quadrado de area igual a do circulo. A critica que imediatamente
se levantou contra esse argumento sustentava-se no principio de que uma gran-
deza pode ser subdividida indefinidamente e que, assim, o processo de Antifon
jamais esgotaria a area do circulo. Nao obstante, a corajosa abordagem de

Antifon continha o germe do famoso método de exaustao grego.

Calcular areas por exaustao ¢ uma ideia atribuida originalmente & Antifon (481-

411 a.C.), mas ndo se sabe se ele realmente a entendeu. "A teoria foi aplicada com sucesso
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para o calculo das areas dos circulos por Eudoxo de Cnido (408-355 a.C.) e Arquimedes
(287-212 a.C.). Hipatia (372-415 d.C.) utilizou o método da exaustao com sucesso para
calcular areas de elipses, parébolas e hipérboles" (Martins, 2016).

Tais problemas atualmente sao discutidos e encontrados nos livros de Calculo 1,
2 e 3 na parte que tange as aplicacoes de integral. "Como exemplo, podemos citar o
circulo. Para definir sua area, consideramos um poligono regular inscrito de n lados, que
denotamos por P, Figura (6.2(a)). Seja A, a area do poligono P,. Entdao A, = n.Ap,
onde Ar, € a area do tridngulo de base [,, e altura h,, (Figura 6.2(b))"(FLEMMING, 2006,
p. 256). Ver figura que segue:

Figura 1.4: Area Circulo - Tlustragio

(a) (b)

Figura 6.2

Fonte: Fleming, Diva Marilia

Tal problema sera abordado e discutido posteriormente. Em nosso trabalho, no
capitulo das aplicagoes abordaremos uma gama de problemas dessa natureza, talvez maior
parte de nossas colaboragoes nesse estudo estejam direcionadas aos problemas de cunho

geométrico, de fato pela grande empatia que temos com tais propostas.
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2. Um universo chamado Calculo Dife-

rencial e Integral

Este capitulo sera direcionado ao estudo dos objetos de conhecimentos centrais
(Limite, Derivada e Integral) que regem o componente curricular Célculo Diferencial e
Integral. Abordaremos de forma resumida os principais conceitos, propriedades e teore-
mas que nos auxiliarao na abordagem das aplicacoes encontradas no capitulo 3, sem as
defini¢oes rigorosas e as demonstragoes formais de suas propriedades (a menos que haja
necessidade).

Nesse sentido destacamos que o objetivo sera trabalhar com o célculo de uma varié-
vel para funcdes continuas. Vale destacar que o Célculo Diferencial e Integral é um objeto
da matemética, toda ela, fundamentada no conceito de limite. Destacamos e ressaltamos
a importancia dos outros ramos da matemaética em nossos estudos e completamos sem a
contribuigdo por exemplo, da trigonometria, da algebra, das geometrias (plana, espacial
e analitica) e outras tal estudo jamais se concretizaria.

E importante destacar que neste capitulo ndo nos prenderemos muito a discorrer
sobre o estudo do limite, da derivada e da integral, tendo em vista que tal trabalho
pode ser facilmente encontrado nos livros de Calculo, daremos énfase apenas a algumas
propriedades e construcoes que possam facilitar alguns conceitos ou teoremas, alguns

desses estudos serao de fato abordados de forma bem resumida.

2.1.Introducao ao Calculo de Limites

Conforme afirma Montofano et al 2015, o conceito de limite de uma funcao f é um
dos mais importantes do Calculo Diferencial e Integral. No século XVIII, o conceito de
limite foi abordado intuitivamente, ou seja, verificando que o valor de f em z, f(z), tende
para um determinado nimero L, quando x tende para um ntmero a. Isso é equivalente
a afirmar que quanto mais proximo de L estiver o valor f(z), mais proximo de a estara
x. A grande questao envolvida nesta defini¢ao é o significado da palavra "préximo", pois
dependendo da situagao o que é proximo para alguns pode nao ser para outros. Vejamos:
na Fisica é comum os astronomos medirem a proximidade em anos-luz; na Biologia, em
determinadas situacoes, a proximidade se estabelece apenas quando o resultado de uma
mensuracao esta proximo do valor exato L, ou seja, se estiver a 107% ¢m de L. Assim,
para evitar ambiguidades, é preciso formular uma definicao de limite, com o rigor que a
matematica exige, e sem utilizar a palavra "préximo".

Conforme veremos, isso é garantido empregando na defini¢ao, epsilon (¢) e delta



Capitulo 2. Um universo chamado Cdlculo Diferencial e Integral 25

(0), introduzida por Cauchy e Weierstrass, pois esta é precisa e aplicavel a qualquer

situacao.

2.1.1.Um breve historico sobre limite

A formalizacao precisa do calculo do limite é devida ao matematico francés Augustin-
Louis Cauchy (1789 - 1857) e um matemaético alemao, professor na Universidade de Berlim
Karl Wilhelm Theodor Weierstrass (1815 - 1897) apesar de j4 termos citado anteriormente
o seu uso na Grécia antiga nas discursoes provenientes do calculo da area do circulo.

Em nosso dia a dia é comum ouvirmos falar sobre limite de velocidade, limite
de carga, limite de sonoridade etc. Praticamente essas coisas estao todas associadas ao

estudo do limite abordado nos cursos de calculo.

2.1.2.Limites e Continuidade

2.1.3.Nocao de Limite

Usamos o conceito de limite em matematica para descrever o comportamento de
funcoes, tal conceito ainda é importante na construcao de muitos outros conceitos no
calculo diferencial e integral, as nocoes de derivada e de integral abordados posteriormente,
sao os suportes de toda a construcao das variaveis fisicas e muitas outras que discutiremos.
Além disso, sao importantes no calculo de perimetros, areas e volumes que é um dos focos
principais deste trabalho.

Os livros de calculo abordam uma definicao quase que comum para limite, trazendo
sempre exemplos de funcgoes, graficos e ilustracoes. Se pegarmos a definicao de limite na
maior parte dos livros encontraremos o que afirma Costa (2009, p. 69):

"Seja I um intervalo qualquer, a € I e f(z) uma fun¢ao definida no intervalo I,
(exceto eventualmente em a). Diz se que o limite de f(z) quando z tende a a é L, e

escreve-se

lim f(z) = L,

T—a
se para todo € (epslon), € > 0, existe um § (delta), § > 0, tal que |f(x) — L| < € sempre
que 0 < |z —a|] < 9.

Praticamente em quase todas as literaturas de calculo essa é a definicao encontrada
seguida ou precedida de exemplos com graficos e tabelas. Para introduzirmos a nocao de
limite faremos uma construcao no software dindmico - GeoGebra exemplificando a
definacao abordada, com o simples intuito de tornar mais agradavel algo temido por

muitos estudantes de calculo.
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2.1.3.0.1 Aplicacao - Definicao Limite - Construcao GeoGebra

e Passo 1: Na caixa de Entrada do GeoGebra devemos inserir a funcao desejada.
x
Para este exemplo usaremos a func¢ao polinomial de 1° grau f(z) = 5 + 2, em

seguida escreva também a equacao de uma reta vertical, usaremos = = 6;

e Passo 2: Na ferramente Ponto escolha a opcao Intersecao de Dois Objetos e na
sequéncia clique com o mouse na fun¢io f(z) e em seguida na reta x = 6 paralela ao
eixo dos y. Automaticamente aparecera na Janela de Algebra e também na Janela

de Visualizagdo o ponto A(6,5) que ¢ a intersecao entre as duas retas;

e Passo 3: Com a ferramente Ponto marque o ponto B(6,0), intersegao da reta x = 6
com o eixo dos x, em seguida construa uma reta vertical perpendicular ao eixo dos
Y, para este caso vocé poderd usar a ferramenta Reta ou simplesmente escrever a

funcao y = 5 aparecera a reta passando pelo ponto A;

e Passo 4: Marque o ponto C(0,5) interse¢ao da perpendicular construida no passo
anterior com o eixo vertical e na sequéncia construa um controle deslizante ¢ (épsi-
lon) com as configuragoes ja preenchidas, se preciso vocé podera altera-lo no final

as configuracoes de minimo, méximo e incremento;

e Passo 5: Na caixa de Entrada construa as retas horizontais y = y(C) + a e
Y = y(C) — a, marque também as interse¢oes do eixo vertical com as retas do
item anterior e as intersecoes das retas do item anterior com a fun¢ado f(z) na
ferramenta ponto vocé criard quatro pontos ao todo D, E, F' e G que representam

essas intersecoes;

e Passo 6: Construa retas perpendiculares ao eixo dos x com os pontos de interse-
¢ao construidos no passo anterior, para isso vocé pode utilizar a ferramenta Reta
Perpendicular clica no ponto F' e na reta y = y(C) + a clica no ponto g e na reta
y = y(C') — a as retas serao plotadas de forma perpendicular e paralelas ao eixo dos
y. Nao esqueca de marcar suas intersecoes com o eixo dos x obtendo os pontos H
e [;

e Passo 7: Na ferramenta Reta e Segmento, trace os segmentos de reta DF, C'A,

EG, GI, AB e FH, depois esconda as retas horizontais e verticais na Janela de
Algebra:

e Passo 8: Vocé pode alterar o visual de suas construgoes clicando com o botao
direito do mouse em cada uma delas por vez e escolher a opcao Propriedades. Deixe
por exemplo os segmento pontilhados, altere espessura das linhas, oculte seus rétu-
los, cores e etc. Se quiser que toso tenham a mesma aparencia segure a tecla Ctrl e

repita o passo 7 do inicio;
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e Passo 9: Por fim acesse na ferramenta Angulo depois a ferramenta Distancia,
Comprimento ou Perimetro, e clique nos pontos C e D, C' e E (epslon) e B e I,
B e J (delta) para calcular suas respctivas distancias a medida em que mexe-se no

controle deslizante.

Nossa construcao ficard com as seguintes caracteristicas e aparéncia:

Figura 2.1: Definigdo Limite - Exemplo 1

» Janela de Algebra = X | » Janela de Visualizagio X
x
@ f(x) = 5 +2
eql:x==6 k=1 a
® A=(65)
® B=(6,0) *®
g:y=5 a
® C=(0,5)
® a=1
hy=6 .
py=4
® D=(0,6)
® E=(0,4) T g
® F=(8,6)
® G=(4,4) co=1 |
ix=8 > |
ti1 Epslon T |
® H=(8,0) CE=1 1 |
® 1-(4,0 1 |
® k=8 L S | |
® 1=5 | | i
® m=4 1 1 |
® n=4 3 1 |
® g=5 | !
® =6 ! |
distanciaCD =1 : ! |
® TextoCD=" ! 1 |
distanciaCE ! I 1
® TextoCE=“CE=1" 1 I 1 I
distanciaBH =2 I I |
L] TeM‘DBH =“BH=2" I‘ Iy IH
distanciaBl = 2 & ' &
® TextoBl=“Bl=2" -4 -3 2 -1 o 1 2 3 4 5 ] T 8 a 10 11 12 13 14 15 18 17 18
@ texto1 ="“Delta” 1 Bl=2 BH=2
@ texto2 = “Epslon” 5
Delta

Entrada: v

Fonte: O Autor

A "grosso modo"analizando a imagem dizemos que:

6
lim(g+2):§+2:3+2:5

z—6

Note pela imagem que a medida em que x se aproxima de 6 (eixo dos z) seja
pela direita ou pela esquerda, o limite da fungao f(x) se aproxima de 5 (eixo dos y).
O que é muito comum abordar nos exercicios de calculo além da ideia exposta, sao as
demonstragoes a partir da definicao formal de limite. O que muitos estudantes que estao
iniciando um curso de Célculo nao conseguem em muitos casos notar é justamente essa
representacao geométrica a qual detalhamos a construgao. O que observamos de forma
bem pratica movimentando o controle deslizante, aparentemente se entendermos tal de-
finicao pelo grafico conseguiremos de maneira rapida solucionar exercicios que envolvem
definicao, demonstragao e outros, apenas tendo um bom dominio sobre desigualdade, va-

lor absoluto e propriedades matematicas comuns que usamos diariamente.

Ezemplo 1: Seja a funcado f definida por f(z) = g + 2 e suponha que

lim f(x) =5

r—6
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determine 0 > 0 dado € = 1, tal que, se 0 < |z — 6] < J entdo |f(x) — 5| < 1.

Solugao
Investigando o € temos:

\(g+2)—5|<1;s|§+2—5|<1:»y§—3|<1:»

—6 1 1
> 5=l <1= gl -6 <1=Sjr—6l<1=

=lr—6/<2=0=2

O que podemos obsevar facilmente na imagem.
Observacao Uma maneira rapida e simples de calcular limites no GeoGebra até
mesmo para fins de correcao de exercicios é introduzindo na caixa de Entrada a seguinte

expressao: Limite(<fun¢do>, <Numero>). Caso queiramos por exemplo calcular

. 22 —5x+6
hm—
z—3 Tz —3

escrevemos na caixa de Entrada Limite((z? — 5z + 6)/(x — 3),3) e automaticamente a
Janela de Algebra retorna 1 como o valor desse limite. Sabemos que para um caso como
esse, muitos que estao iniciando o estudo de limites chegam a uma indeterminagao do
tipo o’ 0 que matematicamente seria impossivel. Recomendamos neste caso um estudo
de revisao pré-calculo. Na situacdo em questdo usando a fatoraciao do termo 22 — 5z + 6

podemos escrever:

2_5 6 —2).(x—3
x x + im(x ).(x )

rx—3 :L‘—3 xr—3 1’—3
= limr—2=3-2=1
r—3

2.1.4.Limites de Funcoes - Alguns Teoremas

No estudo de limites ¢ importante o auxilio de algumas propriedades e teoremas
que podem nos auxiliar de forma mais direta a resolu¢ao de muitas situacoes. Nesta secao,
enunciaremos, sem demonstragao, os teoremas sobre limites de funcoes e suas aplicacoes
na resolucao de problemas, teoremas estes que desempenharao um papel importante nas

aplicacoes do calculo.

e Teorema 1: Unicidade do Limaite Se,

lim f(zx) =L

r—a



Capitulo 2. Um universo chamado Cdlculo Diferencial e Integral 29

lim f(z) = M,

r—a
entao L = M. Ou seja, uma funcao nao pode se aproximar de dois nimeros dife-

rentes quando x se aproxima de a.

e Teorema 2: Limite de uma constante k Se, f(x) = k para todo x real, entdo

para qualquer ntimero real a, tem-se:

lim f(z) = limk =k

r—a T—ra

Ou seja, o limite de uma constante é a propria constante.

e Teorema 3 Se,

lim f(x) =L
r—a

e
limg(x) = M
T—a

entao:

(a) Limite da soma ou da diferenga:

lim(f(xz) £g(z)) = lim f(x) £limg(z) =L+ M

T—ra T—a rT—a

(b) Produto de uma constante k& por uma funcao f: Para qualquer niumero real & ,
tem-se que,

lim(k.f(x)) = k. lim f(z) = k.L

Tr—a T—a

(¢) Limite do produto:

lim(f(x).g(x)) = lim f(z).lim g(x) = L.M

T—a z—a T—a
(d) Limite do quociente:

. f(z)  limgo, f(z) L
glcl—% g(z)  limgoeg(z) M

(e) Limite de uma poténcia:

lim (f(x))" = (lim(f ()" = L"

T—a r—a
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(f) Limite de uma raiz: Sejan € N > 1, entao
lim {/f(2) = ¢/lim f(2) = VL,
para todo n se L > 0, e s6 para n impar se L > 0.

Outras propriedades e teoremas podem ser obtidos por recorréncia das apresenta-

das.

2.1.5.Limites Laterais

Anteriormente analisamos o comportamento de uma funcao f quando x se apro-
xima de um nimero real a e quando com x assumindo valores positivos ou negativos. O
nosso objetivo agora é estudar os casos quando x tende para a pela direita, x - aex > a
ou quando z tende para a pela esquerda, x — a € x < a e com isto identificar a existéncia
de limite de uma funcao através dos limites laterais e eshbocar o grafico de uma funcgao

usando limites laterais. Para isto vejamos as seguintes defini¢oes.
Limite a esquerda

Se f(z) tende para L; quando z tende para a através de valores menores que a

diz-se que L; é o limite de f(z) quando x tende para a pela esquerda e indica-se por

lim f(z) =14

Tr—a—

Limite a direita

Se f(x) tende para Lo quando x tende para a através de valores maiores que a

diz-se que Ly é o limite de f(z) quando x tende para a pela direita e indica-se por

lim f(z) = Lo

z—at

Ezxemplo 2: Considere a fungao

22— 222+ 3,5 <2
flz) =

22 —x+4,se T >2
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usando o GeoGebra vamos determinar:

lim f(z)

z—27F

lim f(z).

T—2~

Solugao

Para calcular

note que a fungio esta definida por f(z) = 2 — x + 4, entdo:

lim 22 —24+4=2>2—-244=4—-2+4+4=6

r—21

Para calcular

lim f(x)

r—2~

note que a fungio esta definida por f(z) = 2% — 222 + 3, entao:

lim 22 — 222 +3=2>-22243=8-24+3=8—-8+43=3

T—27

No GeoGebra na caixa de Entrada escreva:

e Passo 1: Se(r <= 2,2% —22? + 3,22 — v +4), automaticamente podemos observar

os graficos de f e seus respectivos limites;

e Passo 2: Se preferir ainda na caixa de entrada escreva LimiteInferior(f,2) e em

seguida LimiteSuperior(f,2) na Janela de ALgebra aparecera os valores do limite

tendendo a esquerda e a direita.
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Figura 2.2: Defini¢ao Limite - Exemplo 2

DR ol A N B =2

» Janela de Aigebra X | » Janela de Visualizagio

ffoa 2 .

- f(x):{ x2—2x +3 :xS2 B
x*—x+4 : caso contrario
a=3

b=6

Entrada:

Fonte: O Autor

Note que as definicoes de limite & esquerda e de limite & direita nos motiva o

seguinte Teorema:

e Teorema 4: Teorema de Exzisténcia do Limite Sejam [ um intervalo aberto,
a um ponto deste intervalo e f: [ —a — R. Entao,

lim f(x) = L < lim f(z) = lim f(x)=1L

z—a z—at T—a~

Note que no exemplo acima 3 lim,_,, f(x), pois,

lim f(z) # lim f(x)

T—a T—a—

No estudo de limites destacamos a importancia de outros objetos de conhecimento
aos quais nao temos o objetivo de esmiucar, tendo em vista que estenderiamos nosso
trabalho a uma gama quase que infinita de objetos. Destacamos ainda que nossa contri-
buicao tedrica sobre limites, derivadas e integrais sao acerca da Aplicacbes que regem o
detalhamento de cada uma dessas secoes. Nos livros de Calculo I podemos encontrar um
pouco mais sobre limites a saber: Indeterminacoes, Limites Infinitos, Limites no Infinito,

Limites Fundamentais (Primeiro, Segundo e Terceiro Limite), entre outros.

2.2.Introducgao ao Calculo das Derivadas

Nessa secao apresentaremos a definicao de derivada de uma funcao sem seu signifi-

cado geométrico, tendo em vista a construcao geométrica da definicao de limite deixaremos
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a0 cargo nos nossos leitores tal construcao. Apresentaremos algumas propriedades que

auxiliam o célculo de derivadas em geral.

2.2.1.Derivada

Para Leithold (1994, p. 139) "a taxa de variagdo de uma reacao quimica é um
topico de interesse para um quimico. Os economistas estao preocupados com conceitos
marginais, tais como receita, custo e lucro que sao taxas de variagao". A derivada ja
no Ensino Médio esta de forma "mascarada"associada a muitos dos estudos pertinentes
a Matematica Financeira, a Fisica e a Quimica. Em nossos estudos falaremos de forma
breve de tais objetos tendo em vista o foco central do nosso trabalho que esta centrado
nas aplicacoes da geometria, grande parte desenvolvidas pelo Calculo Integral.

Defini¢ao: A derivada de uma fungao f : I — R em relacao a variavel x € [ é

a funcao f’(x) dada por:

o) — i D) = @)

h—0 h
(2.1)

A derivada esta definida em todo x onde o limite exista. Diz-se, nesse caso, que
a fun¢ao f(x) é derivavel em z. O célculo da derivada de fung¢oes por meio da defini¢ao
em muitos dos casos dar-se-a4 por processos que exigem um grande dominio de muitas

propriedades algébricas, observe.

Vamos determinar usando a definicao por exemplo a derivada da funcao f(z) =
3 + 222 + 6z — 8.
Aplicando a equagao da defini¢ao (2.1 temos:

3 2 ] (43 2 _
/(@) = lim (z +h)® +2.(x + h) +6.(:cJ}rlh) §8—(a°+2:° +62-8)
—

) . a3+ 322h + 3zh? + h? 4 22 + dah + 2h? 4 62 + 6h — 8 — 23 — 22? — 62 + 8)
:>]““(;1U):}111£>1r(1J h =
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h.(3z% + 3xh + h* + 4z + 2h + 6
:f,(x):}% (a;+a:+h+a:+ +):

= f'(z) =32 + 47 +6
Podemos indicar a notagao da derivada também por d—f(x)
T

2.2.2.Regras de Derivacao

Dependendo da funcao o célculo da derivada pode se tornar bastante tedioso e
na maioria dos casos complicado, é possivel no entanto obter diversas regras que podem
ajudar nesses calculos. A seguir apresentaremos algumas regras de derivacao para soma,
produto, quociente e composicao de funcoes, além de algumas derivadas que podem ser

obtidas de forma direta sem suas demonstragoes.

e Teorema 1: Regra da Poténcia ou Regra do Tombo Seja f(x) = ax™ com
n # 0 um natural, sdo vilidas as seguintes formulas de derivacao:
(a) f(z) = az™ = f'(x) = n.ax™ ' Vx € R;
(b) f(z) =ax™ = f'(z) = —n.ax™"" 1 x # 0;
(c) f(z) =k = f'(z) = 0,VEk constante.

e Teorema 2: Regra da Soma, Produto e Quociente Sejam f e g duas funcoes
definidas no mesmo intervalo I e derivaveis em x € I. Entao,

(a) A funcdo h(x) = f(z) + g(z) é derivavel em z e

W(z) = f'(z) +g'(z)

(b) A fungdo i(z) = f(x).g(z) é derivavel em z e

i'(x) = f'(x).9(z) + f(z).g'(x)

f(=)

é derivavel em z e
g(z)

(c) A fungao j(z) =

e Teorema 3: Regra da Cadeia Seja y = f(x) uma fungdo composta, isto é, que
pode ser escrita sob a forma y = g(u), u = ¢(x) ou ainda y = g[p(z)] = f(z) =

[(gop)(z)]. Vale entao a seguinte regra:
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Se a fungdo u = ¢(x) tem uma derivada no ponto z e a funcao y = g(u) tem uma

derivada para o valor correspondente de u, entao no ponto x a funcao composta

y = g[e(x)], tem uma derivada igual a ¢ = (gop)'(z) = ¢'(p(2)).¢'(x).

Ezemplo: Dado f(z) = (3z* + 22)° temos que f'(z) = 5.(3z* + 2x)*.(1223 + 2).

2.3.Introducao ao Calculo da Integral

J& abordamos anteriormente que a diferenciacao e a integracao sao operagoes in-
versas uma da outra, falamos também que na historia da matematica parece ter sido a
primeira vez em que uma operacao tenha sido descoberta/desenvolvida antes da outra.
Em muitas situacoes em que trabalhamos com a derivada de uma fun¢ao conhecida, é im-
portante saber qual a funcao gerou tal derivada, seria o caso por exemplo de analizarmos
uma func¢ao polinomial de grau 2 ou as seguintes situacoes observe:

Seja, f(r) = 42*+3x—8, entao f'(x) = 8x+3. Note que as fungoes g(z) = 4x*+3z,
h(x) = 42 + 3z + 100, i(z) = 42® + 3z — v/2 e uma outra infinidade de func¢des terdo
derivada iguais a f'(z).

Ou seria o caso de "um fisico que, conhecendo a velocidade de um corpo, serd
capaz de determinar a posicao futura do corpo; um socidlogo que, conhecendo a taxa de
crescimento da populagao, podera usar tal dado para prever futuras taxas de crescimento
daquela populacao; um economista que, conhecendo a taxa de inflacao, poderad fazer
estimativas de preco, no futuro"(Donizette, p.11).

Ao processo de determinacao de uma funcao a partir de sua derivada da-se o nome

de célculo das primitivas ou integracao.

2.3.1.A Integral

Defini¢do Uma fungao F(z) para a qual F'(z) = f(x) para todo = € Dom(f) é
uma primitiva (ou integral indefinida) de f.

Acima mostramos que uma funcao possue mais de uma primitiva. Em geral, note
que se I for uma primitiva de f, qualquer funcao obtida ao acrescentarmos uma constante
a F' também sera uma primitiva de f. Na realidade, podemos obter todas as primitivas
de f somando constantes a qualquer primitiva de f.

Assim, se F' e G forem primitivas de f, existe uma constante k tal que: G(x) =
F(x)+k.

Costuma-se escrever:

/f(a:)dx =F(x)+C

para exprimir o fato de toda primitiva de f(z) ser da forma F(z) + k.



Capitulo 2. Um universo chamado Cdlculo Diferencial e Integral 36

O simbolo [ chama-se sinal de integragio e indica que queremos encontrar a forma
mais genérica da primitiva da fungao que o segue. O sinal de integracao lembra um ”5”
alongado, que representa "SOMA". Veremos, uma relagao tao importante entre derivadas
e somas, que recebe o nome de Teorema Fundamental do Célculo.

Nesta secao nao temos o intuito de discorrer sobre integral laudas e mais laudas
tendo em vista que nossos objetivos maiores sao outros. Assim como foi abordado com
o calculo de limites e derivadas de forma bem resumida, nao faremos diferente com a
integral. Enunciaremos alguns teoremas sem demontrar (a menos que haja necessidade)
e abordaremos algumas construgoes no GeoGebra, de fato no capitulo 3 com as aplicagoes
da geometria serd dado uma atencdo maior a outras propriedades e teoremas. Aqui sera

discutido apenas algumas propriedades e teoremas apenas a titulo de ilustracao.

2.3.2. Teorema Fundamental do Calculo T.F.C.

De acordo com (Donizette, p.13): "na expressao

/f(x)dx = F(x)+C,

a funcao f(x) a ser integrada denomina-se integrando. A constante C' (ndo especificada),
acrescentada a F'(x) a fim de tornar mais genérica a expressao da primitiva, denomina-se
constante de integracao. O simbolo dz que segue o integrando serve para indicar que = é

a variavel em relacao a qual efetuaremos a integracao".

Defini¢do da integral indefinida (ou primitiva) utilizando a notagao de

integral
/f(x)dx =F(z)+C & F'(z) = f(x),Yx € Dom(f)
2.3.3.Propriedades da Integral
A integracao é a operacao inversa da diferenciacao. Logo, podemos formular varias

regras de integracdo partindo das correspondentes (porém no sentido inverso) regras de

diferenciagio (derivadas).

e Regra da Poténcia:

para n # —1;
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Regra da Constante:

/ kdr = kx + C,
k constante;

Regra Produto Func¢ao por Constante:
/k:f(x)dx = k/f(x) =k.F(x)+C,
Regra Soma/Diferenca:
Jur@ £ gtands = [ fayinx [ ga)ds
Regra da Poténcia para n = —1:

/x_ldx = In|z| + C;

Método da Substituicao Sejam f(z) e F'(x) duas fungoes tais que F'(z) = f(x).
Suponhamos que g seja outra funcao derivavel tal que a imagem de g esteja contida
no dominio de F'. Podemos considerar a funcao composta F'o g, e pela regra da ca-
deia: (Fog)(z)) = F'(9(x)).¢'(z) = F(g(z)).¢g'(z) isto é, F(g(x)) é uma primitiva
de f(g(x)).g'(x).

/?@@»4@Mx—F@@»+c

Fazendo u = g(z) = du = ¢'(x)dx e

/f(u)du =F(u)+C

Integracao por Partes Sejam f(x) e g(x) duas fungoes derivaveis no intervalo 1.

Temos:

[f(2).9(x)]" = f(x).g'(x) + g(x).f'(z) ou, f(x).g'(x) = [f(x).g9(x)] = g(x).f'(x)

Integrando ambos os membros dessa equacgao, obtemos:

/f(x)-g’(x)de /[f(w)-g(w)]'dx—/g(fv)-f’(x)dx,

ou ainda,
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(2.2)

Faca: u = f(z) = du = f'(z)dx v = g(z) = dv = ¢'(z)dx

Substituindo na equacao (2.2)), vem:

/udv:uv—/vdu,

que é a formula de integracao por partes.

Tanto com as derivadas quanto com as integrais ¢ possivel obter nos livros de

Calculo uma tabela de derivads e integrais imediatas.
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3. Um mundo interdisciplinar do C.D.I.
- Aplicacoes

Atualmente no Brasil o componente curricular Calculo Diferencial e Integral, bem
como muitos componentes adjacentes ou que apropriam-se dessa area da mateméatica
(é o caso das Equagoes Diferenciais Ordinariais e Parciais), no que tange o estudo das
aplicagoes estd presente em dezenas de cursos, diversas universidades e faculdades, seja
na rede publica ou privada ou nas modalidades de bacharelado, licenciaturas e tecnoélogos.
Em alguns cursos superiores o Célculo pode aparecer ramificado em mais de um semestre
(Célculos I, 1T, IIT e V), pela sua extensa quantidade de objetos de conhecimento a serem
trabalhados ou até mesmo pode aparecer mascarado com outro nome proprio dependendo
da instituigao e/ou do projeto pedagogico de cada curso.

Neste capitulo abordaremos algumas aplicacoes dessa vasta gama de possibilidades
em relacao ao Ensino do Céalculo nos cursos superiores, verificaremos também que parte
da contextualizacao e das aplicacoes nao sao encontradas apenas nos cursos relacionados
as areas ligadas diretamento ou indiretamente as exatas. Daremos énfase ainda a uma
secao em particular, com diversas aplicacoes ligadas a geometria, nesse ponto do trabalho
optamos também por trabalhar com construcoes a partir do software matemdtico - Geo-
Gebra dando dicas aos nossos leitores de mais uma importante ferramente que possa vir

a ser utilizada como proposta metodologica.

3.1.Na Matematica - Estudo de Sequéncias

3.1.0.1 Os paradoxos de Zenao

No capitulo 1 introduzimos a ideia de limites de sequéncias tendendo ao infinito,
abordamos ainda um problema ilustrado na ideia de um dos paradoxos de Zenao. Neste
ponto retomaremos tal situagao com o intuito de abordar mais uma das magnificas apli-

cagoes do Calculo.

3.1.0.1.1 Aplicacao - Paradoxo de Zenao - 13h Sr. Aquiles chama seu funci-

onario Sr. Tartaruga para uma conversa em seu escritorio

Certo dia na cidade do Célculo o Sr. Aquiles decide dar uma tarefa inusitada ao

seu funcionério Sr. Tartaruga. Chama-o até a sua sala e anuncia:
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Sr. Aquiles - Sr. Tartaruga infelizmente deveras anunciar as 14h que os servigos
do seu amigo, Sr. Zenao, j4 nao sao mais necessarios para a nossa empresa. Entregue-o
essa carta de recomendacao, mais os seus honorarios, dispesa-se e o agradeco pelos 20
anos de contribuigao.

Desajustado e muito nervorso com a situagao Sr. Tartaruga resolve pregar uma
peca em seu chefe.

Sr. Tartaruga - Sr. a tarefa que me pedes é muito complicada, Zenao, é um dos
meus melhores amigos! Porém devo seguir suas ordens. Peco-lhe apenas um simples favor
de sua parte, tendo em vista a complexidade dessa tarefa que me destes. Como estou
muito preocupado e ansioso com essa situagao gostaria que a partir de agora o Sr. ligasse
lembrando-me de minha triste tarefa sempre que faltasse metade do tempo, ou seja, agora
sao 13h, entao, me ligue as 13h30min, depois as 13h4d5min, dai as 13h52min30s e assim
sucessivamente, sempre no intervalo da metade do tempo que resta até as 14h.

Sr. Aquiles - E meio sem sentido o que me pedes, mas pela situacio acho justo.

Entao o Sr. Tartaruga saiu da sala do seu chefe alegre, pensando ter aplicado no

mesmo a ideia do paradoxo de Zenao |...|.

Nesse enunciado, proposto pela narrativa, o tempo de espera até o Sr. Tartaruga
para dar a mé noticia ao seu amigo Sr. Zenao (no que depender das ligacdes do seu chefe)
nunca ird chegar, ja que, para chegar, ele terd que esperar até a metade do tempo restante,
e assim sucessivamente. Tal problema permaneceu em aberto durante quase dois milénios
até o século XVII quando Leibniz definiu a nogao de limite. Qual a ideia utilizada por

Leibniz?

Solucgao
Neste caso, temos que a sequéncia matemética que descreve o quanto falta para

Sr. Tartaruga dar a noticia ao seu amigo:

Portanto, iniciando esse ciclo a partir das 13h falta uma hora até o encontro,
na primeira ligacao faltard meia hora, logo depois um quarto de hora, e etc. O limite
desta sequéncia é, portanto, 0, e depois de algumas iteracoes, o niimero de pontos que
estao "proximos'"de 0 é arbitrariamente grande. Observamos facilmente se plotarmos
esses pontos sob uma reta destacando o intervalo de tempo das 13h as 14h e seguindo o
raciocinio de Zenao, sendo o ponto A a representacao das 13h, o ponto A; das 13h30min,
o ponto A, das 13h45min e assim sucessivamente até as 14h ponto B, conforme ilustra a

figura:
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Figura 3.1: Reta Sequéncia
Ay Ay A5

R e

h 13h30min A3h45min 14h

Fonte: O Autor

Em teoria isso poderia continuar infinitamente, o tempo a ser decorrido poderia
sempre ser dividido pela metade, mas, para saber se o ponto B é o limite dessa sequéncia
de pontos, temos que analisar o comportamento dessa sequéncia.

Conclusao: O que dar para perceber é que existem muito mais pontos proximos

de B que no restante da reta.

1. Qualquer regiao da reta proximo de B contém infinitos pontos;

2. Fora dessa regiao existe um ntimero finitos de pontos.

Sao essas duas condicoes que garantem que o ponto B é o limite dessa sequéncia,

ou seja:

Concluindo: se uma sequéncia tem limite, diz-se que a sequéncia é convergente, e

que a sequéncia converge ao limite, ou seja, para o ponto B que seria as 14h.

3.2.Na Geometria

Sabemos que uma das mais antigas areas da matemética e certamente a primeira
onde surgiram os primeiros topicos e os primeiros problemas do Calculo, merece uma
atencao especial em nossos escritos. Neste ponto abordaremos as aplicacoes concernen-
tes ao estudo dessa area trazendo topicos como: calculo do perimetro (comprimento de
arcos/curvas), calculo de areas e célculo de volumes.

Nesse texto destacamos a importancias e as contribuicoes advindas dos topicos da
Geometria Analitica (estudo do ponto, da reta e das conicas), apesar de nao formalizar-
mos a mesma em nossos estudos, faremos uso de tal em muitas das nossas demonstracoes e
aplicagoes. Recomendamos aos nossos leitores um estudo e um aprofundamento desse ou-
tro magnifico ramo da matemética. Para tanto indicamos a leitura, estudo e compreensao

da referéncia citada a seguir, e outras:
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e [EZZI, G. Fundamentos de matematica elementar - Volume 7: Geometria

Analitica Sao Paulo: Saraiva. 2019.

A ideia central aqui serd abordar as principais formulas para os objetos de co-
nhecimento: o calculo do Comprimento de Arco de uma Curva Plana, calculo de Areas
de Figuras Planas e de Regites limitadas por funcdes continuas, calculo de Area de Su-
perficies de Revolucao e calculo do Volume de Solidos de Revolugao usando Equacgoes

Cartesianas.

3.2.1.Comprimento de Arco de uma Curva Plana, Areas
de Figuras Planas e Regioes limitadas por funcoes con-
tinuas, Area de Superficies de Revolucao e Volume de

Solidos de Revolugao usando Equacoes Cartesianas

3.2.1.1 Comprimento de Arco de uma Curva Plana

Em geometria as discursoes a cerca do calculo de distancias ou do perimetro sempre
esteve em evidéncia. A humanidade sempre foi alucinada pelos estudos que envolvem
distancias astronduticas, ou seja, distancia de um planeta a outro, comprimento de uma
orbita, etc. As ideias associadas aos caso colineares por exmplo, surgiram de forma muito
rapida, desde que o homem decidiu utilizar as unidades de medidas de comprimento
(antigas). O grande desafio estava centrado no célculo do comprimento de curvas, que ja
fora disseminado de maneira brilhante por Arquimedes de Siracusa, ja no século III a.C.,
onde o mesmo ja definiu uma aproximacao quase que exata para a constante irracional 7.
Articulou aplicacoes sobre a quadratura do circulo e da parabola, determinado em seus
trabalhos com uma forte precisdo a solugao de tais problemas. Como afirma Mol (2013,
p. 53):

Em seu tratado Sobre a Medida do Circulo, Arquimedes demonstrou suas ha-
bilidades computacionais ao avaliar a razao entre a circunferéncia e o didmetro
de um circulo. Comegando com um hexagono regular inscrito e um hexagono
circunscrito, dobrou progressivamente o nimero de lados até chegar a um poli-
gono de 96 lados. Como resultado de seus céalculos, obteve uma aproximag™ao
para 7 [...]. Mereceram destaque no trabalho de Arquimedes problemas que

hoje estao no dominio do célculo diferencial e integral.

Como vimos maior parte do interesse e da investigacao sobre o cdlculo de distancias
diz respeito a determinacao do comprimento de Arco de uma Curva Plana. Considerare-

mos nesse estudo tais Arcos definidos por fun¢des continuas y = f(x) no intervalo [a, b]
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podendo ser definida por um segmento de reta ou uma curva qualquer de comprimento A

representada no plano cartesiano xOy. Ver figura a seguir:

Figura 3.2: Comprimento de Arco I

y

f(a)

f(b)

Fonte: O Autor

A particdo da curva do ponto A(a, f(a)) ao ponto B(b, f(b)) é chamada arco. Dis-

cutiremos como encontrar um nimero A, que representa o comprimento do arco.

O comprimento \ de y = f(z) num intervalo [a,b] é um segmento de reta

Como tratado anteriormente casos lineares ja haviam sidos solucionados muito
antes dos estudos de Arquimedes. O mateméatico Pitagoras de Samos definiu um dos
teoremas mais importantes no estudo da geometria para tratar de casos desse tipo. O
Teorema de Pitagoras de fato foi a contribuicao mais importante para os estudos que

seguem. Observe a figura:

Figura 3.3: Comprimento de Arco II

y
f(a)|---------- A
\
B esceass gD o
: X
a b

Fonte: O Autor

Do triangulo ABC, retangulo em C, temos que A representa a distancia entre os
pontos A e B a hipotenusa, (b — a) a distancia entre os pontos A e C e (f(b) — f(a)) a

distancia entre os pontos B e (', respectivamente os catetos, dai pelo Teorema temos que:
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N = (b—a)®+ (f(b) — fa)* =
= X =1/(b—a)? + (f(b) — f(a))?

(3.1)

O comprimento \ de y = f(x) num intervalo [a,b] € uma curva qualquer

Em Geometria definimos o perimetro de uma circunferéncia como o limite dos
perimetros dos poligonos regulares nela inscritos. Para outras curvas, procedemos de
forma andloga.

Vamos determinar o comprimento do arco da curva ¢, entre os pontos A e B,

definido pela curva de equagdo y = f(x), com f continua e derivavel em [a, b]. Ver figura

(i):

Figura 3.4: Comprimento de Arco I1I

(i) (i)

! 1 . . H i H
a b a=xy xy Xz X3 Xy X5 b=2xg

Fonte: O Autor

Na figura (ii) faga p uma partigao de [a, b] dada por:
=20 < T <Top<..<X1<x;<..<uxy,=0>0.

Seja os pontos Ty, Ty, T, ..., T, sobre a curva ¢ vértices dos triangulos retangulos

com hipotenusas TyTy, TVTs, T5Ts, ..., T, 1 T;, ..., T;T, respectivamente. Unindo os pontos
Ty, Ty, Ts, ..., T,, obtemos uma poligonal p, cujo comprimento nos dar uma aproximacao
do comprimento do arco da curva ¢, de A até B, além disso note que aplicando a equagao
n vezes com n — 00 em particoes cada vez menores obtemos com maior precisao

o comprimento do arco. O comprimento da poligonal, é dado por:
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Z¢ vi1)? + (f (@) = Flxion))?

(3.2)

Note que se f for derivavel em [a,b] podemos aplicar o Teorema do Valor Médio
em cada intervalo [z;_1,2;], 7 =1,2,3,...,n, e escrever f(z;) — f(zi—1 = f'(¢;) (@i — x;-1),
onde ¢; ¢ um ponto do intervalo (z;_1,x;).

Substituindo o resultado encontrado na , obtemos:

ZV J=m ) PP — nn)) = 3T+ ()R — 2io1)

= Z 1+ [f(c)]? Ay,

(3.3)

onde Azx; = x; — x;_1.
A soma que aparece em ¢ uma soma de Riemann da fungao /1 + [f'(¢;)]?.
Podemos observar que a medida que n cresce muito e cada Azx;, ¢ = 1,2,3, ..., n,
torna-se muito pequeno, p, aproxima-se do que, intuitivamente, entendemos como o com-
primento do arco da curva ¢ de A até B.

Defini¢cao Seja ¢ uma curva de equacao y = f(z), onde f é uma fungao continua e
derivavel em [a, b]. O comprimento do arco da curva ¢ do ponto A(a, f(a)), que denotamos

por A é dado por:

lim Z\/TA%

ma:pA:r —0



Capitulo 3. Um mundo interdisciplinar do C.D.I. - Aplicacies 46

(3.4)

se o limite a direita existir.
Pode-se provar que, se f'(x) é continua em [a, b], o limite em (3.4) existe. Entao,

pela definicao da integral definida, temos:

A= / 1+ [f(2)2da

(3.5)

Podem ocorrer situagbes em que a curva A é dada por z = ¢g(y), em vez de y = f(z).

Neste caso, o comprimento do arco da curva C' de A(g(c),c) até B(g(d),d), é dado por:

A= [IVT+ 1 )Py

to
(3.7)

3.2.1.1.1 Aplicagao - GeoGebra Uma forma de aplicarmos os conceitos de com-
primento de curvas no GeoGebra é transportar imagens de objetos reais da internet ou
fotografias e definir pontos sob a curva, para assim calcular o polinémio que a representa

e em sequida determinar o tamanho dessa curva.

e Passo 1: Transporte para o GeoGebra uma imagem de sua preferéncia em seguida
use as propriedades para esmaecer a figura, para esta aplicacao usaremos uma das

curvas de um o6culos com 21 ¢m de comprimento e 7 cm de altura;

e Passo 2: Trace tantos quantos pontos quiser com a ferramenta ponto sob a curva
desejada, em seguida com a ferramenta Botao selecione todos os pontos plotados e

crie uma lista na ferramenta lista;

e Passo 3: Na caixa de Entrada escreva: Polinomio(l;) e va ajustando os pontos sob

a curva escolhida;



Capitulo 3. Um mundo interdisciplinar do C.D.I. - Aplicacies 47

e Passo 4: Para finalizar no campo Entrada escreva Comprimento(f,C, P) nesse

caso C representa o primeiro ponto e P o ultimo ponto, observe na sua construcao.

Observe a figura:

Figura 3.5: Aplicagao

A . | N ol .
NN NNz
» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagdo
® A=(.064,617) 18
® B=(23.03,62)
® C=(0.26,5.24)
® D-=(2.62565) 12
® E=(4.38,5.68)
® F=(7.03,57)
® G=(8.69,513) 12
® H=(9.98,461)
® K=(1273,4.82)
® L=(14.19,542) 10
® M-=(16.89,5.6)
@® N-=(18.88, 5.65)
® 0=(20.78,557) 8
@® P=(21.87,539)
® 11={(0.26, 5.24), (2.62, 5.65), (4.38, 5.68), (7.03, 5.7), (8.69, 5.13), (9.98, 4.61), (12.73, 4.82), (14.19, 5.42), (16.89, 5.6), (18.¢ D E F M M L
® f(x) = 0t — 0= 0x®+0x" —0x"+0x"—0.03x° + 0.21 x* — 0.74 x* + 1.26x* — 0.68x 4 5.34 L c Fa— ® G L P o g
e e H L o
a=22.22 ® @
&
-2 o - 4 -] 8 10 12 14 18 18 20 22
4
@
< >
Entrada: v

Fonte: O Autor

Veja que o calculo do comprimento dessa curva pela equagao (3.5) é algo que foge
dos estudos de nosso trabalho, o proprio GeoGebra indefine esse comprimento usando

integracao.

3.2.2.Areas de Figuras Planas

"Nos estudos de geometria, aprendemos que area é um ntimero que representa o
tamanho de uma regiao limitada. Para regioes simples, como retangulos, triangulos e
circulos, a area pode ser determinada por meio de férmulas geométricas" (LARSON, 2010,
p. 356).

Em casos onde a area a ser calculada ¢ limitada por regioes irregulares, que nao sao
padroes, ou por exemplo abaixo de curvas definidas por fungoes polinomiais de grau n com
n € N, ou nao. O calculo da area nessas circunstancias é uma tarefa quase que impossivel
sem a utilizacdo dos conceitos e propriedades da Integral, o que muito se faz/fazia era
utilizar o método da exaustdo que consiste em aproximar tais figuras das ja conhecidas
as equacoes e formulas para um calculo aproximado dessa area.

Tente usar por exemplo os conceitos sobre areas que conhecemos, sem intermédio

de integracao, vocé pode até mesmo modelar uma expressao ou uma relacao em funcao
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de b, h ou H para determinar em u.a. (unidades de area) a area hachurada na figura a

seguir:

Figura 3.6: Figura

b

Fonte: O Autor

Provavelmente vocé levantard algumas hipoteses e certamente determinard a ex-
pressao que modela essa area por aproximacao, porém essa aproximacao pode conter uma
margem de erros que para vocé possa ser inperceptivel, mas para o Calculo Diferencial e

Integral, nao.

3.2.2.1 Retomando a Ideia de Eudoxo de Cnido - Comprimento da Circun-

feréncia e Area do Circulo

Conforme abordado no capitulo 1 os livros atuais de Calculo usam as teorias abor-
das pelos matematicos da antiguidade, é caso de Eudoxo e Arquimedes por exemplo, para
explicar como tais estudiosos sem o entendimento da constante irracional 7 e a forma-
lizagao da algebra (conhecimento sobre formulas e equagdes) conseguiram por exaustao

deduzir o comprimento da circunferéncia e a area do circulo.

3.2.2.1.1 Aplicacio - GeoGebra: Comprimento da Circunferéncia e Area do
Circulo - Relacao entre o poligono regular de n lados inscrito no circulo com o seu
comprimento e a sua area.

Passo a passo - Siga os passos descritos abairo para construir um Po-

ligono Regular Inscrito na Circunferéncia no GeoGebra:

e Passo 1: Na caixa de Entrada escreva o ponto (0,0);
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e Passo 2: Com a ferramenta Circulo dados Centro e Raio crie a partir do ponto

A(0,0) um circulo de raio um;

e Passo 3: Construa um controle deslizante n com valor minimo 3 (poligono com

menor ntmero de lados), valor maximo 100/200/300...

(a ideia seria colocar o

valor méaximo igual a infinito, ja que fazendo n crescer cada vez mais, ou seja,

n — 400, o poligono torna-se uma aproximacao do circulo) e incremento 1 (pelo

fato de estarmos trabalhando com o nimero de lados de um poligono, portanto n

varia de um em um). Em seguida, no campo Entrada digite o seguinte comando:

Sequéncia((cos(t*360/n),sen(t*360/n)),t,1,n), (como queremos pontos sobre

a circunferéncia escrevemos a sequéncia em funcao do cosseno e do seno, sendo ¢t um

"contador"variando de 1 até n);

Figura 3.7: Construgao GeoGebra Poligono Regular Inscrito na Circunferéncia - 1

. T
i -AV / [P et '\_)/‘7 K‘),
» Janela de Algebra o X
® A=(0,0)
® cxey=1
® n=6
@ 11={(0.5,0.87), (0.5, 0.87), (-1, 0), (0.5, -0.87), {C

AN EE

» Janela de Visualizagéo

< >

Entrada

2a

28

e Passo 4: Devemos agora no campo Entrada criar o poligono

Fonte: O Autor

através do comando

Poligono(<Lista de Pontos>) e substitua <Lista de Pontos> por 11, o comando

ficara assim: Poligono(11);

e Passo 5: Crie também um comando para o perimetro e area do poligono inscrito.

No campo de Entrada escreva Perimetro(poll) aperte ENTER e em seguda escreva

Area(poll);

Na Janela de Algebra aparecerao as respectivas medidas para o perimetro e a area

do poligono inscrito na circunferéncia, e a medida em que movimentamos o controle

deslizante n podemos observar a variacao dessas duas grandezas.




Capitulo 3. Um mundo interdisciplinar do C.D.I. - Aplicacies 50

Figura 3.8: Construgao GeoGebra Poligono Regular Inscrito na Circunferéncia - 2

AT DU ONON YN =2 <

} Janela de Algebra B¢/ | » Janela de Visualizagio

® A=(0,0)

® cxi+y=1

® =10

® 11={(0.81,0.59), (0.31, 0.95), (-0.31, 0.95), {-0.81,

® pol1=294
a=6.18
b=294

< >
Entrada:

Fonte: O Autor

Como todo poligono P, com n > 4 pode ser decomposto em n triangulos e a area do

base.altura

triangulo é a metade do produto da sua base pela sua altura, ou seja, Ax = — 5
L.

denotamos por Ap, = %, as areas dos n triangulos obtidos, com [, sendo a medida

dos n lados e h,, a medida das n alturas formadas pela variagao de n. Suponha p, = n.l,

o perimetro do poligono P,, dai:

[Py n .
A, =n. , como p, =n.l, =1, = p—, substituindo o valor encontrado em A,
n
obtemos, A, = nT = A, = "2 -

Como, n — 400, 0 poligono P, aproxima-se do circulo, o perimetro p,, aproxima-se
do comprimento da circunferéncia 27r e a altura h,, aproxima-se do raio 7.

Entao, temos que:

. 2mr.r
lim A, = = 71’

n—-+00

Y

que representa a area do circulo. Ver figura (1.4).

e Passo 6: Se preferir pode acrescentar informagoes de texto a sua Janela de Visu-

alizacao na ferramenta ControleDeslizante — Texto;

O célculo da area de uma figura plana qualquer segue um procedimento de forma

analoga. Aproxima-se a figura por poligonos cujas areas possam ser calculadas pelos
métodos da geometria elementar.
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3.2.3.Areas de Regioes limitadas por funcoes continuas
Vamos considerar agora a situacao em que a area da regiao plana R esteja deli-
mitada pelo grafico de uma funcao continua nao negativa f, pelo eixo dos x e por duas

retas * = a e x = b, conforme figura a seguir:

Figura 3.9: Areas de Regides limitadas por fungdes continuas

y

Fonte: Larson, Ron

Facamos agora uma parti¢ao do intervalo [a, b], ou seja, dividimos o intervalo [a, b]

em n subintervalos, escolhendo os pontos:
Aa=To <11 <. <x1<x; <..<xp,=0
Seja Ax; = x; — x;_1, o comprimento do intervalo [z;_q,x;].
Em cada um destes intervalos [z;_1, x;] escolhemos um ponto qualquer ¢;.

Para cada i,i = 1,2, 3, ..., n, construimos um retangulo de base Az; e altura f(¢;),

ver figura:

Figura 3.10: Areas de Regides limitadas por fungdes continuas IT

il y=1x)

T
30
=

AR

X =acxgX

x
o
X
N
(3]
>
n
o
x>

Fonte: Fleming, Diva Marilia
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A soma das areas dos n retangulos que representamos por S, é dada por:
Sp=flar) Dz + flea) Dag+ oo+ flen) Dy =0 fle) Ay
Esta soma ¢ chamada soma de Riemann da funcdo f(x).

Podemos observar que a medida que n cresce muito e cada Az;,i = 1,2,3,...,n

)

torna-se muito pequeno, a soma das areas retangulares aproxima-se do que intuitivamente

entendemos como a area de S.

Defini¢do 3.2.3 - Seja y = f(x) uma funcao continua, nao negativa em [a,b]. A

area sob a curva y = f(x), de a até b, é definida por:

= lim chzAxZ,

maxAx;—0

onde para cada i = 1,2,3,...,n,¢; € um ponto arbitrario do intervalo [z;_q,x;].

E possivel provar que o limite desta definicao existe e ¢ um niimero nao negativo.

3.2.4.Calculo de Areas por Integrais Definidas
Nesta secao usaremos a definicao 3.2.3 para calcular a area de figuras planas por
integracao na perspectiva a considerar trés casos:

Caso I - Calculo da 4rea da figura plana limitada pelo grafico de f, pelas retas

r =a, r =>beoeixo dos x, onde f & continua e f(z) >0, € [a,b], ver figura:

Figura 3.11: Caso I

T T x
a b

Fonte: Larson, Ron

Neste caso, a area é dada por:
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A= f; f(x)dx
(3.8)

3.2.4.0.1 Aplicacdo - Soma de Riemann - GeoGebra E possivel de forma bem
préatica, rapida e dinamica construir a ideia apresentada até aqui e fazer uma comparacao

em relagdo ao estudo da area pela equagao (3.8) veja:

e Passo 1: Crie um controle deslizante n com valor minimo 1, maximo 100 e incre-

mento 1;

e Passo 2: Na caixa de Entrada escreva: Funcao(2 + sen(z), 1, 10);

Observagao Para esta aplicacao usaremos a funcao em destaque no passo 2 definida
no intervalo [1, 10], tendo em vista que esses valores podem ser alterados conforme

a pretensao.

e Passo 3: Na caixa de Entrada escreva o comando: SomaDeRiemannInferior(f,1,10,n)
em seguida movimento o controle deslizante n fazendo-o crescer o nimero de retan-

gulos com a respectiva aproximacao da area;

e Passo 4: Por fim na caixa de Entrada escreva o comando: SomaDeRiemannSupe-
rior(f,1,10,n).

Note pela figura a seguir que a medida em que n se aproxima de 100 retangulos a
area da figura delimitada pela funcao f se aproxima de 19,12 u.a. (Inferior) e 19,64 u.a.

(Superior), o que nos da uma média de aproximadamente 19, 38 u.a:
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Figura 3.12: Area - Soma de Riemann

'A., / /.’ ::" ® @ é; X a:—z ‘%’

» Janela de Algebra * | ¥ Janela de Visualizacio
® f(x) = 2+sen(x). (1<x<10)
® n=100 |
® a-19.12 7 e
® b-19.64 e )
@ texto1 = “Area Inferior = 19.1218798937277 *
@ texto2 =“Area Superior = 19.6350342214669"
® texto3 =“Média = 19,38”

Area Inferior = 19.1218798937277
. Area Superior = 19.6350342214669

Média = 19,38

'“: g‘l |
8 7

Entrada: ol ¥

Fonte: O Autor

Usando a equagao (3.8)) encontramos:
10 10 10
A= / 2+ sen(x)dr = / 2dz + / sen(x)dr =
1 1 1
= A =22 — cos(x)] |;° = [2.10 — cos10] — [2.1 — cosl] =

= A =20+0,9848 — 2+ 0,5403 = A = 19, 38u.a.

O que nos garante a construgao no Geogebra confirmando ao calculo da integral.

Caso II - Calculo da area da figura plana limitada pelo grafico de f, pelas retas
r =a,x =beoeixo dos x, onde f & continua e f(x) <0, € [a,b], é facil constatar que

neste caso basta tomar o médulo da integral

A= f; f(x)dz,ouseja,A = |fabf(:v)d:r;]
(3.9)

Caso III - Calculo da area da figura plana limitada pelo grafico de f e g, pelas
retas ¢ = a, x = b, onde f e g sdo fungdes continuas em [a,b] e f(z)(x), € [a,b].

Neste caso pode ocorrer uma situacao particular onde f e g assumem valores nao
negativos para todo = € [a, b], entdo, a area é calculada pela diferenca entre a area sob o

grafico de f e a area sob o grafico de g, ou ainda,
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A= [ f(x)de — [P g(x)de == A= ["(f(z) — g(x))dx
(3.10)

Para o caso geral, obtemos o mesmo resultado. Basta imaginar o eixo dos x

deslocado de tal maneira que as fungdes se tornem nao-negativas, € |a, b].

A= A= [[(Ai(@) = gi(2)de == A = [}(f(z) - g(x))da
(3.11)

3.2.5.Area de uma Superficie de Revolucao

Uma superficie de revolugao é obtida quando uma curva plana gira em torno de
uma reta no plano. Considere o problema de determinar a area da superficie de revolucao
R obtida quando uma curva A, de equacao y = f(z),z € [a, b], gira em torno do eixo dos

x, conforme figura a seguir:

Figura 3.13: Solido de Revolugéo - Tlustragao I

Fonte: O Autor

Esta demonstracao nao sera desenvolvida em nosso trabalho muito menos apresen-
taremos outros casos particulares, tendo em vista as que ja foram feitas até aqui. Temos,

entao:
b
A= 27r/ fx)\/ 14 [f'(x)]?dz

Observamos que, se ao invés de considerarmos uma curva y = f(x) girando em
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torno do eixo dos z, considerarmos uma curva x = g(y), y € [c,d] girando em torno do

eixo dos y, a area sera dada por:

d
A= 2#/ 9/ 1+ g (y)]*dy.
3.2.6.Volume de um Sélido de Revolucao

Em geometria espacial o giro de uma figura plana sob um angulo de 360° em torno
de um eixo fixo defini o que chamamos de sélido de revolucao. No Ensino Médio é comum
trabalharmos com uma classe desses solidos, os corpos redondos. No estudo dos corpos
redondos é dado énfase ao uso de férmulas ou equacoes para calcular o volume do cilindro,
do cone, da esfera e suas partes. O estudo de outros so6lidos com corpos irregulares definido
por regioes delimitadas por funcoes por exemplo, nao ¢ abordado nessa modalidade de
ensino. Nesse sentido utilizaremos aqui os conceitos do Calculo Integral para abordar tal
problematica.

Ao rotacionarmos em 27 uma regiao plana, uma funcao continua definida num
intervalo [a,b] ou uma fun¢do continua limitada por retas do tipo z = a, z = b, y =a e
y = b em torno de uma reta (eixo de revolugao) no plano, obtemos um solido, chamado

solido de revolucao.

Fazendo por exemplo a regiao limitada pela curva y = /x e pelas retas y = 0,

x=1e x =4 girar em torno do eixo dos x, obtemos o seguinte soélido de revolucao:

Figura 3.14: Solido de Revolugéo - Tlustragao I

y y
. A

Fonte: O Autor

Se o triangulo delimitado pelas retas y = —x + 3 e a reta y = 0 girar em torno do

eixo dos y, obtemos um cone de revolugao, veja:
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Figura 3.15: Solido de Revolugéo - Tlustragao 1T

y=—-x+3

Fonte: O Autor

Neste texto apresentaremos uma gama de casos de s6lidos de revolugao no plano
cartesiano, bem como trataremos o calculo do volume de funcoes de uma variavel por

intermédio do Calculo Integral.

Definiremos agora o volume do s6lido R, gerado pela rotagdao em torno do eixo dos

x da regiao plana S. Conforme a figura a seguir:

Figura 3.16: Solido de Revolugio - Ilustragao 111

PR
bie

o
LI
Il'.. i A

Fonte: O Autor

Supondo f(z) continua e nao negativa em [a, b] e considerando uma particao @) de

[a, b], dada por:
Aa=To<T1 < .<x1<x; < ...<xp =0
Seja Azx; = x; — x;1 o comprimento do intervalo [z;_1,z;]. Em cada intervalo

[z;_1, x;], escolhemos um ponto qualquer ¢;. Para cada i, i = 1,2, 3, ..., n, construimos um

retangulo R; de base Ax; e altura f(c;). Fazendo cada retangulo R; girar em torno do
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eixo dos x, o s6lido de revolucao obtido ¢ um cilindro, cujo volume é dado por:

m[f(c)]? A x;

A soma dos volumes dos n cilindros, que representamos por Vg,, ¢ dada por:

Von = 7[f(c)? A xy +7[f(c)]? Awy+ ... +7[f(ca)]? Az,

Von = > i [f(¢i)]* A 24, e nos da uma aproximagao do volume do solido R.

Figura 3.17: Sélido de Revolugao - Tlustragao IV
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Fonte: O Autor

Observe que & medida que n cresce muito e cada Ax;, i = 1,2,3,...,n, torna-se
muito pequeno, a soma dos n cilindros aproxima-se do que, intuitivamente, entendemos

como o volume do sélido R.

Figura 3.18: Solido de Revolugio - Ilustragio V

Fonte: O Autor

Defini¢do: Seja y = f(x) uma fungdo continua nao negativa em [a,b]. Seja S a

regiao sob o grafico de f de a até b. O volume do so6lido R, gerado pela revolugao de S
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em torno do eixo dos z, é definido por:

V = hmmax&xiﬁo Z?:l[f(ci”Q A Ty
(3.12)

A soma que aparece em ([3.12) é uma soma de Riemann da funcao [f(x)]>. Como

f é continua, o limite em ([3.12) existe, e, entdo, pela defini¢do da integral definida, temos:

V=7 [U[f(2))dz
(3.13)

A formula (3.13) pode ser generalizada para outras situagoes.

1. A fungdo f(x) tem parte(s) negativa(s) em algum(ns) ponto(s) de [a,0]

Figura 3.19: Sélido de Revolugao - Caso I

0} (ii) (iii)

Fonte: O Autor

A figura (i7i) mostra o sélido gerado pela rotacao da figura (i), ao redor do eixo
dos z, que coincide com o solido gerado pela rotacao, ao redor do eixo dos z, da
regiao sob o grafico da fungao |f(z)| de a até i figura (b). Como |f(z)]* = (f(x))?,

a formula (3.13) permanece valida neste caso.

2. A regido S estd entre os grdficos de duas fungées f(x) e g(x) de a até b

gerando o solido R.
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Figura 3.20: Solido de Revolugao - Caso II

y ¥=f(x)

Fonte: O Autor

Supondo f(z) > g(x),Yx € [a,b], o volume do s6lido R, gerado pela rotacao da

superficie S em torno do eixo dos x, é dado por:
b
V= [, ([f@)]? - [g(z)]*)dx
(3.14)

3. Ao mnvés de girar ao redor do eixo dos x, a regiao S gira em torno do

eixo dos y obtendo o sdolido R.

Figura 3.21: S¢lido de Revolugao - Caso IIT

y

P — x = giy)

o|.... I

Fonte: O Autor

Neste caso temos:

V= ["g(y))’dy
(3.15)



Capitulo 3. Um mundo interdisciplinar do C.D.I. - Aplicacies 61

4. A rotacao se efetua ao redor de uma reta paralela a um dos eixos coor-

denados. - Se o eixo de revolucao for a reta y = L, neste caso temos:

V=7 [[f(z) — L]2dx

a

(3.16)

5. A rotacao se efetua ao redor de uma reta paralela a um dos eitxos coor-

denados. - Se o eixo de revolucao for a reta x = M, neste caso temos:

lgly) — M]*dy
(3.17)

3.2.6.0.1 Aplicagao - GeoGebra: Volume Sélido de Revolugao a partir de
Funcgoes I - Nesta aplicacao deveremos obter a construcao de um soélido de revolucao
em torno do eixo dos x definido por uma func¢do continua no intervalo [a, b] ou limitado
pelas retas ¢ = a e x = b e determinar o volume do sélido gerado. Para esse caso usaremos

3
como exemplo a funcao f(x) = ng no intervalo [1, 3] ou limitada pelas retas x = l e x = 3.

Solugao

Usando a equacao do volume (3.13)) temos:
3 3
V= /(5 )d:n:>V—7r/ —m4dx:>%7r/ rdr =

- Y e P A B R e e

=V =17,4241 = V = 54, T4u.v.

Construcao GeoGebra

Passo 1: No menu Exibir abra mais uma Janela de Visualizagao 3D;

Passo 2: Crie os pontos A(1,0) e B(3,0);
3
Passo 3: No campo Entrada digite a fungao: f(x) = 5952;
Passo 4: Em seguida ainda no campo de Entrada escreva o comando: g(x) =

Fungao[f(z),z(A), z(B)];
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e Passo 5: Obter parametrizagao da fungao g escrevendo no campo de Entrada o
comando: S = superficie[f(t)*cos(a), f(t)*sen(a),t,t,x(A),z(B), «,0,27];

e Passo 6: Por fim no campo Entrada digite: V' = wIntegral[f(z)? z(A), z(B)] esse

comando determinara na Janela de Algebra o volume do sélido gerado.

Ver figura:

Figura 3.22: Volume Soélido de Revolugio - A partir de Fungoes I

Sl P *‘: "',\-_ C!) o) ‘é; ®: .{" 2 asc :@;

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizacio X | » Janela de Visualizagéo 3D

® A={1,0)
® B=(3,0)

f(x) = : %2 o

.g(x)::xz. 1<x< :

i )
® S(t.a) = ( (t) sen(cx)

V=54,74 !
VOLUME

TN

Entrada:

Fonte: O Autor

Observacao: Na construcao do GeoGebra vocé pode esconder objetos na Janela
de Visualizacao 3D com o botao direiro do mouse em: <Propriedades> e <Avancado>,

bem como € possivel alterar os limites de integracao e a fung¢ao nos passos 2 e 3.

3.2.6.0.2 Aplicagcao - GeoGebra: Volume Sélido de Revolugao a partir de
Funcoes II - Nesta aplicagao deveremos obter a construcao de um soélido de revo-
lugdo em torno da reta y = 1 definido por uma func¢do continua no intervalo [a,b] e
determinar o volume do so6lido gerado. Para esse caso usaremos como exemplo a curva

f(z) = v2? — 2z + 1 no intervalo [3, 5] ou limitada pelas retas =3 e z = 5.

Solucgao
Usando a equagao (3.16]) temos:

5 3
V:ﬂ'/[\/1‘2—2$+1—1]2d$:>V:7T/[ (z —1)2 —1)dx =
3 2
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5 5
:V=7r/[x—2]2dx:1/:7r/ 2? — 4x + 4ddz =
3 3

I3 5 53 33
:>V:7r(§—2a:2+4x) ]3:>V:7r(§—2.52+4.5—§+2.32—4.3) =

125 27 98
> V=n(5 —50+20- 5 +18-12) >V =n(5 —24) =

— 72 2
9837 )éVz%éV%&?ﬂu.v.

=V =mn(

Construcao GeoGebra

e Passo 1: No menu Exibir abra mais uma Janela de Visualizacao 3D e configure os

eixo dos y para visualizagao vertical em Propriedades com o botao direito do mouse;

e Passo 2: No campo de entrada insira as retas y = 1. Se preferir acesse as propri-

edades das funcoes e defina cores ou tracos;

e Passo 3: No campo Entrada digite o comando: Funcao[vx? — 2z + 1,3,5], os

pontos 2 e 3 definem as assintotas vertical;

e Passo 4: Na Janela de Visualizacao 2D crie um controle deslizante definido para

um angulo a com valor minimo de 0°, valor maximo de 360° e incremento 1°;

e Passo 5: Na Janela de Visualizacao 3D selecione a Ferramenta <Reflexao por um
Plano>, clique no grafico da funcao e em seguida na ferramenta <Girar em Torno
de uma Reta> clicando na sequéncia mais uma vez no grafico da funcao e na reta

y = 1, abrird uma janela onde deve-se trocar o angulo de 45° para «;

e Passo 6: Habilite os rastros dessa funcao com o botao direito do mouse e na
sequéncia anime também com o botao direito do mouse o controle deslizante na

Janela de Visualizacao 2D;

e Passo 7: Por fim no campo Entrada digite: V = 7% Integral[(f(x) —1)?, 3, 5] esse

comando determinara na Janela de Algebra o volume do solido gerado.

Ver figura:
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Figura 3.23: Volume Solido de Revolugao - A partir de Fungoes II

El A Cle<hd =]+

» Jansla de Algebra ¢ | » Janela de Visualizagio
® ry=1

B(x) = vi—2x+1, (3<x<5)
® a=290° a=290"
x=t ‘ 3 : & Y
y=0.66+034Se(3 <t <5/ 2t+1) /

X

» Janela de Visualizagio 3D

® 51
z=0.94—-0.945¢(3 StEE.\t3—2t+1:|

V=27.23 I

B a

Volume = 27,23 u.v.

< >

Entrada: QO ¥

Fonte: O Autor

3.3.Na Fisica

3.3.1.Péndulo Amortecido

As sessoes de hipnose que vemos na maioria das vezes em filmes, o movimento
do balanco em um parque, saltar em um rio depois de balancar em uma corda, essas e
muitas outras situagoes estao associadas a uma das coisas mais simples e divertidas com
o que podemos fazer milhares de aplicacoes em diversos contextos, os péndulos. Nesta
secao traremos uma aplicacao de integragao mais uma construgao no GeoGebra sobre o
movimento periodico, ou seja, que se repete ciclicamente dos péndulos.

Se pararmos para observar o movimento gerado por um péndulo rapidamente po-
demos perceber que ao iniciarmos tal movimento em um certo ponto, o péndulo volta ao
mesmo lugar depois de um certo tempo, esse tempo determinaremos como o periodo das
oscilagoes. Atente-se ao fato que curiosamente esse periodo das oscilagoes nao depende
do peso. Ter mais ou menos peso nao altera em nada o tempo de ida e volta, nesse caso
quem iré alterd o periodo dessas oscilagoes serd o comprimento do fio. Se o fio for longo
oscila mais lentamente do que se for curto.

No Ensino Médio quando estudamos Mecanica, no componente fisica trabalhamos

/L
a equagao 1" = 27 el para descrever esse periodo de oscilacoes na equacao denotado
por T, sendo L o comprimento da corda e G a aceleracao da gravidade na Terra que

vale aproximadamente 9,8 m/s?. A matemética envolvida em um simples péndulo pode
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ser bastante complexa. O estudo da equagao do péndulo envolve sobretudo a teoria das
equacoes diferenciais e das integrais elipticas.

No sentido exposto anteriormente abordaremos enquanto aplicacao nesse trabalho
uma construgao no GeoGebra, o calculo para a area/comprimento do movimento gerado

por péndulos definidos pelas curvas do tipo:

T

f(2) = Zsen(ax),

¢ (3.18)

com z sendo o tempo em segundos e a amplitude.
Destacamos ainda que em nossos estudos, pesquisas e revisoes bibliograficas nao
encontramos questoes ou até mesmo aplicacoes que tratasse do estudo dos objetos area/comprimento

conforme enuciamos na equacao (3.18)) ou qualquer outra do tipo.

3.3.1.0.1 Aplicagao A - Construgao Péndulo Simples GeoGebra Na aplicacao
que segue tracaremos o passo a passo para construcao de um péndulo simples e em seguida
discutiremos a partir da equagao (3.8) a area da curva realizada pelo movimento do
péndulo descrito em (3.18]) ou de outras fungoes dessa mesma familia. A seguir acompanhe

essa constugao:

e Passo 1 Crie um controle deslizante a, com minimo 0, maximo 14, incremento

0.001, com animacao decrescente e velocidade 0.167;

e Passo 2 Na caixa de Entrada insira o comando Funcao ((z/7)sen(7x),0,a);

Observacao Vocé podera alterar a funcao conforme a necessidade.

e Passo 3 Ainda no campo Entrada deveremos inserior o ponto P = (a, f(a)), em

seguida as coordenadas de y escrevendo y(P);

e Passo 4 Crie um angulo com amplitude fixa determinando por b no intervalo entre
0° e 180

e Passo 5 Para finalizar crie um segmento de reta entre os pontos do angulo de
amplitude fixa e se preferir esconda alguns objetos ou faca a animacao do controle

deslizante.

Nossa construcao ficard com o seguinte esboco, ver figura:
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Figura 3.24: Péndulo Simples

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra
® a=121
f(x) = ; sen(7 x)

® =ix) =

® A=(121,0.19)
b=0.19
B=(5.98,1.71)
C=(6,4)

® B'=(6.41,174)

a=10.78"

D=(5,4)

E=(7,4)

i-2

h=229

c=66.2

<

Entrada:

; sen(7 x),

x|

(0<x<121)

» Janela de Visualizagéo

AFEREERNERE

AA/\AA/\AA/\AA/\

a=121

Entrar.

°

BEh SR ACEIS AN RY)

Fonte: O Autor

3.3.1.0.2 Aplicacdo B - Péndulo Amortecido - Calculo da Area entre as curvas

Determinar a area descrita pelo movimento do péndulo para f(x) = sen(z),0 < z

Solucao

Para este caso vamos analisar a figura a seguir:

Figura 3.25: Curva sen(x)

< 27

} Janela de Algebra
® a-629

F(x) = sen(x)
® g(x) = sen(x).
® A-(6.29,0)

B=(5.98,1.71)
C=(6,4)
B'=(5.99,1.711)
a=0.16°
D=(54)
E=(7,4)

i=2

h=229

Entrada

(0 <x < 6.29)

» Janela de Visualizagio

a=629

o ——

" Inspetor de Fungies

gix) = Se(0 = x = .29, sen( 7] K
o} Pontos
3 h it
ropriedades Valor
Minima (47124 -1)
2 B Ma&ximo (15708, 1)
Raiz Raizes Multiplas
.
Integral 0
A Area 4
' :
0] g i Média 0
Comprimento 7.6404
-1
0 =x= 62832
-2
3
S .

an

Fonte: O Autor

Observe que a figura formada pelo intervalo de 0 a 7 tem a mesma area que a

figura formada no intervalo de 7 a 27 dai faremos:
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A= /O7r sen(z)dx = A = [—cos(z)| |5 =

=A=—(-1)+1= A=2u.a.

Multiplicando o valor encontrado por dois teremos A = 4u.a..

3.3.1.0.3 Aplicacdo C - Péndulo Amortecido - Calculo da Area entre as cur-

vas Determinar uma equagio/integral para calcular a adrea descrita pelo movimento do

péndulo dado pela funcao g(z) = gsen(Qx), 0 <2< 3m.

Solucgao

Observe a figura:

Figura 3.26: Curva (x/2)sen(2x)

» Janela de Algebra % | » Janela de Visualizagio X
® a=943 5 .
fx) = 5 sen(2 %) i o
,
® z(x) = 5 sen(2x). (0 <x<0.43) o e P
® A=(9.43,0)
b=0 Intervalo  Pontos
B=(5.98,1.71) 3 h
C=(6,4) Propriedades Valor
® B'=(5981.71) Winimo (5.5428 ,-2.7602)
a=012° 2 B
D=(5,4) Maximo (2.0893, 1.9792)
E=(7,4)
® i-2 1 ——
® h-220 Raiz Raizes hultiplas
A
.y Integral -2.3562 <
= 5 2 :
Area 141372
= v Meédia -0.25
Comprimento 31.306
-2
0 =X <9425
-3
-4
-5
< > L/
Entrada:
Fonte: O Autor
Neste caso a amplitude da curva dada por g(x) é diferente ao longo de todo o
.
periodo.

3T T 1 3T
A= / —sen(2z)dr = A = —/ xsen(2x)dxr =
0o 2 2 Jo

Aplicando a formula da Integral por partes [udv = uv — [vdu, temos:

cos(2x)
2

De v tiramos u = 2x = du = 2dx e dx = §du, dai

u=1x=du=drev=sen(2r) = dv = dx
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1 1 cos(2x)
§/sen(u)du = 5(—003(11)) =—

Assim ainda pela equagao Integral por partes [udv = uv — [ vdu, encontramos:

_ _ xcos(2x) _/_cos(Qx)dx

2 2
e cos(2x) 1 .
Resolvendo essa tltima integral ( [ —Tdac =3 [ cos(2z)dx) por substitui-
cao, vem:
1
==2r = du=2x = dr = §du assim,
5 [ costzarts =~ [ costudu =~ Jsen(u) = ~sen(20)
—— [ cos(2zx)dx = —= [ cos(u)du = —=sen(u) = ——sen(2x
2 4 4 4
Entao,
2 1 2 1
= _%(w) ~ 5 /cos(?x)dx = _%(x) + Zsen(Qx)
voltando para
1 3
A= —/ xsen(2x)dx
2 Jo
podemos agora escrever,
A 1[ xcos(2x) N 1 (20)] [P =
= —[-———~ + -sen
5 5 L sen(2o)] fo
N [_xcos(Qx) 8671(21:)] 3

0 >

4 8

que representa a integral para o calculo da area da curva g(z).

3.4.Nas Ciéncias Médicas

3.4.1.Medicina: Leil de Poiseuille

Uma lei um tanto quanto complicada de fisiologia que poucos alunos de medicina
entendem, e o principal objetivo que as suas aplicagoes refletem em resultados da saude.
A Lei de Poiseuille também ganha espago em nosso trabalho no que refere-se as aplicagoes
do Calculo Diferencial, ou seja, também através dos topicos das derivadas de primeira e
segunda ordem, e outros, entenderemos como a Matematica e o Célculo podem /vem aju-

dando essa area do conhecimento nesse e em diversos estudos.
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Para inicio de conversa e para contextualizar-mos essa aplicagao imagine-mos a

seguinte situacao.

Contextualizando a Problematica - Em dois recipientes idénticos, despeja-se
em cada um, separadamente, na mesma quantidade, liquidos de viscosidades diferentes.
Suponhamos 77 e 73 como sendo a representacao de cada um desses liquidos associados
as respectivas viscosidades com 7; < 1, melhor ainda, fagamos 7;: o primeiro recipiente
contendo um suco de uva e 79: 0 segundo recipiente contendo um suco de goiaba, ver

figura:

Figura 3.27: Representagao Recipientes I e II

N1 n2

Recipiente | Recipiente Il

Fonte: O Autor

Serao utilizados dois canudos cilindricos para sugar ambos os liquidos de cada
recipiente apresentado. Um canudo C; de raio R e altura h e outro canudo Cy de raio r

e de mesma altura, com R > r, conforme ilustracao:

Figura 3.28: Representagao Matematica - Canudos I e 1T

N
\___./\__/

Fonte: O Autor

Nota-se que o fator de viscosidade da lei de Pouiseulle denotado por ® é direta-

mente proporcional a viscosidade e inversamente proporcional a medida do raio, quanto
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menor o raio maior a resisténcia, ou seja, ao utilizarmos os canudos C| e Cy para sugar
os liquidos de viscosidade 7; e 12 nos Recipiente I e II a forca exercida aumenta a medida

em que a viscosidade aumenta e o raio diminui. Observe agora a figura a seguir:

Figura 3.29: Representagao Matematica - Canudos Cortado

oy
N

Fonte: O Autor

Considere a possibilidade de cortarmos ao meio o canudo C5, nota-se que nesse

. h : . . .
caso reduzindo-se a altura de h para 5 ficard muito mais facil sugar os liquidos.

Trazendo essa situacao para uma aplicacao na area da satde, podemos concluir
a relagao da hipertensao arterial explicada do ponto de vista da circulagao menor, a
resisténcia (lembrando é inversamente proporcional ao raio, quanto menor o raio maior
a resisténcia), se cortarmos a extensao pela metade, que é o caso por exemplo de uma
pessoa que perde peso, ela perde extensao de vasos pra alimentar fica muito mais facil de

aspirar o mesmo liquido expesso. De acordo com Brito (2013, p.44):

O sistema vascular sanguineo consiste em vasos sanguineos (artérias, arteriolas,
capilares e veias) que transportam sangue do coragao para os 6rgaos e de volta
para o coracdo. Esse sistema trabalha de forma a minimizar a energia despen-
dida pelo coragao no bombeamento do sangue. Em particular, essa energia é
reduzida quando a resisténcia do sangue diminui.

E por fim a propria diferenca de viscosidade entre os liquidos comparando-as ao
nosso sangue. Na area de sistema inflamatorio a prostaglandinas oriunda de agucar e
amido por exemplo, aumentam a agregacao plactaria, isso aumenta a viscosidade do
nosso sangue, o consumo desses alimentos ocasionam a dilatacao nas artérias elevando a
pressao arterial. A reducao no consumo de tais alimentos seria uma medida preventiva
ocasionando em uma reducgao e controle pontos na pressao arterial, tal resultado que em
muitos casos sao obtidos com diuréticos que sao substancias de atuacao vaso dilatadora,

o que pode-se conseguir com uma simples mudanga na alimentacdo (Vilarta, 2007).



Capitulo 3. Um mundo interdisciplinar do C.D.I. - Aplicacies 71

Nosso objetivo nao sera esmiugar tal situacao, tendo em vista que precisariamos do
auxilio de profissionais da area das ciéncias médicas, da fisica, da quimica, biologia e mui-
tas outras para uma melhor interpretacao, compreensao e entendimento dos dados. Tao
pouco trabalharemos a lei de Poiuseuille na integra, nosso intuito é apenas contextualizar

para introduzir o nosso foco central que sao as aplicacoes oriundas do Célculo.

3.4.1.0.1 Aplicacao - Lei de Poiseuille - A velocidade do sangue que esta a r
centimetros do centro de uma artéria é modelada por s(r) = c¢.(R? — r?),c > 0 em que ¢
¢ uma constante, R é o raio da artéria e s ¢ medida em centimetros por segundo. Mostre
que a velocidade tem um maximo no centro de uma artéria. (Larson, 2010, p. 267)

Solucgao

E possivel determinar a velocidade no centro de uma artéria usando o teste da
primeira derivada, também é possivel determinar que o nimero critico nesse caso s'(r) = 0

gera um maximo relativo da funcao s. Assim:

s'(r)=—=2cr=-2cr=0=r=0

Pelo teste da segunda derivada concluimos:

§"'(r)==2¢<0

para todo r. Portanto, » = 0 resulta em um valor maximo de s.

3.5.Na Arquitetura

3.5.1.Curva Catenaria

A fascingdo e o encantamento por curvas nao é algo incomum nas diversas areas
do conhecimento. Umas curvas mais que outras chamam atencao a forma em que as
encontramos seja nos modelos criados pelo homem ou os modelos encarregados da propria
natureza. Vocé ja deve ter reparado que quando prendemos um fio, um barbante ou uma
corda entre dois pontos, estes acabam por ficar em equilibrio numa forma ligeiramente
curva. Por exemplo a corda do estendal (varal), um cabo de alta tensao, essa curva recebe
o nome de catenaria.

Se por acaso vocé pensou que a curva formada pelos fios entre postes de energias e
torres sao parabolas, vocé se enganou. Galileu Galilei também achava, mas estava errado.

De acordo com Albuquerque (2015, p.12):

O problema de descrever matematicamente a forma da curva formada por um



Capitulo 3. Um mundo interdisciplinar do C.D.I. - Aplicacies 72

fio suspenso entre dois pontos e sob a a¢ao exclusiva da gravidade foi proposto
por Galileu Galilei, que propos a conjectura de que a curva fosse uma parabola.
Aos 17 anos de idade, Huygens mostrou em 1646 de que a conjectura era falsa.
Em 1690, Jakob Bernoulli relancou o problema & comunidade cientifica. A
resolucao do problema foi publicada independentemente em 1691 por Leibniz,
Huygens e o préprio Bernoulli.

A catendria é muito semelhante a uma parabola, de fato, e a0 mesmo tempo uma
curva muito diferente. Do ponto de vista da matemaética a catenaria e a parabola nao
tem nada a ver uma com a outra, a parabola é descrita por uma func¢ao polinomial de 2°

grau do tipo y = az? + bx + c com a # 0, e a catendria é descrita por uma fungao cosseno
ea:c + e—aac
—— ). Se

2a

olharmos ligeiramente para os graficos representados na figura a seguir expontaneamente

1
hiperbolica tendo sua equivalente fun¢do exponencial y = —.cosh(ax) = (
a

diriamos que tais curvas representam parabolas, no entanto a curva na cor vermelha

representa uma catenéria e a de cor verde uma parabola, observe:

Figura 3.30: Gréficos Catenéria e Pardbola

y

Fonte: O Autor

O cientista ingles Robert Hooke (século XVIII) e o arquiteto espanhol Antoni
Gaudi (século XIX), desenvolveram em algumas de suas costrugoes a utilizacdo desse
arco. No caso de Hooke com a Catedral de Sao Paulo em Londres (Cupula principal), e
de Gaudi com o Templo Expiatorio da Sagrada Familia em Barcelona.

Nesta aplicagao nao temos o intuito de demontrar tais equagoes, tao pouco dis-
sertar rigorosamente sobre o estudo desta curva. Para isso existem muitos trabalhos em
buscas pela internet que tratam dessa problematica de forma mais minuciosa. Nosso ob-
jetivo é abordar neste ponto uma aplicagao que envolva a ideia da diferencial (méximos e
minimos), deixando a cargo dos nossos leitores a ideia de intersegao entre curvas de forma

algébrica, bem como o comprimento de Arco entre Curvas Planas e Area.

3.5.1.0.1 Aplicacdo - Construgao de Pontes Pénsil (ponte suspensa) Uma

ponte de suspensdo é o tipo em que o tabuleiro (a por¢ao de suporte para as cargas) fica
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pendurado, sendo sustentado por cabos de suspensao verticais, que agem como suspenso-

rios. Assim, a tecnologia é relativamente simples:

Sao utilizadas torres verticais, que sao a conexao da ponte com o solo. Sao elas que,

verdadeiramente, suportam o peso do tabuleiro e do trafego acima da ponte;

e O peso do tabuleiro, ao invés de ser distribuido diretamente sobre as torres, é trans-

mitido para elas por meio dos cabos de suspensao;

e Ha um cabo de longa extensao que liga uma torre a outra, e cabos secundarios que
se ligam ao cabo principal. Com isso, pode-se garantir uma maior distancia entre

cada uma das torres;
e Esse sistema ¢ muito utilizado em regioes montanhosas;

e O tabuleiro deve ser construido com um excelente sistema de propensao, para evitar

os riscos de quebra da estrutura de concreto.

Por essas razoes, essa ponte garante um o6timo sistema de dispersao de energia.
O tabuleiro absorvera grande parte da energia dos movimentos dos carros, pois ¢ uma
estrutura com um certo nivel de flexibilidade — devido ao sistema de protensao —, e os

cabos transmitirao a energia para o solo, dissipando a energia.

Figura 3.31: The Golden Gate Bridge in San Francisco, CA at sunset.

Fonte: http://awacomercial.com.br/blog/tipos-estruturas-de-pontes/

Os primeiros exemplos modernos desse tipo de ponte foram construidos no inicio
do século XIX. Porém, a tecnologia avangou mesmo no século XX, atingindo seu apice

com a construcao da Ponte Golden Gate.
disponivel em: http://awacomercial.com.br /blog/tipos-estruturas-de-pontes/

Quando uma ponte esta em construcao e tem os cabos ja instalados esses formam
duas curvas catenarias de mesmo comprimento, nessa fase os cabos s6 sustentam a eles

proprios, ou seja, s6 suportam seu proprio peso. Quando o tabuleiro é colocado os cabos
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se deformam, deixam de ser catenarias e transformam-se em parabolas, depois da ponte
completa os cabos passam a suportar todo o tabuleiro, assim o seu préprio peso acaba
sendo desprezado devido o enorme peso do tabuleiro. Considere a ponte ilustrada pela

figura a seguir:

Figura 3.32: Modelo Ponte Suspensa

x (hm)

Fonte: O Autor

A curva azul representa a catenaria dada pela funcio f(z) = 5e*/'0 +5e72/19 apos
a colocacao do tabuleiro os cabos cedem e passam a representar uma parabola dada pela
fungao polinomial do segundo grau g(z) = %2 + 6 representada na figura na cor preta
(as medidas sdo dadas em u.c.: unidades de comprimento). Com base nessas informagoes

determine:

e (a) Os pontos de intersegao de [ e g;

(b) Mostre que o ponto mais baizo do fio estd no meio das duas torres;

(c) Quanto o fio pende entre as duas torres?

(d) O comprimento das curvas planas f e g;

(e) A drea da regiao delimitada pelas curvas f e g.
Solucao

(a) Veja que algebricamente nao é possivel resolver a equacdo do tipo 5e%/10 4
T 2
5710 = 0 + 6, talvez os métodos a serem seguidos ou estudados estao além

de nosso trabalho, ou seja, nao temos como obter os pontos de intersecao entre
uma catenaria e uma parabola. Em nossos estudos utilizamos o GeoGebra para
determinar aproximadamente o valor desses pontos e obtivemos como solucao os

pontos apresentados na figura que segue, veja:
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Figura 3.33: Representagao Matematica - Modelo Ponte Suspensa

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagio

)

® f(x) = ;5 +6
a=26.54

® g(x) =5efi { e

® A=(-03,14.64)
® B=(9.3,14.64)

Al NP ONON L N 2] <

Entrada

Fonte: O Autor

Sendo eles A(—9,3;14,64) e B(9,3;14,64).
e (b) A derivada da fungao g é:

—T

d — d —
- 10 _ 10
dx(5€ )+ dx(5e )
P P
— (10 — (e 10
5d:v(€ )+ 5d$(6 )

Aplicando a Regra da Cadeia obtemos:

Fa(;a:f:e“,u:lﬁoeg:e”,vzz—gdai,

ou
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x —x
eﬁ—el_ozo
x —T
el0 = ¢ 10
x —x
Ezl—oix:—xjijx:Oij:O:x:O

Usando o teste da primeira derivada, é possivel determinar que o ntmero critico
r = 0 gera um minimo relativo da fun¢do. A partir do grafico da figura (item
(a)), podemos observar que esse minimo relativo é, na verdade um minimo entre

e (c) Para saber quanto o fio pende entre as duas torres, pode-se comparar sua altura
no ponto central.
y = 5(e/10 4 ¢72/10) = 14 64

(altura das torres a direita e a esquerda
y = 5(60/10 4 67(0)/10) — 10

(altura do ponto central

A partir disto, é possivel observar que o fio pende cerca de 4, 64u.c.

e Os itens ’d’ e ’e¢’ deixaremos como exercicio para os nossos leitores
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4. Consideracoes

Ao término desse estudo podemos concluir a relevante importancia do componente
curricular Calculo Diferencial e Integral e suas concepcoes e aplicacoes tanto no meio
académico quanto para os campos da pesquisa e das outras areas do conhecimento.

Nesse trabalho conseguimos em parte descrever alguns aspectos historicos do Cal-
culo desde o periodo em que o mesmo comecou a ser estudado de maneira informal, até a
concepcao de alguns autores da modernidade, e das ideias precursoras de Leibniz e New-
ton, tentando de maneira interdisciplinar apresentar resultados no que tange o campo
das aplicacoes. Acreditamos que as pesquisas aqui realizadas possam de fato contribuir
para alguns estudos futuros, visamos ainda a importancia da metodologia utilizada para
descrever algumas das aplicagoes e também da formatacao de imagens ou figuras aqui pre-
sentes. A utilizagao do GeoGebra foi um importante aliado e um dos objetos de estudo
mais significativos em nossas producoes, aprofundamos de fato o estudo nesse software
educacional na tentativa de dar um novo significado ao Céalculo. Nesse ponto também vale
ressaltar as contribuicoes advindas a curto, médio e longo prazo, tal estudo teve inicio
alguns anos atras, permeou por varias indagagoes e principalmente pela motivacao em
escrever sobre um tema muito comum (que muitos escrevem), mas ao qual demos nosso
"toque", nossa forma de mostrar esse universo magnifico chamado Céalculo Diferencial e
Integral.

Para finalizarmos é importante destacar mais uma vez a grande contribuicao para
a pesquisa e para o meio académico de nossos escritos, essa pesquisa que durou alguns
anos levou meses para ser compilada e semanas para decidir como apresentar em poucas
laudas nossa motivagao quanto a investigacao, andlise e aprofundamento do tema em
questao. Fomos de fato desafiados a fazer algo novo, acreditamos que assim o fizemos,
somos e estamos conscientes dos nossos limites, embora tentamos dar o melhor de nos

para disponibilizarmos para nossos leitores algo agradavel e diferente.
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