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Resumo

Considerando a caréncia de aprofundamento no estudo de polinémios do terceiro grau
e equacoes cubicas, identificada em livros didéticos, especialmente do nivel médio, bem
como a insuficiéncia de uma sequéncia logicamente constituida que corrobore para apre-
sentacao especifica das propriedades e defini¢coes ligadas a estes contetidos, buscou-se a
elaboracao de uma complementacao tebrica mais representativa, a fim de promover um
estudo minucioso sobre esses assuntos, contemplando dados histéricos, definicoes funda-
mentais e os principais métodos resolutivos algébricos com a devida interpretacao geo-
métrica. Para tanto, foi imprescindivel a narracao dos principais aspectos historicos no
surgimento das equagoes polinomiais do terceiro grau e dos nimeros complexos, o es-
tudo fundamentado das defini¢des, caracteristicas, métodos resolutivos e anélise grafica.
A pesquisa realizada caracteriza-se do tipo procedimental bibliografica, com abordagem
qualitativa e finalidade basica pura, quanto ao objetivo, ela se configura como pesquisa
exploratoria. Nesta perspectiva, o presente trabalho possui dentre suas contribuicoes, a
apresentacao de um material especifico para o estudo acerca de polindmios do terceiro
grau e equagoes ciibicas, com uma estrutura organizacional pensada, compondo-se de
ideias que se harmonizam e se complementam entre si.

Palavras-Chave: Polinémios do terceiro grau. Equagoes cubicas. Raizes. Métodos
resolutivos.



Abstract

Considering the lack of deepening in the study of third-degree polynomials as well as cubic
equations, which is identified in textbooks, especially in high school, and also considering
the insufficiency of a logically constituted sequence that grounds the specific presentation
of the properties and definitions of such contents contents, this paper aims to elabo-
rate a more representative theoretical complementation, in order to promote a detailed
study on these subjects, contemplating historical data, fundamental definitions and the
main algebraic solving methods with the proper geometric interpretation. Therefore, it
was essential to narrate the main historical aspects in the emergence of the third-degree
polynomial equations and complex numbers, the well-founded study of definitions, cha-
racteristics, resolving methods and graphical analysis. This research is characterized by
the bibliographic procedural method, with a qualitative approach and pure basic purpose.
Regarding the objective, it configures an exploratory research. In this perspective, the
present work has among its contributions, the presentation of specific material for the
study about third-degree polynomials and cubic equations, with a thought-out organiza-
tional structure, a sequence of well-adjusted and interconnected ideas.

KeyWords: Third degree polynomials. Cubic equations. Roots. Resolving methods.



Sumario

ntroducao

(1 Estudo das Equacoes de Terceiro Grau|

(1.1 Aspectos Historicos das Equacoes de Terceiro Grau| . . . . . .. .. .. ..
2 Polindmiod
2.1 Nocoes Prelimmares . . . . . . . . . .. . . ...
.11 Anéidl. . . . ..
[2.1.2  Subanéis e Subcorpos|. . . . . ..o o o
[2.2  Definicao de Polinémio a partir da Estrutura Algébrica Anel| . . . . . . . .
2.2.1 Polinomios com coeficientes em Anéis| . . . . . . ... ... ... L.
[2.2.2  Corpo de Fracoes| . . . . . . . .. . . .. .. ... . ...

(3 Estudo de Polinémios do Terceiro GGrau e Equacoes Ciuibicas|

3.1 Classificacoes| . . . . . . . . . e

[4 Métodos Resolutivos de Equacoes Polinomiais do Terceiro Grau|
[4.1  Dispositivo de Briot-Ruttinl| . . . . . . ... ... ... 00000

[4.2  Relacoes entre Coeficientes e Raizes| . . . . . . . . . ... ... ... ....

[4.2.1 Relacoes de Girard para Equacoes Polinomiais de graun| . . . . . .

[4.2.2 Relacoes de Girard para Equacoes Polinomiais de grau 3| . . . . . .

4.4 Férmula de Cardano-Tartaghal . . . . . . .. .. .. ... ... ... ....

13
13

23
23
23
26
28
28
33

36
36
38
39
40
40
42
44
46
46
47
48
48
49



[4.4.1 Relacoes entre as raizes de uma equacao do terceiro grau a partir |

| da Formula de Cardano-lartaghal . . . . . . .. ... .. ... ... 70
[4.5  Graficos de Funcoes do Terceiro Grau|. . . . . . . . .. .. ... .. .... 77

[ Consideracoes Finais| 86
88

[Reteréncias Bibliograficas|




Lista de Figuras

4.1 Figura - Grafico da funcao 4a° +x +1|. . . . . . .. ... ... .. ....
4.2  Figura - Grafico da funcao 2° —3z+2 . . . .. .. .. .. ... ... ...
4.3  Figura - Grafico da funcao z° — 13z +12[ . . . . . . . .. .. .. ... ...

[4.4  Figura - Uma raiz real negativa e um par de raizes complexas conjugadag| .

[4.5 Figura - Uma raiz real nula e um par de raizes complexas conjugadas| . . .

[4.6  Figura - Uma raiz real positiva e um par de raizes complexas conjugadas| .

[4.7  Figura - Uma raiz real negativa e um par de raizes complexas conjugadas| .

[4.8 Figura - Uma raiz real positiva e um par de raizes complexas conjugadas| .

[4.9  Figura - Uma raiz real tripla igual a zero| . . . . . . .. ... ... ... ..

[4.10 Figura - Uma raiz real e um par de raizes complexas conjugadas| . . . . . .

[4.11 Figura - Uma raiz real simples e uma raiz real duplaf . . . ... .. .. ..

[4.12 Figura - Trés raizes reais distintas| . . . . . . . . .. ... ... ... ...,




10

Introducao

Quando se busca analisar a Matematica numa perspectiva historica, fica claro que
as manifestacoes numéricas encontradas em distintos lugares, por povos diferentes e em
variadas épocas, constituem a prova de que o homem desde a pré-historia utiliza conceitos
matematicos para solucionar problemas no meio em que vive e como forma de representar

fenomenos encontrados na natureza. Sobre isso, Guimaraes (2006) [13] nos fala:

Como salientou Galileu Galilei, os fenomenos da Natureza
devem ser descritos por meio de uma linguagem adequada,
que é a Matemética. Nao é de surpreender, por essa razao,
que essa descricao envolva manipulagdes algébricas que,
em boa parte das vezes, desembocam em equagdes que
devem ser resolvidas para que possamos obter a descricao
desejada. Assim, procedimentos utilizados para estudar
os fen6menos que ocorrem na natureza muitas vezes se
confundem com a necessidade de resolvermos equagoes
algébricas. (GUIMARAES, 2006, p. 7).

Tratando-se de equagdes polinomiais de terceiro grau, Souza (2010) [29] nos conta
que um dos grandes acontecimentos no campo da Matemaética no século XVTI foi a desco-
berta da solugao deste tipo de equagao. Enquanto Boyer (2012) [4] afirma que a solugdo
da equacao cibica publicada no ano de 1545, em Ars Magna de Girolamo Cardano, foi um
progresso tao notavel e imprevisto que causou grande impacto aos algebristas da época,
de tal forma que o ano de 1545 ficou marcado como o inicio do periodo moderno na
Matematica.

Neste contexto, fica destacado a grande relevancia histérica que a descoberta das
equacoes polinomiais e dos polinémios trouxeram para o desenvolvimento da Matematica.
E o mais incrivel no estudo destes temas sao as iniimeras possibilidades a serem exploradas,
pois, quem se dispuser a aprofundar-se encontrard uma verdadeira riqueza de caminhos
e formas diversificadas de abordagem dos mesmos, o que provoca a sensacao atraente e
fascinante de querer inteirar-se cada vez mais em tais contetudos.

No entanto, essa abundancia nao é identificada nos livros do Ensino Médio, pelo
contrario, os mesmos apresentam caréncia no aprofundamento do estudo de equacoes de
grau trés e polinémios do terceiro grau, uma vez que nao destinam um capitulo ou secao
que trate especialmente destes contetidos e que facam a exposicao das principais carac-
teristicas, definicoes, propriedades, métodos resolutivos, aplicacoes e anélise geométrica,
ou seja, nao é observada uma atencao especial nestes contetidos assim como é feito na

abordagem de equacoes de primeiro e segundo grau e nas fungoes afins e quadraticas.
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Ainda, os capitulos dos livros que contemplam defini¢oes relacionadas as equagoes
ctibicas e aos polindémios do terceiro grau, além de trazerem um enfoque sucinto e dis-
creto, apresentam contextualizacao historica minima ou inexistente e se destinam a fazer
um estudo de carater geral de equacoes algébricas e polinémios, isto é, nao separam as
equagoes clbicas e os polinomios do terceiro grau das equagoes e polindbmios que possuem
grau diferente de trés, o que pode comprometer a compreensao adequada e satisfatoria de
tais contetidos e impedir um estudo sequencial e logico.

Destacamos que as observacgoes previamente apresentadas foram possiveis apos
uma investigacao simples em alguns livros didaticos de diferentes autores e épocas, que
sdo: Dante (2016) [§], Giovanni e Bonjorno (2005) [10], Tezzi et al. (2014) [15], Leonardo
(2016) [18], Souza (2010) [29], Silva e Barreto (2005) [27].

Nesta perspectiva, o presente trabalho é fruto da inquietacao em buscar explorar
com maior profundidade os conceitos e defini¢coes no estudo de polinémios do terceiro grau
e equagoes cujo grau também é trés, e a partir deste anseio surge a pergunta norteadora
deste estudo: é possivel promover um estudo sequencial e compacto de polinémios do ter-
ceiro grau e equagoes ciibicas, que apresente aspectos histéricos, defini¢oes, propriedades,
métodos resolutivos e interpretacao geométrica?

Buscando responder a questao norteadora, a escolha do objeto de estudo surge do
anseio em produzir uma alternativa de complementacao tebrica para professores de dife-
rentes niveis de escolaridades, ou até mesmo estudantes que tenham interesse em consultar
um material mais completo, razoavelmente estruturado e minucioso sobre polinémios do
terceiro grau e equagoes clbicas.

Neste seguimento, o objetivo geral deste trabalho ¢ promover um estudo detalhado
de polinémios do terceiro grau e equacgoes ciibicas, contemplando aspectos historicos, as
definicoes fundamentais, os principais métodos resolutivos, analisados numa perspectiva
algébrica e com interpretagao geométrica.

Para alcancar a finalidade deste estudo, foi feita a descricao dos principais aconte-
cimentos historicos que contribuiram para o surgimento das equacoes de terceiro grau e
dos nimeros complexos, uma revisao de estruturas algébricas essenciais para o estudo de
polinémios com coeficientes em anéis e uma apreciacao das caracteristicas de polinomios
de grau trés e equacoes clbicas, suas defini¢oes, raizes, métodos resolutivos e interpretacao
geométrica dos resultados obtidos.

A pesquisa desenvolvida ¢ do tipo procedimental bibliografica, com abordagem
qualitativa e finalidade bésica pura, pois objetiva apenas o aprofundamento do conheci-
mento cientifico sobre polindmios de terceiro grau e equacgoes ciibicas, sem intencao de
buscar solugoes para situagoes praticas no meio social. Com relagao a classificagao quanto
ao objetivo, ela se caracteriza como pesquisa exploratoria, uma vez que o suporte teorico
é buscado na literatura em forma de levantamento bibliogréfico.

O referido levantamento bibliografico foi possivel a partir de uma pesquisa cate-
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gorica em livros de Algebra I e IT de nivel superior, em livros didaticos do ensino médio,
nos repositorios académicos da UFC, UFCG, UFG, UFS e UNICAMP, em base de dados
académicos como SciELO, Google Académico e em revistas especializadas da area como
RPM e RMU.

Com base nas referéncias bibliograficas selecionadas, inicialmente foi realizada uma
descricao historica de como se deu o processo de acontecimentos matemaéticos, ao longo das
épocas, que impulsionaram o conhecimento das equagoes de terceiro grau e dos nimeros
complexos. Em seguida, no Capitulo 2, foi feita uma revisao concisa de algumas estruturas
algébricas necessarias para a compreensao da definicao de polinomios com coeficientes em
anéis e corpo de fragoes, neste momento a abordagem das defini¢oes é feita para polinémios
de forma geral.

Esta abordagem de polinémios a partir de estruturas algébricas nao é comumente
encontrada em trabalhos académicos que estudam polinémios do terceiro grau e equagoes
cubicas, embora que estudar polindmios nesta perspectiva nos permita trabalhar com
propriedades bem definidas que nos possibilitam a realizacdo bem embasada de célculos

matematicos. Sobre o isso, Neto (2011) [25] complementa:

[...] do ponto de vista da Algebra, um polinémio niio deve
ser visto como um objeto isolado, mas antes como um
elemento de um conjunto de polindbmios onde os elementos
possam ser somados e também multiplicados, uma estru-
tura, chamada anel de polinémios. Faz sentido, portanto,
falarmos em soma e em produto de matrizes, de polindmios
e de funcoes, embora tais objetos nao sejam numeros.
Isso se d& porque tais objetos podem ser organizados em
conjuntos munidos de uma ou mais operacoes binérias, o
que da a cada um desses conjuntos uma estrutura algébrica.
(NETO, 2011, p. 7).

Adquirida a base necesséria para a realizacao de operagoes com polindmios, os ca-
pitulos seguintes demandaram maior atencao e dedicagao, por exigir, em muitas ocasioes,
a criacao de exemplos proprios. No Capitulo 3 é destacado as caracteristicas de polino-
mios do terceiro grau e equacoes cibicas, nesta parte, ja definido soma, multiplicacao e
corpo de fracoes no capitulo anterior, evidenciamos a divisao entre polindmios e disserta-
mos sobre os tipos de raizes possiveis para equagoes ctibicas. Depois disso, no Capitulo 4
apresentamos alguns métodos resolutivos de equacoes cubicas e também a interpretacao
geométrica dos resultados encontrados.

Posteriormente, nas Consideracoes Finais busca-se relatar se os objetivos foram
alcancados e discorre sobre elementos inerentes a este estudo. Nesta acepcao, espera-se
que o presente trabalho proporcione conhecimento sobre o tema estudado e possa ser 1til

a quem debrucar-se a estuda-lo.
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1. Estudo das Equacoes de Terceiro Grau

Para discutir sobre os aspectos relacionados ao estudo das equacgoes de 3° grau e
os métodos de resolucao das mesmas, é necessario, previamente, o estudo dos aconteci-
mentos historicos que impulsionaram a descoberta dos resultados obtidos nesse campo da
matematica. Neste sentido, o presente capitulo aborda os principais fatos historicos na
descoberta de equacoes polinomiais do terceiro grau e do conjunto dos niimeros complexos.

Para tal apreciagao historica foram utilizadas as seguintes referéncias: Boyer (2012)
[4], Carneiro (2015) [6], Dante (2016) [8], Garbi(2010) [9], Guimaraes (2006) [13], Lima
(1987) [19], Lima (2012) [21] e Queiroz (2013) [26].

1.1.Aspectos Histéricos das Equacoes de Ter-

ceiro Grau

As antigas manifestagoes matematicas conduzidas para a resolucao de questoes
algébricas elementares, pertencentes a uma época em que nao era conhecida a defini¢ao
formal deste assunto, foram essenciais para o aprofundamento e exploracao de problemas
cada vez mais complexos.

E por meio desta inquietagao em obter resultados satisfatérios para os diversos
questionamentos levantados, os avancos na manipulacao dos nimeros, tratados direta ou
indiretamente por meio de equagoes, propiciaram a normalizacao dos conceitos atualmente
utilizados no estudo das equagoes algébricas.

Segundo Garbi (2010) [9], Equacoes Algébricas sao aquelas em que a incognita
aparece apenas submetida as operagoes algébricas de: adigao, subtragao, multiplicacao,
divisao, potenciacao inteira e radiciacao.

Em referéncia ao surgimento dessas equagoes, Boyer (2012) [4] nos confirma que
alguns registros antigos, denominados de papiros, evidenciaram a existéncia das equa-
¢oes algébricas a aproximadamente 4000 anos e trazem diferentes caminhos que levam
as solugoes. E com a publicacao dos axiomas enunciados por Euclides em sua obra “Os
Elementos” de Euclides foi possivel a conquista do método de resolugao de uma equacao
polinomial do 1° grau, ainda em vigor nos dias atuais.

O conhecimento da técnica empregada nas resolugoes de equacoes de 1° grau via-
bilizou o alcance de um método capaz de resolver as equagoes de 2° grau.

A famosa formula de Bhaskara, ao contrario do que se pensa, nao foi descoberta

pelo matematico indiano Bhaskara (1114-1185), ela foi desenvolvida no século XI pelo
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matematico hindu Sridhara e registrada em uma obra que nao chegou ao conhecimento
dos matemaéticos atuais. Quanto ao método utilizado para sua descoberta, registros evi-
denciam que os hindus apoiaram-se na ideia de reduzir o grau da equacao detentora de
grau dois para o primeiro grau, por meio da extracao de raizes quadradas. Nesta época,
0s matemaéticos ao se deparem com resolugoes cujo o resultado era a raiz quadrada de um
namero negativo eles concluiam que nao havia solugao para este tipo de equagao (GARBI,
2010) [9].

Vale destacar que, segundo Guimaraes (2006) [I3], o algoritmo de resolu¢ao da
equacao de segundo grau passou a ser denominado “féormula de Bhaskara” no Brasil apro-
ximadamente em 1960 e que esta intitulacao associada ao matematico Bhaskara nao é
encontrada na literatura internacional.

E solucionado o problema das equacoes de 2° grau, os matematicos passaram a
dedicar-se a procura de solucoes para equacoes de 3° grau.

Na Babilonia, as primeiras tentativas em solucionar equacoes do terceiro grau
aconteceram por volta de 1800 a 1600 a.C.. Os matematicos babilonicos, engenhosamente,
elaboraram tabelas de cubos e raizes cibicas para facilitar na busca de um numero nas
condigoes de uma suposta equacao de grau trés (GARBI, 2010) [9].

Ainda de acordo com Garbi (2010) [9], em 1225 o Imperador Frederico II desafiou
o matematico italiano Leonardo de Pisa (1175-1250), mais conhecido como Fibonacci,
para uma competicdo em que uma das questoes tinha o proposito de desafiar o encontro
do valor de z, por métodos euclidianos, que satisfizesse a equacao 23+ 222 + 102 — 20 = 0.
Fibonacci foi capaz de provar que nao era possivel obter as raizes por métodos euclidianos,
no entanto, ele encontrou uma solugao numérica que estava correta até a nona casa decimal
cujo valor foi de 1, 3688081075.

As competicdes envolvendo a resolucao de desafios matematicos eram comuns na
antiguidade. Na maioria das vezes, foram conduzidas por pessoas influentes e contavam
com a presenca de muitos telespectadores. Isto porque o bom desempenho nos duelos
poderia resultar na conquista de um emprego como professor temporéario ou até mesmo
permanente em universidades.

E gracgas a esta pratica, a busca por resolucao algébrica de equagoes de terceiro
grau atingiu seu apice na Italia por volta de 1500 d.C., uma vez que os matematicos que
mais aperfeicoaram as equacoes ctibicas foram predominantemente italianos.

No entanto, conforme Lima (1987) [19], o renomado professor de Matematica Frei
Luca Pacioli (1455-1514) e também autor da obra “Summa de Aritmética e Geometria”
afirmou em 1494 que nao existia uma regra geral para a solucao de problemas da forma
23 + pr = ¢ ou “cubo e coisas igual a niimero” como era chamada na época, haja vista
que z era denominada “a coisa”, 22 era “censo”, z3 era “cubo” e 2* = censo censo.

A afirmacao erronea de Pacioli dividiu opinides entre os génios matematicos da

época, muitos nao questionaram a declaracao do frei e aceitaram sua afirmativa como
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verdadeira. No entanto, o desafio de apresentar uma versao coerente para o problema das
equagdes de terceiro grau instigou Scipione Ferro (1465-1526), um professor da universi-
dade de Bolonha, a resolver os problemas de 3 mil anos: “cubo e coisas igual a nimero”
(2® + pr = q) e “cubo igual a coisas e nimero” (z® = pr + ¢). Um fator intrigante é que
Ferro nunca publicou sobre suas descobertas mateméticas, o que nos leva a pensar que
ele preferiu o sigilo de suas habilidades para utiliza-las em um momento mais oportuno,
como por exemplo, uma competicao matematica. Nao ocorrendo uma real necessidade
de apresentar o que havia descoberto sobre as equacgoes ctbicas, Scipione Ferro, antes de
falecer, confiou a revelacao de seu segredo aos seus discipulos Annibale Della Nave e seu
aluno Antonio Maria Fior (LIMA, 1987) [19].

Inteirado de que tinha em maos uma das mais excepcionais descobertas matema-
ticas da época, Fior desafiou em 1535 Nicola Fontana (1499-1557), mais conhecido como
Tartaglia, para uma disputa cujo objetivo era a resolucao de trinta problemas. O vencedor
seria aquele que solucionasse corretamente as questoes elaboradas pelo seu adversario.

Como ja era de se esperar, Fior utilizou a carta na manga deixada por Ferro
e elaborou trinta probleméticas que necessitariam de conceitos relacionados a equacoes
de terceiro grau para serem solucionadas. Ja& Tartaglia, brilhante professor de Veneza,
produziu seus problemas de forma diversificada, contando apenas com sua admiravel
inteligéncia e experiéncia em disputas anteriores.

Surpreendentemente, apos muitas tentativas fracassadas, Tartaglia conseguiu re-
solver as equacoes propostas por Fior e desmistificou a deducao da férmula geral da
equacao de terceiro grau x°® + pxr + ¢ = 0, faltando apenas oito dias para a duelo. Com
este grande feito, venceu a disputa, solucionando as trinta questoes.

Minuciosamente, de acordo com Garbi (2010) [9] e Boyer (2012) [4] a merecida
vitoria de Tartaglia é justificada por uma razao simples: ele além de conseguir resolver
equacoes do tipo 2® +px + ¢, tinha aprendido também a solucionar equacoes em que cubos
e quadrados aparecem igualados a um nimero, que nao eram do conhecimento de Fior. E
assim, astuciosamente, Tartaglia elaborou as questdes do tipo 23 + pz? + ¢ = 0 para Fior,
e isso impossibilitou o pobre Fior de resolver qualquer uma das trinta questoes. Cabe
destacar que na época da disputa os mateméticos estudavam varios tipos de equacoes
ctbicas, pois nao haviam descoberto ainda a féormula geral que representasse os diferentes
formatos que este tipo de equacao pode assumir.

Sobre a vida de Nicola Fontana, Guimaraes (2006) [I3] e Lima (1987) [I9] nos
contam que ele ficou orfao de pai aos seis anos e enfrentou muitas outras situacoes de
sofrimento. Um desses episodios foi em 1512 quando os franceses saquearam sua cidade
natal conhecida como Bréscia, na Italia, e ele, assim como boa parte da populacao, se
dirigiu a igreja em busca de abrigo, no entanto, os soldados invadiram o local e desferi-
ram varios golpes de sabre pelo corpo de Nicol4, mesmo com a presenca de sua mae no

santuario. Os ferimentos ocasionaram dificuldades na fala, o que justifica seu apelido “Tar-
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taglia”, que quer dizer gago em italiano. Embora tivesse que encarar muitas adversidades
na vida, Tartaglia foi perseverante em seus estudos e no fascinio pela Matematica e seguiu
estudando mesmo quando sua mae o retirou da escola, por necessidades financeiras. O
cemitério de sua cidade passou a servir como local de estudos, Tartaglia frequentava seu
inusitado ambiente de aprendizagem pela noite e fazia suas anotacoes com carvao sobre as
lapides dos timulos. Mais tarde, alcancou o merecido reconhecimento como professor em
Veneza e Verona, localizadas também na Italia. Foi autor da obra “Nowva Scientia” no ano
de 1537, criando a balistica, que tem como objeto de estudo o movimento de projéteis.
Escreveu também sobre aritmética popular e teve a honra de ser o primeiro italiano a
fazer a publicacao (1543) de uma versdo do livro “Os Elementos” de Euclides em latim.

Informagoes sobre o bom desempenho de Tartaglia nas resolucoes de desafios se
propagaram rapidamente e despertaram a curiosidade de outro grande génio da época,
Girolamo Cardano (1501-1576), um nobre professor de matematica italiano, nascido em
Pévia, que destacou-se também na Medicina, Filosofia, Astronomia e na Fisica.

Cardano tinha um bom histérico de livros publicados e na época da descoberta de
Tartaglia sobre a resolucao das cubicas, dedicava-se na producao de mais um, intitulado
“Practica Arithmetice” (GUIMARAES, 2006) [13].

O referido livro abordava nocdes de Geometria, Aritmética e Algebra, sendo uma
grande oportunidade para apresentar a descoberta em questdao. Assim, Cardano atraiu
Targalia para sua residéncia em Milao e apelou para que ele revelasse seu método. Ob-
viamente, Targalia recusou-se, pois, queria ter honra de publicar seus resultados em uma
obra de sua autoria.

Apobs muitos juramentos e stiplicas de Cardano, em 1539 Targalia acabou cedendo
e 0 encaminhou um poema com a regra para resolver a equacdo z°+ pz = ¢. E importante
salientar que a escrita algébrica da época era muito limitada, havendo distintas notacoes,
e isto contribuiu para que Cardano nao conseguisse descifrar o poema. Nao obstante,
Cardano continuou a solicitar a revelagdo do segredo, s6 que agora, implorava por uma
versao mais clara e detalhada que facilitasse a compreensao, e felizmente teve seu pedido
atendido.

O estudo minucioso das equacoes cibicas proporcionou a obtencao de alguns re-

sultados como nos conta Lima (1987) [19]:



Capitulo 1. Fstudo das Equacoes de Terceiro Grau 17

e = a .
Cardano mostrou que a substituicdo x = y — — permite

2

eliminar o termo em z° e, ao todo, deduzir as férmulas

para resolver 13 tipos de equagbes do terceiro grau! Evi-
dentemente, hoje essas féormulas se reduziram a uma unica.
Mas é preciso observar que as equagoes daquele tempo
eram todas numéricas. (O uso de letras para representar
nimeros em Algebra teve inicio com Fracois Viéte em
1591.) Logo, a rigor, ndo havia férmulas e sim receitas

ou regras, explicadas com exemplos numéricos, uma regra

para z3 + pr = ¢, outra para x® = px + ¢, outra para

2%+ pr? = q, ete. (LIMA, 1987, p. 14).

A dedicagao de Cardano e do seu discipulo Ludovico Ferrari (1522-1557) no estudo
dessa tematica originou valiosos resultados, pois, conforme Lima (1987) [19] foi possivel
o reconhecimento das raizes multiplas em diversos casos, relacao entre os coeficientes,
admissao de raizes negativas, irracionais, imaginarias e sobretudo a solu¢ao por radicais
da equacao do quarto grau, obtida por Ferrari. Porém, mesmo diante de tantas conclusoes
a respeito das equacoes, Cardano nunca deixou evidenciado claramente que uma equacao
de grau trés deveria possuir trés raizes e uma de quarto grau deveria ter quatro raizes.

Diante de tantas descobertas no estudo das equacoes, Cardano e Ferrari dispunham
de uma quantidade satisfatéria de contetidos para a producao de um novo livro, a tnica
objecao que os impediam de realizar esta publicacao era o juramento de Cardano feito a
Tartaglia, no qual declarou o sigilo do segredo lhe confiado. Entretanto, Cardano e Ferrari
conseguiram, através de Della Nave, acesso aos manuscritos de Ferro sobre a solucao da
equacao 72 + px = g, esse privilégio aconteceu em 1542 quando ambos foram & Bolonha.
Em funcao disso, Cardano entendeu que o juramento nao fazia mais sentido, pois teve
conhecimento & descoberta de uma outra maneira. Logo, ele nao demorou muito para
fazer a publicacao das informacoes adquiridas, de tal forma que em 1545 lancou um de
seus mais importantes livros “Artis Magnae Sive de Regulis Algebraicis”, mais conhecido
como “Ars Magna”, contendo as demonstracoes das equagoes ctbicas e varios elogios a
Tartaglia e a Scipione Ferro.

Os elogios nao foram suficientes para que Tartaglia perdoasse a traicao do ju-
ramento Biblico lhe concedido, e isto motivou uma relacao hostil entre eles, marcada
por dentincias e ofensas. A busca de Tartaglia pelo mérito na descoberta das solugoes
das equacoes cubicas ficou evidente em 1546 com a publicacao de “Quesiti e Invention:
Diverse”, um livro de sua autoria que contemplava a coletanea de problemas ja solucio-
nados por ele ao longo das disputas e da rotina de estudos; abordava também aspectos
autobiograficos, e explicitava rispidamente sua versao na desavenca com Cardano.

Em reposta ao “ Quesiti e Inventioni Diverse”, Ferrari publicou em 1547 um espécie
de panfleto buscando resguardar a boa imagem de seu mestre e isso estimulou Tartaglia a

publicar um panfleto também, como forma de rebater a audacia do discipulo de Cardano.
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Novamente, Ferrari sentiu-se no dever de responder com a publicacao de mais um panfleto.
Enfim, o “duelo” de panfletos teve duragao de um ano, dando origem a producgao de 12
panfletos (seis de cada um) e os conduziu para uma disputa mais séria. Tal disputa
aconteceu em Milao e o desfecho nao ficou bem definido, porém, acarretou consequéncias
negativas para Tartaglia, tendo em consideracao que as autoridades de Bréscia (onde
Tartaglia lecionava) ndo se deram por satisfeitas com o desempenho do matematico na
disputa e decidiram romper seu contrato. Logo apo6s essa grande decepgao, o pobre
Tartaglia retornou a Veneza para viver uma vida de solidao e faleceu nove anos depois.

O compreensivel esfor¢o de Tartaglia pelo reconhecimento na formula que solucio-
nava alguns tipos de equacgoes ctibicas de nada foi util. O mérito pela grande descoberta
foi dado totalmente a Girolamo, o método ficou conhecido como Formula de Cardano.

Embora a historia revele que Cardano se sujeitou a varias outras situacoes que
envergonham a honra de homem, nao hé o que refutar no fato de que a publicacao do livro
“Ars Magna” foi um grande passo para as futuras descobertas no campo da Matematica.
Sobre isso, Garbi (2010, p. 34) [9] revela: “Cardano legou a posteridade um livro que, a
época, era sem diavida o maior compéndio algébrico existente”. Enquanto Boyer (2012)
[4] afirma que a publicacao desta obra somada a publicacao de “Practica Arithmetice”,
meia ddzia de anos antes, o tornaram o mais competente algebrista da época na Europa.

Sendo apropriados ou nao os elogios concedidos a Cardano, a verdade é que a pu-
blicacao de “Ars Magna” gerou grandes esperancas entre os intelectuais da época, uma vez
que conhecida a Formula de Cardano, os matematicos acreditavam que estava resolvido o
problema das equagoes de terceiro grau. No entanto, as esperangas deram lugar a um mar
de duvidas. Muitos problemas foram surgindo a medida que a féormula de Cardano era
utilizada para solucionar algumas equacoes ctibicas. Um dos principais questionamentos
levantados é como poderia a formula de Bhaskara fornecer duas raizes nas equacgoes de
2° grau e a formula encontrada para as equacoes de 3° grau apresentar uma tUnica raiz.
(GARBI, 2010) [9].

Na fala de Boyer (2012) [4] é possivel constatar que o proprio Cardano se viu
desafiado ao aplicar o método em alguns exemplos de equacoes ciibicas, tais como a
equacao 23 — 15z — 4 = 0. Sem muitos esforcos, é possivel inferir que * = 4 é uma
raiz, contudo, aplicando a férmula obtém-se v = /2 4+ v/—121 + /2 — v/—121, ou seja,
a equacao do 3° grau apresentava uma solucao real explicita (x = 4), mas a utilizagao
da formula apresentava raizes quadradas de niimeros negativos no desenvolvimento da
solucao. As circunstancias dos fatos eram de uma natureza intrigante, Cardano nao
conseguia compreender como sua formula poderia fazer sentido naquela situagao, pois,
sempre que se deparava com as raizes quadradas de niimeros negativos concluia que o
resultado do problema era “tao sitil quanto inutil”.

Nos diferentes segmentos da sociedade, na maioria das vezes, o novo é tido como

inadequado e dificil de ser admitido, essa postura também é muito observada no pro-
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cesso de desenvolvimento da Matematica, a julgar pela dura possibilidade de aceitacao
na extensao do conceito de ntimero, tendo em vista que houve impacto a medida que o
conhecimento colocava em pauta a existéncia dos niimeros inteiros, racionais, irracionais
e 0 mesmo estava ocorrendo com os nimeros complexos.

Ainda nesse contexto, Garbi (2010) [9] complementa:

Aqui estava uma questdo realmente séria e que nao poderia
ser simplesmente ignorada. Quando, nas equagoes do 2°
grau, a férmula de Bhaskara levava a raizes quadradas de
numeros negativos, era facil dizer que aquilo indicava a
inexisténcia de solugbes. Agora, entretanto, estava-se diante
de equagdes do 3° grau com solucoes evidentes, mas cuja
determinacao passava pela extracao de raizes quadradas de
nameros negativos. (GARBI, 2010, p. 48).

De fato, o éxito na compreensao do desenvolvimento de cibicas que apresentavam
raizes quadradas de niimeros negativos exigiam um entendimento além do que se conhecia
na época, em outras palavras, era necessario o conhecimento sobre operagdes com 0s
nimeros complexos.

A espera pelos primeiros estudos acerca dos niimeros complexos foram sendo con-
solidados ao longo dos séculos XVI, XVII, XVIII e inicio do XIX. E o personagem por
tras da publicagao das primeiras ideias é Rafael Bombelli (1526-1572), um engenheiro
hidraulico natural da Bolonha, Italia. A partir do estudo de publicacdes sobre Algebra,
Bombelli buscou associar o resultado encontrado por Girolamo ao aplicar a formula de
Cardano na equacdo z° — 152 — 4 = 0 com a raiz x = 4. Em detalhe, ele revelou em 1572
no livro “L’Algebra parte Maggiore dell’Arithmetica” que sua técnica fundamentava-se em
um “pensamento rude” onde x = \3/2 +v/—121+ {3/2 — +/—121 eram respectivamente ni-

meros da forma a 4+ v/—b e a — v/ —b, ou seja, eles seriam o que identificamos atualmente

como numeros complexos conjugados que conduziram ao resultado = = 4.
Para que seja possivel a compreensao do raciocinio de Bombelli, Garbi (2010) [9]

nos informa que ele escreveu:

/2 4+ /=121 = a +V—b

V2 — =121 = a —v/—b

e concluiu que a=2 e b=1 visto que
(2+V-1)*=2%+3.22V/-1+32.(V/=1)? + (vV-1)°
24+ V-1 =8+ 12V 1+ (=6) + (—V/—1)
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24+ V-1) =2+11vV/-1
(2++v—1)% =2+ +/—121.

De maneira analoga

(2—+v—-1)P3=2—+—121.

Logo,

r=024+vV-1)+2-vV-1)=4.

Além dos desenvolvimentos de calculos, Bombelli elaborou algumas regras para
serem trabalhadas com /—1 (GARBI, 2010) [9].

Diante das ideias langadas, nao h& dividas quanto ao grande papel desempenhado
por Rafael Bombelli para que fosse possivel a obtencao dos resultados disponiveis atual-
mente no estudo dos Niimeros Complexos.

Outra personalidade a divulgar ideias sobre o conjunto de ntimeros em questao foi
René Descartes (1596-1650), nascido em La Haye, na Franca, tornou-se conhecido por seu
gosto peculiar pela vaidade, contato com a nobreza, fama e polémicas. Em contrapartida,
desenvolveu respeitaveis trabalhos na Filosofia, Psicologia e na Matematica, sendo consi-
derado o co-inventor da Geometria Analitica. A citacdao de seu nome no seguimento da
historia dos ntimeros complexos, deve-se a sua denominagao de “niimero imaginario” para
v/—1 e sua declaracdo publicada em “La Géométrie” de 1637 (apéndice de seu livro “Dis-
curso sobre o Método para bem conduzir a Razao e encontrar a Verdade nas Ciéncias”):
“Nem sempre as raizes verdadeiras (positivas) ou falsas (negativas) de uma equacdo sdo
reais. As vezes elas sio imaginarias”.

De acordo com Garbi (2010) [9] e Boyer (2012) [4], pode-se afirmar que no século
XVIII surgiu outro grande nome para compor a lista de intelectuais que dedicaram aten-
¢ao ao estudo dos nimeros complexos, Leonhard Euler (1707-1783), nascido em Basileia,
Suica, foi pai de 13 filhos e ficou conhecido por sua personalidade gentil e bem humorada.
No meio cientifico é lembrando por sua memoria prodigio, talento universal e facilidade
em dominar varios idiomas. Aos vinte e seis anos ja era considerado o principal matema-
tico da Academia de S. Pertersburgo na Rissia. Atualmente é famoso por ser lembrado
como o matematico que mais publicou obras, estima-se que ultrapassou 800 trabalhados
sobre diferentes areas: Célculo, Algebra, Teoria dos Numeros, Mecanica, Teoria das Pro-
babilidades, Topologia, Misica, Nimeros Complexos, etc. Sua habilidade matematica era
admiravel e por essa razao foi dito que ele “calculava com a facilidade com que os outros
respiram”. A propésito, sua dedicacao no estudo dos ntimeros complexos o fez introduzir
o0 i como forma de representacio de v/—1, além de aquirir o mérito em ser apontado como

o homem que dominou os referidos niimeros.
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Em conformidade com Dante (2016) [8] podemos citar ainda o sui¢o Jean-Robert
Argand (1768-1822) que elaborou a representagao geométrica dos nimeros complexos em
1806. No entanto, Argand nao era um mateméatico famoso o suficiente para ter noto-
riedade em suas publicacdes. Foi somente cerca de 30 anos depois que o alemao Carl
Friedrich Gauss (1777-1855) adotou essa representacao e divulgou em seus trabalhos que
as ideias tornaram-se reconhecidas. Tal representacao refere-se ao plano cartesiano no
qual estao representados os niimeros complexos, atualmente conhecido como “plano com-
plexo” ou “plano de Argand-Gauss”, tendo vista que alguns pesquisadores defendem que
os idealizadores chegaram as mesmas ideias sobre a representacao dos ntimeros complexos
no plano.

A respeito do legado deixado por Friedrich Gauss, Garbi (2010) [9] o destaca como
o maior matematico de todos os tempos, além de descrever com riqueza de detalhes fatos

surpreendentes sobre a habilidade de Gauss na matematica e nos explica também que

Quando se estuda a obra matematica de Gauss tem-se a
sensacao de que em todos os campos onde atuou ele nao
apenas fez o melhor possivel mas, também, nada deixou
para que os outros no futuro, viessem a supera-lo. Assim,
por exemplo, aconteceu com seu doutoramento, aos 21 anos,
em 1799, quando apresentou o que ainda hoje é considerado
por muitos a maior tese de doutorado em Matemética de
todos os tempos. Ela nos interessa diretamente por ser
o mais importante dos alicerces da teoria das equagoes
algébricas e é conhecida como o Teorema Fundamental
da Algebra (denominacio dada pelo proprio Gauss).
Este teorema afirma que toda equag¢ao polinomial de
coeficientes reais ou compleros tem, no campo
complexo, pelo menos uma raiz. (GARBI, 2010, p.
114, grifo do autor) .

Sobre a quantidade de raizes das equacoes polinomiais, Cardano presumia que
as equacoes de terceiro grau possuiam trés raizes e as do quarto grau possuiam quatro
rafzes. Outros matematicos ousaram enunciar que uma equacgao polinomial de grau n
possuia exatamente n raizes, mas nao conseguiram demonstrar tal afirmagao. Em 1746 o
matematico francés Jean Baptiste le Rond d’Alembert (1717-1783) apresentou uma prova
para o mencionado teorema. No entanto, Gauss afirmou em sua tese que a demonstracao
apresentada por d’Alembert, anos antes, era “insatisfatoria e ilusoria” , além disso, expos
uma demonstracdo irrefutavel do Teorema Fundamental da Algebra. “Portanto, ao
demonstrar que as equacoes polinomziais tém pelo menos uma raiz no campo
complero, Gauss demonstrou que elas tém exatamente n raizes, sendo n o
grau do respectivo polindmio”. (GARBI, 2010, p. 116, grifo do autor) [9].

Neste capitulo nos foi dada a oportunidade de conhecer a curiosa narrativa que
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nos leva a descoberta das equacoes ciibicas e dos ntimeros complexos, a qual contempla
também os principais personagens e fatos que tornaram este apanhando histérico surpre-
endente. No proximo capitulo estudaremos a definicao de Polindémios com Coeficientes em
Anéis sob uma perspectiva geral e, para isso, inicialmente, seré feita a revisao de conceitos

essenciais para o entendimento deste contetudo.
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2. Polinbmios

2.1.Nocoes Preliminares

Nesta segao faremos um estudo sucinto e acanhado de algumas estruturas algébri-
cas fundamentais para o estudo de Polinomios com Coeficientes em Anéis. Apresentamos
a definicao formal de anel, anel comutativo, anel com unidade, anel sem divisores de zero,
dominio, subanel, corpo e subcorpo, além disso, exploramos alguns exemplos tteis para
melhor compreensao destes conceitos.

Ressaltamos que o nosso estudo nao tem por objetivo a demonstracao dos resul-
tados acerca dos contetidos anteriormente mencionados, contudo, a exposicao minuciosa
e detalhada de tais resultados podera ser encontrada nas referéncias que apoiam as ideias
expressas nesta secao, a saber: Cavalcante (2015) [7], Gongalves (2013) |1I], Hefez e Vil-
lela (2018) [14], Janesch e Taneja (2011) [17] e Marques (1999) [23].

2.1.1.Anéis

Definigcao 2.1.1. Seja A um conjunto nao vazio no qual estao definidas duas operagaes,

soma e produto, denotadas respectivamente por + e -, assim, segue que

+ : AxA — A e - AxA — A
(z,y) — T4y (r,y) — z-y.

A terna (A, +,-) serd um anel se satisfizer os seguintes axiomas para quaisquer
x,y,z € A:
(i) Comutatividade da soma: x +y =y + .
(ii) Associatividade da soma: (z +vy) + 2z =z + (y + 2).

(iii) Existéncia do elemento neutro da adigao: Existe 04 € Atalquex + 04 =04 + = =

x.

(iv) Existéncia do simétrico aditivo: Para todo x € A existe um tnico (—z) € A, tal que
r+(—x)=(—2)+z=0.

(v) Associatividade do produto: (z-y)-z=x-(y- 2).

(vi) Distributividade do produto: x-(y+z)=z-y + v-ze(y+2)-x=y-v+ z- .
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W

Um anel (A, 4+, -) munido das operagoes “+” e “-” pode ser denotado apenas por A.

Para efeitos de simplificacao, em alguns momentos poderemos usar a segunda denotagao
para se referir a um anel (A, +, ).

Observacao.

1) No axioma (iii), o elemento 04 ¢ dito elemento neutro ou simplesmente, o zero do anel

A. Nas ocasites em que apenas o anel A for considerado, serd escrito 0 ao invés de 04.

2) O elemento —x € A, observado no axioma (iv), é chamado simétrico do elemento
x € A. Dessa forma, se x,y € A entao x,—y € A, logo, é possivel efetuar a operagao
z+(—y). Visando a simplificacao de escrita, poderemos adotar z —y para indicar x+(—y),
ou seja, * + (—y) = = —y. Chamamos de subtracdo em A a operacdo que a cada

(x,y) € A x A associa x —y € A, em simbolos

—  AXxA — A
(r,y) — -y

Exemplo 2.1.1. Os conjuntos Z,Q, R, e C com as operacoes de adicao e multiplicacao

usuais sao exemplos de anéis.

E importante destacar que alguns ané¢is podem apresentar condigoes adicionais,

sendo assim, quando isto ocorrer eles receberao nomes especificos.
Definigao 2.1.2. Um anel A é comutativo quando
x-y=1y-x, para todo z,y € A.
Definicao 2.1.3. Um anel A é dito unitario ou com unidade se existir
lyeA talque 14, -2 =x-14 = x, para todo = € A.

Nessas condicoes, o elemento 14 é tnico, podendo ser chamado de unidade do anel A.
Caso nao haja possibilidade de confusao sobre o anel considerado, podemos indicar a

unidade do anel A apenas por 1 em vez de 14.

Observagao. Dizemos que A é um anel com divisor de zero, se existe x,y € A, com z # 0

ey#0,talquex-y=0ouy- -z=0.
Definigao 2.1.4. Um anel A é um anel sem divisor de zero quando
r-y=0=>2x=0o0uy=0, para x,y € A.

Definicao 2.1.5. Um dominio de integridade ¢ um anel comutativo, unitirio, e sem

divisores de zerolll

1 As expressoes “anel de integridade” e “dominio” poderdo também ser utilizadas para designar que o
anel é um dominio de integridade.
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Definicao 2.1.6. Um corpo K é um anel comutativo com unidade que satisfaz a seguinte

propriedade
Para todo x € K, com x # 0, existe y € K, talque v -y =y - = 1.

Na Defini¢ao [2.1.6] o elemento y é chamado de inverso do elemento x € A. Dessa
forma, teremos que um elemento z # 0 de um anel A é dito invertivel ou que apresenta
inverso se, e somente se, existir y € A, tal que x -y = 1. Logo, podemos dizer que um
corpo é um anel com unidade e comutativo, de forma que todo elemento diferente de zero

possui inverso.

Observacao. O termo simétrico quando utilizado na adicao usual é chamado de simé-
trico aditivo, representando o termo que adicionado a um outro fornece o elemento neutro
da adicao, o zero. Ao usarmos a palavra simétrico na multiplicagdao usual, ela fara refe-
réncia ao simétrico multiplicativo que é quando multiplicamos um niimero ao seu oposto
e o resultado dessa multiplicacao ¢ 1, o elemento neutro da multiplicagao. De maneira
analoga, utiliza-se o termo inverso, que na adicao ¢ dito inverso aditivo e na multiplicacao
¢ mencionado como inverso multiplicativo. Diante da pluralidade de terminologia, usare-
mos apenas simétrico para designar simétrico aditivo e inverso para representar o inverso

multiplicativo.

Exemplo 2.1.2. Com as operagoes usuais de + (soma) e - (produto), (R,+,-) é um
corpo, uma vez que é um anel comutativo com unidade e para todo x € R, com x # 0,

1
existe — € R tal que z - — = 1, ou seja, todo elemento nao nulo tem inverso.
x x

Diante do que foi exposto, podemos destacar alguns resultados importantes, tais

como o da Proposicao a seguir.
Proposicao 2.1.1. Se K é um corpo, entao K ¢ um dominio.

O proximo exemplo nos garante que a reciproca da Proposicao nao é verda-

deira. Em outras palavras, existe dominio que nao é corpo.

Exemplo 2.1.3. Com as operac¢oes usuais, (Z,+, ) é dominio que nao é corpo. De fato,
(Z,+,-) ¢ dominio, pois é comutativo, sem divisores de zero e possui unidade. Contudo,

(Z,+,-) ndo é corpo, pois 2 € Z, no entanto, nao existe x € Z tal que 2 -z = 1.
Exemplo 2.1.4. Sao também exemplos de corpos (Q, +,-) e (C, +, ).

Vejamos agora algumas propriedades elementares de anéis.
Proposicao 2.1.2. Seja A um anel e x,y,z € A, vale as seguintes propriedades:

(1) A lei do cancelamento é valida para a soma, assim, se 2+ y = 2 + z, entdo y = z.
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3) O simétrico é tnico.
4)x-0=0-2z=

(—2) y==-(-y)=—(z-y)
Ny=z=>z-y=x-2ey-r=2-1T.

Casos em que o anel A tem unidade, vale a Proposicao a seguir.
Proposicao 2.1.3. Seja A um anel unitario, temos que:
(1) A unidade é unica.
(2) Se x € A, x # 0 e x possui inverso em A, entdo o inverso de x é tnico.

(3) Se um anel unitario A tem 14 = 0, entdo A = {0} é chamado de anel trivial.
Definigao 2.1.7. Seja A um anel, com x € A e n € N, tal que n # 0, definimos:

(1) Se o anel A tem unidade, entao defini-se 2° = 1,4.
(2) 2! =z
(3) z"t =2z, n>1.

Proposicao 2.1.4. Seja A um anel, 2,y € A e m,n € N—{0}. Segue que:
(1) 2™ - 2™ = ™™,
(2)
(3)

(xm)n — xm'n'
(x-y)" =a™- y", sempre que T -y =y - T.
2.1.2.Subanéis e Subcorpos

Definicao 2.1.8. Seja A um anel. Consideramos um subconjunto B do anel A que é
diferente de vazio e fechado para operacoes + e - de A. Dizemos que B é um subanel de

A quando

(1) As operagoes de A sdo operagbes em B, ou seja, se x,y € B, entdo x +y € B e

x-y € B.
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(2) B ¢ um anel.

Em outras palavras, B serd um subanel de A se admitindo as operacoes de A, B perma-
necer ainda sendo um anel. E importante salientar que todo anel A possui pelo menos

dois subanéis, os chamados subanéis triviais, sdo eles {0} e o proprio A.

Na proposicao a seguir veremos um critério para que um subconjunto B de um

anel A possa ser dito um subanel do anel A.

Proposigao 2.1.5. Seja A um anel. Seja B um subconjunto do anel A. Teremos que B

é um subanel de A se, e somente se, as seguintes condi¢oes forem satisfeitas:
(1) 0 € B (o elemento neutro aditivo de A pertence a B).
(2) Se z,y € B, entdao v —y € B (B & fechado para a diferenga).
(3) Se z,y € B, entdo z -y € B (B é fechado para o produto).

Observacao. Dado um anel A e um subconjunto B do anel A, se B for um subanel de

A, indicaremos por B C A.

Exemplo 2.1.5. Com as operacgoes usuais (Z,+,-) é subanel de (Q,+,-), (Q,+,-) é
subanel de (R, +,+) e (R, +,-) é um subanel de (C,+,-). Em simbolos ZC Q C R C C.

Exemplo 2.1.6. O conjunto dos nimeros pares P = {2k;k € Z} é um subanel de Z.

Dado que a diferenca e o produto de ntimeros pares sempre resultard em um nimero par.

Exemplo 2.1.7. O conjunto dos nimeros impares I = {2k + 1; k € Z} nao é um subanel
de Z. Com efeito, 1 € [ e 5 € I, no entanto, 5 —1 =4 ¢ [.

Proposigao 2.1.6. Seja A um anel e B um subanel do anel A.

(1) Se o anel A ¢ comutativo entdo B é comutativo.

(2) Se A ¢é sem divisores de zero entdo B ¢ sem divisores de zero.

Vale destacar que o anel e o subanel tém a mesma unidade. Assim, dizemos que o
subanel é subanel unitario do anel.

Observa-se que todo subanel A de C contém necessariamente Z, ja que possui 0
e 1, além de ser fechado para as operacoes de adicao e subtracao. Posto isso, Z é um
subanel de A. Além disso, tendo em vista que C é um dominio de integridade, pode-se

afirmar que todo subanel de C é também um dominio de integridade.

Definicao 2.1.9. Se B for um subconjunto de um corpo K, que estando munido das
operacoes de adicao e multiplicacao de K continua ainda sendo um corpo, diremos que B

é um subcorpo de K.

Exemplo 2.1.8. O corpo Q é um subcorpo R e o corpo R é um subcorpo de C. Ademais,

o corpo Q também é um subcorpo de C.
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2.2.Definicao de Polindmio a partir da Estrutura
Algébrica Anel

Estudamos na secao que um anel ¢ um conjunto diferente de vazio, no qual
estao definidas operacoes que satisfazem propriedades bem determinadas. Assim, a defi-
nicao de anel sucede do desejo em buscar conhecer conjuntos que contenham propriedades
aritmeéticas bem definidas e que nos permitem fazer contas.

A vista disso, nesta secdo estudaremos Polinomios com Coeficientes em Anéis e
Corpo de Fracgoes, para que se tenha acesso a conceitos bem definidos primariamente a
respeito das operacoes de adicdo e multiplicacao de polinomios. A compreensao de tais
conceitos sera essencial para o estudo de polindomios do terceiro grau e equagoes cubicas,
assunto do terceiro capitulo.

As referéncias que deram suporte a escrita desta segdo foram: Aratdjo (2009) [3],
Gongalves (2013) [11], Hefez e Villela (2018) [14], Tezzi (2014) [15], Marques (1999) [23] e
Villela (2009) [30].

2.2.1.Polindbmios com coeficientes em Anéis

Seja A um anel. Dado um simbolo x que nao pertence ao anel A, este serd chamado
de indeterminada sobre A.
Para cada namero j > 0 pertencente ao conjunto dos naturais, empregaremos um

simbolo 27, e sera escrito 27 para representar 7! - z, desse modo, 2° =1 e 2! = 2.

Defini¢ao 2.2.1. Um polinémio f(z) com coeficientes em A é dado por

n

f(z) =ap+a1x+ ...+ a,z" = Zajxj,
=0

em que 7 ¢ um nimero natural e a; € A, para todo 0 < j <n.

Posto que 0 < j < n, os elementos a; sao denominados de coeficientes do polindmio
f(z). Cada uma das parcelas a;z7 corresponde a um termo, sendo ag 0 termo constante
e 0s termos a;x’ tais que a; # 0 sdo os monoémios de grau j do polinémio f(z).

Para representar o conjunto de todos os polinémios com coeficientes no anel A,

usamos Alz], isto é,

A[I’] :{a0+a1x++anx”7aj EA,OS]S”,”GN}

Temos um polinémio constante quando f(x) = ag. Ja o polinémio nulo é aquele
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que apresenta todos os coeficientes iguais a zero, ou seja, f(z) = 0, é uma expressao da

forma
f(z) =04 0z + ... + 02", para qualquer n € N.

E convencional nio escrever o termo a;x? sempre que a; = 0, quando o polinomio
apresentar algum termo nao-nulo.

Vale ressalvar que na escrita de um polindmio, suas j-ésimas poténcias de x poderao
aparecer organizadas sem preocupacao quanto a ordem, entretanto, é preferivel que estas

se apresentem respeitando um ordenamento crescente ou decrescente.

Exemplo 2.2.1. Dados os niimeros inteiros ag = 5, a; = —2, as = 4, a3 = —1, temos
f(z) =5 — 2z + 42 — 2 que consiste em um polinémio pertencente ao conjunto de todos

0s polindémios com coeficientes no anel Z e escrevemos f(z) € Z[x].

Exemplo 2.2.2. Dados os nimeros reais ag = 7, a1 = V2, a3 = 0, ay = —2, temos
g(x) = 7 + V22 — 22% que consiste em um polinémio pertencente ao conjunto de todos

os polindémios com coeficientes no anel R e escrevemos g(z) € R[z].

Exemplo 2.2.3. As expressoes u(z) = 273 4+ 2\/x — 2° e v(x) = 23z — 32> + 5 nao sdo

polinémios, dado que nem todos os expoentes da indeterminada x sao naturais.

E possivel grafarmos o polinémio
f(z) =ao+ a1z + ... + a,a" € Alz]

como
f(x) =ag+ a1 + ... + apz" + 02" 4 02" 2 + ... + 0™,

para todo m,n € N tal que m > n. Sendo assim, ao compararmos dois polinomios f(x),
g(x) € Alx], é possivel assumir que os termos de ambos possuem as mesmas poténcias de

.
Definicao 2.2.2. Sejam f(z) € A[z] e g(x) € Alz] dois polinémios definidos por

f(z) = a0+ a1x + ayx + ... + aza™ e
g(x) = by + by + box + ... + by2",

dizemos que eles sao polindmios iguais se, e somente se, a; = b; para todo 0 < 7 < n.
Denotamos f(x) = g(x). Casos em que f(x) e g(x) nao sao iguais decorrem da existéncia

de algum ntmero natural j em que a; # b;, com 0 < j < n.
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Exemplo 2.2.4. Dados os polinoémios h(x) = 3x? —2? + 22 — 4, r(z) = 2° — 223 — bz — 4
e t(r) = —4 + 2x — 2% + 32, podemos identificar que h(x) = t(z), pois, seus coeficientes
a; das j-ésimas poténcias 27 sao idénticos. Em contrapartida, h(z) # r(z) e t(z) # r(x),

pelo fato dos coeficientes dos termos serem diferentes.

Se f(z) = ap + a1z + ... + a,2" + ... é tal que a, # 0 e a; = 0 para todo j > n,
indicamos n como o grau do polinémio f(x), escrevemos f(x) = ag+ a1z +asr+ ...+ a,z",
e denotamos por gr(f(xz)) = n para evidenciar que o grau de f é n. Neste caso, a, é
chamado de coeficiente lider de f(x).

Sao chamados de polinémios moénicos aqueles cujo coeficiente lider é a unidade do

anel, ou seja, o polinomio tem grau n e possui coeficiente lider a,, = 1.

Observacao. Nao definimos o grau do polinémio que apresenta todos os coeficientes

iguais a zero, polindémio nulo, f(z) = 0.

Exemplo 2.2.5. O polinémio s(z) = 3 nao ¢ identicamente nulo e tem gr(s(z)) = 0. Os

Exemplos e apresentam gr(f(z)) = gr(g(xz)) = 3. Revendo o Exemplo é

possivel identificar que gr(h(z)) = gr(t(xz)) =4 e gr(r(x)) = 5.
Mediante ao que ja foi exposto, pode-se destacar que:

gr(f(xz)) =0 se, e somente se, f(z) =a #0, a € A.

A partir das operacoes de adicao e multiplicacao de A, somos capazes de definir

operagoes de adi¢do e multiplicagdo no conjunto Alzx].

Definigao 2.2.3. Sejam f(z) = " ja;27 e g(x) = Y77 (bja’ em Afz]. Define-se a

operacao de adi¢cao dos polinomios f(z) e g(x) em A[z] por
f(x) +g(z) = ch$j, onde ¢; = a; + bj, para 0 < j < n.
=0

Chama-se de soma o resultado da adicao de dois polinémios.

Exemplo 2.2.6. Sejam f(z) = —22° + 322 — 2+ 3, g(z) = 32° + 42> + 2z — 1 e
h(z) = 22® — 52* + 3z — 5 em Z[z]. Entao,

f@)+g(x)=(—2+3)2* + B3+ 42+ (=1 +2)z+ 3+ (-1))
=2} T2 x4 2.

f@)+h(@)=(-2+2)2> + 3+ (=5)2* + (=1 + 3)z + (3 + (=5))
=02% — 222 + 20— 2
= —22% + 21 — 2.
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Na adigao de polinomios é valida a seguinte propriedade do grau: Sejam f(z) =
> i gajr’, com a, #0e g(x) =31 bjal, com by, # 0. Se f(x) + g(x) # 0 entao

gr(f(x) + g(x)) < mazx {gr(f(x)), gr(g(x))} = max{n,m},

ficando a igualdade valida sempre que gr(f(z)) =n # m = gr(g(x)).

Definigao 2.2.4. Sejam f(z) = Y37 ja;2’ e g(z) = >0 bz’ em Afz]. Definimos a

multiplicagao dos polinomios f(x) e g(x) em Alzx] por

n+m

fla) - g(e) = 3 e

em que

COICLO'Z)O
01:a0~bl+a1-b0

ca=ag by +ay- b+ as-by

Cj:ag'bj+(l1'bj_1—|—...+(lj’b0: Z ak-b“
Atp=j

Crntm = G - Dy

Chama-se de produto o resultado da multiplicacao de dois polinomios.

Observacao. Em consequéncia da definicao de multiplicagao de polinomios, verifica-se

que:
(1) Para quaisquer n, m € N, vale a identidade: " - 2™ = z"*™.
(2) Se f(x) =ae g(x) = by + bix + ... + b,x™, entao
f@)-gl@)=a-g(x)=a- (Zbﬁj> = (a-b)
=0 =0

=(a-by)+(a-b)x+..+(a-by)z™,

pois, no caso em questao, ag = a, n =0e ¢; = ag - b; = a - b;, para todo 57 € N.

Nesta ocasido, vejamos que a adi¢cdo e a multiplicacdo de polinomios em A[z]
possuem propriedades que decorrem das propriedades da adicao e da multiplicacao do
anel A.
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Proposicao 2.2.1. A adicdo e a multiplicacdo em A[z]| possuem as seguintes proprieda-
des, para quaisquer f(z), g(z) e h(x) em Alz] :

(Associatividade) (f(x) + g(z)) + h(z) = f(x) + (9(x) + h(z)) e

(f(@) - 9(x)) - h(z) = F(2) - (g(x) - h(z));

(Comutatividade) f(z) + g(z) = g(x) + f(z) e

1) 9(x) = 9(2) - (2);

(Distributividade) f(z) - (g(z) + h(z)) = f(z) - g(z) + f(z) - h(z);

(Existéncia de elemento neutro aditivo) O polinoémio nulo é tal que f(z) = 0+ f(x) €
Alz];

(Existéncia de simétrico) Seja f(x) = ag+ a1z + ... + a,x", o polinémio simétrico de f(x)
é o polindémio

—f(z) = (—ap) + (—a1)x + ... + (—ay)z";

(Existéncia de elemento neutro multiplicativo) O polindmio constante 1 é tal que 1- f(x) =
f(z), para todo f(z) € Alz].

Considerando as propriedades das operagoes de A[z], apresentadas da Proposigao
, podemos afirmar que, o conjunto dos polinomios Alz|, munido das operagoes de
adi¢ao e multiplicacao apresentadas nas Definigoes e ¢ um anel. Pelo fato de
Alx] estar sobre um anel, dizemos que A[z] ¢ um Anel de Polinémio.

Neste seguimento, como A[z| é um Anel de Polindémio, ¢ possivel realizar muitas
operagoes em A[z]| para encontrar as raizes de polinomios dados. Este fato sera bastante
util nos proximos capitulos.

Vejamos o exemplo a seguir, que trata da multiplicagao de polindmios.
Exemplo 2.2.7. Sejam f(z) = 2% +22° 4+ 3x — 5 e g(x) = 222 + 3z + 1 em Z[z]. Entao,

f(x)-g(x) = (2 +22* + 32 — 5) - (22° + 3z + 1)
2 (20 + 30+ 1)+ 227 (2% + 30+ 1) + 3z - (222 + 3z + 1)+
(=5)- (2% + 3z + 1)
@ (22° + 32% + 2%) + (da* + 62° + 222) + (62° + 922 + 32) + (—102% — 152 — 5)
D225 + (34 4)2* + (1+6+6)2° + (2+9—10)2> + (3 —15)z — 5

= 220° + Tt + 1323 + 2% — 122 — 5 € Z.
As igualdades acima foram assim obtidas:
(1) distribuigao das parcelas de f(z) na multiplica¢ao por g(x);
(2) obtenc¢do do produto de cada multiplicagao dos termos de f(x) pelos termos de g(z);

(3) utilizacao da defini¢ao da adigdo de polindmios;
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(4) adicao dos coeficientes das parcelas de o que possuem o0 mesmo expoente.

Voltando ao Exemplo podemos observar que

gr(f(z) - g(x)) = gr(f(x)) + gr(g(x)) = 5. (2.1)

A igualdade é justificada pela seguinte propriedade do grau em A[z]: Sejam f(z) e
g(x) polindmios nao nulos em A[z], em que A é um dominio de integridade. Se f(x) possuir
coeficiente lider a,, e g(z) tiver como coeficiente lider b,,, entdo o polinémio f(x) - g(x)
apresentara a,, -b,, como coeficiente lider. Isto ocorre porque a,, # 0 e b,, # 0 sdao elementos
nao nulos de um dominio de integridade, e assim, seu produto também é nao nulo. De
maneira particular, se f(x) e g(x) sdo polinémios ndo nulos, entdo f(x) - g(x) é ndo nulo,

e neste caso, A[z| também ¢ um dominio de integridade. Ademais,
gr(f(x) - g(x)) = gr(f(x)) + gr(g(x))-

A referida propriedade é denominada de propriedade multiplicativa do grau.

Observacao. Vale salientar que, se A nao é um dominio de integridade, mas possui o
coeficiente lider de f(z) ou de g(x) invertivel, a propriedade multiplicativa do grau sera

valida.
2.2.2.Corpo de Fracoes

Vimos na Subsecao , Exemplo [2.1.3] que o conjunto dos nimeros inteiros é
um dominio de integridade, isto €, o conjunto Z é anel unitario, comutativo e sem divisores

de zero. Dessa forma, o anel dos inteiros satisfaz a lei do cancelamento:
Sea,bceZ,a#0ea-b=a-c, entao b=c.

De fato, se a-b=a-c, teremos que 0 =a-b—a-c=a-(b—c),coma #0,daib—c=0
e b = c¢. Ainda, no estudo do anel dos inteiros percebe-se que apenas 1 e —1 possuem
inversos. Ou seja, 1-1 =1e (=1)-(—1) = 1, logo, o inverso multiplicativo de 1 & ele
mesmo e o inverso multiplicativo de —1 é o proprio —1. Em virtude disso, o conjunto Z
nao ¢ um corpo.

Definimos o conjunto dos ntimeros racionais por

Q:{%;a,bEZeb#O},

a aq
em que — = — se, e somente se, a-b; = b - a;.

b b
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Todo elemento da forma — € Q é denominado de fracao, onde a é chamado de
numerador e b de denominador da fracao.

No conjunto dos racionais as operacoes de adicao e multiplicacao sao definidas,
respectivamente, por

a c_a-d—i—b-c a ¢ a-c

b dT T bec © YdT b

de forma que as operagoes de adicao e multiplicagao no numerador e no denominador das

fracoes sao as operacoes dos inteiros. Se

a ay C C1

T h Cd T d
entao
a-d+b-c ay-di+b-c¢ . a-c_ap-¢
b-d by - dy b-d b -dy’

haja vista que a soma e produto independem da representacao da fracao e os produtos
cruzados sao coincidentes.

Considerando-se essas operagoes, verifica-se que o conjunto Q é um corpo que
compreende Z como um subanel. Assim, os elementos do conjunto Z podem ser encarados
como fracoes cujo denominador ¢ 1. Ainda, Q é o menor corpo que contém 7Z como
subanel, logo, se L ¢ um corpo que contém Z como subanel, entao Q est& contido em L,
em simbolos, Q C L. O conjunto Q é conhecido como corpo das fracoes de Z.

A mesma construgao serve para o anel F[z], em que F' é um corpo qualquer.

Em F[z], se f(z)-g(x) = 0, consequentemente f(z) = 0 ou g(x) = 0. Vale destacar
que os elementos do anel F[z]| que possuem inverso sao os elementos invertiveis de F. De

forma similar ao caso do anel dos inteiros, a lei do cancelamento é valida em Fz]:
Se f(x), 9(x), h(z) € Fla], f(x) # 0 e f(z) - g(x) = f(x) - h(z), entdo g(x) = h(z).
De fato, se f(x)-g(x) = f(x)-h(z) e f(x) # 0, teremos que 0 = f(z)-g(z) — f(z)-h(x) =

f(z) - (g(x) — h(z)), por conseguinte g(x) — h(z) =0 e g(z) = h(zx).
O conjunto das fung¢oes racionais pode ser definido por:

ﬂmz{ﬂﬂuu»wmeFMemm¢o}

g(z)

f@) _ filz)
em que ——= = ——= se, e somente se, f(z)-gi1(x) = g(x) - fr(z).
o) al ! 1)
Definimos as operacoes de adigao e multiplica¢do em F'(x) como:

flz)  s@) _ fl@) Haz) +g(2) - s(z)
glz)  t(z) g(x) - t(x) ’

~
8
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de forma que as operacoes de adicao e multiplicagao do numerador e denominador

sao operagoes de F[z]. Se

entao

fx) - t(z) + g(x) - s(x) _ fi(x) -ti(z) + 61(2) - 51()
g(x) - t(z) gi(x) - ta()

f@) - s(@) _ i) i)
g@) 1) gi(@)-hi(a)

visto que a soma e o produto independem da representacao da fracao e os produtos

cruzados sao coincidentes.

Considerando-se essas operagoes, temos que F(z) é um corpo que compreende
F[z] como subanel. Dessa forma, F[x] pode ser encarado como as fragdes de F'(x) cujo
denominador é 1. Ainda, F'(x) é o menor corpo que contém F[z| como subanel, ou seja,
se L é um corpo que contém F[z| como subanel, consequentemente F(z) C L.

Depois de bem definidas algumas propriedades acerca de Polinomios com Coefici-
entes em Anéis, podemos, no Capitulo 3, explorar teoremas, defini¢oes e propriedades que
englobam o estudo de polinémios e equacoes polinomiais de um ponto vista geral, a fim

de direcionar tais conceitos ao estudo de polinomios do terceiro grau e equacoes ciibicas.
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3. Estudo de Polinémios do Terceiro Grau
e Equacoes Cubicas

Este capitulo aborda caracteristicas, propriedades e definicoes de polinomios e
equacoes polinomiais em aspecto geral, contudo, fizemos o direcionamento desses resul-
tados para polindmios e equacoes de grau trés. Apresentaremos ainda a divisdo entre
polinémios e informacoes sobre os tipos de raizes de equacoes polinomiais. As referéncias
que embasam a escrita deste capitulo sdo: Antar Neto (1982) [2], Campos Filho (2007)
[5], Dante (2016) [8], Garbi (2010) [9], Giovanni e Bonjorno (2005) [10], Guimaraes (2006)
[13], Hefez e Villela (2018) [14], Iezzi (2014) [15], lezzi (2013) [16], Leonardo (2016) [18],
Lima (2006) |20], Lobo (2017) |22], Nascimento (2015) [24], Queiroz (2013) [26], Silva e
Barreto (2005) [27] e Souza (2010) [29].

3.1.Classificacoes

Para garantir maior clareza e compreensao no estudo dos assuntos aqui abordados,
neste momento é oportuno enfatizar a sutil diferenca entre polinémio, funcao polinomial
e equacoes polinomiais. Assim, quando falamos de expressao polinomial ou polinémio

fazemos referéncia as expressoes da forma:
A" + ap12" " 4 .+ a1z + ao,

onde os nimeros complexos a,,, a,_1, ..., a1, ag sao ditos coeficientes do polinémio, o termo
independente é ag, o nimero n é natural e x é a variavel tal que x € C.
Com relacao as funcoes polinomiais, elas classificam-se como func¢oes definidas por

expressoes polinomiais, assim, as representamos por:
f(z) = apz" + an_ 12" ' + ... + a1 + aq.

Observacao. Vale lembrar que as fungoes polinomiais podem ser chamadas apenas de
polinémios, uma vez que a cada funcao polinomial associa-se a um tnico polinémio e vice-
versa, sem que haja prejuizo de interpretacao, trataremos as duas nomenclaturas como

sinbnimas neste trabalho.

Quando trabalhamos com equacoes algébricas estamos em busca de uma incognita

que torne a equacao verdadeira e podemos classifica-las segundo a definicao a seguir:
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Definicao 3.1.1. Uma equacao é dita algébrica ou polinomial quando pode ser escrita
na forma f(z) = 0, de modo que a fun¢ao f(z) corresponde a um polinémio de grau n

que assume a seguinte forma genérica
f(x) = apa™ + ap 12" + ...+ a1+ ag = 0,
tal que a,, # 0, onde a,, a,_1, ..., ay, ag sao os coeficientes da equacao, com x € Cen € N.

Exemplo 3.1.1. Seja f(z) = 22 — 52% 4+ 3z — 1, temos um polinémio de coeficientes

reais 2, —5,3 e —1.

Exemplo 3.1.2. Seja f(z) = 2% — 2iz — i, temos um polindémio de coeficientes complexos

1,—2i e —i.

Pode-se dizer que um polindémio é formado por variaveis representadas por letras,
chamadas de parte literal, e nimeros que sao chamados de coeficientes. Para a melhor

compreensao dessa observacao, analisemos o exemplo seguinte:

Exemplo 3.1.3. No polinomio de terceiro grau f(z) = 223 temos que 2 é o coeficiente e

2 é a parte literal.

Ainda, vale destacar que um polinémio é estruturado pela multiplicacao dos ele-
mentos de seus termos e estes podem receber nomes especiais e serem classificados como
monoémio, binémio ou trinémio. A separacao dos termos de um polinéomio é comumente
caracterizada pelo uso de operadores aritméticos de soma ou subtracao.

Assim, um monémio é um tnico termo do polinémio, um binémio é um polinémio
com apenas dois monomios separados por uma operacao aritmética de soma ou subtragao e
um trinémio é um poliné6mio com trés monoémios separados por duas operacoes aritméticas
de soma ou subtracao. Para os casos em que o polindmio apresenta mais de trés termos

podemos nos referir a ele apenas como polinémio.

Exemplo 3.1.4. Consideremos os polinomios de grau trés fi(z) = 423, fo(z) = 223 + 322
e f3(x) = 2% + 222 — 2, temos que fi(z) é um exemplo de mondmio, pois apresenta um
tnico termo, fy(x) ¢ um binémio pois apresenta dois termos e f3(z) é um trindmio, tendo

em vista que ele é composto por trés termos.

Na Secao foi visto que o grau de um polinémio é indicado por n se f(z) =
ap + a1x + ... + a,x™ + ... é tal que a, # 0 e a a; = 0 para todo j > n. Assim, podemos
compreender que um polindmio de grau trés é aquele que possui o nimero trés como o
maior expoente dos mondomios que compoem o polindmio dado, ou seja, o trés é o maior

nimero ao qual a parte literal esti elevada.

Exemplo 3.1.5. O polinémio f(x) = 2% + 32% + 2 é um polindémio que possui o 3 como

o expoente de maior valor da variavel z, e isto caracteriza f(z) como um polinémio do
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terceiro grau. E como foi visto, representamos o grau de f como gr(f(z)) = 3. Além
disso, podemos dizer que f(z) é um polinémio ménico ou unitario, pois o coeficiente do

termo de maior grau, ou seja, o coeficiente lider, é igual a 1.

3.2.Tipos de Polinémios

Podemos classificar um polindémio quanto ao seu tipo em completo ou incompleto.
Os termos dos polindmios do tipo completo sdo organizados seguindo uma ordem de-
crescente, ou seja, do maior para o menor, nos expoentes relacionados a variavel e nao
hé& caréncia de nenhum termo nesta sequéncia decrescente de expoentes, em outras pa-
lavras, um polindémio completo deverd decrescer do maior expoente, de um em um, até
o grau zero, que é o termo independente do polindmio. O exemplo a seguir ilustra estas

observacoes:

Exemplo 3.2.1. O polinémio do terceiro grau f(z) =2 23 +12-2> —4-2' - 3-2% ¢ do
tipo completo, pois apresenta todos termos e expoentes da variavel x ordenados segundo

a seguinte sequéncia decrescente de expoentes: 3, 2, 1 e 0.

Nos polinomios do tipo incompleto observamos a auséncia de algum ou alguns

termos na sequéncia decrescente de expoentes, veja o exemplo seguinte:

Exemplo 3.2.2. O polinémio do terceiro grau g(x) = 2 - 23 —4 - 2! — 3 - 2% é do tipo
incompleto, pois ndo apresenta todos os termos e expoentes da variavel z. E possivel

observarmos a auséncia do termo correspondente a variavel de expoente 2.

Podemos escrever o polinomio g(x) do Exemplo na forma completa, mas,
para que nao haja alteracdo ou prejuizo em g(x), os coeficientes da variavel = deverao ser
completados com o nimero zero, assim, a forma completa do polindémio g(z) é dada por:

g(x)=2-234+0-22+4-2' — 3. 2°

Observacido. E importante ressaltar que nos casos em que um polinémio apresentar ex-
poente 1 na variavel poderemos omiti-lo. Além disso, podemos omitir também a variavel
quando a mesma apresentar expoente zero. Assim, no Exemplo [3.2.1], poderiamos escre-
ver o polinémio f(z) apenas como f(z) = 22% + 122% — 4z — 3. Logo, visando padronizar
a escrita do texto de acordo com as demais obras matematicas, neste trabalho faremos a
omissao do expoente 1 na variavel dos polindémios estudados e omitiremos também varia-

veis de expoentes zero.
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3.3.Valor Numérico e Raiz de Polind6mios

Defini¢ao 3.3.1. Seja a fungio polinomial f : C — C tal que f(z) = apa™ + ap_12™" 1 +
<o + a2 + a1z + ag, diremos que o valor numérico de f para z = a é o ntimero f(a) =

-1 2
a0 + a1+ .+ asa” + a0+ ag.

Em outras palavras, a obtencao do valor numérico ¢ feita a partir da substituicao

da variavel x pelo nimero a € C e das operacoes devidas em f.
Observacao. Vejamos que:

(1) Se a = 1 teremos que f(1) = a, + an_1 + ... + as + a1 + ag, ou seja, f(1) é igual a
soma dos coeficientes do polinémio f.
(2) Se a = 0 teremos f(0) = ap, ou seja, f(0) é igual ao termo independente de f.

Exemplo 3.3.1. Dado o polinomio de terceiro grau f(z) = 3z° + 222 — 3z — 1, o valor

numérico de f quando z = 2 é dado da seguinte maneira,

f2)=3-(2%*+2-(2*-3-(2) -1
=3-842-4-3-2—1
=24+8-6-1
= 25.

Logo, o valor de numérico f(2) é igual a 25.

Defini¢ao 3.3.2. Consideremos um polinomio f(x), um namero complexo « sera dito

raiz de f, se e somente se, f(a) =0, isto é
f(Oé) = anan + anflo[n_l + ...+ CLQOé2 + a1 + ag = 0.

Exemplo 3.3.2. O polinomio do terceiro grau f(x) = —z% + 52% — 2z — 2 admite o

nimero 1 como raiz, pois

f)=(-1)°*+5-1*-2-1-2
=—1+5-2-2=0.

Exemplo 3.3.3. Seja o polinomio f : C — C de grau trés dado por f(z) = 23+ 2iz*+ 3z,
calculemos f(1) e f(i).

f)=1"4+2i-1°+3-1=1+2i+3=4+2i
f@)y=P4+2i-*+3-i=(—i)+2i-(=1)+3i=0.
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Logo, i é raiz de f(x).

3.4.Raiz de Equacao Polinomial

Definicao 3.4.1. Denominamos a raiz de uma equacao algébrica como um nimero o € C
tal que f(a) =0.

Observacgao. No estudo de polinémios nulos tal que f(z) = 0, trabalhamos com poliné-
mios cujo valor numeérico é igual a zero para todo x € C, e assim, foi possivel inferir
que todos os coeficientes deveriam ser iguais a zero. Porém, ao estudarmos uma equagao
algébrica f(x) = 0, buscamos, geralmente, encontrar valores complexos x € C que sdo

raizes do polinomio f(x) e, consequentemente, tornam f(z) = 0 verdadeira.

Denominamos de Conjunto Solu¢ao ou Conjunto Verdade de uma equacao al-
gébrica f(x) = 0 o conjunto de todas as raizes dessa equagao e podemos representar tal
conjunto por S ou V, respectivamente. Em simbolos, escrevemos S = {a € C| f () = 0}
ouV ={aeC| f(a) =0} Ao resolvermos uma equagao algébrica, visamos encontrar

seu conjunto solugao.

Exemplo 3.4.1. A equacdo polinomial 23 — 322 + 2 = 0 possui # = 1 como raiz, pois ao
substituirmos x por 1 obtemos : 1> —3-124+2=1-3+2=0.

3.5.Divisao de Polinémios

A divisao de polinomios pode ser definida no conjunto de todos os polinémios com
coeficientes no anel A, ou seja , em Alx], isto porque as operagoes de adi¢ao e multiplicagao
j& foram bem definidas neste conjunto, como vimos na Secao .

Consideremos f(z) e g(z) polinomios em A[z]. Se g(x) # 0, podemos afirmar que
g(x) divide f(x) ou f(zx) é divisivel por g(z), quando existe o polinomio h(x) € Alz] de
tal modo que f(x) = g(x) - h(x), e neste caso dizemos que f(x) é multiplo de g(z).

Exemplo 3.5.1. O polinémio f(z) = z + 2 divide g(z) = 2* + 322 + 5z + 6 em Z][z].
Da propriedade multiplicativa do grau decorre a seguinte proposicao.

Proposicao 3.5.1. Consideremos os polinomios f(x), g(z) € Alz], com f(x),g(x) #0 e

o anel A. Se g(x) apresenta coeficiente lider invertivel e divide f(z), entdao gr(g(x)) <
gr(f(x)). 1

LA demonstragao dessa proposi¢ao encontra-se disponivel em [14], p. 87.
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Cabe recordar que, conforme estudamos na Secao , no anel dos inteiros Z os
tnicos elementos que possuem inversos sao 1 e —1 e, por isso, o conjunto dos inteiros Z
nao é corpo. No entanto, os conjuntos Q, R e C sao exemplos de corpos, tendo vista que
todo elemento nao nulo de tais conjuntos possuem inverso.

A divisao em A[z]| é denominada de divisao euclidiana.

Proposicao 3.5.2. (Divisao Euclidiana). Seja A um anel, consideremos os polinémios
f(z),g(x) € Alz], de forma que g(x) # 0 e possui coeficiente lider invertivel no anel
A. Fazer a divisao de f(z) por g(x) é encontrar os polinomios ¢(z) e r(x), unicamente

determinados, isto é, ¢(z) e r(x) existem e sao unicos, tais que

f(x) = g(x)q(z) + r(z), (3.1)
onde r(x) = 0 ou gr(r(z)) < gr(g(z))f

Na Proposi¢ao , chamamos f(z) de dividendo, g(x) de divisor, q(x) quociente
e r(x) de resto. Ainda, se r(x) = 0, ou seja, o resto da divisao for o polinémio nulo,

podemos dizer que a divisdo é exata e que f(z) é divisivel por g(z).

Exemplo 3.5.2. O polinomio f(z) =z" — a", com n € N e a € C é divisivel por x — .

E suficiente mostrar que
" — o = (CE _ O./) . (xnfl + Oéﬂfni2 + Oé2l'n73 4+ a/anx + Oénfl).

Ao aplicar a distributiva do x e do —a, efetuamos o cancelamento dos termos

opostos e obtemos
" tar" T+ e 4 T — e T — a2 — = — ot = 2" — o

Este exemplo trata-se de um caso particular do Teorema de D’Alembert apresen-

tado a seguir.

Teorema 3.5.1. Seja f(z) = a 2™ + ap_ 12" ' + ... + a2 + a1z + ag. Se o nimero

complexo a é raiz de f(z), entdo (z — a) divide f(z)F]
Exemplo 3.5.3. Seja o polinomio f(z) = 23 + 22 — 11z + 10. Temos que
F(2) =29 +22-11-2410=8+4—22+10 =0,

logo, 2 é uma raiz de f(z). Assim, pelo Teorema , 0 binomio = — 2 divide f(z).

2A demostragao dessa proposi¢ao encontra-se disponivel em [14], p. 87-88.
3A demonstragao desse teorema encontra-se disponivel em [20], p. 201.
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3.5.1.Método de Descartes

Também conhecido como método dos coeficientes a determinar, este método res-
paldado pela igualdade de polindémios e pela existéncia da unicidade na divisao de po-
linémios, visa obter os coeficientes dos polinémios quociente e resto a partir da relacao
f(z) = g(x)q(z) + r(x) apresentada na Proposicio [3.5.2.

Para encontrar os polinomios ¢(z) e r(z) recordemos que:

(1) gr(q(z)) = gr(f(z)) — gr(g(x)).
(2) r(z) = 0 ou gr(r(z)) < gr(g(x)).

Vejamos os passos a serem seguidos para determinar ¢(z) e r(x) aplicando o método
de Descartes:
(1° passo) a partir das relagoes (1) e (2) anteriormente apresentadas, fazemos a determi-
nacao do grau de g(x) e verificamos qual o grau maximo que r(x) pode apresentar;
(2° passo) apresentamos a forma dos polinémios ¢(z) e r(z), nas quais os coeficientes sdo
incognitas que devem ser determinadas;
(3° passo) a partir da identidade f(z) = g(z)q(z) + r(x), determinamos os coeficientes

que sdo incognitas de g(x) e r(z).

Exemplo 3.5.4. Verifiquemos se o polinoémio f(x) = 3z — 1422 + 23z — 10 ¢ divisivel
por g(z) = x? — 4z + 5.

Determinando o grau de ¢(x), temos que
gr(q(x)) = gr(f(z)) —gr(g(z)) =3-2=1.
Logo, q(x) apresenta grau 1 e é da forma az + b. Ainda,
gr(r(z)) < gr(g(z)) = 2.

Assim, o maior valor que o grau de r(x) pode assumir é 1 (ou r(x) = 0) e portanto,
r(z) é da forma cz + d.
A partir da identidade f(z) = g(z)q(z) + r(x), temos

32% — 142% + 232 — 10 = (2* — 4z + 5)(az + b) + (cx + d),

onde a igualdade deve ser satisfeita para todo valor complexo de z. Aplicando a proprie-

dade distributiva da multiplicagao e organizando os termos semelhantes, obtemos

323 — 142% + 237 — 10 = az® + (—4a + b)x® + (5a — 4b + ¢)x + 5b + d.
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Observemos que o sinal de igual demanda que os coeficientes sejam iguais de ambos

os lados da igualdade. Dessa forma, segue que

a=3
—4a+b=-14
Sa —4b+c =23
\51) +d=—-10
A resolucao do sistema nos fornece a = 3, b= —2, c=0e d = 0. Dai,

q(x) =3x—2er(z)=0.

Como o resto é o polinomio nulo a divisao é exata, ou seja, f(z) é divisivel por

g(z).

Seguindo as mesmas orientacoes explicitadas acima, resolveremos o exemplo a

seguir de forma andloga.

Exemplo 3.5.5. Verifiquemos se o polinémio f(z) = 623 + 2*> — x + 7 ¢ divisivel por
g(x) =2z + 1.

Determinando o grau de ¢(x), temos que

gr(q(x)) = gr(f(z)) —gr(g(z)) =3 -1=2.

Logo, q(z) ¢ um polinomio do segundo grau da seguinte forma: ax®+bx+c. Temos

que

gr(r(z)) < gr(g(z)) = 1.

Assim, como o grau do resto nao pode exceder o grau do divisor, temos que o maior
grau que r(x) pode assumir ¢ o grau 0 e portanto, o polinémio r é da forma r(x) = d.
Da identidade f(x) = g(x)q(z) + r(z), temos

623 + 22 —x+7= 2z + 1)(ax® + bz + ¢) + d,

onde a igualdade deve ser satisfeita para todo valor complexo de z. Aplicando a proprie-

dade distributiva da multiplicacao e organizando os termos semelhantes, obtemos

62° + 22 — x + 7 = 2ax + (a + 2b)z* + (b + 2¢)x + ¢ + d.
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Como o sinal de igual exige que os coeficientes sejam iguais de ambos os lados da
igualdade, segue que
2a =6

a+2b=1
b+2c= -1

c+d=7
\

Fazendo a resolucao do sistema, temos que a =3, b= —1,c=0e d = 7. Dali,
qlx)=32>—zer(z)=T1.

Como o resto é um polinémio constante, ou seja, a divisao é nao exata, temos que

f(z) nao é divisivel por g(x).

Na proxima subsecao veremos que é possivel solucionar os Exemplos e

através do algoritmo da divisao de polinémios.

3.5.2.Método da Chave

O método da chave é um processo que, assim como o método de Descartes, propoe-
se a determinar o quociente e o resto ja identificados na relacao da Proposicao
3.5.2| . No entanto, o caminho para essa obtencao é diferente. No método da chave,
ao invés de encontrarmos ¢ e r utilizando a relacao anteriormente citada, fazemos a
divisao euclidiana do polinémio f(z) pelo polinémio g(z) com coeficiente lider invertivel,
seguindo o modelo de divisao proposto por Euclides para ntimeros inteiros. E ao final da
divisao podemos verificar se ela estd ou nao correta substituindo os polinémios obtidos
em f(x) = g(x)q(z) +r(z).

Em énfase, o método da chave é o procedimento mais usual na divisao de polino-
mios e ele se baseia na divisao de numeros inteiros. A seguir, apresentamos a descricao

dos passos usados na obtencao de ¢(x) e r(x) na divisdo de f(x) por g(z):

(1° passo) fazemos a divisdo do termo de maior grau de f(z) pelo termo de maior grau

de g(z) e assim obtemos o primeiro termo do quociente ¢ (x);

(2° passo) fazemos a multiplicacao de ¢;(x) por g(z) e subtraimos o resultado de f(z).
Em outras palavras, somamos & f(z) o oposto do resultado obtido na multiplicacdo de

¢1(z) por g(x), feito isto, encontramos o resto parcial ri(x);

(3° passo) caso gr(ri(z)) < gr(g(x)), concluimos que 7 (x) = r(x) e consequentemente,

¢1(x) serd igual ao quociente procurado;

(4° passo) caso gr(ri(z)) > gr(g(x)), fazemos a divisao do termo de maior grau de r(z)

pelo termo de maior grau de g(z), de forma a obter um segundo quociente gz(x);
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(5° passo) fazemos a repeti¢ao dos passos acima, até o momento que gr(ry(z)) < gr(g(z)),

quando isso acontecer, teremos que ri(x) = r(x) e qi(z) = q(z).

Para entendermos a técnica empregada no processo anteriormente citado, faremos
a divisao dos polinomios f(z) e g(z) abordados nos Exemplos e por meio do

método da chave.

Exemplo 3.5.6. Vejamos a utilizagao do método da chave na divisao do polinémio f(x) =
32% — 1422 + 23x — 10 pelo polindomio g(z) = x? — 4z + 5.

Seguindo a orientacao dos passos indicados anteriormente, obtemos:

3x3 — 1422 + 232 — 10 |22 —4x +5

— 323 4+ 1222 — 15z 3z —2
—22% +8x—10
222 — 8z + 10
0

ou seja, o uso do método da chave na divisdo de f(z) por g(x) fornece q(z) =3z —2 ¢
r(z) = 0, o mesmo resultado obtido na utilizagdo do método de Descartes no Exemplo

, onde concluimos que f(x) é divisivel por g(x), pois a divisao é exata.

Exemplo 3.5.7. Vejamos a utilizagao do método da chave na divisao do polinémio f(x) =
623 + 22 — x + 7 pelo polindomio g(x) = 2z + 1.
Seguindo a orientagdo apresentada para a técnica empregada no método da chave, obte-

mos:

623 +a2—ax+T7|2x+1

— 627 — 322 ‘3:52—3:
— 222 — 1
22% +
7

isto ¢, q(x) = 322 — z e r(z) = 7, 0 que caracteriza a divisao de f(x) por g(z) em nao
exata.

Mais uma vez foi possivel constatar que o método da chave fornece o mesmo resul-
tado que o método de Descartes na procura pelo quociente e o resto em uma divisao. Ao
estudarmos ambos os métodos, podemos observar que compreendidos os passos a serem
seguidos no método da chave, este se torna mais simples de ser utilizado e esta pode ser a
justificativa para os livros didaticos do ensino médio darem uma notoriedade maior para
o segundo método, dentre tais livros podemos citar: lezzi et al. (2014) [15], Dante (2016)
[8] e Leonardo (2016) [18].
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3.6.Teorema Fundamental da Algebra

Teorema 3.6.1. Toda equacao algébrica de grau maior ou igual a 1 apresenta pelo menos

uma raiz complexa.[z_f]

O Teorema Fundamental da Algebra (T.F.A.) nos garante que dada uma equacio
polinomial de grau n > 1 havera no minimo uma raiz desta equacao que serd complexa,
porém, ele nao nos diz quantas sao ou quais sao as raizes da equacao considerada.

Como consequéncia do T.F.A. temos o Teorema da Decomposicao enunciado a

seguir.

Teorema 3.6.2. Todo polindémio f(z) = a,2" + a,_12" 1 + ... + ax2® + a2 + ag com
n maior ou igual a 1 e a, # 0 pode ser decomposto e escrito na forma fatorada como
fl@) = ap(x—q)(x—ag) (z —az) - ... - (r —ay), em que ag,qs, s, ..., , SA0 raizes

complexas do polindmio. Com excecao da ordem dos fatores, esta fatoracao é flnica.E]

Assim, temos que
f)y=0=a,(z—a1)(x—ag)(x —az) ... (x —ay,) = 0.

Isto nos mostra que toda equacao polinomial de grau n, com n > 1, apresenta
exatamente n raizes complexas, e estas podem ser reais ou nao. E como nosso foco de
estudo sao as equacoes polinomiais de grau trés, é acertado dizer que estas equacoes
possuirao exatamente trés raizes complexas nao necessariamente distintas. Observemos o

exemplo a seguir.

Exemplo 3.6.1. O polinémio f(z) = 22® — 82? — 2z + 8 possui grau n = 3 e por isso
apresenta trés raizes, neste exemplo, as raizes do polinémio sao reais e distintas: a; = —1,
as = 1, ag = 4. Escrevendo f(z) na forma fatorada, temos: f(z) =2(xz+1)-(z—1)-
(x —4).

Neste estudo assumiremos a veracidade dos Teoremas e sem demons-

tracao.

3.7.Multiplicidade de uma raiz

Um polinémio f(x) de grau n > 0 pode apresentar fatores iguais na sua decom-
posi¢ao, assim, uma equacao polinomial de grau n apresenta n raizes e estas podem ser

distintas ou iguais. Dessa forma, dizemos que a multiplicidade de uma raiz é a quantidade

4A demonstragdo desse teorema encontra-se disponivel em [24], p. 41-44.
>A demonstragao desse teorema encontra-se disponivel em [20], p. 219-220.
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de vezes que uma mesma raiz aparece. No caso de polindmios do terceiro grau, estudamos
que eles apresentam trés raizes, vejamos as possibilidades quanto a multiplicidade dessas

raizes:

e Se uma equacao polinomial do terceiro grau apresentar trés raizes distintas, cada

uma delas serd chamada de raiz simples ou raiz de multiplicidade 1;

e Quando uma equacao polinomial do terceiro grau apresentar duas raizes iguais e
uma distinta, poderemos dizer que as raizes iguais tém multiplicidade 2 (raiz dupla)

e que a raiz distinta é uma raiz simples ou raiz de multiplicidade 1;

e Casos em que uma equacao polinomial do terceiro grau apresentar trés raizes iguais,

diremos que a raiz tem multiplicidade 3 (raiz tripla).

Exemplo 3.7.1. O polinomio f(z) = 2* — 32> —2+3 = (x+1)(z — 1)(z — 3) possui trés

raizes distintas. Logo, dizemos que —1, 1 e 3 sao raizes simples ou de multiplicidade 1.

Exemplo 3.7.2. O polinémio f(z) = 23 — Tia? — 152 + 9i = (v — 3i)*(z — i) = (v —
3i)(xz — 3i)(x — i) possui duas raizes iguais e uma raiz distinta. Logo, dizemos que —3i ¢é

raiz dupla ou de multiplicidade 2, e i é uma raiz simples ou de multiplicidade 1.

Exemplo 3.7.3. O polinomio f(z) = 2* — 62>+ 120 -8 = (2 —2)% = (z —2)(x —2)(x — 2)

possui trés raizes iguais. Logo, dizemos que 2 é raiz tripla ou de multiplicidade 3.

Teorema 3.7.1. Uma equacgao polinomial de grau n apresenta n raizes, reais ou comple-

xas, que sao contadas conforme sua multiplicidade.ﬂ

3.8.Raizes Nulas

As equagoes algébricas que nao apresentam o termo independente ay terao o ni-
mero zero como raiz, de forma que a multiplicidade da raiz serd igual ao menor expoente
da incognita.

Em vista disso, para identificarmos a quantidade de raizes nulas de equacoes poli-
nomiais do terceiro grau que nao possuem o termo independente, verificamos qual o menor

valor do expoente na incognita da equagao. Vejamos os exemplos:

Exemplo 3.8.1. A equacgao polinomial f(z) = 2° — 42? + 5x = 0 apresenta apenas
coeficientes acompanhados da incognita x, o que significa que ela nao possui o termo
independente, fatorando f(x), obtemos f(z) = x - (z* — 42 +5) = 0, o que facilita nossa
percepcao em identificar que a equacao possui uma raiz nula ou uma raiz nula de multi-

plicidade 1, pois o menor expoente de x é o niimero 1.

6A demonstragao desse teorema encontra-se disponivel em [5], p. 274.
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Exemplo 3.8.2. A equagao polinomial f(z) = 2z® — 322 = 0 nao possui o termo inde-
pendente, fatorando f(x), obtemos f(z) = 2 - (2x — 3) = 0, isto posto, observamos que
a equacao apresenta duas raizes nulas ou uma raiz nula de multiplicidade 2, pois o menor

expoente de x é o namero 2.

3.9.Raizes Complexas

Teorema 3.9.1. Dado o polinomio f(z) = a,2" + a, 12" " + ... + asx? 4+ a1z + agy, com
coeficientes reais e a, # 0, sendo o ntumero complexo z = a — bi (b # 0) uma raiz da
equagao polinomial, entao o conjugado de z dado por Z = a — bi (b # 0) também sera raiz

da equacao dada.ﬂ
Do Teorema decorrem as seguintes consequéncias:

e Se um nimero complexo z = a + bi (b # 0) com multiplicidade m for raiz de uma
equacao polinomial de coeficientes reais, entao o conjugado z também sera raiz de

multiplicidade m dessa equacao.

e Uma equacao polinomial com coeficientes reais contém um nimero par de raizes

complexas.

e Se o grau de uma equacao polinomial com coeficientes reais for impar, esta apre-
sentard pelo menos uma raiz real. Assim, equacoes polinomiais de grau trés com

coeficientes reais, admitem pelo menos uma raiz real.

Exemplo 3.9.1. O polinomio do terceiro grau f(x) = 323 — 92% + 3z + 15 possui as
seguintes rafzes: —1, 2+ e 2 — i, ou seja, f(x) apresenta uma raiz real, uma vez que seu
grau é impar, e um par de raizes complexas, tendo vista que os coeficientes de f(z) sdo

reais.

3.10.Raizes Irracionais

Teorema 3.10.1. Se o nimero real a + by/c, com a,b € Q e /c € R — Q, é raiz de uma
equagao algébrica f(z) = 0 de coeficientes racionais, entdo o nimero a — by/c também

seré raiz da equacao dada com a mesma multiplicidade de a + b\/Eﬂ

TA demonstragao desse teorema encontra-se disponivel em [22], p. 55-56.
8 A demonstracao desse teorema ¢ um caso analogo da demonstracio do teorema das raizes complexas.
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Exemplo 3.10.1. Sabendo que a equacao polinomial do terceiro grau z3 — 24x +40 = 0
admite como uma de suas raizes o nimero —1++/21, do Teorema|3.10.1|, podemos inferir
que —1 — v/21 também é raiz da equacgao dada.

3.11.Raizes Reais

O teorema a seguir é muito 1til para identificar a quantidade e algumas caracte-

risticas de raizes de equagoes polinomiais em um intervalo real aberto.

Teorema 3.11.1. Seja o polindmio de coeficientes reais de grau n e um intervalo real
Jas b

f(l') = aﬂxn + anflx‘ril + an72xn72 + 4 a1r + ap,
onde a < b e ambos ndo sdo raizes de f(x). Vale que:

(1) se f(a) e f(b) possuem o mesmo sinal, ou seja, f(a) - f(b) > 0, entdo f(x) = 0
apresenta um nimero par de raizes reais em ]a; b[ ou nao apresenta raizes em |a; b .
(2) se f(a) e f(b) possuem sinais contrarios, ou seja, f(a) - f(b) < 0, entdao f(x) = 0

apresenta um nimero impar de rafzes reais em |a; b ﬂ

O Teorema [3.11.1] é conhecido como Teorema de Bolzand™”]. Os exemplos abaixo

trazem a aplicacao deste teorema.

Exemplo 3.11.1. Analise a quantidade de raizes reais que a equacao polinomial do
terceiro grau 2® + 5z? — 3z 4+ 4 = 0 apresenta no intervalo de ]0;1] .
Seja o polinoémiof(x) = 23 + 52% — 3x + 4. Calculando o valor numérico de f(0) e

f(1), temos que

fO)=0+5-02-3-04+4=4>0
f()=1"+5-1"-3-14+4=7>0.

Pelo Teorema da Decomposi¢ao, sabemos que f(z) apresenta no maximo 3 raizes. Como
f(0)- f(1) > 0, decorre do Teorema de Bolzano que 23+ 522 — 3z +4 = 0 pode apresentar
duas ou nenhuma raiz real no intervalo |0; 1], considerando que zero é par. Especificada-

mente neste caso, a equacao nao admite raizes no intervalo dado.

Exemplo 3.11.2. Verifique a quantidade de raizes da equacao 23 — 322 + 72z +1 =0 no

intervalo | — 1; 1] .

9A demonstragao desse teorema encontra-se disponivel em [9], p. 125-126.
0 Conforme [13], Bernhard Bolzano (1781-1848) foi um padre catolico, matematico, tedlogo e filésofo,
nascido em Praga, Tchecoslovaquia.
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Seja o polinémio g(z) = 2* — 322 + 7z + 1. O valor numérico de f(—1) e f(1) é

f(=1)= (=1’ =3- (1)’ 4+7-(-1)+1=-10<0
13—3.1°47-1+1=6>0.

Como f(0)- f(1) < 0, do Teorema de Bolzano temos que a equagao z° — 322+ Tz +1=0
pode apresentar uma ou trés raizes reais no intervalo dado. Neste exemplo, a equacao

apresenta uma unica raiz real no intervalo de | — 1; 1] .

Definidas as operacoes com polindmios, feita a apreciacao das particularidades
importantes no estudo de polinémios do terceiro grau e das equagoes clbicas, podemos
iniciar o estudo de alguns métodos de resolucao de equacoes do terceiro grau, no Capi-
tulo 4, tendo vista que conhecemos também muitas informacgoes sobre os tipos de raizes

possiveis no estudo dessas equagoes.
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4. Métodos Resolutivos de Equacoes Po-

linomiais do Terceiro Grau

Neste capitulo iremos estudar o Dispositivo de Briot-Ruffini, as Relacoes de Girard,
o Teorema das Raizes Racionais e a Formula de Cardano-Tartaglia, métodos algébricos
que solucionam equacgoes de grau trés[] Veremos também relacdes importantes acerca
das raizes de equagoes cibicas e a interpretagao geométrica das equagoes do terceiro grau
estudadas por Nicola Fontana e Girolamo Cardano. As referéncias utilizadas para a cons-
trugao deste capitulo foram: Andrade (1997) [I], Carneiro (2015) [6], Dante (2016) [§],
Giovanni e Bonjorno (2005) [10], Guidorizzi (2001) [12], Hefez e Villela (2018) [14], Lima
(1987) |19], Lima (2006) |20], Lobo (2017) |22], Nascimento (2015) [24], Silva e Barreto
(2005) [27], Silva e Pereira (2019) [28] e Souza (2010) [29].

4.1.Dispositivo de Briot-Ruffini

Estudamos na Secao [3.5| 0 Teorema |3.5.1], o qual nos garante que se um niimero
a é raiz de um polinomio f(x), teremos que f(x) é divisivel por (z — ). Agora, veremos
que a divisao de f(x) por um polinémio do primeiro grau (x — ) com « € C nos permite
determinar de maneira pratica g(x) e r(x) que satisfazem a relacao f(z) = (r — a)q(z) +
r(z). Dessa forma, vamos apresentar um outro método, diferente do Método de Descartes
e do Método da Chave, para determinar o quociente e o resto na divisao de polinomios
por (x — «).

Este outro método é o chamado Dispositivo de Briot—Ruﬁinﬂ que na divisao de
f(z) por (x — a) pode-se conseguir a obtengdo de um polinémio ¢(x), de modo que
o grau de ¢(z) é uma unidade inferior ao grau de f(z). Deste modo, o dispositivo em
questao torna-se de grande relevancia na determinagao das raizes de equacoes polinomiais,
pois, conhecida uma das raizes de um polinémio f(z), o dispositivo pode nos fornecer o
polinomio quociente, onde as raizes de ¢(z) sdo as demais raizes procuradas de f(x).

Para a descricao do dispositivo de Briot-Ruffini utilizaremos o método de Descar-

tes. Consideremos um polinémio de grau n

IAs transformadas de Mobius também solucionam equacoes ciibicas. A quem interes-
sar, consultar a monografia de Ana Nonato Trigueiro para maiores detalhes, disponivel em
<https://repositorio.ifpb.edu.br/xmlui/bitstream /handle/177683 /1508 / TCC%20ANA %20NONAT 0 %20
TRIGUEIRO.pdf7sequence=1&isAllowed=y>. Acesso em: 10 Jul. 2021.

2De acordo com [29], este dispositivo leva esse nome em homenagem aos matematicos Charles Auguste
Briot (1817-1882) e Paulo Ruffini (1765-1822).
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f(z) = apa™ + 1"+ Ay 2+ -+ arx + ap.

Na divisao de f(x) por (x — «), sejam ¢(x) o quociente de grau (n — 1) e r(z) o

resto, tais que
q(x) = by 12"+ by 0™ 2 4 by 37" 4+ iz + by e () = 1.
Da definicao de divisao, temos que
flx) = (& = a)q(z) + 0.
Fazendo a substitui¢do do valor de ¢(z) na relagdo acima, obtemos
f(x) = (x — @) (bp_12™ 1 4+ bp_0x™ 2 + bp_32" 3 + -+« + byx + by) + 70.
Desenvolvendo a multiplicacao do segundo membro, encontramos

() = bp1x™ + byox™t + by 32" 2 + -+ box — by — by g2 —

ab,_sx™ 3 — - —abyx — aby + 9.
O agrupamento dos termos semelhantes, nos fornece
f(x) = bp 12"+ (bp_o — abp_1) 2" L+ (by_g — aby_o)x™ 2+ -+« + (bg — aby)x + (1o — aby).
Assim, substituindo o valor de f(x) dispomos de
Anx™ + Q1" F Ao 2+ gz + ag
= by 12" + (by_o — abp_1)x" ' + (by_3 — abp_2)x™ 2 + -+ + (bg — aby)x + (ro — aby).

Igualando os coeficientes aos respectivos termos de f(x) obtemos

(

ap = by b1 = ay,

Up—1 = by_g — aby_y bp—o = an_1+ ab,_1

ap—2 = bn—S - abn—2 bn—S = ap—2+ abn—Q
=

(llzbo—abl b0:a1+ab1

\CL():T[)—O./Z)O \T0:a0+01b0

Podemos observar que a partir da sequéncia de igualdades do segundo sistema foi
possivel encontrar os termos do quociente, em ordem decrescente dos expoentes de x, e
também o resto, determinados com base em um procedimento recursivo, em que dada a
igualdade de b,_; = a,, os demais coeficientes de ¢(x) puderam ser obtidos um apds o
outro, multiplicando-se o coeficiente anterior de ¢(z) por a e em seguida, somando-se ao
coeficiente correspondente de f(x).

O resultado exposto nos sistemas pode ser organizado e determinado de forma

sucinta e pratica, no chamado dispositivo de Briot-Ruffini:
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Oé‘ Qp, ap—1 Ap—2 -+ Q1 Qo

(4.1)
a1 buz bus oo by |

Como verificado em , na primeira linha aparece a raiz « seguida dos coeficien-
tes de f(x), os quais devem ser organizados seguindo a ordem das poténcias decrescentes
de z, incluindo os termos que possuem coeficiente nulo. Logo apos, na segunda linha,
identificamos os coeficientes b,_1,b,_2,b,_3, - ,by de q(z) e o resto 1y que também fo-
ram obtidos conforme os céalculos ja descritos e apontados nas igualdades exibidas no
sistema da direita, anteriormente mencionando.

Nos exemplos a seguir estudaremos a aplicacao do método de Briot-Ruffini no
célculo de algumas divisoes de polinémios por (z — «) e na resolugao de algumas equagoes

polinomiais do terceiro grau.

Exemplo 4.1.1. Dividir o polinémio de grau trés f(z) = 22% — 32% — 8x — 3 por g(x) =
x — 3.
(1° Passo) Na primeira linha colocamos a raiz a = 3 de g(x) seguida dos coeficientes

2,-3,—8 ¢ —3 de f(z), em ordem decrescente dos expoentes de x.

3|2 -3 -8 -3
|

(2° Passo) Na segunda linha, baixamos o niimero 2, o coeficiente lider de f(z).

3/2 -3 -8 -3

1
2

(3° Passo) Fazemos a multiplica¢ao da raiz o = 3 do divisor pelo coeficiente lider de f(z)
e adicionamos o produto com o segundo coeficiente de f(z), em seguida, colocaremos o

resultado da operacgao 3.2 4+ (—3) = 3 abaixo deste segundo coeficiente.

3|2 -3 -8 -3
\2 3

(4° Passo) Multiplicamos a raiz o = 3 pelo niimero 3 que encontramos no passo anterior.
Feito isto, adicionamos o resultado do produto com o terceiro coeficiente de f(x), logo

apos, colocaremos o resultado da operagao 3.3+ (—8) = 1 abaixo deste terceiro coeficiente.

3|2 -3 -8 -3
\2 3 1
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(5° Passo) Fazemos o procedimento destacado nos passos trés e quatro sucessivas vezes
até que cheguemos ao ultimo ntimero encontrado, e este serd o resto da divisao, espe-
cificadamente neste caso r(z) = 0. Assim, os nameros localizados & esquerda do resto,
na segunda linha, sdo os coeficientes do quociente ¢(z), que da esquerda para a direita

seguem a ordem decrescente das poténcias de x.

3[2 -3 -8 -3
2 3 1 o

Portanto, através do dispositivo de Briot-Ruffini determinamos ¢(z) = 222 +3z+1

e r(z) = 0 como resultado da divisao de f(z) = 2z* — 32% — 8z — 3 por g(z) =z — 3.
Exemplo 4.1.2. Dividir f(z) = 2* — Tiz? — 152 + 9i por g(z) = = — 1.

i1 -7 15 o
1 -6 -9 |0

A utilizagao do dispositivo de Briot-Ruffini na solugdo deste exemplo nos fornece g(x) =

x? — 6iz —9 e r(z) = 0.

Exemplo 4.1.3. Resolver a equacdo polinomial do terceiro grau z® — 2% — 2z + 2 = 0.
Ao observarmos a equagao podemos identificar ligeiramente que a soma dos coefi-
cientes é igual a zero, isto significa que 1 é uma raiz da equacao. Assim sendo, podemos

aplicar o dispositivo de Briot-Ruffini na divisao de 2® — 2% — 22 + 2 por & — 1, vejamos

1\1 B
10 -2 o

Da divisao obtemos o polinomio ¢(z) = z? + 0z — 2. Logo, basta resolvermos a
equacdo do segundo grau z2 — 2 para encontrarmos as raizes oq = —v/2 e g = /2.
Portanto, as raizes da equacgao original sao S = {—\/5, 1, \/5}

Observacao. Em exemplos como o anterior, onde temos de conhecer uma raiz de uma
equacao qualquer para s6 entao buscar determinar as demais raizes, ¢ conveniente inici-
almente verificar se alguns dos valores 0,1 e —1 sao raizes da equacao, tendo vista que

estes valores aparecem com frequéncia neste tipo de problema.

Exemplo 4.1.4. Resolver a equacao 23 — 822 + 292 — 52 = 0, tendo em vista que 4 é
uma de suas raizes.
Seja f(z) o polinomio dado, de modo que 4,7 e s sdo as raizes de f. Pelo

Teorema da Decomposicao, temos que

flz)=(zx—4)(z —aq)(x — 0422,
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ou seja,
f(x) = (z —4)q(x).
Aplicando o dispositivo de Briot-Ruffini na divisdo de 2® — 822 + 292 — 52 por
x — 4, temos
411 -8 29 52
1 -4 13 |o.

Logo, com a obtengao de q(x) = x?—4x+13 podemos encontrar as raizes a; = 2—3i
e g = 2 + 31 da equacao do segundo grau x? — 4x + 13 = 0.

Portanto, as raizes da equacao original sao S = {2 — 34,2 + 3i,4}.

A solucao dos exemplos acima demonstra a agilidade que o uso do dispositivo de
Briot-Ruffini pode nos proporcionar na resolucao de equagoes do terceiro grau. Porém, o
uso desta ferramenta exige o conhecimento de uma das raizes da equacao, o que limita a
aplicacao deste método.

E do nosso conhecimento que este dispositivo pode ser também uma ferramenta
auxiliar na resolucao de equacoes que possuem grau diferente de trés, com a ressalva de que
o dividendo pode assumir qualquer grau e o divisor deve ser do tipo (z — «). Porém, uma
curiosidade pouco divulgada sobre tal dispositivo é a possibilidade dele ser generalizado,
ou seja, é possivel obter um algoritmo semelhante que permite ao divisor g(z) possuir
qualquer grau, assim, essa nova versao do algoritmo é capaz de realizar, por exemplo, a
divisdo de f(z) = 227 +52%—132°+ 1024 +1223+ 222+ 16242 por g(x) = 23+32? —5x+1F|

4.2.Relacoes entre Coeficientes e Raizes

Estudaremos agora outro método que caracteriza-se por simplificar o processo de
resolucao de equacoes polinomiais em geral, no entanto, como nosso foco sao as equacoes
cujo grau é trés, nossa abordagem na descrigao deste método serd voltada para estas
equagoes.

Assim como o dispositivo de Briot-Ruffini, o método em questao é bastante abor-
dado nos livros didaticos do ensino médio, sendo conhecido como Relagoes entre Coefici-
entes e Raizes ou simplesmente Relagées de Girard] Sobre a relevancia em utilizar este

método na resolucdo de equagoes, Souza (2010) [29] nos conta:

3A generalizagao de Briot-Ruffini encontra-se disponivel em [1], p. 1-3.
“Conforme [13] , Albert Girard (1590-1633) foi um professor matematico da Franga, detentor de muitas
contribui¢oes em analise, calor, luz e eletricidade.
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As relagbes de Girard sdo de grande utilidade na resolugao
de equagdes polinomiais, pois relacionam as raizes e os
coeficientes de uma equagao. Por meio dessas relagoes,
podemos estabelecer um sistema de equagoes (cuja resolu-
¢do, em geral, é mais simples que a da equagdo inicial) que

permite resolver a equagao inicial. (SOUZA, 2010, p.271).

Contudo, de antemao, é preciso se conhecer alguma caracteristica das raizes da
equacao para que se use as relagoes de Girard. Vejamos agora a deducao das relacoes de
Girard para equacoes polinomiais de grau n e posteriormente as relacoes de Girard para

equagoes de grau trés.
4.2.1.Relacoes de Girard para Equacoes Polinomiais de

grau n

Consideremos o polinémio
f(l') = an:cn + anflmn_l + -+ a1x + agp (an 7é O)

e sejam vy, ao, ..., o, as n raizes complexas de f(x), as quais podem ser distintas ou nao.
Vimos no Teorema da Decomposicido que f(z) pode ser decomposto e escrito na forma

fatorada, deste modo
f(@) =an(x —ar)(z —ag) - (x — ay).

Da forma fatorada de f(z), apos o desenvolvimento da multiplica¢do, obteremos 2"
termos e ao ser feito o agrupamento dos termos semelhantes, somos capazes de determinar
os coeficientes de f(z) em termos de suas n raizes.

De inicio encontraremos o coeficiente do termo da maior poténcia de x e seguiremos
determinando os coeficientes respeitando a ordem decrescente das poténcias de . Vejamos
que o primeiro termo é o que contém z", sendo gerado pela multiplicagao das parcelas
“z” de cada fator, assim, basta observarmos a forma fatorada de f(x) para percebemos
que o termo em questao possuira o coeficiente igual a a,,.

O proximo a ser constituido ¢ o termo que contém "', de forma que apés a

realizacao da multiplicacao de x em todos os fatores, exceto em um deles, obteremos

n—1 __ n—1 __ n—1

an(—ag —ag — - —ap)z" = —a, (g +ag + -+ a) 2" = —a,S1x

[ S

S1

de modo que S; representa a soma das raizes de f.
A configuracao do termo que contém 2" 2 ¢ dada pelo mesmo procedimento des-
crito anteriormente, porém, na multiplicacao as raizes agora sao tomadas duas a duas, ou

seja,
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an((—0n)(=a2) + (—a2)(—as) + - + (—an_1)(—an))z"

2

2 = anSZIn_ )

=a, (ag + agag + -+ 10y T

. J

Sa

em que Sy representa a soma dos produtos das raizes de f(x), tomadas duas a duas.
Expandindo a légica que vinha sendo desenvolvida, podemos dizer que o termo
que contém z"F terd k produtos do tipo (—ay)(—as)---(—a) e a soma dos produtos

das raizes tomadas k a k serao representadas por S, assim, temos que
an(—=1)kSpam*.

Com relacao ao termo independente, este serd obtido com o produto das n raizes,

sendo ag dado por

ap(—ay)(—ae) -+ (—an) = an(—1)" g - - -y, = a, (—1)™S,,.

Sn

Em suma, o desenvolvimento da forma fatorada de f(x) resulta em
f(#) = anz”™ + ap 12"+ ap0t™ P+ " 4+ ag
= 4™ — @, S12" 7+ 4 Sox" 2 4 -+ an (= 1)FSka R 4+ a, (= 1),

Igualando os termos semelhantes, conseguimos relacionar os coeficientes do polino-

mio f(z) com as somas dos produtos de suas raizes, vejamos:

( (

Ap—1 = —a, 51 S1 = et
Qnp,
Ap—2 = anS2 82 — n—2
Qp,
_ _1\k =
Ap—f = an( 1) Sk Sk — (_1)ka"—k
Qnp,
ap = a,(—1)"S,
N ( ) Sn = (_1)n at
\ Qp,

No sistema da direita encontra-se as relacoes de Girard para equagoes de grau n,
assim, adquiridas algumas informagoes sobre as raizes de uma equacao dada, as relagoes

anteriormente apresentadas poderao ser muito tteis na descoberta de um conjunto solucao.
4.2.2.Relagoes de Girard para Equacoes Polinomiais de

grau 3

Consideremos o polindémio do terceiro grau



Capitulo 4. Métodos Resolutivos de Equacoes Polinomiais do Terceiro Grau 58

f(z) =az® +ba* +cx+d (a #0)

e sejam «aq, g e az as raizes de f(z). Assim, a equagdo polinomial f(x) = 0 pode ser

decomposta e escrita na forma fatorada
flz) =a(x —ay)(z — as)(z — a3) = 0.
Logo, temos que
ar® + bz’ +cx+d=alr —ay)(z — az)(z — az) = 0.

Dividindo ambos os membros por a (a # 0), encontramos
d

b c
30220 %, 0% _ — o).
T’ + —x° + —x + (x —ay)(z — ag)(z — a3)

Efetuando a multiplicacao no segundo membro, obtemos

b c d

234+ —2? + —x+ — = (2% — zay — vy + agan) (T — az)
a a a

d

a

3

b c
4 222+ —v+ — =2% — 2203 — 220 + Tanas — 20y + TO0s + o — aqaaas.
a a

Agrupando os termos semelhantes, dispomos de

3,0 5 d 3 2

s + am + aa: + o= % 4 (—ap — g — az)x® + (agas + aqgas + asaz)r — agasas
3 b, ¢ 3 2

x° + e + e + S= - (o1 + g + ag)z” + (e + s + asas) T — agasas.

Pela identidade de polinémios, segue que

b
a1+ o + a3 = —5 (42)
c
10 + Qi3 + vy = a (43)
d
109Xy — ——. (44)
a

Portanto, as relagoes (4.2)) , (4.3)) e (4.4) sdo as relagoes de Girard para equagoes

polinomiais de terceiro grau.
Os proximos exemplos trazem o uso das relagoes de Girard como ferramenta au-

xiliar na resolucao de equagoes do terceiro grau.

Exemplo 4.2.1. Resolver a equacao 2% — 522 +7x — 3 = 0 sabendo que uma raiz é dupla.
Como existe uma raiz dupla, podemos nomear as raizes da equacao por ai, a; e

as. Das relagoes de Girard, temos

a1 t+oa;+tas=5=201 +ay =5 (45)
a1 + Qg + Qg = 7= Oé% + 2@10[2 =7 (46)

ajaqae = 3 = a’ay = 3. 4.7
1
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De (4.5) , temos que ay = 5 — 2a4, logo, substituindo na relagao (4.6) , obteremos

aF + 20100 = 7= af + 20, (5 — 209) =7
o? +100; —4a? —7=0
3af — 10a; + 7 = 0.

. 7 .
Resolvendo a equacao do segundo grau encontramos a; = 3 e ap = 1. Assim,
para sabermos qual dos valores encontrados para «; é a raiz dupla procurada, basta que

calculemos o valor numérico do polinémio f(x) = 2® — 52% + 7x — 3 para z = zeTr= 1.

1. Valor numérico f (g)

1(5)-6) =6+ ()= (5)

7
Logo, 3 nao é raiz da equacao.
2. Valor numérico f (1):
f)=01P-5-1*+7-1-3=0.

Mediante a este resultado, temos que 1 é a raiz dupla da equacao.
Como «; = 1, podemos encontrar facilmente a raiz ay a partir da relagao (4.5),

vejamos
ay=5H—-20p=5—-2-1=3.

Portanto, as raizes da equagao x® — 5z? + 7x — 3 = 0 sao S = {1, 3}.

3 —ix? 4 42 — 4i = 0 sabendo que a soma de duas

Exemplo 4.2.2. Resolver a equagao x
de suas raizes ¢é 3.

Sejam o, g € az as raizes da equacao, utilizando as relacoes de Girard, obtemos

a1+ g + a3 = 1 (48)
Q109 + 13 + Qo(Xg = 4 (49)
10y = 4. (410)

Sabemos que a soma de duas das raizes é igual a 3¢, dai
ag + ay = 3i. (4.11)
Substituindo (4.11)) na rela¢do (4.8) , encontramos

3+ a3 =1= a3 = —21i.
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Como a3 = —2i é uma raiz da equacao, recorreremos ao dispositivo de Briot-
Ruffini para diminuir o grau da equacao original e simplificar nossa busca pelas demais

raizes:

2|1 —i 4 4
1 -3 -2 |o.

Obtemos assim, um polindémio q(z) = z* — 3iz — 2. Fazendo ¢(z) = 0 e resolvendo
a equacao de segundo grau, teremos que a; =i e ap = 2i.

Logo, as raizes da equagao z° — ix? + 4r — 4i = 0 sdo S = {—24,2i,4}.

Como foi visto, as relagoes entre coeficientes e raizes nos permitem solucionar al-
gumas equagoes de grau trés, contudo, necessitamos conhecer alguma informacgao sobre
essas raizes para utilizarmos estas relagoes, por isso, nao é possivel a generalizagao desse

método na solucao de todas as equagoes de grau trés.

4.3. Teorema das Raizes Racionais

Ao estudarmos o dispositivo de Briot-Ruffini como método de resolucao de equa-
coes cibicas, vimos que a utilizacao deste método é possivel apenas quando dispomos de
uma raiz da equacao. Ja no uso das Relacoes entre Coeficientes e Raizes na solugao dessas
equacoes, foi observado que este método necessita de um conhecimento prévio sobre as
raizes da equacao para ser util.

Neste segmento, estudaremos nessa secao um outro método que auxilia na deter-
minacao das raizes de equacgoes polinomiais, entretanto, embora este método sirva para
equacgoes de diferentes graus, enfatizaremos sua utilizacao apenas nas equagoes de grau
trés, que é o foco do nosso estudo.

O método em evidéncia é oTeorema das Raizes Racionais, que dada uma equagao
de coeficientes inteiros, este teorema nos permitird tracar as possibilidades para raizes

racionais da equagao. A seguir, o enunciado do Teorema das Raizes Racionais.

Teorema 4.3.1. Seja a equacgao polinomial a,z™ + ap,_12* 1 + -+ + a1z + ap = 0, com
a, # 0 e coeficientes a; € Z. Se o numero racional =, com p e ¢ primos entre si é raiz da

equacao dada, tal que p € Z e q € Z*, entao p é divisor de ag e g é divisor de a,,.

~ D, . ~
Demonstra¢ao. Como = é uma raiz da equagao, vem
q

n n—1
q q q

ou seja,
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n n—1
b

b
n - _n + (n-1 - n—1
q q

Multiplicando ambos lados da equacao por ¢", teremos

+‘-~+a1-§—|—a020.

n n—1
an.])_n.qn_|_an_1. n_l.qn_i_..._i_alg.qn_’_ao.qn:O,
q q q
QP H a1 p" g4 Farp " Hag- ¢ = 0. (4.12)

Isolando o termo a, - p" em (4.12) e colocando g em evidéncia, temos

an.pn:_anil.pnfl.q_..._al.p.qnfl_ao.qn

n—1

=q(—anp" = —ap " —ag ")

~
SEZL

=gq-s.

Isolando agora o termo ag - ¢" em (4.12)) e colocando p em evidéncia, obtemos

G0 G = —apy P — g P g — e —ay - pe gt
:p(_an-p”—l_an_l.pn—2,q_..._a1_qn—l)
tez
=p-t

Logo, podemos escrever
an Pt =q-s=qla, p"

ap-q"=p-t=plao-q"

Sabemos que o mdc(p,q) = 1, entdo, o nimero inteiro ¢ divide a, e o nimero

inteiro p divide ag, em simbolos, ¢ | a,, e p | ao. ]

E oportuno esclarecermos que o teorema acima nao se compromete em assegurar
a existéncia de raizes em uma equacao de coeficientes inteiros. Contudo, caso a equacao
possua raizes racionais, o teorema nos permite tracar todas as possibilidades para tais
raizes.

Do Teorema decorrem algumas consequéncias, vejamos:

e A partir do teorema poderemos construir um conjunto contendo as possiveis raizes
racionais obtidas por meio dos divisores de a, e ag. Entretanto, se nao houver
nenhum elemento do conjunto que seja raiz da equagao, concluimos que esta nao

possuira raizes racionais.
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e Caso a, = £1 e os demais coeficientes da equacao sejam inteiros, a equagcao nao
possuira raizes fracionarias, no entanto, poderd apresentar raizes inteiras que sao

divisores de a,,.

e Se a soma dos coeficientes da equacao for igual a zero, teremos que o nimero 1 sera

uma raiz da equacao dada.

Exemplo 4.3.1. Determine o conjunto solucio da equacao 223 4+ 22 — 3z +1 = 0.

Neste exemplo nao sera possivel de imediato a utilizacao do dispositivo de Briot-
Ruffini, pois, o enunciando nao nos fornece uma das raizes e nao conseguimos visualizar
rapidamente uma raiz da equacao por meio de tentativas.

Observemos também, que o enunciado nao apresentou nenhuma informacao a res-
peito das raizes da equacao, o que nos impede de resolvé-la através das Relagoes de
Girard.

Todavia, ao observamos a equacao, identificamos que a mesma é constituida de
coeficientes inteiros, viabilizando a utilizagao do Teorema das Raizes Racionais como um
método de resolugao. Deste modo, pelo teorema, temos que se a equagao possuir alguma
raiz racional, esta sera do tipo S, onde p é divisor de ay = 1 e ¢ é divisor de a,, = 2, assim,

temos que :

|
pe{il}eqe{iLiz}:fze{iLié}.
q

Seja o polinomio do terceiro grau f(z) = 223 + 22 — 3z + 1, calculemos os valores

numéricos de f:

()=2-1"+1"-3-141=2+1-3+1=1
(1) =2-(- ) + (-1’ =3-(-1)+1=-2+1+3+1=3

1\ + 12_3 N o2 131
2/ 2 2 8 4 2 N
1 1\? 1\2 1 2 1 3 1 5
) =2. —Z) =3 (=2 )+1=—4 422
f(z) (2 +(2) 3 (2>+ s 1737173

1 1
Como o valor numérico de f (5) = 0, temos que 3 é raiz da equacao. Identificada

f
f
f

uma raiz da equacgio, podemos utilizar o dispositivo de Briot-Rufini na divisdo de 223 +

2?2 — 3z + 1 por x — 3 para determinar as demais raizes. Vejamos,

1/2]2 1 -3 1
2 2 -2 |o.

Encontramos ¢(z) = 2x? + 2z — 2. Fazendo ¢(z) = 0 e resolvendo a equagao do

—1+5 —1-+5
segundo grau, teremos oy = ———— e ap = ———.

2 N 2
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~1-V5 -1+5 1}

Portanto, o conjunto solu¢ao da equagao original ¢ S = { 5 5 5

Exemplo 4.3.2. Determine o conjunto solu¢iao da equacao 323 — 722 + 8z — 2 = 0.

Novamente nao nos foi fornecida nenhuma raiz e nao conhecemos informagcoes
sobre as raizes, entao, como esta equacao também é constituida de coeficientes inteiros é
conveniente usarmos o Teorema das Raizes Racionais para resolvé-la.

Temos que p é divisor ag = —2 e ¢ é divisor de a,, = 3, assim,

1 2
pe{£l, 42} eqe {+1,+3} = L ¢ {il,iQ,ig,ig}.
q

Seja f(x) = 323 — Ta? + 8z — 2, calculando o valor numérico de f obtemos,
1 1 50
f(1) f(=1) f ( 3> f ( 3> 5

re=w je=-n f(3) -7 7(-3)=--%

1 1
Sendo f (5) = 0, temos que 3 é raiz da equacdo. Fazendo a divisao de 323 —

T2 + 8x — 2 por z — 3 poderemos encontrar as demais raizes da equagao. Assim,

/3|3 -7 8 -2
'3 —6 6 |0

Com a obtengao do polinomio ¢(z) = 322 — 6z + 6 e resolvendo a equagdao do segundo

grau 322 — 6x + 6 = 0, encontramos as raizes oy = 1 —i e ap = 1 +1i. Logo, o conjunto

1
solucao da equacao de grau trés 3z° — 722 + 8z — 2 = 0 é dado por S = {5’ 11—, 1+7,.

Diante do exposto, percebe-se que quando nao for viavel o uso dos outros dois
métodos ja trabalhados, é de grande importancia conhecer o Teorema das Raizes Racio-
nais para buscar solucionar algumas equacoes de terceiro grau. No entanto, nao podemos
generalizar a utilizagdo do método em foco para todas equagoes ciibicas, pois, 0 mesmo

aplica-se apenas as equacoes cujos coeficientes sao inteiros e que possuem raizes racionais.

4.4.Férmula de Cardano-Tartaglia

Estudamos na Secao que Nicold Fontana contribuiu fundamentalmente para
os avancos no estudo das equacoes cubicas, impulsionando portanto, a obtencao dos re-

sultados que conhecemos atualmente neste campo da matemética.
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Reconhecida a importancia da resolugdo dada por Tartaglia para as equacoes x° +
pr+q=0ea®+ pr?+q =0, nesta secdo, apresentaremos a férmula descoberta por ele
para solucionar tais equagoes. Mas, antes disso, convém informar que a linguagem a ser
utilizada abaixo é diferente da complexa escrita da época, a qual Tartaglia fez uso.

Vimos anteriormente que Tartaglia solucionou a equacao ctbica 2° + px +q = 0
que é diferente da formula geral ax® + bx? + cx 4+ d = 0 para as equacoes de terceiro grau.
No entanto, a partir do formato usual ax® + bx? + cx + d = 0, podemos obter o tipo
especial 2® + pz + ¢ = 0 e assim chegar na famosa formula de Cardano-Tartaglia. Para

tanto, consideremos a equacao do 3° grau na sua forma geral

az® +br* +cx+d =0,

tal que a # 0 e a,b, c e d sdo constantes reais.
Para tornarmos o coeficiente lider da equacao igual a 1, basta dividirmos todos os

termos por a

b d
P2+ Ser S =0
a a a
b d
Fazendo, a; = —, b = ¢ e ¢c; = —, ficamos com
a a a
22+ az? + x4+ ¢ = 0. (4.13)

- a; . S
A fim de eliminarmos o termo de 2, supomos = y — 3 que sera substituido na

equacao (4.13). Dai,

a;\3 a2 a
(=) s (o= 5) o (1) v

2 ap\ 3 a ap\ 2 a
3_ 3,20 3 (ﬂ) _(_1> 2 _ 9,0 <_1> b ( __1) —0
(y y3+y3 3 +a |y y3+3 +01 |y 3+01

2 3 2 3
. aq ai ai ay ai a
33y — 4+ 3y— — — 22— — 4+ by — =0 =0
y y3+y9 27+a1y 3y+9+1y 31+C1
3 a’ a’ a® ar® ay
y —gﬂf+gff+?y—2?y+b1y—2—7+7—Ebﬁcl:o

3

2 2 3
3 a aq a ay ai
— —2—+5b —— 4+ — — =) =0
y+(3 3+1)y+< 27+9 31+c1>



Capitulo 4. Métodos Resolutivos de Equacoes Polinomiais do Terceiro Grau 65

y3+ (CL% —2&12+3b1) y+ (—a§+3a13 —96L1b1 —|—27Cl> —0

3 27
a;® + 3b 2a;% — 9a by + 27c
Vr(-———— )yt (/) =0 (4.14)
3 27
peR ¢eR
Logo,
v +py+q=0. (4.15)

Até o entao momento, tornamos a formula geral, que representa todas as equagoes
de grau trés, no tipo especial de equagao ctbica solucionada por Tartaglia. Em continui-
dade, na resolugao proposta por ele, foi pressuposto que a solucao a ser encontrada era

composta por duas parcelas. Assim, tomando y = ¢+ u e substituindo em , teremos
(t+u)?+pt+u)+qg=0
B34+ 3t2u+ 3t +ud+p(t+u)+q¢g=0
B+ud+3tu(t+u)+pt+u)+qg=0
(t* +u® + q) + (Btu+p) (t +u) = 0. (4.16)
Para assumirmos a igualdade (4.16)) como verdade, podemos usar
tB+ud+qg=00udtut+p=0.
Por conseguinte,
t3+u3:—qetu:—§7

ou seja,

3
Brud=—qet 3:—(2).

Notemos que ¢ simples determinarmos t* e u?, pois, conhecemos sua soma e seu

produto, que podem corresponder as raizes da seguinte equacao do segundo grau

w? — (B +ud)w+ (Bu?) =0
2 P\?
w? + qu — (5) — 0. (4.17)

Através da formula resolutiva da equacao do 2° grau, obtemos

—qi\/q2—4-1-(—§)3
w =
2-1
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@ +4-(5)
YT 2
g, |¢+4-(3)
w:—§:|: 22 3
g e 4 )

Logo,
N RIS C e
M= (2>+3ew2_2 2) T\3)-
Sendo t* e u® as raizes da equagao (4.17) , ao fazermos w; = 3 ¢ wy = u?
encontramos
3 ()
@) ey )
_ ____/ 2_‘/<€>2 (?)3
Wa = U \/2 9 + 3) "

Sabendo que y = t + u ¢ uma raiz da equacdo y° + py + ¢ = 0, escrevemos

s o (CRTCRS RN CIRICNE

onde a expressao

wl—t3

[\DIQ

é chamada de Discriminante.

Assim, ¢ a formula de Cardano-Tartaglia para solucionar equacoes do tipo
y* + py +q = 0[]

E a solucdo para as equacoes da forma az® + bx? + cx + d = 0 pode também ser

alcangada ao fazermos uma adaptagao na Formula [£.18], tendo em vista que

Em [9] p. 38-40, encontra-se uma forma diferente de obter a férmula de Cardano-Tartaglia para
equacdes do tipo 23 + py + ¢ = 0 a partir da férmula geral ax® + bx? + cx + d = 0.
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temos que

x:j_g+m+§/-g—m—% (1.19)

A expressao ¢ a formula para obter uma das raizes da equacdo ax® + bz? +
cx +d =0, de modo que

—Cl12 + 3b1 2@13 — 9&161 + 2701
- 9 = , a1 =

3 ¢ 27

b c
—,blz—eclz—.
a a a

Portanto, a formula de Cardano-Tartaglia é uma opc¢ao de método resolutivo para
equagoes de terceiro grau do tipo y® + py + ¢ = 0 e também para equagoes ctibicas em
sua formula geral, mesmo que ela nos permita encontrar apenas uma das trés raizes. A
justificativa para o estudo de tal formula deve-se ao seu valor historico, pois, a partir dela
passamos a entender alguns problemas que parecem misteriosos e, por isso, é importante
que seu estudo seja parte do conhecimento dos professores de matematica.

Uma alternativa para solucionar equacoes ctibicas usando a formula de Cardano-
Tartaglia ¢ combiné-la com outros métodos de solucao e assim, poderemos obter todas as

raizes. Vejamos os exemplos a seguir:

Exemplo 4.4.1. Encontre as rafzes da equacgao de grau trés 2° — 72 + 6 = 0 usando o
método de Cardano-Tartaglia.
A equacdo ja se encontra no formato 2® + pr +q = 0, onde p = —7 e ¢ = 6.

Aplicando a formula de Cardano-Tartaglia, obtemos
e 36 BN (2T L 6 (6N (=T
B 2 2 3 2 2 3
R P 243—343+3_3_ 243 — 343
B V27 V27
3 [—100 s /—100
xr = \/—3 + 2—7 + \/—3 — 2—7 (420)

o[ —9v3410i  ,/—9v/3 — 10

Contando com o auxilio de uma calculadora para solucionar [£.21], encontramos uma raiz

igual 2.
Encontrada uma raiz da equacao, podemos utilizar o método de Briot-Ruffini para

fazer a divisao de 2 — 7z + 6 por z — 2 e determinar as demais raizes.
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2110 -7 6
12 -3 o

O quociente da divisao ¢ o polinomio ¢(x) = z*+2x — 3. Fazendo ¢(x) = 0 e solucionando
a equagao do 2° grau, obtemos as = 1 e a3 = —3. Portanto, as raizes da equacao
¥ —Tr+6=0s30 S ={-31,2}.

A equagao do exemplo anterior nos mostra que para solucionarmos o pro-
blema precisamos trabalhar com a raiz quadrada de nimeros negativos, e como estudado
no Capitulo 1, no passado, este tipo de situacao causou muitos questionamentos, divi-
das sobre a eficacia da formula em questao e também, a nao solucao de muitas equacoes
cubicas, isto porque, os mateméticos da época ainda nao haviam descoberto a existéncia

dos niimeros complexos.

Exemplo 4.4.2. Encontre as raizes da equacao do terceiro grau 2% — 222 — 11z +12 = 0.
A equacdo ¢ do tipo az® +br* +cx +d =0, coma =1,b= -2, c= —1le
d = 12, assim, podemos utilizar a adaptacao para equagoes do terceiro grau que se
encontram no formato geral. Sendo
37 110
=-2, b =-11 =12, p=——eq=—
ai ,» Ul , C1 , P 3 q 27 )

temos que

s/ 110 N \/12100 50653 L 110 \/12100 50653 N 2 A
r=A\—— — - — — — =
54 2016 729 54 2916 729 3

Sendo a7 = 4 uma raiz da equacao dada, aplicando Briot-Ruffini encontramos as outras

duas raizes as = —3 e az = 1.

A seguir mostraremos que apés a utilizacao do método de Cardano-Tartaglia é
possivel determinar as demais raizes por meio do Teorema {4.4.1} que relaciona as raizes

de um polinomio, escrevendo duas raizes em funcao de uma terceira.

Teorema 4.4.1. Seja o polinomio de terceiro grau f(z) = az® + bx? + cx + d, tal que
seus coeficientes sdo reais e @ € R é uma raiz de f(z), teremos que as demais raizes de f

sao dadas por

(ace +b) £ /Q —af («) (4.22)

o= —
’ 2a

onde Q = b? — 3ac.

Demonstragdo. Consideremos o polinémio de terceiro grau f(z) = ax® + bx® + cx + d,
com coeficientes reais e seja a € R uma raiz de f(x).

Calculando o valor numérico f(a) e a derivada f'(«), temos
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fla) =aa® +ba? + ca+de f'(a) = 3aa® + 2ab + c.

Fazendo,

f(z) = f(z) = fla)
= az’ + ba® + cx + d — (ad’ + ba® + ca + d)
=ar® + bz’ +cx +d—aa® —ba® —ca—d
=az® —ac® +br* —ba® +cr —ca+d—d
=a(2’ =) +b(2* = a?) 4+ c(z — @)
(z — a)la (2* + za+ a®) +b(z+ a) + (]
= (x — a)lar® + axa + ac’® + br + ba +
(m—oz)gm2+(aoz+b)x+(aozz—i-ba—l—c)J.

-~

g(x)

Simplificando,
f(@) = (z = a)g(x).

O polinémio do segundo grau g(z) pode ter suas raizes determinadas por

(ac+b) £ /A, (4.23)

T2 = — 9
onde
A, = (aa +b)* — 4a (ac® + ba + ¢)
= (a2a2 + 2aab + b2) — 4a’0® — daab — dac
= —3a*a® — 2aab + b* — 4ac
= —3a*a® — 2aa — ac — 3ac + b*
=—a (3@042 + 2ab + c) + (b2 — 3ac),
7'(a) Q
isto é,
A, =Q—af'(a). (4.24)
Substituindo [4.24] em [4.23] temos que
(aa +0) £ /Q —af’ (a)
o= —
2a
determina as demais raizes de f(x). O

O exemplo a seguir traz a resolucao de uma equacao do terceiro grau solucionada
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com a utilizagdo da formula de Cardano-Tartaglia e do Teorema [4.4.1}

Exemplo 4.4.3. Determine as raizes da equacao polinomial do terceiro grau > —3x—2 =
0.
Como a equacgdo ja se encontra na forma 23 + pr + ¢, onde p = -3 e ¢ = —2,

podemos utilizar a féormula de Cardano-Tartaglia, obtendo

PN G A PE )
x={’/1+m+{’/1—\/ﬁ

r=vV1+v1=1+1=2.

Seja o polinoémio f(x) = 2% — 3z — 2 de coeficientes reais, onde a = 1, b = 0,
¢c=-3,d=—2e a=2¢éuma raiz real de f(x), temos que nos fornece as outras

duas raizes de f(x), vejamos

(ace +b) £ /Q —af («)

2a

o= —

(1:240)£+/(02=3-1-(-3))—(1-(3-22 -3 +0))

o= —

2-1
240
7’172 = — 5 = —1.
Assim, a equacdo 2® — 3z — 2 = 0 possui uma raiz dupla a; = —1 e uma raiz simples

ay = 2 e seu conjunto solugdo é dado por S = {—1,2}.

Portanto, observa-se que nao existe apenas um unico método ou férmula que so-
lucione toda e qualquer equacao polinomial do terceiro grau, para cada equacao cubica
é necessario examinar previamente qual método resolutivo melhor se adequari a deter-
minacao das raizes. De forma que, muitas vezes, serd necessario a combinacao de varios

métodos para encontrar a solucao de uma tnica equacao do terceiro grau.

4.4.1.Relacoes entre as raizes de uma equacao do terceiro
grau a partir da Formula de Cardano-Tartaglia
Sabendo que uma equacao do terceiro grau apresenta trés raizes, estudaremos,

a partir da Férmula de Cadarno-Tartaglia, casos que relacionam tais raizes a fim de

encontrarmos alguns resultados importantes. Inicialmente, iremos supor que as trés raizes
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da equacao do terceiro grau x° + px + ¢ sdo reais e no segundo momento, consideraremos

que a equagao em questao apresenta raizes complexas.
e 1° Caso: trés raizes reais distintas

Consideremos o produto
(x — ) (2 — ag) (x — a3) (4.25)

tal que aq,an,a3 E R e ag - ay - az # 0.
O desenvolvimento do produto nos conduzird a um polinémio do terceiro grau.
Igualando a zero, a equagao do terceiro grau terd como raizes oy, g € a3, uma vez

que o produto serd nulo para qualquer um desses valores.
(x—a1)(z—ag)(x—a3) =0
3 _ 2 _ 2 _ 2 _ _
T Q3T QoT” + pai3® — 0 x” + 3T + e — aipoigig = 0

SL’3 — (061 + oo + 043) $2 + (061042 + oz + 042043) T — 103 = 0. (426)

Para anular o termo do 2° grau, facamos a; + as + a3 = 0, assim, a3 = —a; — as.
Substituindo o valor de a3 em , obtemos

2 —lor+or+ ( —ai=an)| 2 + [a1s + a1 (—a1 — an) + a2 (—ag — )]z —
ajag (—a; —ag) =0

23+ (g — af — 2010 — a2) T + ajag (g + ) =0
2? + [aras — (ag + az)Q} T+ aag () + ag) = 0.
Assim, a equacao
(x—a1)(z—az) (z+ (g +a2)) =0
admite oy, as e — (a1 + ag) como raizes e é equivalente a

3+ [041042 — (a1 + 042)2} T+ oo (g + 042)1 =0

pER geR

22+ pr+q=0.

Aplicando a Féormula de Cardano-Tartaglia, teremos

3

s aja (o + ) aras (g + ) 2 ajas — (g + a2)2
rT=,|— 5 + 5 + 3
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3

3 10 (@1 -+ 062) 10 (041 + 062) 2 10y — (041 -+ Oéz)2
A\ 2 B 2 * 3

Facamos o estudo do discriminante que se encontra sob o radical quadratico:

3

A [041042 (o1 + 042)} ? 4| Q2 (a1 + a3)” (4.27)

2 3

O desenvolvimento de nos leva a

A —4a8 — 1205y + 3atas + 260303 + 3a2ad — 12a;05 — 4a$
N 108 '

Sendo o numerador igual ao produto — (a; — a2)2 (201 + 042)2 (o + 2a2)2, temos

que
(0[1 — a2)2 (2(1/1 + &2)2 (O&l + 20(2)2
108 ‘

Logo, se as raizes ay, as € R, o discriminante serd negativo ou nulo. Diante disso,

A= —

(4.28)

podemos concluir que se uma equacao polinomial do terceiro grau nao possuir raizes
complexas, o valor do seu discriminante sera negativo ou nulo, em simbolos, A < 0.
Se porventura A = 0, faz-se necessario analisar as seguintes possibilidades, recor-

dando que a3 = —a; — ay :
(1) se iy — g = 0, temos que a = ay;
(2) se 2a1 + ap = 0, temos que s = —2a; € ag = —a; — (—2a1) = ag;
(3) se ay + 20 = 0, temos que a; = —2a € ag = — (—2an) — g = Qa.

Portanto, se o discriminante for nulo, teremos trés raizes reais, de forma que pelo
menos duas serao iguais.

De acordo com Garbi (2010) [9], o resultado ¢ surpreendente, pois, para que
encontremos «a; e ap reais distintos pela Féormula de Cardano, teremos inevitavelmente
que trabalhar com raizes quadradas de nimeros negativos, algo que, por muito tempo,

era considerado impossivel. Ele complementa ainda que

A surpresa é ainda maior quando se recorda que, nas equa-
¢oes do segundo grau, as 2 raizes somente sao reais quando
A > 0. Para as equagoes de 3°grau as 3 somente sido reais
quando A < 0. (GARBI, 2010, p. 50).

e 2° Caso: Duas raizes complexas e uma raiz real
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Se considerarmos que z = a + bi, com b # 0, é raiz de uma equagao polinomial

do terceiro grau, de acordo com o Teorema , teremos que Z = a — bi, com b # 0,

também serd raiz da equacao e como equagoes cubicas possuem grau impar, a terceira

raiz da equacao dada, denominada «, serd obrigatoriamente real. Logo, consideremos o
seguinte produto

(x—2)(x—2)(x — ). (4.29)

Igualando a zero e aplicando a distributividade, teremos

:E3—oza:2—21‘2+a2x—zx2+azx+z2x—zéa20

2 —(a+z2+2)2°+ (a2 + az + 22) v — 22a = 0. (4.30)

Para que inexista o termo do 2° grau, facamos a + z + z = 0, de forma a obter
a = —2a. Substituindo o valor de a em (4.30) , assim como os respectivos valores de z e

Z, encontramos
1’ — (=24 +.a — bi +.a+ bi) * + [—2a (a — bi) + (—2a) (a + bi) + (a + bi) (a — bi)] z—

(a+ bi) (a — bi) (—2a) = 0.
2%+ (=2a% + 2abi — 2a°=2abi + a>—abi + abi + b*) v — [(a® — abi + abi + b?) (—2a)] = 0.

2+ (—3@2 + b2) T+ [2@ (a2 + bQ)} =0

~ ~

pER geR

23+ pr+q=0.

Aplicando a Férmula de Cardano-Tartaglia, obtemos

o= - [ [l [

T

Analisemos o discriminante localizado no radical quadratico:

A [2@ (a2+b2)]2+ {—3a2+b2r' (431)

2 3

Desenvolvendo temos que

—27a5 + 3 (—3a2)* b2 + 3 (—3a?) b* 4 b°
27

A = a? (a4—|—2a2b2 —|—b4) + [
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—27a8 + 27a*b? — 9a?b* + 1S
27

A = a® + 2a*b? + a®b* +

_27a5 + 54a'b? + 27a2b'=27a% + 27a'b? — 9a2b* + b°
N 27
81a*b? + 18a%b* + °

27 '

Observemos que se a equacao do terceiro grau apresentar raiz complexa, o valor

A

A:

(4.32)

do discriminante serd positivo ou nulo (A > 0).

Neste segundo caso, se A = 0, observando [4.32] constatamos que os valores de a e b
também deverao ser iguais a zero, o que ¢ um absurdo, pois se assim fosse, nossa hipotese
seria contrariada, uma vez que as trés raizes seriam nulas e nao haveria raizes complexas
do tipo z =a+bi e Z=a — bi, com b # 0.

Resumidamente, em concordancia com Garbi (2010) [9] podemos relacionar as trés

raizes de uma equacgao polinomial do terceiro grau da seguinte forma:
e se A < 0 a equacao possui trés raizes reais e distintas;
e se A =0 as trés raizes sao reais, de maneira que ao menos duas delas sao iguais;
e se A > 0 a equacao possui duas raizes complexas e uma raiz real.

Exemplo 4.4.4. Dada a equacdo 42® +x + 1 = 0, facamos a andlise de suas raizes.

Sabendo que p =1 e ¢ = 1, podemos calcular o valor do discriminante da equacao,

dai
12 13 31
A=—+—=-=——>0.
4 * 27 108
1
Assim, a equacao possui uma raiz real a; = —— e duas raizes complexas da forma a, =

147 1—iV7 )
—1 e ag = —1 como mostra o grafico [4.1f.
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Figura 4.1: Grafico da funcao 42% +x + 1

141Y

12

-1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12

-1

f

Fonte: elaborado pelo autor (2021).

Exemplo 4.4.5. Dada a equacao 2° — 3z + 2 = 0, facamos a andlise de suas raizes.

Temos que p = —3 e ¢ = 2. Calculando o discriminante da equacao, vem
22 (_3)3
A=— = 0.
FRT:
Logo, a equagao possui uma raiz real simples a; = —2 e uma raiz real dupla

ag = 1, conforme nos mostra o grafico :
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Figura 4.2: Grafico da fungao 23 — 3z + 2

y
7

6

5

-6

-5

f

Fonte: elaborado pelo autor (2021).

Exemplo 4.4.6. Dada a equacao 2° — 13z + 12 = 0, facamos a andlise de suas raizes:
Sendo p = —13 e ¢ = 12, calculemos o valor do discriminante
122 (—-13)* 1225

A=t g =5 <0

Logo, como mostra o grafico , a equacao possui trés raizes reais distintas, que

sao elas: a; = —4, as =1e az3 = 3.
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Figura 4.3: Grafico da funcao 23 — 13z + 12

y
35

30

o

f

Fonte: elaborado pelo autor (2021).

4.5.Graficos de Funcoes do Terceiro Grau

Estudados alguns métodos de resolugoes de equagoes polinomiais do terceiro grau,
faremos a partir de entao o estudo do comportamento grafico de funcoes de grau trés para
a visualizacdo geométrica de algumas definicoes e conclusdes ja obtidas anteriormente. A
vista disso, sera utilizado nocoes e resultados de Calculo Diferencial, para uma apreciagao
mais completa deste contetido, indicamos [12].

A principio, relembremos que toda fun¢ao polinomial é continua.ﬁ Nosso primeiro
passo serd explorar o grifico da fun¢ao f: R — R da forma f(z) = 2° + pz + ¢, tal que
p e ¢ sao numeros reais e constantes, a fim de mostrar que o grafico intercepta o eixo das
abcissas pelo menos uma vez, o que configura a existéncia de pelo menos uma raiz real
em toda equagao f(z) = 23 +pxr +q = 0.

Vejamos,

f(x) =2 +px+q
— <1+ b q). (4.33)

__|__
2 3

p q . .

Em (4.33) , — € — serao irrelevantes para quantidades de x que apresentam alto
x?

valor absoluto, pois irao se aproximar de zero, ou melhor, tendem a zero. Dessa forma,

6Esta afirmagdo, bem como sua demonstracio, encontra-se disponivel em [12], p. 79.
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para tais quantidades ira prevalecer, dentro do parénteses, o sinal positivo do ntimero 1.
Por conseguinte, se bem observarmos, na ocasiao que o valor absoluto de x é alto, o sinal

. ., . , .- p q
de f(x) serd o mesmo de z3, ou melhor, de , ja que o sinal de 1 é positivo e — € —; nao
x

23
ird nos interessar.

Ainda, se em os valores altos de x forem positivos, teremos que f(z) sera
positiva e se os valores grandes de x forem negativos, f(z) sera negativa. Assim, pelo fato
de f(z) transcorrer continuamente de positivo a negativo, em um dado momento ela ira
se anular, ou seja, interceptar o eixo x, logo, a funcao x® + px + ¢ possuird pelo menos
uma raiz real.

Sabendo que f(x) = x3+px+q apresenta pelo menos uma raiz real, iremos verificar
as possibilidades para a forma dessa raiz graficamente e estudar também as outras duas
raizes da funcao.

Seja a derivada primeira de f(x) dada por

f'(x) = 32* + p. (4.34)

Para o caso de p > 0, temos que f’(z) > 0, assim sendo, como consequéncia do
Teorema do Valor Médio E] , encontrado nos livros de Calculo diferencial, f sera estrita-
mente crescente, dessa forma, podemos garantir que f(x) interceptara o eixo x uma tnica
vez. Portanto, f(x) = 0 terd uma raiz real, podendo ser negativa, positiva ou nula, e um
par de raizes complexas conjugadas.

Observemos as possibilidades graficas para as raizes de f(z) quando p > 0 nas

Figuras [4.4] , [£.5 e [4.6] .

TA consequéncia do Teorema do Valor Médio e o préprio teorema, encontram-se disponiveis em [12],
p. 224-225.
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e 1° Caso: p>0eqg>0

Figura 4.4: uma raiz real negativa e um par de raizes complexas conjugadas
y

f

Fonte: elaborado pelo autor (2021).

e 2° Caso: p>0eqg=0

Figura 4.5: uma raiz real nula e um par de raizes complexas conjugadas
y

f

Fonte: elaborado pelo autor (2021).
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e 3 Caso: p>0eqg<0

Figura 4.6: uma raiz real positiva e um par de raizes complexas conjugadas
y

f

Fonte: elaborado pelo autor (2021).

Para o caso de p = 0, teremos que a equacio do terceiro grau z° + px + ¢ sera da
forma 22 + ¢, ou seja, 23 = —q. Logo, se ¢ # 0, a equacdo possuird uma raiz real e um
par de raizes complexas, mas, se ¢ = 0, a equagdo apresentara uma raiz real tripla (igual
a zero).

Em : e descrevemos, graficamente, as possibilidades para as raizes de
f(z) quando p = 0.
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e 1°Caso: p=0eq+#0

Figura 4.7: uma raiz real negativa e um par de raizes complexas conjugadas, quando ¢ > 0
y

Fonte: elaborado pelo autor (2021).

e 2° Caso: p=0eq#0

Figura 4.8: uma raiz real positiva e um par de raizes complexas conjugadas, quando ¢ < 0
y

f

Fonte: elaborado pelo autor (2021).
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e 3° Caso: p=0eqg=0

Figura 4.9: uma raiz real tripla igual a zero, quando ¢ = 0
y

Fonte: elaborado pelo autor (2021).

Por fim, quando p < 0, e tomando p = —3a® com a > 0, temos que f(z) sera dada

por

f(z) =2* - 3a*x +q.

Calculando a primeira e a segunda derivada de f, obtemos

f'(z) = 32° — 3a* e f'(x) = 6z.

Visualmente, é possivel verificar que teremos f'(z) = 0 & = = a ou x = —a.
Ainda, vejamos que f"(a) = 6a > 0 e f’(—a) = —6a < 0. Como f'(a) =0e f"(a) > 0,
temos aqui uma condicao suficiente para constarmos que a é um ponto de minimo 1ocal.|ﬂ
De modo anélogo, como f'(—a) =0e f’(—a) < 0, temos que —a é um ponto de maximo
local. Logo, a medida que f(x) = 0 possua uma raiz real e um par de raizes complexas,

uma raiz real simples e uma dupla ou trés raizes reais distintas, o grafico de f poderé

apresentar o formato indicado nas Figuras [4.10} [4.11] e [4.12 respectivamente:

SEm [12], p. 281, encontra-se disponivel o teorema que estabelece uma condigdo suficiente para
identificarmos um ponto de maximo ou minimo local.
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e 1°Caso: p<0eA>0

Figura 4.10: uma raiz real e um par de raizes complexas conjugadas
y

Fonte: elaborado pelo autor (2021).

e 2°Caso: p<0eA=0

Figura 4.11: uma raiz real simples e uma raiz real dupla
y

|
)
SN

f

Fonte: elaborado pelo autor (2021).
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e 3 Caso: p<0e A<O

Figura 4.12: trés raizes reais distintas

A\

f

Fonte: elaborado pelo autor (2021).

As trés possibilidades gréaficas em [4.10[, 4.11]e[4.12|correspondem, respectivamente,

a f(a)- f(—a) >0, f(a)- f(—a) =0e f(a)- f(—a) < 0. Vejamos

(a® = 3a® 4+ q) (—a® + 3d® + q)

fla)- f(—a) =
= (—2a3 + q) (2@3 + q)
= (q — 2a3) (q -+ 2@3) - q2 - 4(16- (435)
Lembrando que
p= —3a?
3 P\?
()" =(-5)
_ P
ab = ~5 (4.36)

Substituindo o valor de em [4.35], obtemos
3

fa)- f—a) = — 4. (—%) _4 (qz+ ;’_7) N

Portanto, o sinal de f(a) - f(—a) ser4 o mesmo do discriminante A. Deste modo, x® +
pr + g =0, com p<0, podera ter:

e trés raizes reais e distintas, se A < 0;
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e trés raizes reais, de maneira que ao menos duas delas sao iguais, se A = 0;
e duas raizes complexas e uma raiz real, se A > 0.

O proximo capitulo trata-se das consideracoes a respeito deste trabalho, apresenta
também recomendacoes de aprofundamento tedrico nesta linha de estudo, como por exem-
plo, sugestoes para trabalhos futuros que discorram sobre a resolugao de equagoes ctibicas

por meio de métodos numéricos.
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Consideracoes Finais

Nesta monografia foi evidenciada a auséncia de um estudo especifico, sequencial e
detalhado de polindmios do terceiro grau e equacoes ciibicas nas referéncias pesquisadas,
e por isso seria pertinente a criacao de uma material que complementasse essa caréncia
e oportunizasse a ampliagao da aprendizagem acerca das especificidades encontradas no
estudo de tais contetudos.

Em meio a isto, o presente trabalho teve como principal objetivo promover um
estudo que viabilizasse o acesso a informacgoes que nao sao comumente exploradas no
estudo de polindmios de grau trés e equagoes polinomiais do terceiro grau pelas literaturas.
E apoés a realizacao deste estudo, constatou-se que tal objetivo foi atendido, pois, foi
possivel a elaboracao de um material bem estruturado, com uma sequéncia didatica que
favorece a construcao do entendimento em cada etapa do trabalho, contendo ainda, antes
de cada capitulo, as referéncias que deram o suporte tedrico para a elaboracao do mesmo.

Entende-se que os objetivos especificos também foram alcancados, pois, este tra-
balho contém a exposicao histérica dos principais fatos que levaram a descoberta das
equacoes cibicas e dos nimeros complexos, apresenta a definicao de polindmios com co-
eficientes em anéis em uma perspectiva geral e traz a revisdo preliminar de estruturas
algébricas necessarias para a compreensao desta parte do trabalho. Contempla ainda,
caracteristicas, definicoes, propriedades e teoremas direcionados a polinémios do terceiro
grau e equacoes cubicas. Além disso, enfatiza métodos algébricos de equagoes cibicas e
traz a andlise grafica dos resultados encontrados.

Dessa forma, em resposta a questao norteadora levantada no inicio deste trabalho,
conferimos ser possivel a realizacao de um estudo a respeito de polindmios do terceiro
grau e equacoes ciibicas que atendam os objetivos anteriormente destacados com a utili-
zagao da metologia empregada nesta monografia. Contudo, existem ainda muitos outros
elementos interessantes sobre tais contetidos que nao foram explorados neste trabalho
devido a grande extensao do mesmo.

Cabe destacar que alguns empecilhos surgiram durante o processo de construcao
deste Trabalho de Conclusao de Curso (TCC). Uma grande dificuldade foi a sele¢do do
aparato tedrico a fim de montar uma sequéncia didatica légica e satisfatéria sobre po-
linomios do terceiro grau e equacoes ciibicas, pois, cada uma das literaturas apresentava
uma ordem de contetdos diferente das demais, abordando também estes contetdos sob
perspectivas diferentes. Assim, cada divisao do trabalho exigiu uma busca incensante e
cautelosa por informagdes que poderiam se complementar.

Ademais, durante a pesquisa nao foi encontrado materiais que fizessem a inter-
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pretacao e o direcionamento de propriedades, definicoes e teoremas particularmente para
polindmios de grau trés e equacoes ctibicas. Com isso, foi necessério apresentar informa-
¢oes de um ponto de vista geral e em seguida aplica-las ao caso especifico desses contetudos.

Foi encontrada também, limitacao no momento de exemplificar as ideias que iam
sendo construidas, visto que, como foi mencionado, cada literatura possui sua particulari-
dade na abordagem dos temas estudados neste trabalho, entao, a medida que os conceitos
eram complementados ou adaptados, fazia-se necessario um exemplo que evidenciasse essa
nova realidade do conteido, o que nao existia e, por isso, foi indispensavel a criacao de
novos exemplos e a adaptacao daqueles que ja existiam.

Em contrapartida, na escrita deste trabalho o uso do programa editor de textos
matematicos LateX, foi fundamental e bastante 1til, pois, contém muitas ferramentas
automaticas, otimizando tempo e evitando, por exemplo, confusao na numeracao dos
itens que requerem ordenamento.

De modo geral, este trabalho possibilitou a elaboragao de uma nova opgao de es-
tudo mais aprofundada e direcionada a polindémios do terceiro grau e equacoes polinomiais
de grau trés. Contudo, existem ainda muitos caminhos a serem investigados e aprofun-
dados nessa linha de estudo, dentre eles, sugerimos a resolucao de equacoes de terceiro
grau usando transformadas de Mdobius, que s@o uma classe especial de fungoes comple-
xas de variavel complexa. Recomendamos também, a resolucao de equacoes ciibicas por
meio de métodos numeéricos, pois, esses métodos fornecem, com a precisao desejada, uma

sequéncia de valores aproximados da raiz real que precisamos obter.
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