INSTITUTO
FEDERAL

Paraiba

INSTITUTO FEDERAL DA PARAIBA
CAMPUS CAJAZEIRAS
CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

FELIPE BEZERRA DA SILVA

AGNESI E SUA BRUXA: HISTORIA E APLICACAO

CAJAZEIRAS
2021



FELIPE BEZERRA DA SILVA

AGNESI E SUA BRUXA: HISTORIA E APLICACAO

Monografia apresentada junto ao Curso de
Licenciatura em Matematica do Instituto
Federal da Paraiba, como requisito parcial
a obtencao do titulo de Licenciado em
Matematica.

Orientadora:
Profa. Ma. Kissia Carvalho.

Coorientador:
Prof. Dr. Vinicius Martins Teodosio Rocha.

Cajazeiras
2021



FELIPE BEZERRA DA SILVA

AGNESI E SUA BRUXA: HISTORIA E APLICACAO

Monografia apresentada ao programa de Curso de
Licenciatura em Matematica do Instituto Federal
da Paraiba, como requisito a obtencdo do titulo de
Licenciado em Matemaética.

Data de aprovacgao: 27/10/2021

Banca Examinadora:

Profa. Ma. Kissia Carvalho
Instituto Federal da Paraiba - IFPB

i I/

Prof. Dr. Vinicius Marting‘Teodosio Rocha
Instituto Federal da Paraiba - I[FPB

i\j:oﬁo Pau&@ de Q‘rq\i&o So‘ké’j%'

Prof. Me. Joao Paulo de Aratjo Souza
Instituto Federal da Paraiba - [FPB

Profa. Dra. Taciana Aratjo de Souza
Instituto Federal da Paraiba - IFPB




IFPB /Campus Cajazeiras
Coordenacao de Biblioteca
Catalogacéao na fonte: Daniel Andrade CRB-15/593

S586a
Silva, Felipe Bezerra da

Agnesi e sua bruxa: histéria e aplicacdo / Felipe
Bezerra da Silva; orientadora Kissia Carvalho;
coorientador Vinicius Martins Teodosio Rocha.- 2021.

87 f. 1l

Orientadora: Kissia Carvalho.

TCC (Licenciatura em Matematica) — Instituto
Federal de Educagdo, Ciéncia e Tecnologia da
Paraiba, Cajazeiras, 2021.

1. Curva Plana 2. Mulheres na matematica 3.
Bruxa de Agnesi |. Titulo

CDU 51(0.067)




Dedico este trabalho a minha familia e a meus
professores da graduacdo, em especial, meus

orientadores.



AGRADECIMENTOS

Inicialmente, agradego a Deus, pois é Ele um dos principais responsaveis pela
concessao de gracas, forca e sabedoria para trilhar todos os desafios que superei durante
a producao deste trabalho e ao longo do curso de Licenciatura em Matematica, campus

Cajazeiras.

Agradego também aos meus pais, José Welliton Galdino da Silva e Felismina
Bezerra da Silva, e a minha irma, Sabrina Bezerra da Silva, por todo apoio, carinho e

atencao ao longo de toda a minha vida, inclusive na graduacao.

Agradeco aos meus colegas de curso, Aldair, Fabricia, Felipe, José, José Henrique,
Maria Beatriz, Maria Izabel, Natanaele, Nilmara, Sabrina, Taynna e Wesley, por todos os

momentos, conselhos e desafios que enfrentamos juntos.

Em especial, agradeco a professora Kissia Carvalho e ao professor Vinicius Martins
Teodosio Rocha, orientadores deste trabalho e profissionais excepcionais e inspiradores
que, na funcdo que assumiram, expresso minha profunda gratidao por todos os esforgos

prestados, pelas brilhantes ideias e pelos grandes conselhos.

Finalmente, presto aqui também meus agradecimentos a toda a comunidade IFPB,
campus Cajazeiras, professores e demais funcionarios que, por meio do seu empenho,

tornam possiveis a conquista de sonhos.



“A verdadeira felicidade pode ser encontrada
somente em Deus, todos os outros prazeres
nada mais sdo do que uma mdscara vazia
e sao capazes de produzir apenas uma

satisfacdo momentanea”

Leonhard Euler



RESUMO

A Bruxa de Agnesi, como ficou conhecida a curva plana estudada pela matemaética italiana
Maria Gaetana Agnesi, é uma das razoes que tem lhe rendido ainda um pequeno espaco
em alguns livros de Matemaética da atualidade. Mas, apesar de suas notaveis publicagoes,
é contraditério que a mesma, assim como o objeto estudado por ela, tenha um minimo
reconhecimento. Desse modo, e instigado também pelo movimento Mulheres na Matematica,
temos o proposito de dar voz a essa brilhante mulher e, para isso, centramos esta pesquisa
no seguinte questionamento: E possivel encontrar alguma aplicacao para a Bruxa de
Agnesi? Uma vez que temos como objetivo geral compreender o desenvolvimento e o
comportamento da Bruxa de Agnesi e uma de suas aplicagoes. Desse modo, ansiando em
atender a esse objetivo, apostamos em uma pesquisa bibliografica de abordagem qualitativa,
carater exploratorio e natureza basica pura, onde foi possivel concluir que sim, existem
algumas dessas aplicagoes para a Bruxa de Agnesi, dentre elas, uma direcionada para a
tematica de interpolacdo. Entretanto, alicercado em outros fundamentos, como promover
uma discussao de género, objetivando desconstruir a erronea ideia de que Matematica é
um ambiente masculino, abordamos um enorme contraexemplo para esse absurdo, a figura
de Agnesi, onde investigamos a curva da Bruxa, explorando sua construcao, equagoes e
propriedades. Logo, por meio desta producao, concluimos que ela contribui em alguns
aspectos. Ampliando o reconhecimento de Maria Gaetana e da Bruxa de Agnesi, ele
possibilita também um contato inicial com o conceito de interpolagoes, além de instigar

outros trabalhos reconhecendo outras mulheres que foram negligenciadas na Matematica.

Palavras-chave: Bruxa de Agnesi; Interpolacao; Maria Gaetana Agnesi; Mulheres na

Matemética.



ABSTRACT

The Witch of Agnesi, as it is known the plane curve studied by the Italian mathematician
Maria Gaetana Agnesi, is one of the reasons that has given her a minor space in some
Mathematics books nowadays. Nevertheless, despite her notable publications, it is parado-
xical that her, as well as the object studied by her, have little acknowledgement. Therefore,
also motivated by the Woman in Mathematics’ movement, we aim to give voice to this
brilliant woman, by concentrating this research on the following question: Is it possible to
find an application to Witch of Agnesi? Since we have as main objective to understand
the development and behavior of the Witch, we proceed through a bibliographic research
with a qualitative and exploratory approach, concluding that there are, indeed, such
applications. We focus on one of these applications, related to theme of interpolation.
However, based on other principles, like promoting a gender discussion, with the objective
of deconstruct the misconception of Mathematics as a male environment, we approach the
Agnesi figure as a counterexample of this absurd idea, exploring the curve of the Witch, its
equations and properties. Therefore, through this text, we conclude that it contributes in
some aspects. By amplifying the acknowledgement of Maria Gaetana and his Witch, this
text provides an initial contact with the concept of interpolation, asides from instigating

further work recognizing other women neglected in Mathematics.

Keywords: Witch of Agnesi; Interpolation; Maria Gaetana Agnesi; Woman in Mathema-

tics.
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INTRODUCAO

A crescente onda do movimento feminista no Brasil e no mundo esta cada vez
mais perceptivel. A luta pela igualdade de género e pela ocupacao e representacao feminina
nos mais variados espagos, sejam politicos, econémicos ou educacionais, tem promovido
uma série de necessarias discussoes que se estenderam desde os seus primeiros movimentos,

até a atualidade.

Uma dessas discussoes remetentes a educacao, é o tema mulheres na Matematica,
justificado por uma diversidade de fatos como, por exemplo, a exclusao histérica desse
género nas ciéncias, como aponta Schienbinger (2001, p. 37) ao se referir a Ciéncia Moderna
como “um produto de centenas de anos de exclusao das mulheres”, ou ainda, quando
refletimos sobre os nimeros da ocupacao feminina na Matematica em uma perspectiva de

igualdade.

Sendo assim, reconhecendo essa problemética, e empenhado em estabelecer algu-
mas relacoes entre essa tematica e disciplinas como a Geometria, Célculo Diferencial e
Integral e Analise, as quais tenho apreco, decidimos difundir a histéria de vida e uma das
descobertas das poucas mulheres que contrariaram a historia e se destacaram na Matema-
tica em periodos em que a questao de género eram exponencialmente mais opressoras do
que as atuais, Maria Gaetana Agnesi e o principal objeto matematico estudado por ela, a

curva conhecida como a Bruxa de Agnesi.

Entretanto, além dessas motivagoes, um outro argumento que nos levou a estudar
a historia de Agnesi e seus trabalhos, foi o descaso com rela¢ao a narrativa da sua trajetoria
que, conforme (MAZZOTTI, 2007), resume-se em notas pitorescas e marginalias altamente
coloridas em relacao a historia série da Matematica. Dessa forma, na tentativa de ampliar
o reconhecimento dessa brilhante mulher e da curva que carrega o seu nome, decidimos
realizar a seguinte investigagao: E POSSIVEL ENCONTRAR ALGUMA APLICACAO PARA A
BRUXA DE AGNESI?

Assim, para responder esse questionamento, fizemos buscas por artigos que pu-
dessem confirmar a nossa hipdtese da existéncia de pelo menos uma dessas aplicagoes,
onde encontramos algumas delas, uma na Fisica, e duas referentes a Matematica, todas
escritas em inglés. Porém, apenas uma delas apresentavam relagoes com as disciplinas
as quais gostariamos de trabalhar, Piecewise rational interpolation by witch of Agnesi
(Interpolagao racional por partes através da bruxa de Agnesi) da Yankova (2017), que

estd diretamente relacionada com o Célculo Numérico, particularmente, interpolagoes,
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apresentando-se como um desafio a mais.

Dito isso, o objetivo geral deste Trabalho de Conclusao de Curso (TCC) é compre-
ender o desenvolvimento e o comportamento da Bruxa de Agnesi e uma das suas aplicagoes
e, para isso, temos os seguintes objetivos especificos, promover uma discussao de género
e discutir sobre a trajetoria de vida de Maria Gaetana Agnesi, uma vez que desejamos
levantar essa emergente pauta, evidenciando algumas das enormes contribui¢ées dessa

simbélica mulher para a Matematica e para o movimento Mulheres na Matematica.

Além disso, objetivamos também estudar o desenvolvimento e as propriedades
da curva da Bruxa, em razao de que a sua construcao e propriedades sao do interesse,
respectivamente, da Geometria e do Calculo Diferencial e Integral. E, finalmente, buscar
aplicacdo para essa famosa curva, e afim de cumprir com essa finalidade, fez-se necessario
expor brevemente o conceito de interpolacao e alguns de seus métodos, arcabouco necessario

para entendé-la.

Dessa forma, para atender aos nossos objetivos, iremos recorrer a uma pesquisa
qualitativa, em virtude de que preza pela descri¢ao detalhada dos fenomenos e dos elementos
que a envolvem (AUGUSTO et al., 2013). A mesma se caracteriza também como uma
pesquisa exploratoria, ja que tem como objetivo proporcionar maior familiaridade com
o problema, apresentado, para tal fim, um planejamento bastante flexivel, de modo a
possibilitar a consideracao dos mais variados aspectos relativos ao fato ou fenémeno
estudado (GIL et al., 2017). Quanto & natureza, ela se classifica como bésica pura, uma

vez que estd voltada unicamente & ampliacdo do conhecimento (GIL et al., 2017).

Dos procedimentos técnicos, esse trabalho consiste em uma pesquisa bibliografica,
dado que é fundamentada em materiais ja publicados, como: livros, revistas, teses e anais
de eventos cientificos. Isso mediante a possibilidade de promover um estudo mais amplo e

significativo dos fenémenos (GIL et al., 2017).

Quanto ao desenrolar da metodologia, ela se deu da seguinte forma. Pautada na
busca por aplicagoes para a Bruxa de Agnesi, escolhemos o trabalho de Yankova (2017) e,
a partir dele, surgiu a necessidade de buscar outros conceitos e métodos, singularmente,
interpolagdo racional, discutido em um artigo datado de 1967, produzido por Larkin
(1967) e, consequentemente, interpolacao, em virtude do nosso objetivo de construir o

conhecimento linearmente.

Assim, esperamos que essa pesquisa contribua para a desmistificacao de género
na Matematica, conscientizando que, assim como os homens, as mulheres também podem

produzir textos de alta qualidade cientifica. Desejamos também ampliar a visibilidade de
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Maria Gaetana Agnesi, uma mulher pouco difundida com relacao a histéria da Matematica,
principalmente em portugués. E, finalmente, pretendemos dar significado ao estudo da
Bruxa de Agnesi por meio de uma aplicagdo, uma vez que ela diretamente também
contribui na formacao dos licenciandos em Matematica, dado que, relacionada como o
Célculo Numérico, ela amplia o conhecimento do leitor, principalmente do graduado que, na

sua formagao inicial, nem sempre se depara com essa disciplina, seus conceitos e métodos.

Desse modo, iniciamos o TCC com uma discussao de género na Matematica e
em seguida apresentamos a figura de Agnesi. Em um préximo capitulo, apresentamos
uma breve histéria da Bruxa de Agnesi, sua detalhada construgao, equacoes (cartesiana e
paramétrica) e propriedades. Ainda, neste mesmo capitulo, apresentamos alguns conceitos
fundamentais para a compreensao da aplica¢do, todos eles relacionados a interpolagao:
defini¢oes, métodos, teoremas e estimativa do erro. Finalizamos com o capitulo em que
apresentamos detalhes ocultos do artigo de Yankova (2017), uma das aplicagoes que

encontramos dessa famosa curva estudada por Agnesi e onde centramos os nossos estudos.



15

1 MARIA GAETANA AGNESI: UMA QUESTAO DE GE-
NERO

Neste capitulo, serdo abordados aspectos de género na Matematica com énfase
na participacao feminina nessa ciéncia. Além disso, serao retratados, sucintamente, al-
guns aspectos e supersticoes do ponto de vista cientifico, histérico, e sociocultural que
contribuiram para o estigma de que “homem ¢é melhor na Matematica”. Nele também
serao retratado dados estatisticos que revelam a discrepancia de género na Matematica no
cenario internacional e nacional e, por fim, sera apresentado a trajetéria de vida de uma
dessas simbolicas mulheres na luta contra o machismo estrutural conservado até os dias de

hoje nas Ciéncias Exatas, a italiana Maria Gaetana Agnesi.

1.1 MULHERES NA MATEMATICA

Desenvolvida quase que totalmente por personagens masculinos, a Matematica
foi marcada por uma série de resisténcias a presenca feminina. Primeiramente, fatores
historico-culturais que privilegiaram o sexo masculino e restringiram, por muito tempo,
o papel da mulher as atividades domésticas, o que resultou em uma tardia, e por vezes
timida, ocupagao do género feminino nos espacos de prestigio: educacao, politica, economia,

entre outros.

Posteriormente, o fortalecimento de um infeliz estigma, a mulher como um “se-
gundo sexo” inferior ao “primeiro”, o masculino, como denuncia Simone de Beauvoir
(1980 apud SOUZA; CONCEICAQO, 2010), uma das propulsoras da primeira onda do
movimento feminista e que, parcialmente justifica os escassos trabalhos e reconhecimento
de incontaveis mulheres na Matematica, desde a antiguidades até a atualidade, como
por exemplo, Hipatia, Elena Lucrezia Piscopia, Ada Lovelace, Sophie Germain, Sofia

Kovalevskaia, dentre outras.

Entretanto, esses ndo sao os unicos fatores que justificam a discrepancia de
género na Matematica. A forte presenga masculina nos cursos de graduagao, e ainda
mais concentradas nos cursos de pos-graduacao e pesquisa, estudos que apontam maior
desempenho masculino nessa ciéncia! (muitos deles questiondveis do ponto de vista
cientifico), esteredtipos culturais (ARAUJO, 2018) e a escassa falta de representatividade

e modelos (BRECH, 2017), sao outros fatos que contribuem para essa distorcida visao da

I Estudos sobre o género e a performance matematica mostram que o estereétipo tradicional favoreceu

os homens em relagdo as mulheres na proficiéncia matematica. Além disso, essa “habilidade natural”
masculina pela Matematica vem diminuindo acentuadamente ao longo dos ultimos 40 anos e as
diferencas de género no desempenho matematico ja nao é mais uma questao relevante. Mais a esse
respeito, vide: Alves et al. (2016).
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Matematica como um “ambiente masculino” e consequentemente hostil e menos atrativo
para as mulheres, uma vez que isso ocasiona um possivel sentimento de “invasao” e

“deslocamento”.

Ademais:

Ao contrario dos seus colegas homens, elas tém um caminho nao linear e
sdo mais passiveis de abandonar o caminho académico devido a fatores
pessoais, como licenga-maternidade. Essas disparidades de género podem
afetar, além do nimero de publicacgoes, os padrdes de colaboracao entre
pesquisadores (BRASIL, 2021).

Do ponto de vista estatistico, a situacao torna-se ainda menos animadora quando
sao analisadas informacoes que competem a participacdo feminina nas Ciéncias Exatas em
uma perspectiva de igualdade, ou seja, 50%. Dados do Conselho Nacional de Desenvolvi-
mento Cientifico e Tecnolégico (CNPq) divulgados no Dia Internacional de Mulheres e
Meninas na Ciéncia, expressa numericamente varias das consequéncias de alguns desses
fatos que colaboram para tamanha desigualdade de género em relacao a Ciéncias Exatas,
Engenharias e Computacao. Dentre elas, podemos destacar a representatividade de apenas
33% de mulheres bolsistas de Produtividade em Pesquisa do CNPq, ou ainda levantamentos
da agéncia da ONU para a Educagao, a Ciéncia e a Cultura (UNESCO), quando aponta
que apenas 30% dos cientistas do mundo sao do género feminino (BRASIL, 2021).

Tratando-se de reconhecimento e valorizagao, o cenario continua precéario. Essa
mesma pesquisa do CNPq aborda algumas dessas questoes. Direcionando para a represen-
tatividade feminina na publicagao de artigos nas areas de Computacao e de Matematica,
apenas 25% das mulheres tém seus trabalhos aceitos. Além disso, a situacao ainda é
desfavorecida quando comparado o reconhecimento delas em pesquisas especializadas,
representando apenas 13% dos autores mais citados. Da valorizagao financeira, diversas
pesquisas também apontam uma desproporc¢ao, sendo que as mulheres recebem menos
por suas pesquisas e, por diversas razoes, como a rotina doméstica mais pesada (cerca
de 10 horas semanais em relagdo ao homem), maternidade, entre outros, acabam nao

progredindo na mesma velocidade que os homens (BRASIL, 2021).

Voltando a falar sobre a Matematica como um “ambiente masculino”, muitas
supersticoes e imposicoes culturais sobre os papéis e atividades sociais que cada género
deve desempenhar contribuem também para tamanha disparidade, além de revitalizar

constantemente esse esteredtipo masculino na Matematica.

Enquanto a mulher é caracterizada como “[...] gentil, educada, ddcil, incapaz de se

concentrar, bem-comportada, responsavel por alimentar, cuidar e criar, responsavel pelos
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afazeres domésticos, mulher-mde amorosa, capaz de esperar [...]” (SOUZA; CONCEICAO,
2010, p. 64), o homem é qualificado como “[...] ousado, atirador, capaz de controlar e
organizador, cuja a natureza nao é cuidar [...]” (SOUZA; CONCEICAO, 2010, p. 64),
reconfirmam essa crenca de que “homem é melhor em Matematica”, dado que essas
caracteristicas lhe impoe uma “superioridade” em questoes de racionalidade e logica,
caracteristicas inerentes de um bom matematico. Embora, como pontua Mayana Zatz,
antiga pro-reitora e atual professora do Departamento de Genética e Biologia Evolutiva
do Instituto de Biociéncias da Universidade de Sao Paulo (USP) “O que € genética e o
que ¢ cultura, ainda ndo se tem certeza” (SOUZA; CONCEICAO, 2010, p. 63).

Contudo, isso nao é um completo fracasso. Muito embora ainda estejamos um
pouco longe de conquistarmos a igualdade de género na Matematica, ja tivemos diversos
avancgos com relacao as mulheres nas ciéncias. Séculos atras:

Muitas produziam conhecimento em laboratoérios dentro de seus lares
e os resultados de seus estudos eram divulgados com nomes de seus
irmaos, pais ou maridos ou algum outro representante masculino, pois
aos homens era permitido produzir conhecimento cientifico. Algumas
usaram pseudonimos masculinos para poder comunicar-se com outros
cientistas, serem ouvidas e respeitadas (CARVALHO; CASAGRANDE,
2011, p. 23).

Atualmente elas tém ocupado cada vez mais os espacos de poder e de reconhe-
cimento, apesar de representarem uma parcela preocupante. Remetendo-se a ocupacao
feminina nacional nas ciéncias, por exemplo, temos mulheres que passaram a compor
o corpo docente de institui¢bes renomeadas como o do proprio Instituto Nacional de
Matemética Pura e Aplicada (IMPA), apesar de que dos 46 pesquisadores deste ano
(2021), apenas duas sdo mulheres, sendo uma titular (Carolina Aratjo) e outra adjunta
(Luna Lomonaco) onde, dada a escassez da representatividade feminina, Lomonaco, a mais

recente pesquisadora, teve sua conquista reconhecida em uma matéria jornalistica do Folha

de Sao Paulo?.

Para além, elas também estao presentes na divulgacao e producao cientifica de
destaque nacional, Araujo (2018), ao se referir ao Col6quio Brasileiro de Matemaética, a
mais importante reuniao cientifica da comunidade matemaéatica brasileira, enfatiza que na
edicao de 2017, 23,5% dos participantes eram do sexo feminino e, além disso, as mesmas

ocupavam uma porcentagem de 16,8% das palestras proferidas.

2 Elaborada pelo repérter Gabriel Alves, a matéria jornalistica comemora a chegada de mais uma

mulher, a italiana Luciana Luna Lomonaco, ao quadro de pesquisadores do IMPA. Nela é retratado
os desafios enfrentados pelas mulheres para seguir carreira nas ciéncias exatas, iniciativas do IMPA
para incentivar o aumento da diversidade de género e também aborda as inspiradoras trajetérias de
Carolina Aratjo e Luna Lomonaco como mulheres na Matemaética. Mais sobre isso, acesse <https:
//impa.br /noticias/folha-destaca-chegada-de-nova-pesquisadora-ao-impa/>.


https://impa.br/noticias/folha-destaca-chegada-de-nova-pesquisadora-ao-impa/
https://impa.br/noticias/folha-destaca-chegada-de-nova-pesquisadora-ao-impa/
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Desse modo, podemos observar uma enorme evolugao da participacao feminina na
Matematica, entretanto a pouca representatividade ainda impacta negativamente, tanto
no machismo estrutural que essa ciéncia carrega, assim como na qualidade das cientifica,
j& que:

Estudos mostram que a diversidade de um grupo de pesquisa aumenta a
sua eficiéncia, trazendo novas perspectivas e ideias, aumentando a criati-
vidade e inteligéncia coletiva do grupo [...], e género é um componente
fundamental da diversidade (ARAUJO, 2018, p. 01).

Sendo assim, diversas esferas nacionais e internacionais tém agido para reparar
alguns desses erros ocasionados pelo silenciamento histérico das mulheres. O préprio
CNPq, a Organizacdao das Nagoes Unidas (ONU) com os planos para a Agenda 2030
que, em seu 5° objetivo, priorizam alcancar a igualdade de género e empoderar todas as
mulheres e meninas (BRASIL, 2021), debates e mesas redondas sobre género (incluindo
na Matemadtica) organizados de forma independente por universidades e institui¢oes de
ensino e pesquisa sobre esses temas tao emergentes (ARAUJO, 2018), a exemplificar, o
proprio Instituto Federal da Paraiba, campus Cajazeiras e, evidentemente, pessoas do sexo

masculino que aliaram-se ao movimento reconhecendo suas diversas complicac¢oes.

Desse modo, trazendo a tona uma pratica empregada desde a segunda onda do
feminismo na década de 1960, a de “tornar visivel aquela que fora oculta” (SOUZA; CON-
CEICAO, 2010, p. 20), algo ainda em ascensdo na comunidade académica, principalmente
entre as mulheres como podemos constatar ao longo de nossas referéncias, desde aspectos
histéria, por exemplo: Fernandez, Amaral e Viana (2019), trés mulheres que se uniram
para escrever sobre a “Historia de Hepatia e de outras matematicas”, Gray e Malakyan
1999 que escreveram o artigo “The Witch of Agnesi A Lasting Contribution from the
First Surviving Mathematical Work Written by a Woman” (A Bruxa de Agnesi Uma
Contribuicao Duradoura sobre o primeiro trabalho matemaéatico sobrevivente escrito por
uma mulher) e Moura (2017) na sua tese de doutorado intitulado “Um estudo sobre a

Instituzioni Analitiche de Maria Gaetana Agnesi: Algebra e Anélise na Italia setecentista”.

Que se propaga também na busca por aplicagoes do objeto matematico que
decidimos estudar, a Bruxa de Agnesi, como é o caso do artigo de Yankova (2017) que
trataremos no ultimo capitulo, decidimos retomar a essa pratica e, portanto, emprega-la
para contar um pouco da trajetéria de uma dessas mulheres de destaque, Maria Gaetana

Agnesi.
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1.2 MARIA GAETANA AGNESI

Nascida em Mildao, no dia 18 de maio de 1718, Maria Gaetana Agnesi representa
um simbolo sélido e digno de admiragao no que se remete ao movimento Mulheres na
Matematica, sendo considerada “a primeira mulher matematica a ter produzido textos de
alta qualidade cientifica” (FERNANDEZ et al., 2019, p. 14), sua biografia é uma tematica
que merece ser discutida e reconhecida e, sendo assim, é o que faremos ao longo dessa
se¢do, resultado de uma minuciosa investigagdo da obra de Mazzotti (2007), subsegdes de
Eves (2011) e Fernandez et al. (2019), além da tese de Moura (2017).

Figura 1.1 — Maria Gaetana Agnesi (Colecdo David Smith)

Fonte: Eves, 2011.

Filha de herdeiros de ricos comerciantes da sua cidade natal, Pietro Agnesi e Anna
Fortunata Agnes, a matematica que era primogénita dos 21 filhos de seu pai, fruto dos
seus trés casamentos, foi privilegiada com uma cautelosa educacao desde muito cedo, o

que permitiu aflorar sua precoce atracao pelos estudos.

Destacando-se nas areas de linguas, ciéncias e matematicas, grande parte dessas
suas aptidoes foram consequéncias direta do convivio social promovido por seu pai, que,
desde sua infancia, realizava encontros com diversos intelectuais, das quais a pequena Agnesi
participava ativamente. Intitulados na Italia como conversazione (conversa), esses encontros
caracterizaram uma duradoura fase da vida de Agnesi, sendo que, em dado momento, os

encontros promovidos na residéncia dos Agnesi acabaram nela se concentrando.

Tornando-se um prodigio multilinguistico sob a tutela de Abbé Niccoldé Gemelli,
provavelmente o primeiro responsavel pela sua educagdo e pioneiro em notar o seu talento

natural para as linguas cldssicas, essa supervisao que nao estava nos planos de Pietro,
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ja que, a principio, Gemelli havia sido contratado para instruir o primogénito dos seus
filhos de sexo masculino, rendeu a Agnesi umas das suas principais caracteristicas, a
fluéncia multilinguistica em diversos idiomas, tais como francés, latim, grego, hebraico,
espanhol, alemao, dentre outros, que fez ressoar uma das suas primeiras preocupacoes
com a educagao para mulheres, aos nove anos, ao traduzir e declamar um discurso latino
intitulado Oratio Academica Qua oftenditur, Artium liberalism studia a Femineo sexu
neutiquam abborrere (Em Defesa do direito da mulher a estudar as artes e as ciéncias, sem

quaisquer limitagoes).

Embora indiscutivel a preocupagao de Pietro para com a educagao de seus filhos,
vale destacar que no periodo no qual vivia, a Europa presenciava uma série de transforma-
¢oes politicas e religiosas, e, apesar do Renascimento na Italia aflorar uma nova perspectiva
para a educagao para mulheres, contrapondo-se a misoginia que pairava pelo restante do
continente, instaurava-se, em Mildo, um processo de aristocratizagao das elites dominantes,
movimento que resultou em uma série de mecanismos excludentes que privilegiava os
primogénitos de sexo masculino da familias patricias e feudais, das quais os Agnesi, quanto

ricos comerciantes, nao faziam parte.

Sendo assim, e tentando driblar tantas adversidades, mesmo que incomum para
os padroes milaneses remetentes ao grupo social a qual pertencia, Pietro decidiu investir
significativamente na educacao dos seus filhos, incluindo as meninas, algo que impressionava
ainda mais. Contratando, desde a infancia, os melhores professores particulares disponiveis,
e, aproveitando-se dos eclesidsticos que frequentavam assiduamente as conversazioni
(conversas) para acompanhar a suas progressoes, tamanhos esforcos renderam-lhe frutiferos
resultados, ja que, na adolescéncia, os meninos estavam preparados para entrar nos colégios

religiosos, e as meninas continuavam os seus estudos em casa. No que diz respeito a Agnesi:

[...] tem-se noticia de que seu pai havia optado por organizar e finan-
ciar um programa privado de estudos, consistindo em uma variagdo do
tradicional curriculo jesuita, divergindo, porém, em alguns pontos essen-
ciais. Para tanto, contratou tutores que, em sua maioria, eram clérigos
pertencentes a diferentes ordens, tais como Girolamo Tagliazucci (1674-
1751), Carlo Belloni, Francesco Manara (1714-1782), Serafino Brancone
(1710-1774), e Michele Casati (1699-1782) (MOURA, 2017, p. 29-30).

Discorrido tudo isso, é viavel e notorio pontuar que Pietro tinha planos ambiciosos
para Agnesi. Comegando, antes dos cinco anos, a entreter os convidados do seu pai com
seu francés fluente, os planos difusos de Pietro para as conversazioni que envolviam a
intensa exploracao publica da instruida e bem-educada filha para fazer parte da nobreza,
fez como que Agnesi transcendesse de fenomeno multilinguistico para uma jovem eloquente

e persuasiva, aos vinte anos, preparada para argumentar sobre os mais variados assuntos
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da Filosofia, Ciéncias e Matematica, rendendo-lhe técnicas até entdo reservada aos homens,
além de seu primeiro livro, Propositiones philosophicae (Proposigoes filosoficas), em latim,
que tratava de Filosofia e Ciéncias Naturais, trazendo ainda as suas convicgoes de que as

mulheres deveriam ser educadas nas mais diversas matérias.

Porém, motivada a ter uma vida reclusa, talvez por influéncia dos intimeros
eclesiasticos com quem convivia e das discussoes académicas em sua casa realizada, onde
também se levantavam questoes de ordem religiosa, aqui sendo necessario enfatizar que na
época nao havia uma oposigao entre ciéncia e religiao, muito pelo contrario, “o universo
fisico refletia mais do que nunca o poder e a perfeicao de Deus apods os descobrimentos
de Newton” (ANDERSON;, 1996, p. 174 apud MOURA, 2017, p. 34), fez com que, em
1739, a adulta Agnesi pedisse a seu pai para entrar em um convento de freiras, o que nao
foi atendido, mas, que resultou na concessao de trés desejos: vestir-se de maneira simples;
liberdade para ir a igreja quando desejasse; nao obrigacao a frequentar eventos sociais da

nobreza.

Dai, dada a abertura para deixar de frequentar as conversazioni, Agnesi que
mostrava uma ligeira preferéncia pela Matematica desde as discussdes nos encontros
intelectuais, algo observado, por exemplo, na manifestagdo do interesse pela leitura e co-
mentarios acerca do tratado de se¢des conicas de Marqués de L’Hopital em correspondéncia
com um dos seus tutores, Belloni, datada em 03 de julho de 1735, fez com que Agnesi,

mais tarde, centrasse no estudo dessa nobre area.

Entretanto, foi por intermédio de um dos seus outros tutores, Ramiro Rampielli,
que Agnesi refinou seu talento para a Matematica. Interessado no estudo de Anélise feito
pelo matematico francés Charles-René Reynaud, ele, em 1740, ajudou-a a desenvolver
a sutileza do calculo que, posteriormente, depois de quase uma década de estudos, em
1748, eclodiu na sua renomada e principal publicacao, Instituzioni analitiche ad uso della

gioventu italiana (Fundamentos analiticos para o uso da juventude italiana).

Escrito em italiano, muito embora preliminarmente com a finalidade de servir
na formacao de um de seus irmaos mais novos que revelava interesse e aptidao para a
Matematica, sua notavel obra revolucionou o cenario académico. Dividida em dois volumes,
foi pioneira em unir as ideias de Isaac Newton e Gottfried Leibniz, além de agrupar com

clareza todas as descobertas do século XVII.

Categorizada como um curso de matematica elementar e avancada estruturado
especialmente para espiritos jovens, uma das principais obras da época e, ainda, como
um dos primeiros livros didaticos a tratar sobre os assuntos de algebra, trigonometria,

geometria analitica, calculo e equagoes diferenciais, esse trabalho dedicada a Imperatriz



22

Maria Teresa da Austria e reconhecida pelo Papa Bento XIV, rendeu a Agnesi, nessa
ordem, valiosos tesouros, da primeira recebeu uma caixa de cristal com diamantes e um
anel de diamante, enquanto do chefe supremo da Igreja Catdlica recebera um uma coroa
de ouro e uma questionavel designacdo como professora honoraria da Universidade de
Bolonha em outubro de 1750, questionavel pelo motivo de nao existir um consenso, por

exemplo, nos trabalhos de Eves (2011) e Fernandez et al. (2019) sobre essa nomeagao.

Voltaremos a falar de Instituzioni analitiche ad uso della gioventu italiana no
préximo capitulo, ja que, foi nele que Agnesi descreveu o objeto de investigacao base dessa
pesquisa, a Bruxa de Agnesi, mas, por enquanto, prosseguiremos com a sua histéria de

vida.

Retomando a falar sucintamente da vida de Pietro que, muito embora tenha
conquistado o titulo de Don sob pesada insisténcia no investimento de prestigio social, ao
ponto de afundar-se em dividas até a sua morte em 19 de margo 1752, essa fatalidade que
marcou uma brusca mudanca de vida dos seus familiares, resultou em uma nova fase na
trajetoria de Agnesi, que, nesse momento, abandonava seus trabalhos em Matematica e

entregava-se ao estudo da Teologia e a caridade.

Financiando seus projetos sociais com os presentes que recebeu em notoriedade dos
seus trabalhos em Matematica, Agnesi foi capaz de administrar trés refiigios responsaveis
por resgatar pessoas pobres, moradores de ruas e doentes, o primeiro deles, uma casa
em Milao que ela mesmo alugou em 1759, o segundo que, em particular, gerenciava
simultaneamente com o primeiro, o palacio de Antonio Tolemco Trivulzio, cedido a ela em
1771 apo6s o reconhecimento do cardeal Pozzobonelli, responsavel pelo local e, finalmente, o
instituto Pio Trivulzio, onde devotou o resto de seus dias, até que, em 9 de janeiro de 1799
faleceu, sendo enterrada em uma sepultura simples junto a outras pessoas necessitadas e

homenageada por Mildao com a nomeacao de ruas e uma escola.

Entao, até aqui discutimos alguns dos aspectos que contribuiram para a escassa
participacao feminina nas ciéncias exatas e, portanto, na Matematica que, como vimos,
alimentou uma distorcida visao de que “homens sao melhores em Matematica do que
mulheres”. Além disso, vimos também a admiravel historia de uma dessas poucas mulheres
que enfrentaram as diversas imposicoes histéricas e socioculturais e, consequentemente,
acabaram se destacando, Maria Gaetana Agnesi. No capitulo seguinte, iremos estudar
o objeto matematico que ainda carrega a forga de resisténcia dessa memoravel mulher,
a Bruxa de Agnesi, assim como outros conceitos elementares para a construcao deste
trabalho.
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2 CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Neste capitulo, serao apresentados os aspectos historicos, uma detalhada constru-
¢ao, equacgoes e propriedades da Bruxa de Agnesi. Além disso, serao explorados também
alguns conceitos de interpolacao, desde as conhecidas interpolagoes polinomiais e por
splines, mas também trataremos de um métodos um tanto quanto classico e pouco desen-
volvido nos cursos de graduacgao, as interpolagoes racionais. Conceitos esses que servirao

como base para um melhor entendimento do Capitulo 3.

2.1 A BRUXA DE AGNESI

O nome do objeto mateméatico que sustenta a presente pesquisa, a Bruxa de
Agnesi, pode facilmente nos levar a um potencial equivoco, a de atribuir a Maria Gaetane
Agnesi a sua descoberta. Por intermédio disso, e sendo um grande descaso discuti-la sem
antes situa-la historicamente, pontuaremos aqui a sua trajetoria até o momento em que se

estabeleceu o vinculo com essa brilhante matematica.

Estudada inicialmente por um dos maiores matematicos do século XVII, Pierre
de Fermat em 1703, a curva da bruxa teve sua primeira construcao detalhada e nomeacao
apoés despertar o interesse de um outro estudioso da area no ano de 1718, Guido Grandi,
que a chamou de versoria, palavra de origem latina que se remete a uma corda de manobrar

vela de barco.

Nao se sabe por que Grandi optou por esse nome. H4 uma palavra
semelhante e obsoleta latina, versorio, que significa “livre para se mover
em qualquer dire¢cdo”, e a natureza duplamente assintética da cubica
pode ter sugerido a Grandi associar essa palavra a curva (EVES, 2011,
p. 482).

Contudo, foi a publicagao de Instituzioni analitiche ad uso della gioventu italiana
o estopim para que a versoria passasse a ser designada como a atual nomeacao. Dispondo
de muitos exemplos de analises cautelosas das propriedades das curvas planas, entre essas,
a curva estudada por Fermat e Grandi, essa obra de grande sucesso que revolucionou
o cenario académico europeu, acabou despertando o interesse dos ingleses em 1760, em
especial, do professor de matematica John Colson, que aprendeu o italiano exclusivamente
para traduzi-la (MOURA, 2017), sendo ele, segundo Gray e Malakyan (1999), um dos
principais propulsores da fama da Bruxa de Agnesi, além de responsavel por manter a sua

permanente posi¢cdo nos futuros livros de célculo.
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Dito isso, e sendo necessario esclarecer o importante papel de Colson para esse
fato, devemos aqui apresentar duas controvérsias narrativas sobre a origem desse nome
peculiar dado a curva, a primeira, segundo Eves (2011), pressupoem que Agnesi tenha
confundido durante a escrita de sua obra a palavra versoria por versiera, que, em latim
significa “avé do diabo” ou “duende fémea” onde, mais tarde, ele traduziu a palavra pra
witch (bruxa), j& a segunda e mais difundida pela historiografia contemporéanea, de acordo
com Fernandez et al. (2019) e outros autores, é que John Calson tenha cometido um erro
durante a fase de traducgao de versoria para witch, sendo essas as possiveis explicagoes

pela qual a curva em inglés ficou conhecida como witch of Agnesi (Bruxa de Agnesi).

Por fim, faz-se necessario esclarecer que a Bruxa de Agnesi nao é a tinica designagao
dada a curva, podemos encontra-la nos textos académicos sendo referenciada como feiticeira
de Agnesi ou curva de Agnesi , no livro de Eves (2011), por exemplo, e ainda como a
curva da bruza, como Santos et al. (2020) menciona. Mediante a isso, esclarecemos que
usaremos como designacao principal a terminologia Bruxa de Agnesi, isso pelo fato de ser

o termo mais comum na literatura e, sendo assim, seguiremos essa tendéncia.

2.1.1 Definicao e construcao da Bruxa de Agnesi

Para definir a Bruxa de Agnesi, iremos nos espelhar no livro de Gémez et al. (2011)
que também faz referéncia a essa historica curva, entretanto, iremos explanar a construgao
um pouco mais detalhadamente, motivado pela publicacao de Santos et al. (2020). Para
isso, tomaremos uma circunferéncia C' de raio § tangente a duas retas paralelas, vamos

chamé-las de r e s.

Figura 2.1 — Primeiro passo para a construgao da Bruxa de Agnesi.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Sejam O e A os pontos de tangéncia de r e s, respectivamente, com C. Tracemos

o segmento de reta OA que, inclusive, é um dos didmetros da circunferéncia.
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Figura 2.2 — Segundo passo para a construgao da Bruxa de Agnesi.

s A

r ]

Fonte: Elaborado pelo autor.

Do ponto O, determinemos uma semirreta em direcao a s. Chamemos de M e N

os pontos de intersecao dessa semirreta com a circunferéncia C' e a reta s, nessa ordem.

Figura 2.3 — Terceiro passo para a construcao da Bruxa de Agnesi.

s A

M

r o]

Fonte: Elaborado pelo autor.

Agora, seja D a projecao ortogonal de N sobre r, determinaremos o segmento

N D perpendicular a r e, além disso, tracaremos a reta t paralela a r e s passando por M.

Figura 2.4 — Quarto passo para a construgao da Bruxa de Agnesi.

s A
N
C
t M
D
r o}

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Seja o ponto P a intersecao da reta t com o segmento N D.

Figura 2.5 — Quinto passo para a construcao da Bruxa de Agnesi.

r o]

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os pontos P assim obtidos, tracando todas as semirretas que partem de O e
intersectam C' e s seguindo esse passo a passo, descrevem a curva denominada Bruxa de
Agnesi, representada na Figura 2.6. Outro modo de nos referir a ela seria como a curva

gerada pelos pontos P quando M se move ao redor da circunferéncia C.

Figura 2.6 — Bruxa de Agnesi.
A,

N N
W
F3 P
0
D D
L &

r 0

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.1.2 Equacgao cartesiana da Bruxa de Agnesi

Com a intengao de deduzir a equagao cartesiana da Bruxa de Agnesi, ou seja, a
expressao algébrica que nos permite calcular as coordenadas dos pontos P conhecendo-se
algum dos elementos que compoe o par ordenado P(zp,yp), levaremos em consideragao
a construcao geométrica representada pela Figura 2.7, entretanto, antes de mais nada,
faremos aqui algumas consideracoes trigonométricas. A primeira delas é em relagdo aos
triangulos AANO e AM N P, que sao retangulos e, mais do que isso, semelhantes, ja que,
muito além de compartilharem as medidas dos angulos N AO = MPN = 90°, tém em
comum as medidas dos angulos AON = MN P, alternos internos, que nao sabemos com

precisao.
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Figura 2.7 — Construgao geométrica para a dedugado da equacgao cartesiana da Bruxa de

Agnesi.

S A ./
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t M
Ve

D

r o

Fonte: Elaborado pelo autor.

Assim, a partir da analise da construcao geométrica acima e das relagoes de

semelhanca, é possivel obter a seguinte relacao:

AN  AO Tp a
_ = = ou =
MP NP’ Tp—u a—yp

onde u é a abscissa do ponto M e AO é o diametro da circunferéncia C' como ja haviamos

pré-definido, cuja medida é a.

Fazendo algumas simples operagoes, temos que:

zpla—yp) = alzp—u)
_ zpla—yp)
rp—u = ———=
a
_ zp(a—yp)
u = rp— ———=
a
u = rpa—Tpa+Tpyp
B a
rpyp
= 1
u = 2 )

A equagdo (1) serd usada posteriormente, mas, por enquanto, retomaremos as
demais consideracoes necessarias para a obtencao da equacao cartesiana da Bruxa de
Agnesi, essas consistindo em trés aplicagoes do Teorema de Pitagoras nos tridngulos
retangulos AAEM, AEMO e AAMO representados na Figura 2.7, nesse ultimo valendo
relembrar de uma das propriedades da Geometria Plana, ja que o angulo reto AMNO decorre
do fato do tridngulo em questao se encontrar inscrito na semicircunferéncia delimitada

pelo didmetro AQ, um dos seus lados. Segue-se que:

(i) No tridngulo AAEM: AN = AE* + EM’ = (a—yp)?+u?.
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(ii) No tridngulo AEMO: MO' =EM +EO° =u? +yp.

(iii) No triangulo AAMO: A0 = AN+ MO".

Substituindo (i) e (ii) em (iii), obtemos:

ot = [(a—yp)’ +u’]+ [u” +yP]
o = a2—2ayp+y123+u2+u2+y%a
0 = u2—|—y123—ayp.

Como, pela Equacao (1), u = 242 temos que:

rpyp
( )2+y%—ayp =0
2.2
Tr'py
22P+9129_GQP =0
xpyp +a’yp—a’yp = 0
ypl(xp+a®)yp—a’] = 0,

dai, como temos um produto de dois fatores cujo resultado ¢ igual a 0, entao

yp=0  ou (2% +a*)yp —a® = 0.

Como desejamos obter a equagdo cartesiana da Bruxa de Agnesi, yp =0, ou seja,
o eixo das abscissas, nao nos convém, pois nao descreve a curva, assim, mediante a isso, a

equacao cartesiana dessa famosa curva resulta de:

(vp+a®)yp —a® =0,

sendo descrita por:

Yyp="5"">25
xP+a
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2.1.3 Equagao paramétrica da Bruxa de Agnesi

Retomando para o processo de obtencao das equagoes da Bruxa de Agnesi, iremos
deduzir aqui a equacao paramétrica, contudo, uma informacao relevante como explana
Gray e Malakyan (1999), é que essa equagao nao foi definida pela préopria Agnesi em
Instituzioni analitiche ad uso della gioventu italiana, o motivo histérico para isso era
a pouca trigonometria explorada nos livros de Célculo do século XVIII. Entretanto,

exploraremos essa equacao aqui.

Para isso, vamos considerar basicamente a mesma ilustracao utilizada para deduzir
a equacgao cartesiana, na Subsecdo 2.1.2, a Figura 2.7, entretanto, com uma sttil diferenca:

a presenca do angulo N OD = a como podemos ver na Figura 2.8.

Figura 2.8 — Construgao geométrica para a dedugao da equacao paramétrica da Bruxa de

Agnesi.
s A /
N
C
a
E P
t M
Ve
D

Fonte: Elaborado pelo autor.

Relativamente mais simples de se obter, principalmente quando ja definida a equa-
gao cartesiana da Bruxa de Agnesi (2), para iniciarmos o curto processo para desvendé-la
precisamos, antes de mais nada, nos atentar para uma das importantes relagoes trigono-

metria no ADNQO, a cotangente do angulo «o:

cotg(a) = I
a

Dessa relacao, é facil verificar que x, = a- cotg(c). Logo definido o pardmetro z.
Para definir o segundo parametro y,, como ja se deve imaginar, ¢ suficiente substituir o

valor de x, encontrado na equacao cartesiana da Bruxa de Agnesi (2), assim temos:

CL3 Cl3 a

2
— — = =a-sen”(q).
a?-cotg?(a)+a?  a®(cotg?(a)+1)  cossec?(a) ()

Yp

Portanto, a equagao paramétrica da curva da Bruxa de Agnesi é:
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rp = a-cotg(a) e (_E
) 29

). |

2.1.4 Propriedades da Bruxa de Agnesi

R

yp = a-sen’(a)

Assim como outras curvas, é de se esperar que a Bruxa de Agnesi possua também
algumas propriedades. No entanto, para que seja iniciado essa discussao vamos impor
algumas condig¢oes para alguns dos elementos pertinentes a construcao da curva que

estabelecemos anteriormente na Subsegao 2.1.1:

(i) que o didmetro AO de medida a da circunferéncia C esteja situado sobre o eixo y;

(ii) e que o ponto O seja a origem do sistema de coordenadas.

Imposta essas condigoes, temos a seguinte construcao ilustrada pela Figura 2.9.

Figura 2.9 — Construgao geométrica para a dedugao das propriedades.

Y

r @] r

Fonte: Elaborado pelo autor.

Iniciando a exploracao das propriedades, iremos introduzir inicialmente uma das
mais simples e faceis de serem notadas, principalmente a partir da equacao cartesiana,

a simetria da curva em relagdo ao eixo y, fato que pode ser justificado pela seguinte

igualdade:

a’ a’

T a2va? (—z)* + a2 N

f(z) f(—z),Vz e R.

Logo a Bruxa de Agnesi é uma funcao par.

Uma segunda propriedade também relativamente facil de ser observada, princi-

palmente para aqueles que ja tiveram contato com o Célculo Diferencial e Integral, é que
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3
y =0, o eixo x, é assintota horizontal dessa curva, ja que y =

a
=55 #0,Vz €R, uma vez
" . A : ey T +a

que a, o didmetro da circunferéncia C' associada, é diferente de 0 e

a3 3

a
lim

———5 =0 e lim ——
z—+o0 2 —+ a? z——00 12 + a?

=0.

Ainda considerando as ferramentas impulsionadas pelo Célculo Diferencial e
Integral, uma outra propriedade que pode ser explorada a partir da Bruxa de Agnesi é a

area S entre a curva e a assintota y = 0. Dada pela seguinte integral imprépria

+oo g3 too g
S:/ ﬁdaz:cﬂ/ ———=dx.
-0 T+a

—0o0 $2 +a2

+0o0o a
Calculando / —_

dz, temos:
oo X2 4a?

—00 T°+a jx —i—

——dz
j——00 k—400.J0 x2—|—a2

k—+4o0

too g ) 0 Ji ) k 0
/ ———dxr= lim (arctan () —arctan <>> + lim |arctan| — | —arctan <)
—0 T24a? j——o0 a a a a

.

[ wate= (0= (-3))+ (5 +0)

Assim, a area entre a curva e a assintota y =0 é:

S = / _ Yy ?/ma d 2
T =Qa xr =Ta .
0 £C2+a2 —o0 22+4a?

Que é exatamente igual ao quadruplo da area da circunferéncia C' de raio 2

2
associada. E a ultima propriedade a ser explorada aqui neste trabalho, é o volume V' do

solido de revolugao gerado pela curva em torno do eixo x representado pela Figura 2.10

Obtido por meio de:

k—o0 2+ a?

too [ o3 17 of 3 17 kT o3 12
V:ﬂ'/ ——— | de=m| lim / ——— | dr+ lim — | dzr|].
—oo |224a? jo—o0Jj 22+ a? 0



Figura 2.10 — Sélido de revolugao em torno do eixo z.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Iremos antecipar que a integral:

3 12 3
/ _v dr = e <Zarctan (E) +sen (2 arctan (E))) +C.
224 a? 4 a a

of o3 12
Dai, como lim / — | dv:
j——0oJj |x“+a

3 . .
lim e [2 arctan (9) + sen (2 arctan (9)) — 2arctan (l) —sen (2 arctan (l)ﬂ
j——o0 4 a a a a
3 3
- %[O—H)—HT—O] -

k a3
Além disso, como lim — | du
k—ooJOo |x*+a

ad k k 0 0
lim — |[2arctan| — | +sen | 2arctan | — — 2arctan (—) —sen (2 arctan (—))
k—+oco 4 a a a a

3 Tad

a

Temos entao que:

32
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2
+o0 ad ra®  wa? a3
V= / —| dr= = .
o Lr;?—l—a?] ! W( 1 2
2.1.5 Consideragoes sobre a Bruxa de Agnesi

Como podemos observar até aqui, a Bruxa de Agnesi trata-se de uma curva
relativamente facil de ser compreendida. Necessitando de apenas alguns conhecimentos
basicos da Geometria Plana e Trigonometria para que seja possivel acompanhar o processo
de construgao e determinagao de suas equagoes, apesar das suas propriedades requisitarem

de uma base do Calculo Diferencial e Integral.

No entanto, associada a grandes nomes da Matematica como, por exemplo, Fermat,
Grandi e a prépria Agnesi, essa curva que carrega um enorme legado precisa ser melhor
reconhecida e estudada, assim como a histéria por tras dessa espléndida mulher. Permitindo
relembrar técnicas e propriedades da t Trigonometria, Geometria Plana e do Caélculo
Diferencial e Integral, sua exploracao permite também agucar as nossas habilidades em

relacdo ao entendimento sobre as curvas planas.

Contudo, neste trabalho sera apresentado uma aplicacao da curva. Nela, a Bruxa de
Agnesi sera utilizada para conceber uma interpolacao racional e, portanto, se faz necessario
a apresentacao de alguns dos conceitos remetentes a essa tematica que apresentaremos na

secao seguinte.

2.2 INTERPOLACAQO: UMA BREVE INTRODUCAO

Embora instigado a estudar formalmente interpolacao exclusivamente para a
confeccao do proximo capitulo, ja que raras sao as vezes que nos deparamos com esse
método de aproximar valores, assunto de interesse da disciplina de Célculo Numérico,
atualmente ofertado como disciplina optativa no curso de Licenciatura em Matematica do
Instituto Federal da Paraiba (IFPB), campus Cajazeiras, a qual nao tive a oportunidade
de cursar, como discute Petri et al. (2005), a pesquisa é uma aventura onde os exploradores

vao atras do desconhecido/novo, e assim o fizemos.

Utilizado, muitas das vezes, segundo Monteiro (2012, p. 87), em duas particulares

situacoes:

[...] quando a expressdo de f(x) ndo é conhecida (apenas se conhecem
os valores numéricos de f(z) para um conjunto discreto de pontos), ou
quando se conhece a expressao da funcao f(z) mas ela é muito complicada,
pelo que é 1til aproxima-la por um modelo mateméatico mais simples do
tipo polinomial.
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A interpolagdo, apesar dessa descri¢ao no sentido restritivo, apresenta diversas
aplicacoes, como ¢é o caso das investigacao de certos experimentos em que o conjunto de
dados obtidos sao plausiveis para a determinacao de uma fungao a qual vale a pena estimar
valores nao conhecidos, por exemplo, situacoes exploradas nos trabalhos de Marcuzzo et
al. (2011), intitulado “Métodos de interpolagao mateméatica no mapeamento de chuvas
do Estado do Mato Grosso”, ou ainda, no de Jakob e Young (2016) chamado de “O uso
de métodos de interpolacao espacial de dados nas anélises sociodemograficas”. Feito essa
breve contextualizagdao, vamos a defini¢ao a seguir, formulada a partir da obra de Ruggiero
e Lopes (2000).

Definicao 2.1. Interpolacao ¢ um método que dado um conjunto de n+ 1 pontos dis-
tintos zg, =1, ¥, ..., Tn, chamados noés da interpolacao, e suas respectivas imagens
Yo, Y1, Y2, --- , Yn em relagdo a uma funcao f(z), com f(z;)=y;, i=0, 1, 2, ..., n,
consiste em determinar uma nova fungao g(x), sob as seguintes condigoes, g(z;) = f(x;).
Essa nova funcao obtida recebe o nome de funcao interpolacao e, quando bem determinada,
apresenta um comportamento similar a fungao f(x) de interesse, sendo possivel aproximar

valores de f(x) para algum x # x; com x € [z, Zy)].

Sendo do interesse da extrapolacao investigar as aproximagoes dos valores de f(z)
para os quais = ¢ [xg,x,], um outro assunto do Calculo Numérico que nao é do nosso
interesse investigar, uma nova discussao que necessita da nossa atencao remete-se aos
tipos da funcao interpolagao. Como ji antecipado pelo comentéario de Monteiro (2012),
ela pode ser do tipo polinomial, que define as interpola¢oes polinomiais, sendo essas, em
especifico, os casos mais comuns e faceis de serem trabalhados, ja que a fun¢ao interpolacao,
podendo ser chamada nessa situacao de polindmio interpolador, pode ser, na maioria das
vezes, facilmente obtida através de solugoes de sistemas lineares, isso caso o conjunto
de pontos a ser interpolados sejam de no maximo até quatro pares ordenados, gerando
assim polindmios interpoladores de grau trés ou inferior. Caso contréario, existem métodos
numéricos menos dispendiosos do ponto de vista computacional que podem ser usados,

para conhecé-los sugerimos consultar Filho (2007).

Ademais, um outro ponto que justifica a recorrente escolha de fun¢des polinomiais
para aproximar valores por meio desse meio matematico de modelagem, é a simplicidade
de calcula-los, além de serem fungoes de classe C'™° cujas derivadas sao polindmios de

graus menores.

Entretanto, a interpolacao nao se restringe a interpolagdo polinomial, como enfa-
tiza Ruggiero e Lopes (2000), podendo ser também trigonométricas, racionais, exponenciais,

entre outras. Inclusive, para o desenvolvimento da proposta do capitulo seguinte, utiliza-
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remos a interpolagao racional, mas, antes de introduzi-la, iremos prosseguir com nossa

aventura conhecendo alguns desses métodos.

2.2.1 Interpolagao polinomial

Voltemos a Definigdo 2.1 de interpolagao, vamos considerar a fungao f(x) e o
conjunto de n+ 1 pontos fornecidos (xo, yo), (1, y1), (T2, ¥2), ..., (Tn, yn), com as
mesmas restringdes. A interpolagdo polinomial consiste em determinar um polindémio P, (x)

de grau menor ou igual a n que satisfaca a seguinte condicgao:

Po(z;) = f(z;) =v;, 1=0,1,2,... n.
Seja P, (x) = ag + a1z +agr? + ...+ apx™, esse polindmio. Dai, podemos estabelecer

o seguinte sistema linear a partir do conjunto de pontos dados para encontrar as incognitas

ap,ai,as,...,a, do nosso polindomio interpolador.

ap+ a1zxo —I—agx% +...Fanxi =10
apg+ a1z +CL2$% +.Fapx! =1

ap+ a1y —l—agx% + . Fapzl =yy

Da relacao entre sistemas lineares e matrizes, podemos reescrever (3) da seguinte

forma:

2
1wy 25 ... x§ ag 10
1 = x% A al Y1
X =
1 2 n
Ty Ty .. Ty an Un

Observando a matriz dos coeficientes, é notavel pelo seu comportamento peculiar
que trata-se de uma matriz especial, a chamada Matriz de Vandermonde, que designaremos
por M. Como xg, x1, =2, ..., Ty sdo distintos, como definido, segue que det(M) # 0 e,
portanto, pela discussao dos sistemas lineares, (1) é possivel e determinado. Dai, provado

0 seguinte teorema:

Teorema 2.1. Existe um tnico polindémio P, (x) de grau < n tal que P,(z;) = f(z;),

i=0, 1, 2, ..., n, desde que x; # xj, i # j.
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Vejamos agora algumas formas de interpolagao polinomial.

Interpolacao linear

Uma das formas mais simples de interpolagao polinomial, a interpolacao linear
traduz-se em determinar um polindmio interpolador por meio de um par de pontos distintos
dados. Sejam eles, (zg, yo) € (z1, 1), com f(z;) =vi, i =0, 1 e g # x1. Como devemos

imaginar, o polindomio P(z) buscado é da forma
Pl(l’) =ap+ a1z,
um polinémio de grau 1.

Sobre esse tipo de interpolagao, perceba que os coeficientes do polindmio interpo-

lador Pj(x) podem ser facilmente obtidos através do sistema linear a seguir

ap+a1xo = Yo
ap+a1x1 =y1.

Obtendo uma fun¢ao polinomial P;(z), cujo comportamento encontra-se ilustrado

na Figura 2.11.

Figura 2.11 — Interpolacao linear.

A

5 - -
=1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Interpolagao quadratica

Diferente da interpolacao linear em alguns aspectos, como da necessidade de trés
pontos distintos da func¢do f(x) e pelo grafico do polindémio interpolador, que agora trata-se

de uma parabola, a interpolagao quadratica também é bem simples de se obter.

Sendo da forma



37

Py(z)=ag+arx+ asz?,

analogamente a interpolacao linear, os seus coeficientes ag,a; e as, podem ser obtidos

através do sistema linear a seguir

a0+a1$o+a2$(2) =90
2

ap+aixry +ax] =y1

a0+a1x2+a2x% = Y9

onde seu grafico terd um comportamento similar ao grafico apresentado na Figura 2.12,

muito embora possa variar em abertura, localizacao no plano e pelo sentido da concavidade.

Figura 2.12 — Interpolagao quadratica.

P,(x)

y1:y2-|——— —

M = — = =
P = —— —

Fonte: Elaborado pelo autor.

Forma de Lagrange

Muito além dos sistemas lineares, existem outras maneiras de se obter o polinémio
interpolador de uma fungao f(z) através de um conjunto de n+ 1 pontos dados. Sejam
esses pontos (xo, v0), (1, Y1), -y (Tn, Yn), podemos representar o polinémio interpolador
P,(z) de grau <n da seguinte maneira, Py, (z) = yoLo(x) +y1L1(x)+ ... + yp Ly (x), onde
os polinémios Li(x) sao todos de grau n. Sendo assim, queremos que para cada i, com

0<i<n, P,(z;) =y, ou seja:

Po(zi) = yoLo(zi) +y1L1(z) + ... + ynLn(xi) = ys.

Seja 0 < k <n, a maneira mais facil de se garantir isso, ¢ impor que:
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0sek+#1
lsek=1

Ly(x;) = {

Para isso, vamos estrategicamente definir L (x) como:

($ _J;O)(x — 1’1)(1‘ - mk—l)(x — xk"‘l)"'(x _ I’n) (5)

Li(@) = (zr —20) (g — 1) (xh — Tp—1) (@ — Tpg1)-- (2 — 2p)

A partir dai, é simples verificar que Lg(zx) =1 e que Lg(z;) =0 se k # i, logo a

condigao (4) é satisfeita. Entretanto, quanto a equagdo (5), uma outra informagao que

merece a nossa atencao é o fato de que o numerador de Li(z) é o produto de n fatores

da forma (z — ;) onde i # k, logo, como o denominador é um ntimero real, Li(z) é um

polindémio de grau n, como ja tinhamos antecipado e, consequentemente, P,(x) é um

polinémio de grau < n.

lador

Portanto, estd garantido que P, (x;) = y; para qualquer i, com 0 <i <mn ji que:

n
Po(xi) =Y ypLg(zi) = yiLi(zi) = ;.
k=0

Assim estd apresentado a forma de Lagrange para o se obter o polindmio interpo-

Po(z) = Zn: yr L (;),
k=0

onde L (z) estd definido em (5) e P,(x) é o n-ésimo polinémio interpolador de Lagrange.

Formalizado a forma de Lagrange, iremos a partir de agora exemplificar numerica-

mente como obté-lo.

Exemplo 2.1. Seja f(z) = 22* + 322 4 1, iremos determinar o polinémio interpolador

de Lagrange de grau 1, 2, 3 e 4 no intervalo de [0; 0,4]. Inicialmente, vamos determinar

o polinémio de grau 1 na qual, obrigatoriamente, os nés de interpolacao devem ser os

extremos do intervalo, ou seja, xg =0 e x1 = 0,4 onde:

(x—z1) 2-0,4 2-0,4

Lo(z) — — _
() (to—a1) 0-0,4 —0,4°
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T — X0 z—0 T
L pu— p— p— .
)= = =040 04

Assim, como f(0)=1e f(0,4) =1,5312, temos entdo que o polindémio interpolador

de Lagrange de grau 1 é:

1
x—0,4 x
Pl(x)=ZykLk(xi)=1< ! >+1,5312< )
k=0 _074 0,4

Prosseguindo, iremos determinar o polinémio interpolador de Lagrange de grau 2
no intervalo de [0; 0,4], para tanto, precisaremos de um ponto adicional além de (0, 1)
e (0,4; 1,5312) de f(x), com z € (0; 0,4). Seja esse valor igual a 0,2, temos entao que
£(0,2) =1,1232 e, além disso, temos também que zo =0, x1 =0,2 e x93 =0,4. Calculando
Ly(x) para 0 < k <2, temos:

(x —z1)(x —22) (z—0,2)(x—0,4)  x*—0,6z+0,08

Lo(x) = (xo—x1)(z0 — 22) - (0—0,2)(0—0,4) 0,08 ;
Loy Emm)E—r) | (@=0)(r—04) _a°-0dr
M —o) (@ —22) (0,2—0)(0,2—0,4)  —0,04
Lyx) = Fw)e—n) _ (@=0)z-0.2) =02

(ﬁg—xo)(l‘g—xl) (0,4—0)(0,4—0,2) 0,08

Dessa forma, o polinomio interpolador de Lagrange para esse conjunto de pontos

é dado por:

2 2 2 2
x*—0,6x+0,08 r*—0,4x x°—0,2x
P = E Li(z;)=1 ’ ’ +1.1232 | ————— | +1.,5312 ———— .
Z(x) kzoyk k(xz) ( 0,08 ) 5 ( _0,04 > 5 ( 0,08 >

Analogamente, podemos determinar o polinémio interpolador de Lagrange de
grau 3 definido no conjunto de pontos Py = (0, 1), P, = (0,1; 1,0302), P, = (0,2; 1,1232)
e P3=(0,4; 1,5312), como 9 =0, 21 = 0,1, 22 =0,2 e 23 = 0,4. Dati:

Lo(z) = (x —x1)(z —x2)(x — x3) :(x—O,l)(x—O,Q)(x—OA)
(zo — 1) (z0 — x2) (w0 —x3)  (0—0,1)(0—0,2)(0—0,4)
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2% —0,722+0,142 — 0,008

Lo(@) ~0,008 !
Ly(x) = (z—z)(z—2)(z—23) _  (z—-0)(2—0,2)(z—0,4)
(x1 —x0)(x1 —22) (21 —23)  (0,1—0)(0,1—-0,2)(0,1—0,4)
23— 0,612 x
Ly(r) = 0,300;0,08 ;
Lo(x) = (x—wo)(w—a1)(z—23) _  (x—0)(x—0,1)(z—0,4)
($2—1’0)(IL‘2—1‘1)($2—1’3) (0,2—0)(0,2—0,1)(0,2—0,4)
23— 0,527 40,04z
L) =—50r
L) = (x—z0)(r—a1)(z—22) _  (x—0)(x—0,1)(z~0,2)
5 (53— x0) (w3 —21) (w3 —x2)  (0,4—0)(0,4—0,1)(0,4—0,2)
23 —0,322 40,02z
La(x) = 0,024 ‘
Assim:

23 —0,72% +0, 142 — 0,008
0,008

3
Py(z) = ypLp(w;) = 126,42° — 84,782% + 17,5162 —
k=0

Finalmente, vamos calcular o polinémio interpolador de Lagrange de grau 4.
Como precisamos de cinco pontos no intervalo de [0; 0,4] incluindo os extremos, iremos
considerar os pontos Py = (0, 1), P, =(0,1; 1,0302), P, =(0,2; 1,1232), P3=(0,3; 1,2862)
e Py =(0,4; 1,5312). Logo:

Lo(z) = (x —z1) (2 —22)(x — x3)(x — 24) :(JU—O,l)(:U—O,Q)(:L’—0,3)(95—0,4)
(20 — x1)(wo — x2) (w0 —x3) (xo —24)  (0—0,1)(0—0,2)(0—0,3)(0—0,4)
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2t —2%40,352% — 0,052 +0,0024

Lo(a) 0,0024 ’
Li(z) = (x —x0)(r—x2) (T — 23) (T — 24) _ (x—=0)(x—0,2)(x—0,3)(z—0,4)
(x1 —x0)(x1 —22) (21 —23) (21 —24)  (0,1—0)(0,1—-0,2)(0,1—-0,3)(0,1—0,4)
I 20,923 +0,262% — 0,024z
1(z) = —0,0006 ’
Lo(x) = (x —x0)(z —21)(x —x3) (T — 24) _ (x—0)(z—0,1)(x—0,3)(z—0,4)
(ro —x0)(x2 — 1) (w2 —x3) (2 —24)  (0,2—0)(0,2—0,1)(0,2—-0,3)(0,2—0,4)
2% —0,82% 40,1922 — 0,012z
Lata) = 0,0004 !
Ly(z) = (x —z0)(z —x1)(x —x2) (T — 24) _ (x=0)(z—0,1)(x—0,2)(z—0,4)
(l’g - :L'())(xg - l’l)(l’g — 1'2)(.1'3 — QJ4) (0,3 - O)(O, 3— 0, 1)(0,3 - 0, 2)(0,3 — 0,4)
2t —0,723 40,1422 — 0,008z
La(@) = —0,0006 ’
La(z) = (x — o) (z—x1)(x —22) (T — 24) _ (x—=0)(z—0,1)(x—0,2)(z—0,3)

(x4 —x0)(x4 —21) (23 —22) (24 —23)  (0,4—0)(0,4—0,1)(0,4—0,2)(0,4—0,3)

20,62 +0,112% — 0,006z

La(x) 0.0024 ’

Potanto,

Py(z) 2 1,99672* +0,0033z3 +3,003322 — 0,0033z + 1,

que inclusive, é a prépria funcio f(z) = 22* 4 322 + 1 no intervalo [0; 0,4], como podemos

verificar na Figura 2.13, embora tenhamos feito algumas aproximagoes.



42

Figura 2.13 — Polindémio interpolador de Lagrange de grau 4

iR}

0s
-05 -0.4 -0.3 -0.2 0.1 0.1 02 03 04 05

Fonte: Elaborado pelo autor.

Por fim, existem outras formas de se obter esses polindmios interpoladores, como
a interpolacao de Newton, por exemplo, que, teoricamente, como aponta Ruggiero e Lopes
(2000), conduzem a um mesmo polindémio interpolador obtido por meio de sistemas lineares

ou a Forma de Lagrange que acabamos de discutir, independente do grau.

2.2.2 Estudo do erro para interpolagao polinomial

Pela Definicao 2.1 de interpolagao, é notavel que as aproximacoes dos valores de
f(z) por g(x) para algum z diferentes dos nés da interpolagao envolvem erros. Isso pode
ser facilmente constatado ao analisarmos a Figura 2.14, onde encontram-se representados o
grafico de uma determinada fungao quadratica f(x), assim como o do polinémio interpola-
dor de 1° grau Pj(z), cujo os nds sdo zg e x1. Fazendo o papel da fungao interpolacao g(x),
a funcdo Pj(x) apresenta uma perceptivel imprecisao sinalizada, por exemplo, quando

tenta-se obter uma aproximacao do valor de x2 na funcao dada, através dela.

Sendo do interesse da interpolacao calcular o quao preciso é a aproximacao de
uma fungao qualquer f(z) por meio de um polinémio interpolador P,(x) de grau n >0 que
interpola a funcao nos pontos (zo, f(zo)), (1, f(z1)), -, (xn, f(zn)), e sendo o estudo
do erro E,(x) um desses meios para a investigagdo desses critérios de credibilidade (ou

descredibilidade), temos o seguinte defini¢ao:
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Figura 2.14 — Erro de interpolacao

2 X4 \

Fonte: Elaborado pelo autor.

que pode ser reforcado pelo teorema a seguir, definido com base na obra de Ruggiero e
Lopes (2000).

Teorema 2.2. Sejam g < x1 < T2 < ... < Tp, (n+ 1) pontos. Seja f(x) uma fungdo que
admite derivadas até ordem (n+1) para todo z pertencente ao intervalo [xg,xy]. Se P, (z)
é o polinémio interpolador de f(x) nos nés xg, x1, ..., Tp, entdo, para todo x pertencente

ao intervalo [zg,zy], o erro é dado por

(&)

Ey(x) = f(z) = Pa(2z) = (2 —20)(z —21)(x — 22)...(7 — xn)W?

(6)

onde &, € [1g,,] é, na prética, a abscissa do ponto em que f"*!(x) apresenta o maior

valor em maédulo. Assim, (6) nos fornece a cota maxima do erro cometido.

A demonstracao desse Teorema pode ser encontrado no livro “Célculo Numérico:
Aspectos Tedricos e Computacionais” de Ruggiero e Lopes (2000), especificamente, da
pagina 229 a 231.

Para encerrar a discussao do erro de aproximacao do valor de uma funcao pela

funcao interpolagao, vamos explanar dois exemplos.

Exemplo 2.2. (Adaptado de Filho (2007)) Vamos determinar o erro da aproximagao da
fungao f(x) = 2% 4+ 322 +1 pelo polinémio interpolador de Lagrange de grau 2
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22— 0,62 +0,08 22 —0,4x 2 —0,2x
Py(x) =1 R 11232 ( S0 ) g p31( B2
2(2) ( 0,08 >+ ’ < 0,04 >+ ’ ( 0,08 )

que interpola f(z) em (0, 1), (0,2; 1,1232) e (0,4; 1,5312), onde iremos analisar o erro

da interpolagao para x =0, 1.

Dessa forma, para calcular o erro F2(0.1), iremos precisar da derivada de ordem 3
da funcao f(x), que, novamente, pelos conhecimentos de Céalculo Diferencial e Integral,
pode ser facilmente calculada sendo, portanto, igual a f”'(z) = 48xz. Daf, um segundo
requisito para calcular o erro por meio de (6) é determinar &, € [0; 0,4] que é a abscissa
do ponto que f"(z) = 48x, em mddulo, apresenta o maior valor, logo, é facil deduzir que
&, =0,4. Assim:

48 x 0,4
3!

F5(0,1) = (0,1—0)(0,1—0,2)(0,1—0,4) =0,0096.

Comparando com o erro real, dado por:

1£(0,1) = P5(0,1)| = |1,0302 — 1,026] = [0,0042| = 0,0042 < | E5(z)| = 0,0096.

Assim, Fs(z) oferece a cota maxima do erro cometido.

Exemplo 2.3. (Adaptado de Filho (2007)) Analogamente, vamos determinar o erro de

aproximacdo da funcao f(z) = e* — 22

— x pelo polinémio interpolador de Lagrange de grau
2, Py(z), onde Py(z) interpola f nos pontos (1,9; 1,1759), (2,1; 1,6562) e (2,5; 3,4325) e

r0=1,9 21=2,1e 29 =2,5 para x = 2,2.

Antecipando que:

2_4,6x+5,25 2_4,4244,75 2 _4x+3,99
Pz(x):1,1759<x E)f;’ >+1,6562<x —’oxo;’ >+3,4325<5”03;;’>.

Como f"(x)=¢e" e & €[1,9; 2,5] é igual a 2,5, temos, portanto, que:

2,5

F5(2,2) = (2,2—1,9)(2.2-2,1)(2,2—2,5)°

5 = ~0.0183.
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Agora, calculando o erro real, temos que:

1£(2,2) — Py(2,2)] = |1,9850 — 1,9983| = | —0,0133| = 0,0133 < | E2(2,2)| = 0,0183.

Finalmente, uma tultima discussao que vale a pena ser levantada, ¢ em relacao
ao sinal do erro E,(z). Se o sinal for positivo, entao o erro da aproximagao foi por falta,
isto é, P,(z) < f(z), como podemos observar no Exemplo 2.2. E, caso Ey,(z) tenha sinal
negativo, logo o erro da aproximagao foi por excesso, P,(z) > f(x), como acontece no

Exemplo 2.3.

2.2.3 Interpolacao por spline

Nas investigagbes para aproximagoes mais assertivas de uma certa fungao f(x),
ou ainda, para estimar um certo valor nao reconhecido a partir de um conjunto de n+1
tabelados de um experimento associavel a fungoes, ou seja, os pontos determinados pelos
no6s da interpolagao, observou-se que ao utilizar um polindmio interpolador P,(x) de grau
n, em diversos casos, podemos obter resultados frustrados, decorréncia dos polinémios
tenderem a apresentar oscilagoes muito extremas, principalmente nos limites do intervalo
de interpolacao, como pode ser notado na Figura 2.15, onde se interpola a fun¢ao em azul

por onze pontos a partir de polindomio de grau 10 em rosa.

Figura 2.15 — Interpolagao por um polinémio de grau 10

L L 1
0.5 Q 0.5 1

Fonte: Rossetto (2016).

Para contornar essas situagoes desastrosas, uma alternativa admissivel é justamente
interpolar a fungdo f(z) ou o conjunto de dados experimentais recolhidos em grupos
menores de pontos, obtendo polinémios interpoladores de grau menores que n, sob certas
exigéncias: que a fungao interpolacdo seja continua e que admita derivadas até uma certa

ordem. E nessas condigoes que entram as fungoes splines que introduziremos a seguir.
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Definigao 2.2. Sejam xg < 1 < 3 < ... < x, as abscissas dos pontos de f(z) que se

deseja interpolar. A fungao denotada por Sp(z) recebe o nome de splines interpolador

de grau p cujos os nés da interpolagao sao x;, i =0, 1, 2, ..., n, se satisfaz as seguintes
condigoes:
(i) em cada subintervalo [z;,z;+1], =0, 1, 2, ..., (n—1), Sp(x) é uma polinémio de

grau p: sp(z);
(i) Sp(x) é continua e tem derivada continua até ordem (p—1) no intervalo;

(i) Sp(wi) = f(x:), i=0,1,2, ..., n.

Favorecendo uma aproximagcao superior se comparada as interpolagaoes polinomi-
ais, ja que definidas em partes e em intervalos menores sdo sugestivamente mais capazes de
manter um comportamento relativamente similar, mesmo sob mudancas locais abruptas,

falaremos brevemente aqui sobre um tipo dessas interpolagoes, as splines lineares.
Splines lineares

As fungoes splines lineares interpolantes de f(x), denotadas por Si(z) e cujos nos

sao xg, r1, 2, ..., Ty dois a dois distintos, sao func¢des que podem ser definidas em cada
um subintervalos [z;_1,z;], i =1, 2, 3, ..., n como
1 —x r—Ti—-1
si(x) = f(wi1) ————+ f(xi) , Vo € [z, 74,

Ty — Ti—1 Ty — Ti—1

satisfazendo as seguintes condigoes:

(i) Si(z) é um polindmio de grau 1 em cada um dos subintervalos [x;_1,x;];

(ii) Si(x) é continua em (x;_1,x;) e nos nés x;, onde Si(x) encontra-se bem definida

pois si(z;) = si+1(xi) = f(x;);

(iil) Si(x;) = s1(x;) = f(x4).

A seguir, na Figura 2.16 veja o comportamento da fungao spline linear interpoladora

S1(x) de f(x) nos nés xg, x1, x2 e x3 definida por
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s1(x), zo <z <1
S1(z) =4 so(z), 11 <z <9
s3(x), xg < < 3.

Sl(:B)
Yof —— — ——— - —— — = 54(X)
Yofr = = — — — — - -1 ___=
o) 2 :
1
Yoi— :
I 1
! I 1 N
// o X X3 X3

Fonte: Elaborado pelo autor.

Entretanto, uma informacao adicional sobre a interpolacdo por spline se faz
necessaria. Como acabamos de ver essa forma de interpolagao tem relativas vantagens se
comparado as aproximacgoes por polinémios, mas, dentre as splines, uma ainda se destaca
mais do que as outras, e ¢ ela a splines ciibicas. Possuindo derivadas de primeira e segunda
ordem continua, a curvatura das splines ctibicas garantem que nao se tenha picos e nem
troque de curvatura abruptamente nos nos, sendo essas algumas das razoes para os quais
Ruggiero e Lopes (2000) e Lopes e Costa (2018) descrevem-na como a mais utlizada.
Assim, apesar de nao apresentarmos formalmente esse técnica de interpolagdo, sugerimos
consultar o livro “Céalculo Numérico: Aspectos Tedricos e Computacionais” de Ruggiero e

Lopes (2000) para mais detalhes.

2.2.4 Interpolagao racional

Para Larkin (1967), o problema para encontrar uma funcéo interpolagao racional,
R(z), que interpola um conjunto de pontos em posicoes prescritas de uma dada fungao,
f(z), pode ser abordado por varios pontos de vista. Um deles, por exemplo, é assumir que

a funcdo R(x) tenha o formato a seguir

p r
R M)

R(x) = ST b

e tentar determinar os coeficientes a, (a,, 0 <r <p) e b, (b, 0 <r <gq) por meio de
um sistema com p—+ g+ 1 equagoes lineares, onde cada uma dessas equacoes satisfazem a
seguinte propriedade

R(x;) = f(z;); 1<i<p+q+1,
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para o conjunto de pares ordenados (x;, f(x;)) fornecidos, com 1, @2, ..., Tpq+1 distintos,

os noés da interpolacao.

Apresentada brevemente essa abordagem, Larkin (1967) chama nossa atencao
sobre o fato de que precisarmos de p+ ¢+ 1 equacgoes lineares para determinar os p+ q+ 2
coeficientes de (7). E a justificativa, segundo ele, é que um destes coeficientes sempre pode

ser reduzido por cancelamento.

Mas, apesar da unicidade da fungdo R(z) assim obtida, o trabalho numérico
envolvido para determinar os coeficientes, consequentemente, torna esse tipo de abordagem
menos atraente. Assim, levando-nos a definir uma outra forma, como o de Thiele (1909),

que serve para determinar alguns casos especiais de fungoes interpolac¢oes racionais.

Denotada por T'(z), a fungao interpolacdo racional de Thiele é 1itil em duas
particulares situagoes, quando p = ¢ ou p = ¢+ 1. Expressa por uma fragdo continua

terminada

L= Tptq

Ap+q

ela consiste em determinar os coeficientes a, a partir de construcao de uma tabelas de
diferencas invertidas ou diferencas reciprocas por meio dos pontos de interpolacao, para

conhecé-los sugerimos consultar Thiele (1909).

Finalmente, como queremos apresentar algo mais abrangente e menos trabalhoso,
nao iremos nos limitar e, muito menos, nos aprofundar em nenhuma dessas abordagens. No
entanto, antes de prosseguirmos com as nossas discussoes para obtermos um método para
a construcao das interpolacoes racionais, faz-se necessario a apresentacao de um método

auxiliar, o Método de Neville, que abordado, facilitara a compreensao do método desejado.
Método de Neville

Para que possamos entender o Método de Neville!, precisamos, antes de mais

1 Eric Harold Neville(1889-1961), foi um matematico inglés que se destacou desde muito cedo. Con-
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nada, de dois pressupostos tedricos, o primeiro deles, é a seguinte definicdo abordada por
Burden et al. (2015, p. 130).

Definicao 2.3. Seja f uma funcao definida em xg, z1, x2, ..., T, € suponha que my,
ma, ..., my, sejam k numeros inteiros distintos, com 0 < m; < n para cada i. O polinébmio
de Lagrange que coincide com f(z) nos k pontos Z,,, Tmy, ..., Tm,, ¢ denotado por

Pm17m27~"7mk (:I;)

O segundo é o Teorema a seguir, definido também por Burden et al. (2015, p.
130), cuja demonstragao pode ser encontrada na sua prépria obra, “Anélise numérica”, na

pagina 130.

Teorema 2.3. Seja f uma fungao definida em xg, 1, ..., 7%, e sejam x;, x; dois niimeros

distintos nesse conjunto. Entao,

. P . — . P S
P(.I) _ (I xj) 0717...,] 17]+1,,k<x> (I xl) 0,17...,2 1,Z+1,...7I€(x> (8)
(i — ;)

descrevendo o k-ésimo polindmio de Lagrange que interpola f nos k41 pontos xg, =1, ...,

Tl

O Método de Neville consiste em determinar a Tabela 2.1 a seguir a partir do
conjunto de n+ 1 pontos de f(z) fornecidos, (xo, vo), (1, ¥1), ---, (Tn, Yn), com xg, 1,

..., T, distintos

Tabela 2.1 — Tabela resultante do Método de Neville

xo | Py

1 | Pt Py

o | Po Pro Pyig2

3 | P3 P3 Pios o123

x4 | Py P3g Po3a Pro3a FPo1234

Fonte: Elaborado pelo autor.

usando, para isso, o Teorema 2.3, onde os P;, com ¢ =0, 1, ..., n sdo as fungoes constantes

iguais as imagens dos nés da interpolagao em f(x), isto é, P; = f(x;).

centrando seus esforgcos nos estudos geométricos, estudou também Légica Matematica e Educagao
Matematica. Ele também foi um dos propulsores da famosa histéria da matematica moderna que
envolve o indiano Srinivasa Ramanujan, Bertrand Russell e GH Hardy, mais sobre isso, acesse:
<https://www.icmihistory.unito.it /portrait /neville.php#tart>.


https://www.icmihistory.unito.it/portrait/neville.php#art

20

Assim, Neville usa o Teorema 2.3 para gerar recursivamente o polinémio interpo-
lador, como exemplifica Burden et al. (2015), ao obter o polinémio interpolador P12 a

partir de P(),l e PLQ.
(x—z0)Pro+ (x—x2)Po
T — X0 )

Py12=

Entretanto, a fim de evitar os incomodos subscritos da notagao dos polinomios
interpoladores resultado da Definicao 2.3, e para facilitar a implementacao desse método,

é conveniente utilizar a notacdo matricial () de Neville, onde

Qij = Piji—ji1,.i-14-

Dai, segue que

Py = Qoo

Pr=0Quw Py=0n

Po=Qo Pip=Qa FPyi2=Q2

P3=Q3 P3=Q31 Pi23=Q32 Fyi123=033

Py=Qu P3a=Qu P31=Qu Pi234=Qu Rj1234=C0Qu

que gera a seguinte matriz triangular inferior

Qoo 0 0 0
Qo Qu 0 0
0- Q20 Q21 Q2 8 |

Q30 Q31 Q32 Q32

Qn,O Qn,l Qn,2 Qn,?) Qn,n_

da qual Q;p = f(x;) e os demais elementos determinados pela seguinte expressao:

Qij = (r—25)Qij1— (x—2:)Qi—1;-1 '

Tl — :CZ',]'

(9)

Por fim, antecipadamente vamos ressaltar que a nenhum dos resultados, seja a
equacao (8) utilizada para determinar a Tabela 2.1, ou ainda o resultado empregado

para determinacao da matriz @, ou seja, a equagao (9) segundo o Método de Neville
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apresentado até aqui serao utilizados para definir o método de interpolacdo racional
a seguir, pelo menos, nao da forma com que definimos, divergindo em poucos aspec-
tos. Essa consequéncia decorre do formato da tabela e da posicao das fungoes adotados

por Larkin (1967) para enunciar o método para obtermos as fungoes interpolagoes racionais.

Método da interpolagao racional

Uma generalizagao do método de Neville, o método para calcular as interpolagoes
racionais explanada por Larkin (1967) apresenta varios tragos similares da sua ascendente.
Consistindo também em determinar uma matriz de fung¢oes, embora, assim como o autor
base também adotaremos a representacao de uma tabela triangular como a ilustrada pela

Figura 2.17, antes de apresenté-lo iremos discorrer sobre as consideracoes necessarias.

Figura 2.17 — Tabela para determinar a funcao interpolagao racional

x, Ji
S
X )i fiz
Ju i3
x3 fi Saz fia
Sn S :
x4 Ja f2 .

Jan
xs fs .

Fonte: Larkin (1967).

Seguindo os mesmos passos dos demais casos de interpolagao apresentados, iremos

considerar um conjunto de pontos determinados. Sejam eles {(x;, f(z;)),i=1, 2, ...},
com xi, Ta, T3, ..., distintos. Dai, como nosso objetivo é construir uma matriz/tabela de
fungoes {fij(x);i=1,2,...;5 =1,2,...}, algumas discussoes sobre elas sdo indispenséveis.

A primeira delas diz respeito a notacdo onde, a partir daqui assumiremos que

flzi)=fi, 1=1,2,3,... (10)

Além disso, uma condi¢ao fundamental destacada também pelo préprio Larkin
(1967) com respeito as fungoes f;j(x) que futuramente gerarao a tabela da Figura 2.17, é

que cada uma delas deve atender a seguinte condicgao,
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fij(l'r):fr; <<ty (11)

ou seja, as funcoes f;j(x) designado na tabela por f;; devem interpolar o conjunto de

pontos {(z,, f(z,)), i <r <i+j}, com excegao de algumas circunstincias especiais.

Apresentadas as consideracoes, uma pequena observacao serd realizada devido ao
abuso de notacao dos subscritos das fungées que ocupam a primeira coluna da tabelas
(7 =0), as fungdes f; que, a rigor, deveriam ser da forma f;o. No entanto, seguiremos
utilizando essa notagao baseado no que foi definido em (10), o que, de antemao, ja nos
fornece todas essas fungoes, onde, analogamente ao método de Neville, sao as fungoes

constantes imagem de x; por f(z).

Contudo, isso nao é uma mera coincidéncia. Como descrito ao longo dessa Subsecao,
o método de Neville ¢ um dos métodos auxiliares para a obtengao das fungdes interpolacoes
racionais. Chamado por Larkin (1967) como uma das duas regra do triangulo, esse método

é apresentado da seguinte forma

f” _ (ZL’ — x@) fi—|—17j—1 + ('T’L-‘r] — .17) fi7j—1 7 (12)

Litg — i

diferente do que discutimos anteriormente por motivos dos quais ja explanamos.

Quanto a outra regra do triangulo, essa nao recebe nenhuma designagao especial.

Dada por

fij = e Rkl (13)

T—x; Titj—T)
fiv1,5-1 fii—1

analogamente ao método de Neville, é utilizada também para gerar recursivamente as

fungoes f;; da tabela triangular ilustrada pela Figura 2.17.

Entretanto, a apresentacao do método para a obtencao das fungoes interpolagoes
racionais nao se encerra com a apresentacao dessas duas equagoes, muito pelo contrario,
elas s6 nos sao uteis para determinarmos a segunda coluna da tabela, ou seja, as fungoes
fi1. Podendo ser usada, exclusivamente, qualquer uma das duas equacoes sem qualquer
comprometimento para fins de se obter todas as fungdes f;; garantindo a condigao (11),
com algumas excegdes. Sendo assim, Larkin (1967) define uma terceira e tltima equagao

para que sejam geradas as demais funcoes, f;;, com j > 2, a denominada regra do losango:
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Figura 2.18 — Tabela da interpolagao racional para os quatro pontos definidos

x, fi
1
x ) fiz
Ju Jis
x3 S Jaz
Ja
xs Ju

Fonte: Elaborada pelo autor.

N
fij = firr,j—2+ sl . (14)

T—T; + Tijt5—T
fiv1j—1—fir1,j—2  fij—1—fitr1,5-2

Também garantindo a condigao (11), com excegao de algumas particulares excep-
cionalidades, similar as outras duas primeiras expressoes apresentadas, é usada para gerar

por recorréncia as fungoes f;;, com j > 2.

Para terminar a apresentacao do método, é importante pontuarmos uma ultima

observagao. Para isso, considere quatro pontos (z1, f1), (2, f2), (z3, f3) e (x4, f1), com
x1, T2, x3 e x4 distintos. Seja a Tabela dada pela Figura 2.18, a tabela triangular de

interpolagao racional para esse conjunto de pontos.

A fungao fi3 é a funcao que quase sempre interpola todos os pontos anteriormente
citados, ja que como anteriormente destacado, pode haver algumas excepcionalidades em
que a condigao (11) ndo seja cumprida. Validada a condigao (11), podemos chamaé-la de

R(z), a fungao interpolagao racional nos pontos (z1, f1), (z2, f2), (z3, f3) e (x4, f1).

Para finalizar, iremos realizar dois exemplos numéricos de interpolacao racional.

Exemplo 2.4. Seja Pi(1, —4), P(2, —1), P3(3, 3) e Py(4, 7) pontos da fungao
flz)= —‘%3 + % — 3 —5, utilizando o método de interpolagao racional apresentado, iremos
determinar a fungao interpolagao racional R(z). Dando inicio a construcao da tabela,
temos de imediato a primeira coluna (j =0), ou seja, as fungoes f; = f(z;),i=1, 2, 3 e 4,

como podemos verificar na Tabela 2.2:
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Tabela 2.2 — Tabela de interpolacao racional com a coluna j=0 preenchida

i|a| fi|j=1 j=2 j=3
11114

it
212 -1 f12

f21 f13
3133 f22

f31
414 |7

Fonte: Elaborado pelo autor.

Feito isso, iremos utilizar o método de Neville (12), para determinar as fungoes fi1,

obtendo a segunda coluna da tabela (j=1), como podemos observar por meio da Tabela

2.3:

Tabela 2.3 — Tabela de interpolagao racional com a coluna j=0 e j=1 preenchida

T | fi j=1 =2 j=3
1|4
fii=3x-7
2 -1 f12
for =4z -9 f13
313 f22
fsr=4x—9
4 |7

Fonte: Elaborado pelo autor.

Finalmente, para se obter as fungoes restantes e, consequentemente, a nossa

R(x) (ou candidata), iremos utilizar a regra do losango (14), assim completando a tabela

triangular de interpolagao racional (Ver Tabela 2.4):

Tabela 2.4 — Tabela de interpolagao racional do Exemplo 2.4 completa

zi | fi =1 j=2 =3
111 1]-4
fii=3x—7
25257
2121 fia = 225
for=4x-9 f13:23m2—571ﬁ+16
-
31313 foo=4x—9
far=4x—9
414 |7

Fonte: Elaborado pelo autor.
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2
Portanto, a fungao interpolacao racional buscada é fi3 = R(z) = W, ja
que a condigao fi3(z,) = fr; 1 <7 <4 estd garantida, ou seja, R(x) contém todos os nés

da interpolacao.

Exemplo 2.5. Analogamente ao Exemplo 2.4, vamos determinar a tabela de interpolacao
racional para o conjunto de pontos Pj(—1, 1), Px(1, 2), P3(2, 4) e P4(7, 5) pertencentes a

3 2
funcao f(v) = -5+ % + %x + %. Seguindo o mesmo passo a passo, obtemos a Tabela 2.5.

Tabela 2.5 — Tabela de interpolagao racional do Exemplo 2.5 completa

i o | fi j=1 j=2 j=3
1/-111
_ 243

fll—mT A
2|1 |2 N2=3

for =2 - fig =1
324 = 1021

far =218
4| 715

Fonte: Elaborado pelo autor.

Assim, a concorrente para possivel funcao interpolacao racional é a funcao
J13= ‘%’3 Entretanto, lembrando que esse método esta fadado a alguns equivocos, segundo
o proprio Larkin (1967), esse exemplo é um deles, ja que como pode-se perceber, f13 nao
interpola o ponto P3(2, 4), apenas os pontos Pi(—1, 1), Pa(1, 2) e Py(7, 5), que inclusive

sao colineares sendo f13 a equagao da reta que os contém.

Para encerrar, neste capitulo apresentamos alguns aspectos histéricos e mate-
maticos relacionados a Bruxa de Agnesi, assim como alguns conceitos elementares de
interpolacdo que nos serao tuteis no Capitulo 3, que propoe um método de interpolacao

racional a partir dessa curva, como veremos a seguir.
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3 UMA APLICACAO DA BRUXA DE AGNESI

Encontrar aplicagoes para a Bruxa de Agnesi ndo é uma tarefa facil, os trabalhos
académicos que correlacionam essa curva em um contexto aplicavel, seja na area da Mate-
matica ou da Fisica, sdo relativamente escassos. Isso refletiu, por exemplo, na duradoura
fase de buscas por materiais que tratavam desse assunto que, na possivel inexisténcia de
trabalhos nacionais, fomos forcados a ampliar o nosso campo de pesquisa e explorarmos

fontes internacionais.

Dentre os poucos trabalhos que encontramos, estao os artigos de Stigler (1974)
intitulado “Studies in the History of Probability and Statistics. XXXIII Cauchy and the
witch of Agnesi: An historical note on the Cauchy distribution” (Estudos em Histéria da
Probabilidade e Estatistica. XXXIII Cauchy e a bruxa de Agnesi: uma nota histérica
sobre a distribuigao de Cauchy), o de Ciaurri (2017) chamado de “Maria Gaetana Agnesi
Meets Johannes Kepler” (Maria Gaetana Agnesi encontra Johannes Kepler) e, finalmente,
o de Yankova (2017), “ Piecewise rational interpolation by witch of Agnesi” (Interpolagao

racional por partes através da bruxa de Agnesi).

Seguindo a nossa linha de pesquisa, nao ¢ de surpreender que decidimos trabalhar
com o artigo de Yankova (2017) que, além de abordar essa histérica curva através dos
métodos de interpolagao, trata-se também de um problema da atualidade como a mesma
descreve, a de realizar interpolagoes com a preservacao de algumas propriedades de forma,
como a positividade, monotonicidade e convexidade, assim possibilitando ampliar os nossos

conhecimentos sobre interpolacao.

Realizado esse breve apanhado, vamos a exploragao desse material.

3.1 DEFININDO UMA GAMA MAIS AMPLA DE CURVAS SIMILARES
A BRUXA DE AGNESI

Iniciando nossa exploracao pelo trabalho de Yankova (2017), que consiste em
determinar uma func¢ao racional que pode ser usada para resolver problemas de interpolagao
com preservacao de forma, antes de mais nada, seguindo a tragetéria que a autora tomou,
vamos definir uma gama mais ampla de curvas similares a curva de Agnesi que, como

vimos no capitulo anterior é dada por:

S i 15)
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com a igual ao didmetro da circunferéncia que define a curva.

Tratando-se da equagao da curva, um fato que merece ser mencionado em relagao
ao trabalho de Yankova (2017), é que a fungao utilizada por ela para descrevé-la é sutilmente
diferente dessa apresentada acima, sendo a singularidade de ambas justificada apenas pelo
fato de assumirmos circunferéncias de diametros diferentes para construi-la. Enquanto na
Subsecao 2.1.1 tomamos uma circunferencia de didmetro a, ela adotou uma circunferéncia
de raio igual a « e, consequentimente, didmetro igual a 2«a, sendo representada, portanto,

CO1mo:

(20)> 8
24 (20)2 22 +4a?

y= (16)

Justificado a diferenca entre a curva definida por ela e a que apresentamos,
passaremos a adotar a partir de agora a equagao (16), padronizando a descri¢ao da curva
com seu trabalho. Agora, prosseguindo com o objetivo dessa se¢do, vamos assumir uma
funcao similar a (16), mas com os parametros do numerador e denominador diferentes,

seja essa fungdo a seguinte:

8a3

=2 (17)

Y
Ao fazer isso, Yankova (2017) faz alguns comentarios a respeito da escolha de
diferentes parametros, ja que essa escolha influencia diretamente no comportamento da

funcao, precisamente, na altura e agudez da curva, como é possivel verificar na Figura 3.1.

Realizada essa breve pontuagao, um outro fato que Yankova (2017) nota é que a
curva de Agnesi tem uma certa familiaridade com a distribui¢ao de densidade de Cauchy,
isso ja foi evidenciado anteriormente como o trabalho de Stigler (1974) que as relaciona.

Dada por

g

1
Rt o .

y =
é facil perceber a similaridade entre essa curva e (16) quando o =2a e u =0, e isso pode
ter influenciado no processo de definir uma gama mais ampla de curvas similares a Bruxa

de Agnesi.

Dando continuidade para obté-las, vamos definir que em (17), 8a3 = a (a # 0),

482 =b (b>0) e vamos adicionar os pardmetros i e ¢, com a, b, ¢, i € R, obtendo a
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Figura 3.1 — Curva (16) assumindo diferentes parametros. (a) a==1. (b) a=1, =1.25.
(c) a=125, B=1.

©

(a)

(b)

& s 4 3 22 1 0 1 2 3 1 5 5

Fonte: Elaborada pelo autor.

seguinte fungdo com maior grau de liberdade que (17), intitulada de I(x) pela autora do

artigo:

y:[(x):(m_ﬂa)Qij—l—c. (19)

Fazendo uma pequena anélise da Equacao (19), através dos conhecimentos do
Calculo Diferencial e Integral é possivel constatar que y = ¢ é uma assintota horizontal,

pois I(z) # ¢, ja que Lz #0,Vx € R, dado as imposi¢oes de a #0 e b > 0 e que:
(x—p)*+b

a a
lim ————+c=c¢ e lm ————+c=c.
oo (x—p)2+0 z——oo (x—p)2+b

Além disso, é possivel perceber que a curva, através da imposicao de b > 0, nao
apresenta nenhum problema em relagdo ao valores de x que a funcao pode assumir, assim
nao possuindo nenhuma assintota vertical e, finalmente, é notavel também que a curva
(19) é simétrica em relagdo a reta vertical x = p, podendo estar completamente acima
(a > 0) da assintota horizontal y = ¢, como podemos ver na Figura 3.2, ou completamente

abaixo da assintota horizontal (a < 0), como ilustrado na Figura 3.3.

Tratando das imposi¢oes como Yankova (2017) justifica, a primeira delas, a # 0 se
da pelo fato de que caso a =0, (19) torna-se uma funcao contante com I(x) = ¢, o que nao

é 1util pensando na interpolagdo com preservacao de forma.

E a segunda, b > 0, decorre do fato de que caso b <0, a curva I(x) passa a
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Figura 3.2 — A curva com a > 0.

a >0

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 3.3 — A curva com a < 0.

g

-—
-

</

a < 0

Fonte: Elaborada pelo autor.

apresentar valores idesejéveis para x, especificamente quando (z — u)? +b = 0, ou seja,
quando x = u++/—b, assintotas verticais de (19) quando b < 0, como podemos observar

na Figura 3.4.

Ainda sobre o caso de b <0, a autora descreve que também poderia ser utilizada
para interpolagdes, mas como as imposi¢oes de a # 0 e b > 0 apresentam vantagens em
relacdo ao comportamento de I(x), como é o caso de ser continua, temos entdo que a
funcao que definird uma gama mais ampla de funcoes similares a Bruxa de Agnesi serd
a funcdo que acabamos de explorar e com as seguintes imposigoes que, Yankova (2017)

chama de curva generalizada de Agnesi:

a
y:[(g:):7<x_u>2+b+c, a0, b>0.

Definida a funcao, alguns aspectos sobre ela serao necessarios nas proximas segoes

e alguns deles definiremos agora, sao elas as derivadas de primeira e segunda ordem,
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Figura 3.4 — A curva com b<0.

T = p— \I_-""—h T =+ \_.-'f—h

N

y

Fonte: Elaborada pelo autor.

2a(z — p) e I"(zx) = —2a b—3(z — p)?

(2 — )2+ b)? (2 — )2+ b’
dos pontos de inflexdo que podem ser determinados através dos métodos dos Célculo

respectivamente, I'(z) = — . E as coordenadas

b
Diferencial e Integral, sendo eles (,u + \/; , zz + c) :

3.2 CURVA GENERALIZADA PASSANDO POR DOIS PONTOS DADOS

Nesta se¢ao, iremos estabelecer regras para as quais exista uma curva generalizada
de Agnesi passando por dois pontos, além de prover meios para os quais os pardmetros a, b,
c e i da curva sejam determinados. Entretanto, antes de prosseguirmos, dois comentérios
de Yankova (2017) sobre a existéncia da curva se mostram relevantes e evidenciaremos

aqui.

O primeiro deles, algo bem sugestivo de se fazer para determinar os quatro
parametros da curva, é que nem todos quatros pontos arbitrarios e distintos definem
uma dessas curvas generalizadas. Ou seja, nao é possivel, por meio de um sistema de
quatro equagoOes com respeito a esses quatro pontos arbitrarios determinar os parametros.
Sao varios os contraexemplos que podem nos levar até essa afirmacao e um deles, como
a prépria autora nos dd, sdo os pontos (—1, —1), (0, 0), (1, —1) e (2, 4), devido a

inexisténcia de b.

Quanto ao segundo comentario que também remete-se a existéncia da curva, ela
descreve que através de dois diferentes pontos (z1, y1) e (22, y2) nem sempre passa uma
curva onde dois dos pardmetros a # 0, b > 0, ¢ e u sdo dados. Por exemplo, nao se passa

uma curva através dos pontos (—1, 1) e (1, —2) com c=0e u=0.

Dito isso, condicoes precisam ser estabelecidas para que a existéncia dessas gama

de curvas similares a Bruxa de Agnesi sejam garantidas e, como podemos perceber, elas
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nao podem ser completamente arbitrarias. Sendo assim, vamos assumir que a curva admita
dois pontos (1, y1) e (72, y2). Além disso, vamos definir que t =r1 —p e m = 7, onde
n=1y2—1y1 € h=x9—x1, da qual, sem perda de generalizacao, vamos assumir que x| < 2,

ou seja, h > 0. Agora podemos estabelecer essas condigoes.

Teorema 3.1. Para quaisquer dois pontos distintos (z1, y1) e (22, y2) passa pelo menos

uma curva generalizada de Agnesi tal que a # 0 e b > 0.

Demonstracdo. Para provar a existéncia de pelo menos uma curva generalizada de Agnesi
passando por (x1, y1) e (z2, y2), é suficiente provar que existem nimeros a #0, b> 0, c e

[t para os quais o sistema de equagoes a seguir seja satisfeito:

Para isso, vamos examinar dois casos.

19 caso. y1 # yo.

Resolvendo o sistema e isolando os parametros a e b, temos:

(y1—0)(y2—)[(w2—p) >~ (21 -p)?]
Y1—yY2

a =

p— W2=o)(@2 —1)*— (=) (@1—p)*
Y1—y2

O teorema estd provado se existir a, b, ¢, ¢ € R tal quea#0e b> 0. E notério

. . . T+ ;

que a # 0 implica em y; # ¢, y2 #c e {(xz - u)Z —(x1 — ,u)z] # 0, ou seja, pu # ! 5 2. Dal,
a partir dessas condi¢oes, podemos escrever b da seguinte maneira:

Yr—yY2 (y1—¢ To— M

b= (23— )2 (y1—c) [w—c_ (xl—ﬂ>2] ‘ (20)

Para garantir que b > 0, seguindo a demonstra¢ao de Yankova (2017), vamos
n(h+t)?

definir p(t) =yt m

e determinar ¢ da seguinte maneira:



62

. _—
eSete <—oo;—h>, entao ¢ <min{yy; p(t)} en>0
2 c>max{yy; pt)} en<0

c¢>max{yz; p(t)} en>0
c<min{y; p(t)} en<0

h .
eSete —§;+oo , entao
Examinando o primeira situacao em que t € [ —oo; 5] <min{y;;p(t)} en>0.

Temos que, como n > 0, entdo y2 > y1 e y1 —y2 < 0. Além disso, por hipétese, temos que

c <y e, consequentemente, ¢ < yo2, o que implica que y; —c>0 e y2 —c > 0.

Fazendo o estudo do sinal de b em (20), é possivel verificar que b > 0 somente

2
xr]— —c x]—
( ! ,u) < 0, ou seja, 92 < ( L ,u) . O que é equivalente a provar
Ty — 1 yi—c  \x2—p

Y2—¢C
quando —
Yy1—c¢

que:

(y2a—c) (w2 —p)?  (y2— C)(tht)z'

yp—c> =
(r1— )2 t?
Partindo d <p(t) j < n(h+t)° t
artindo ae que ¢ ou seja, que c — — 0, LeINnoS que:
q pLt), Ja, q Y1 h(h+2t)’ q
N —n(h+t)?
—C —_— .
u h(h+2t)

Dai, como n = y2 —y; < y2 — ¢, ja que ¢ < y1, segue que —n > —(y2 —c). Assim:

o At —(gp—)(h 1) _ (1o —o)(ht1)?
N Tthr2t) h(h+2t)  —h(h+20)

(y2—c)(h+1)* _ (y2—c)(h+1)*
—h(h+2t) 12
cdo estara provado. Isso é de fato verdade, como —h(h+2t) < t? para quaisquer ¢, h € R,

Finalmente, se provarmos que , & primeira situa-

j4 que isso é equivalente a (h+4t)? > 0 e, por hipdtese, t < —5» ou seja, 2t < —h, o que
implica que h+2t < 0 e, consequentemente, —h(h+2t) > 0, temos entéo pelas propriedades
das desigualdades que:

—h(h+2t) " 2 —h(h+2t) t2

1 1 (y2—c)(h+1)? (yz—c)(hv”f)z'

Os demais situagoes sao analogas, logo estd provado o primeiro caso.
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2° caso. y1 = ya.

Nessa condigoes, como Yankova (2017) descreve temos duas situagdes. A primeira

delas resulta previamente da igualdade das ordenadas dos pontos:

a a
—s—+tC=—"—5—+FcC
(x1—p)> +b (z2—p)* +b
. T1+ T2 o o
Ou seja, p= ec=1y;— 5——, onde a # 0 e b > 0 sao niimeros arbitrarios
2 (z1—p)"+0

no conjunto dos reais. E as duas condi¢des do Teorema 3.1 sdo satisfeitas.

Uma segunda situac¢ao é quando x1 = p ou z2 = p, o que implica em x1 = = w2
T+

através do resultado p = que obtivemos anteriormente, sendo essa situagao excluida
pelo fato dos pontos (21, y1) e (22, y2) serem coincidentes e o Teorema 3.1 necessitar de

dois pontos distintos.

Portanto, para cada quaisquer dois pontos diferentes (z1, y1) e (2, y2) existem
numeros a = 0, b > 0, ¢, e y para os quais exista pelo menos uma curva generalizada de

Agnesi passando por eles. |

Corolario 3.1. Se a curva generalizada de Agnesi, I(z) = + ¢ passa por dois

a
(z—p)?+0b
pontos distintos (x1, y1) e (22, y2) e satisfaz as condic¢oes a # 0 e b > 0, entao:

(i) a >0 é equivalente a ¢ < min{y1; y2};

(ii) a <0 é equivalente a ¢ > max{y1; y2}.

Demonstragdo. No caso y1 # y2, a demonstragao segue em partes da prova do Teorema 3.1
onde determinamos ¢ para garantir b > 0. Na situacao (i), como ja discutimos, ¢ < y; e n >0
= ¢ < 2 e, portanto, ¢ < min{yy; y2}. Na situagdo (ii), temos ¢ >y e n <0 = y2 <y,
logo ¢ > y2 e ¢ > max{yi; y2}. As demais situagdes sdo andlogas. Quanto ao caso y; = ya,

é trivial.

Por fim, o fato de a > 0= c <min{y1; y2} e a <0=c>max{y1; y2}, justifica-se
pela razao de y = ¢ ser assintota horizontal da curva generalizada de Agnesi, podendo ela
estar completamente acima (a > 0), ou completamente abaixo (a < 0), como ja discutimos
na Se¢ao 3.1, o que reflete, respectivamente, no motivo das ordenadas dos pontos distintos

que compde a curva serem todos maiores ou menores do que o parametro c. [
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Corolario 3.2. Nao existe uma curva generalizada de Agnesi passando pelos pontos
(1, y1) e (x2, y2) cujos os pardmetros a, b e ¢ satisfazem as condigoes de a #0, b>0 e

yn<c<yzouys<c<yi.

Esse Corolario dispensa comentarios, sendo que a primeira parte da demontragao
do Corolario 3.1, isto é, ¢ < min{y;; y2} ou ¢ > max{y;; y2} contrapde-se a absurda

condicao de y; < c<yg ou y2 < c < Y.

Teorema 3.2. Para quaisquer dois pontos distintos (z1, y1) e (2, y2), com x1 # x2 e

Y1 # Y2, € para quaisquer dois niimeros s € sg1 para os quais pelo menos um deles é

2
Y2 — 1

Ss11821 < () )
€ro — 1

diferente de zero e tal que

existe uma curva generalizada de Agnesi que passa por esses pontos e I'(z1) = —s11 €

]/(xg) = —8921.

Demonstragcao. Do enunciado do Teorema, podemos estabelecer o seguinte sistema de

equacoes:

. —_— a ':
y’L - (l’i—ﬂ)2+b +07 ? 172

2a(z;—p) i=1.2

S;1 =
N (@]

Entretanto, para demonstra-lo precisaremos analisar trés casos.

19 caso. s11 #0 e so1 # 0.

Para o estudo desse caso, inicialmente expandiremos esse sistema e o reescreveremos
seguindo o que foi definido anteriormente nessa se¢do, assim temos que (21) é equivalente

a:

Yy1—c=pg

Y2 —c= m
S = [tQZ—iZ}Z
2= [(ffj—(t])l;g)f
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Agora, iniciando o processo de resolucao, iremos multiplicar a terceira e quarta

equacao, obtendo:

4a’t (h+1)
[t2+b]° [(h+t)2+b]2'

511521 — (22)

Em seguinda, vamos subtrair a segunda equacao pela primeira, logo temos a

seguinte igualdade:

a[t?—(h+1t)’]

[#2+] [(h+)*+b] 23)

(y2—c)=(y1—c) =

Feito isso, note que (y2 —¢) — (y1 —¢) = n e, além disso, dando continuidade ao
processo de resolugao, vamos elevar a igualdade acima ao quadrado e isolar o denominador.

Assim:

21,2 212
[t2+b]2[(h+t)2+bf:a ! SHH . (24)

Decorrido todos os processos até aqui, vamos substituir o denominador de (22)

por (24), e depois vamos inverté-la obtendo:

1 At +4n3t+4n2e?
5811521 N 4(ht+t2)n2

(25)

Seguindo a demonstragao de Yankova (2017), vamos reescrever (25) da seguinte

maneira:
1 h? 1 h? ht
S11821 M 811821 1 n
, 1 h? : - s -
Seja A =4 — — |, temos a seguinte equagao quadratica com relacao ao
S11821 1

parametro ¢

h4
At? + Aht — — = 0. (26)
n
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Calculando o discriminante A da equacao quadratica (26) temos que:

2 2 h2
n

Portanto, as duas provaveis solugoes de equacao sao:

h | 4h?
t172—2(—1:|: 1+147’L2>

Entretanto, para garantir que ¢ admite duas solugoes, é necessario provar que
4h? 4h?
1+ ——= >0, ou seja, 1 + — > 0. Partindo do fato de:

An? An?
1 h?
511821 M
Segue que:
4 4h?
A= ——
511821 1
Logo,
4h? 4
A+ — = . 27
n?  s11s21 (27)
2
Como A # 0, mediante do do fato de # —5, consequéncias da hipotese, ou
: 511821 M
seja,
2 2
Y2—N n
< = —. 28
511521 (m —sc1> 2 (28)

E vélido dividir a igualdade (27) por A, assim:

4h? 4

1 = .
+ An2 A811821
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Finalmente, se verificarmos que > 0, ou seja, que Asiisa1 > 0, estd provado

) Asi1s21
o que queriamos. No entanto, como

2 2
511521 S11821h 5115210

Asy1891 =4 — 5 =4 1—72 .
$11521 n n

E, pelas consequéncias ainda da hipdtese (28), temos que:

2 2
n s11821h
S11521 < ﬁ = T < 1.
2 2
s11821h 4 4h ,
Logo, (1— SHPAT ) S e portanto, ——— =14 —— > 0. Desse modo, esta
2 ) 2
n S$11521 An

garantido que ¢t admite duas solugoes.

Determinado ¢, diretamente encontramos também o parametro y =1 —t, e além
disso, podemos definir b da seguinte forma, ao multiplicarmos a primeira equagao do

sistema, expandido por 2t e dividir por (¢?4b), assim:

2t (y1 —c¢) 2at

2+b [24p*

Dai, observando a terceira equacao do sistema é possivel estabelecer a seguinte

relacao:

2t (y1 —¢) 2t(y1—c) o
el A e - )
2+ o1 S11 +

Portanto,

2 — 2(y1 —
p 2t C)_t2:[ (y1 C)_tlt'
511 511

Determinado b em fungao dos parametros t e ¢, vamos determinar agora esse

ultimo parametro citado. Para isso, iremos considerar a segunda equacao do sistemas:

a

—Cc=——>—.
v (h+t)*+b
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Através de (23), temos que:

a[—h(2t+h)]

(h+t)2+b= Eion

Assim,

o a o (Extn
SEE R PR)

20(y1—¢) .2
S11

Substituindo b= na igualdade acima, obtemos que:

2, 2ty1—¢) 42 2nt(y1—c)
Yy — ¢ = (t+ S11 t)nij_C: 5111 )
—h(2t+h)] —h(2t+h)]

Observando que y; —c = (y2 —¢) —n e organizando a ultima igualdade, obtemos

que:

2nt[(y2 —¢) —n] 2nt (y2 — ) 2n’t
Y—Cc=— =Y2—Cc=— .
Sllh(2t+h) Sllh(2t+h) Sllh(2t—|—h)
Dali,
( V(14 2nt 2n’t
—_ C — .
b2 Sllh(2t+h) 811h(2t+h)
Logo,
2n’t s11h(2t+ h) 2nt
Ya—c= = Y2—Cc= :
s11h(2t + h) s11h(2t 4+ h) 4 2nt s11h(2t+h)+2nt
Assim,
2nt n n

Y2 = C= o Thth = Y2—C= h(2ih) "
2nt(%+1) 1+%nt)
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Por fim,

n

C=Y2o— —— 757
1 + 811h2(2§+h)

Finalmente, para determinar o ultimo parametro, ou seja, a é suficiente substituir

o parametro b que encontramos anteriormente na primeira equagao, desse modo:

. R t2+%—t2 su

Logo, estao determinados os parametros:

po= 1=t
n
€ = V2T T s Rt
1+ H 2nt
2 _
811
2t(y1 — ¢)?
o = (yl C)'
511

E, portanto, provado o primeiro caso.
2° caso. s11 =0 e sg91 # 0.

A partir dessas condigoes, temos que o sistema de equagoes (21) é da seguinte
forma:

y—c=ply
Yo—C= m
0=

e [(;fii?flf
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Da terceira equagao, temos a seguinte relagao, 2at = 0, mas, como a é obrigato-
riamente diferente de zero, segue que t = 0 e, portanto, o sistema acima é equivalente

a:

y1—c=3%

Y2 —Cc= hZG_/’_b . (29)
_ 2ah

5217 oy

Dai, subtraindo a segunda e a primeira equagao, nessa ordem, obtemos que:

a a
(yz—C)—(yl—C)—m—g
B ab—ah? —ab

(h24b)b
Fazendo algumas simples operagoes, temos que:

n(h®+0b)b
(1?+0)

72 (30)

a=—

Agora, substituindo a na terceira equagao de (29):

h%4b)b
2(—"( = ) )h 2n (h?+b) bh onb
[h2 +b)? CR2eoPRz - B3 +bh

5§21 =

Isolando b, segue que:
—2nb = 821h3 + s91bh
—s91h® = b(sy1h+2n)

521/13
So1h + on’
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Para determinar o parametro ¢, agora é suficiente substituir o valor de a determi-

nado anteriormente em (30) na segunda equacao de (29), desse modo:

_n(ro) n(h2+b)b b

h _ —
R 2 T

=T (h2Z+b)h =k

E, finalmente, o pardmetro p de (21) nesse caso é determinado em consequéncia

do que foi definido, t = x1 — . Assim, determinados os pardmetros a, b, ¢ e u:

Ho= T1;

b — 821h3 .
N 821h—|—2n’
n(h?+b)b
4 = ——~ ).
h?2 ’

nb

c = y2+ﬁ

Logo esta provado.
3° caso. s11 #0 e s91 =0.

De modo andlogo aos demais casos, comegaremos reescrevendo o sistema dada as

condigOes acima, assim:

= pig
= _a__
Y27 C= T
2at
S =
W= T2
0— 2a(h+t)
[(h+)2+8]”

Por consequéncia de s31 = 0, segue que 2a(h+t) =0 e, pela mesma justificativa
do caso anterior, h+t =0, ou seja, t = —h. Como essas informagoes, é valido reescrever o

sistema acima da seguinte maneira:
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a
N=c=pg

Ya—c=7¢ : (31)
____2ah
SIL= T 2

Agora, seguindo os mesmos passos do caso anterior, iremos subtrair a segunda

equagao pela primeira, obtendo:

a a
(y2_C)_(y1_C)_g_h2—{—b'

Assim:

B ah?+ab—ab B ah?

(h2+b)p  (R2+b)b

Isolando o parametro a na igualdade acima, segue que:

L] )
h? '

Dai, iremos substituir o valor de a encontrado na terceira equagao de (31), assim:

oy anb[n2 48]k onb
S = — = — = — .
ST B2+ 02h2  h3+Dh

Portanto,

—2nb = 811h3 +s11bh

—s1th® = b(si1h+2n)

811h3
b = ————— 33
(511h+2n) ( )

Agora, para determinar o parametro ¢ ¢ suficiente substituir o valor do pardmetro a

determinado em (32) na primeira equacao de (31), logo:
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2
nelh <) nb [h? +b] b
CcC = — — _— - = -
Ny N T e w2
Por fim, quanto ao parametro p, como vimos no inicio desse caso, t = —h, assim:

r1—p=—(r3—121) = = x9.

Logo esta provado a existéncia dos parametros a, b, ¢ e u dados por:

po= x;
h = _ﬁ.
(Sllh + 2n) ’
nb [h?+b)
a = 5
nb
c = Yy — ﬁ
Portanto, o Teorema 3.2 estda demonstrado. B

Entretanto, a exploracao desse Teorema que acabamos de provar nao termina por
ai. Além de demonstra-lo, Yankova (2017) faz ainda uma série de comentarios. No primeiro
deles ela observa que se s11 # 0 e:

1 k?2—1n?

521 s11 kz h27 ke R\{07 }7
Y2—U

To— T

2
a condicao s115921 < ( ) é satisfeita e, mediante a isso, temos que no 12 caso do

Teorema 3.2:

Aoaf L P, 1 P _ (R _W<1>
= SS9 2 - Sll(ikﬂ_lﬁ) n2| = 2_-1n2 n2) n2 \k2-1/"

s11 k2 h?

Portanto,
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No que diz respeito ao 2° e 3° caso provados anteriormente, ela afirma que ambos
podem ser usados para fornecer uma interpolacao que preserva a forma de dados positivos

ou monotonos.

Em um pentultimo comentario, extengoes e restringoes do Teorema 3.2 sao ana-
lisadas por Yankova (2017) em duas singulares situagoes. A primeira delas é existéncia
dos parametros da curva generalizada de Agnesi onde ela define que os dois diferentes
pontos (1, y1) e (x2, y2) assumem as seguintes condigoes: z1 # x2 e y; = yo2. E além disso,

s11 = —$21. Assim (21) que ¢ igual a:

_ a
h—c=pgn

a
—Cc= —%25—
Y2 (h+t)>+b

2at
S =
U= 2 g?
2a(h+t
821 = ( 2 ) 2
[(h+1)+b]

Pela condigao de y; = 9, e pela série de consequéncias dela recorrentes, como por

exemplo a igualdade de y; — ¢ = ys — ¢, ou seja:

a a 9 9
240 (h+t)*+b (h+9)
) h h , .
Dai, segue que t = —5 e, portanto, h+t = —. Além disso, temos no final que a

terceira e quarta equacao trazem as mesmas informagaos, ja que:

2at 2@% ah
2 h2 h2
(% +0] |2 +9] |22 +b]
e
2a (h+1) Qa% ah
S91 = = =

[(h+t)2+b}2 - [h{jtbf - [%ﬂbf

Assim temos que o sistema inicial do estudo desse caso é equivalente a:
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yl_C: h2
L
s91 = —h
h2
|+

s h? 2
a T [4“’} s91 <h2+b>
C=Y1— 32 = 12 —J1 T
Ttb T+ ho\ 4

Diante disso, o pardmetro b vai ser um numero positivo e diferente de zero

arbitrario. Finalmente, quanto a u, como t = 5 = xr1— 4, segue que:
To— T r1+x2
5 1= K= H 9

Logo definido todos os parametros a, b, ¢ e p e portanto, provado a existéncia

. I : h?

da curva generalizada dadas essas condigoes, onde ela ainda acrescenta que se b = R
821h3 Sglh

a = 4 ec:yl—T.

Agora, voltando ao estudo do segundo caso relativo ainda a esse pentltimo
comentario, ele observa que caso s11 = so1 =0 a curva degenera em uma linha horizontal
a a

= C, COIm C= = .
Y b+’ b+ Y1 =yY2

Isso ¢é particularmente facil de provar. Para isso, vamos recordar as implicacoes de
s11 = 0 no caso 2 e s91 =0 no caso 3 da demonstragao do Teorema 3.2 que, respectivamente,

traduzem-se em t =0 e h+t =0, ou seja, t = h = 0. Dai, temos que (21) é:

SallS]

y1—c=

e

Y —¢C
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Figura 3.5 — Aplicag¢ao do 32 caso do Teorema 3.2

I(x i
(x) p 4

3 4
Funcio interpolacio /
2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim, é facil verificar que y; = y2, e além disso, que as duas equagdes sao

equivalentes. Logo,

°
—_= = — C’
Y1 =1y2 b

e estd provado a degeneracao da curva em uma funcio constante y = 7 +c.

Sobre o tultimo comentario de Yankova (2017), ela ressalta que para valores
apropriados de t, por meio da escolha de ss1, podemos fornecer condi¢oes para que b seja
positivo ou que o denominador da curva generalizada de Agnesi nao possa ser redefinido

em x € [r1,22] quando b < 0.

Finalmente, para encerrar essa se¢ao, iremos expor dois exemplos que remetem-se

a determinacao da curva generalizada passando por dois pontos.

Exemplo 3.1. Sejam P} = (—6,5; 3,5), P, = (=2, —1), s11 = 0,25 e s9; = 0, iremos
utilizar o 3° caso do Teorema 3.2 para determinar /(z). Pelo que foi definido, temos que
h=4,5n=—4,5 e, consequentemente, u = —2; b=2,89285; a = —14,87750 e ¢ = 4,14285.

Assim,

14,87750
(z +2)% +2,89285

I(z) = — +4,14285.

E, portanto, temos a seguinte funcao interpolagao destacada em vermelho na
Figura (3.5).

Exemplo 3.2. Agora, vamos considerar P, = (=2, —1), P» = (3; 3,5), s11 = 0,25 e

s91 = —0,75 e determinar /(z). Dos valores de s11 e s21, é notério que vamos utilizar o
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19 caso do Teorema 3.2, sendo assim, temos que h =5, n=4,5 e A= —26,27160. Dali,
obtemos que t; = —0,24718 e to = —4,75281. Calculando os parametros para o primeiro
valor de ¢, segue que ¢ = 6,43792; a = —109,39722; b = 14,64694 e = —1,75282. Logo,

109,39722

I(z) = —
(z) (z+1,75282)2 + 14, 64604

+6,43792,

e a func¢do interpolacao obtida, agora representada em azul, encontra-se ilustrada a seguir
na Figura (3.6).

Figura 3.6 — Aplicag¢ao do 12 caso do Teorema 3.2

Funcio interpolacio

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para o segundo valor de t = —4,75281, temos que ¢ = —0,47644; a = —10,42253;
pu=2,75281 e b= —2,68215, o que ¢ indesejado ja que a funcao interpolagao I(z) passa a

apresentar duas assintotas verticais (z = pu++/—b), como j4 haviamos discutido.

Por fim, é necesséario destacar que os pontos P; e P> escolhidos para determinar a
fungao interpolacao através da curva generalizada de Agnesi, em cada um dos exemplos,
nao pertencem rigorosamente a func¢ao, sendo os pontos destacados nas Figuras (3.5) e
(3.6) aproximagoes destes, isso porque os valores de dos pardmetros a, b, ¢, p1, assim como

o de A, t; e ty foram aproximados também resultando nessa esperada consequéncia.

3.2.1 Estimativa do erro da interpolagio no intervalo [z, x3]

Como ja enfatizado anteriormente na Subsecao 2.2.2, o estudo do erro da aproxi-
magao de uma fungao qualquer f(z) pela sua respectiva fungao interpolagao, g(x), é de
crucial importancia para investigar se ela ¢ ou nao uma alternativa digna de credibilidade.
Reconhecendo isso, Yankova (2017) também se preocupa em determinar uma estimativa do

erro ao aproximar uma funcio qualquer f(x) € C? definida no intervalo de [z1, x2], pela
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curva generalizada de Agnesi, I(z), passando pelos pontos distintos (z1, y1) e (22, y2),

extremos do intervalo.

Para isso, ela utiliza um resultado que ja apresentamos no decorrer do Capitulo 2,
a féormula para o calculo da cota maxima do erro ao tentar aproximar uma funcao qualquer

f(x) por um polindémio interpolador de grau n, P,(z), a partir de n+ 1 pontos distintos:

fr ()

flz)—Py(x) = (x—xo)(x—azl)(x—xg)...(x—xn)m.

(34)

Contudo, alguma diferencas, indiretamente, sao notaveis: a presenca do moédulo,
um rearranjo da ordem do polinémio interpolador, dos subscritos, da ordem da derivada e,
por fim, do denominador. Todos justificados pelo fato de que Yankova (2017) nao parte do
ponto (xg, yo), mas sim de (z1, y1), 0 que reduz em uma unidade o ntiimero de pontos

interpolados. Assim, a formula que iremos adotar passa a ser:

&)

|f($)_Pn—1($)|: (x—xl)(x—xg)...(m—:vn) nl

Modelando para o nosso problema e considerando P,_j(z) = L(z), a funcao de
interpolacao linear que passa pelos pontos (1, y1) e (2, y2), n =2, o nimero de pontos
a ser interpolados, e &, € [x1, x3], a abscissa do ponto em que f”(x) apresenta o maior

valor em moédulo, temos que:

/(&)
2!

/(&)

|[f(2) = L(z)| = |(z — 21)(x — x2) 5

=Kx—xn@—xﬁﬂ

No entanto, como (1, y1) e (x2, y2) sdo pontos quaisquer de uma funcao arbitraria
f(z), vamos estimar o erro de aproximagao da fungao f(x) por I(z) por meio de uma
cadeia de desigualdade, como veremos mais a frente, mas, para isso, iremos realizar duas
consideragoes. Iniciando por |[(z —x1)(z — z2)|, iremos representar geometricamente o
intervalo [z1, x2] por meio da Figura 3.7, sendo z um elemento qualquer no seu interior

ou um dos préprios extremos.

Da analise da Figura 3.7, é notével perceber que enquanto (x —x1) >0, (z —z32) <0,
uma vez que rp € T2 sao os extremos do intervalo. Assim, sem perda de generalizacao,
podemos reescrever |(x —x1)(x —x32)| como (x —x1)(z2 —x) dado que estd garantido a

positividade do produto. Com isso, o nosso objetivo é provar que:
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Figura 3.7 — Intervalo [z, x2]

°
X3

e ]

®
X4

Fonte: Elaborado pelo autor.

— —) < ——F—F— = —. 35
(2 —a)(w2 —2) <~ i (35)
Vamos reescrever (35) como:
2
To—x
—2? 4 (x1+x2)x — 212 < (241)
Portanto, seja g(x) = —x2 + (x1 +x9)r — 2172, uma fungdo quadratica decrescente,

(z2 —x1)?

se provarmos que o ponto de maximo de g(z) < , (35) estd provado. Determinando

o ponto de maximo de g(x), ou seja, o vértice V(xy, yy) da pardbola, temos que:

_(xl—l-ZBQ) _ x1+x2

= 9 2

Logo,

:1:1—1—362) B (29 —1)? B h2

mg (B

2
Desse modo, como o ponto maximo de g(z) é igual a hf, (35) estd provado. Assim,

vale a seguinte desigualdade:

h2
<
!

f"(&)
2

(&) R
: =L 6o

vua—L@ﬂzwx—xnu—xﬁﬂ

Quanto a segunda consideragao que nos auxiliard na construcao da cadeia de
desigualdade, vamos tomar que em (36), f(x) seja igual a I(z). Para tanto, antes sera
necessario determinarmos &,. Logo, recorrendo aos conhecimento do Calculo Diferencial e
Integral, vamos determinar os pontos criticos de I”(x), j& que, como é provével prever, &,

é a abscissa de um desses pontos.
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Assim, seguindo o roteiro para determina-los, vamos inicialmente calcular a

derivada segunda e terceira de I(z), ou seja, I”(x) e I"(z) que sdo, respectivamente:

—2a[(z —u)? 4+ b + 8a(z — u)?
[(z —u)?2+0]?

[//(l') —

oo 24a(z —u)[(x —u)? +b] — 48a(z —u)?
e = ()2 + b3 |

Prosseguindo com o processo para obter os pontos criticos de I”(x), vamos tomar

I"(x) =0, ou seja:

24a(z —u)[(x —u)? +b] — 48a(z — u)3

(e w2+’ =0

Que implica em:

24a(x —u)[(x —u)? 4 b] — 48a(z — u)® = 0.

Dai, a partir de uma rdpida andlise, é trivial observar que x = u é raiz de I"(z),
logo, uma das abscissas dos pontos criticos de I”(z). Agora, para deduzir as demais
rafzes, vamos fatorar 24a(x — u)[(z —u)? 4+ b] — 48a(x — u)3 por (z —u), obtendo o seguinte

quociente, q(x) = 24a[(x — u)? + b] — 48a(x —u)?. Calculando suas raizes, comum também

a I"(z), temos:

24al(z —u)* 4 b] — 48a(x —u)*> =0

24a(x —u)? + 24ab — 48a(x —u)* = 0

x:ui\/l_).
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Determinadas todas as abscissas dos pontos criticos de I”(x), é facil verificar
—2
que I"(u) = bTa e que I"(u+Vb) = %. Como &, é a abscissa do ponto em que I”(x)

apresenta o maior valor em modulo, logo &, = u.

Voltando para (36) e ja considerando f(z) = I(z) e { = u, obtemos:

B h? | —2a

h2 " h2 a
[(2) = Liz)| < S ") = |55 _ 7 ]al

T4 2

(37)

Terminadas as consideracoes, vamos a construcao da cadeia de desigualdades para
estimar o erro absoluto ao aproximar a imagem de x € [x1, x2] em f(x) por meio de I(x),
ou seja, |f(z)—I(x)|. Assim,

|[f(z) = I(2)| = |(f () = L(x)) = (I(z) = L(2))| < | f(z) = L(z)| + I (x) = L(z)|".  (38)

Logo, esta concluida a nossa investigagao do artigo de Yankova (2017). Entretanto,
para finalizar, um pequeno comentario acerca da interpolacao por partes se faz necessario.
Analogamente a splines lineares, a proposta desenvolvida por ela consiste em interpolar
um conjunto de pontos dois a dois distintos por meio da curva generalizada de Agnesi,

I(z), usando o Teorema 3.2 apresentado para obté-las.

Finalmente, podemos observar que a Bruxa de Agnesi ndao é uma simples curva
plana, versatil em aplicagoes, ele nos fornece uma nova forma de interpolar um conjunto
de dados por meio desse aplicacao, ampliando as nossas possibilidades e contribuindo para

o avanco do Célculo Numérico, por exemplo.

Esse resultado nao é o final previsto pelo artigo de Yankova (2017), pelo contrério, terfamos que:

2
1£(@) 1) < |f(@) ~ L(@)| + (@) - L(@)| < 21(x) ~ L) < 2% 2 [y, ),

onde as desigualdade (37) foi estabelecida exclusivamente para justificid-la. Entretanto, como faltam

hipéteses para comprova-la, ja que a desigualdade |f(x) — L(z)|+ |I(z) — L(x)| < 2|I(z) — L(x)| s6 se

aplica em certas condigoes que nao foram apresentadas, como esclareceu Yankova quando contactada,

decidimos parar em (38), uma vez que diversos contra-exemplos foram identificados quando realizamos

essa estimativa sem atender a essas condigoes nao especificadas.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

E notével que a discussdo de género é um assunto necessario, principalmente na
Matematica onde a ocupacgao feminina é alarmante. Para além, sendo uma preocupacao
dessa luta dar voz as mulheres que foram silenciadas, é possivel perceber o quanto a figura
de Maria Gaetana Agnesi é importante, uma vez que, apesar do seu pouco reconhecimento,
ela rompe com diversos paradigmas, sobressaindo, por exemplo, na escrita académica, dado
que é uma das pioneiras a se destacar com exceléncia nesse quesito, consequentemente, um

contraexemplo para a falsa “proposicao” de que “a Matematica é um ambiente masculino”.

Quanto & nossa indagacao inicial: E POSSIVEL ENCONTRAR ALGUMA APLICACAO
PARA A BRUXA DE AGNESI? Concluimos que é sim, é possivel encontrar aplicacoes para
a Bruxa de Agnesi. Porém, é valido considerar que ainda sao muito escassas, ao mesmo
tempo que diversificadas, como podemos constatar ao longo da nossa pesquisa, podendo
relacionar tematicas de interesse da Fisica, como é o caso da Leis de Kepler, até na
Matematica, como é o caso da Probabilidade e do Calculo Numérico, sendo esse tltimo a

aplicacao a qual nos aprofundamos.

Sendo assim, concluimos que atingimos o que foi proposto. Discutimos sobre
género na Matematica, abordamos a simbdlica e inspiradora trajetoria de vida de Maria
Gaetana Agnesi. Definimos matematicamente a curva da Bruxa, obtemos suas equagoes e
estudamos as suas propriedades, além de explorarmos a fundo uma das suas aplicagoes
onde, para isso, exclusivamente, apresentamos brevemente o conceito de interpolacao e

seus métodos.

Ademais, acrescento que apesar de algumas dificuldades com relacao a producgao
desse Trabalho de Conclusao de Curso, como a leitura de textos em inglés, dividas com
relacao ao detalhamento de algumas defini¢oes e demonstragoes da aplicacao apresentada, a
necessidade de buscar por conceitos auxiliares, a dificil busca por materiais que retratassem
da trajetéria de vida de Agnesi, entre outros, que gradualmente foram superadas ao longo
das diversas reunides com os orientadores e por meio do nosso actimulo de conhecimento,

valeram a pena.

Logo, essa experiéncia foi muito engrandecedora. Contribuindo em diversos aspec-
tos para com minha formacao, ela possibilitou ampliar meus conhecimentos matemaéticos,
j& que interpolagoes e seus conceitos eram, até o momento que antecede a elaboracao desta
pesquisa, uma tematica desconhecida. Ela também colaborou na minha formacao, uma

vez que me permitiu desenvolver um pouco minha proficiéncia no inglés, e, obviamente,
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me habilitando na discussao de género nessa ciéncia.

Ampliando o nosso campo de visdo para a pesquisa cientifica de um modo geral,
esse trabalho também tem contribuicdes. Acreditando ser uma das poucas investigagoes
que buscam explorar aplicacoes da Bruxa de Agnesi em portugués, ele pode auxiliar nas
formagoes de outros estudantes e pesquisadores, assim como na divulgacao cientifica de
Agnesi. Ademais, ela pode contribuir também no sentido de possibilitar esse contato inicial

do graduando com o conceito de interpolagoes.

Assim, manifestamos aqui a nossa preocupac¢ao e motivacado para que sejam,
futuramente, desenvolvidos outros trabalhos com a finalidade de tornar visiveis as intimeras
mulheres e suas conquistas que a historia insiste em apagar. Desse modo, voltando a
retratar de Agnesi e da curva da Bruxa, sugerimos, por exemplo, trabalhos que consistam
nas exploragoes de outras aplicagbes, como é o caso das publicagbes de Stigler (1974)
e Ciaurri (2017). Além disso, deixamos aqui o estimulo para que sejam desenvolvidos
também trabalhos evidenciando as conquistas de outras matematicas: Ada Lovelace, Sophie

Germain, Sofia Kovalevskaia, dentre outras.
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