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Resumo

Este trabalho trata do uso de Séries de Poténcias na Resolugao de Equagoes Diferenciais
Ordinarias de Segunda Ordem. A motivacao do objeto de estudo surgiu da necessidade
de auxiliar alunos que cursam a disciplina de Equagoes Diferenciais Ordinarias nos cursos
de engenharia e licenciatura em matematica a ampliarem seus conhecimentos no que se
refere a resolucao de Equacgoes Diferenciais. Pretende-se mostrar um método para resolver
Equacoes Diferenciais por meio de Séries de Poténcias como objetivo principal. A pesquisa
é baseada em sequéncia de carater bibliografico. Foram utilizados como fonte de pesquisa
livros de Ensino Superior sobre Equacoes Diferenciaveis com Aplicagao em Modelagem,
Equagoes Diferenciais Elementares e Problemas de Contorno e Célculo e Trabalhos de
Conclusao de Curso para a complementacao bibliografica. Relembramos alguns conceitos
considerados pré-requisitos ao tema do trabalho, definimos e demonstramos teoremas so-
bre Sequéncias e Séries, Série de Poténcias, além de muitos outros teoremas fundamentais
sobre Fungoes de Taylor e Maclaurin, Equacao de Frobenius e Bessel e também, Equa-
¢oes Diferencias. Nesta perspectiva, o presente trabalho tem dentre suas contribuicoes, a
apresentacao de material didatico complementar ao estudo de Equacgoes Diferenciais Ordi-
narias de Segunda Ordem. Conclui-se entao que o método proposto é eficaz na resolugao
de equagoes convencionais, tendo em vista que outros métodos nao logram éxito, ou nao
sao confidveis para serem utilizados em Céalculo Diferencial e Integral.

Palavras-Chave: Séries de Poténcias. Polinémio de Taylor. Sequéncias.



Abstract

This work deals with the use of power series in solving differential equations Second Or-
der Ordinaries. The motivation of the object of study arose from the need for auxiliary
students who attend the discipline of Ordinary Differential Equations in engineering cour-
ses and a degree in mathematics to expand their knowledge regarding the resolution of
Differential Equations. It is intended to show a method to solve Differential Equations
through Power Series as the main objective. The research is based on a bibliographic
character sequence. Higher education books on Differential Equations with Application
in Modeling, Elementary Differential Equations and Contour and Calculation Problems
and Course Conclusion Works were used as a research source for bibliographical comple-
mentation. We recall some concepts considered prerequisites to the theme of the work,
define and demonstrate theorems on Sequences and Series, Power Series, in addition to
many other fundamental theorems on Taylor and Maclaurin functions, Frobenius and
Bessel Equations and also Differential Equations. In this perspective, the present work
has its contributions, a presentation of didactic material complementary to the study of
Ordinary Differential Equations of Second Order. It is concluded then that the proposed
method is effective in solving conventional equations, considering that other methods are
not successful, or are not qualified to be used in Differential and Integral Calculus.

KayWord: Power Series, Taylor Polynomial, Sequences.
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Introducao

O uso de séries infinitas para solucionar Equagoes Diferenciais ¢ um método cléssico
para resolver explicitamente equacoes diferenciais ordinarias, e ainda é ensinado em muitos
cursos de Ciéncia exatas e Engenharia. A razao para isso é que as Equagoes Diferenciais
Ordinarias desempenham um papel importante nesses campos. Fungoes de grande im-
portancia no campo da fisica e matemaética sao as solugoes de equagoes diferenciais de
segunda ordem.

A escolha do objeto de estudo se deu observando a necessidade de auxiliar o aluno
que cursa a disciplina de Equagoes Diferenciais Ordinarias nos cursos de engenharias e
licenciaturas em matematica a ampliar seus conhecimentos no que se refere a resolugao
de Equacoes Diferenciais.

Considerando a grande importancia que o estudo tem nas disciplinas de Calculo au-
xiliando ou até mesmo sendo a op¢ao mais viavel para chergar a uma solucao mais precisa
é que debrucamos a estudar um método alternativo para resolver Equacoes Diferenciais
através de Séries de Poténcias. E para alcancar esse objetivo geral foram realizados alguns
objetivos especificos.

No primeiro capitulo, a discussao se da em torno do estudo das sequéncias, suas
defini¢oes e as propriedades dos limites. Portanto, com a finalidade de entrar no tema
principal estes foram os topicos abordados na primeira se¢ao, assim como alguns teoremas
que sao fundamentais para o desenvolvimento das séries de poténcias.

No segundo capitulo, iniciamos os conceitos de séries. O problema principal da
teoria das séries é determinar a condigao necesséaria para a convergéncia ou nao. Nesta
secao, estabeleceremos alguns critérios de convergéncia de uma série que, em geral, sao
consequéncias dos resultados referentes a convergéncia das sequéncias.

No terceiro capitulo, foram representadas fungoes elementares do célculo como séries
de poténcias que sao as séries cujo termos compreendem poténcias de uma variével x, como
também as séries de Taylor e Maclaurim.

No ultimo capitulo, apresentaremos métodos que nos permite aproximar fungoes
pelo polinémios de Taylor e Maclaurin. Em seguida veremos resolucao de EDO por série

de poténcia e por final as aplicagoes por meio das equagoes de Frobenius e Bessel.
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1. Sequéncias

Neste capitulo iremos tratar do estudo de Sequéncias, veremos suas definigoes, te-
oremas e as Propriedades dos Limites. Para isso utilizaremos os escritos e exemplos dos
livros de James Stewart (2013), Munem e Foulis (1982).

1.1.Definicoes sobre sequéncias

A palavra sequéncia é usada em linguagem corrente para significar uma sucessao de
coisas dispostas numa ordem definida. Aqui, nés estamos interessados em sequencia de

nimeros como:

1,3,5,7,90u

0,1,4,9, 16, 25, 36, 49, 64, ...

Cada nimero que aparece na sequéncia é chamado de termo da sequéncia. Uma
sequéncia tendo apenas um nimero finito de termos (assim como a sequéncia 1, 3, 5, 7,
9) é chamado de sequncia finita. Observe que a sequéncia 0, 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49,
64, ... (cujos termos sao os "quadrados perfeitos" dispostos em ordem crescente) envolve
um infinito nimero de termos é portanto sequéncia infinita. E claro, ndo podemos listar
todos os termos de uma sequéncias infinita; por isso, nés langamos mao da conversao de
escrever uns poucos primeiros termos e entao colocamos os trés pontos para significar "e
assim por diante".

Uma sequéncia de numeros reais ¢ uma funcao a : N — R, que associa a cada

nimero natural n um numero real a,, chamado de n-ésimo termo da sequéncia.
a1, a2,0a3,A4y ..., Ap...

O numero a; é chamado primeiro termo, as é o sequndo termo e, em geral, a, é
o n-ésimo termo. Podemos lidar exclusivamente com sequencias infinitas e, assim, cada
termo a, terd um sucessor a,.i;. A fim de especificar a sequéncia é suficiente fornecer
uma regra ou féormula para o n-ésimo termo a,. Por exemplo, a sequéncia, cujo n-ésimo
termo ¢ dado pela férmula a,, = 3n — 1, tem primeiro termo a; = 3(1) — 1 = 2; segundo

termo as = 3(2) — 1 = 5; e assim sucessivamente. A sequéncia resultante ¢

2,5,8,11,14,17,20, ....3n — 1, ...

E importante perceber que uma sequéncia é mais que uma mera colecao de nu-

mero; de fato, os niimeros numa sequéncia aparecem dentro de uma ordem definida e
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também repeticoes desses niimeros sao permitidas. Por exemplo, as seguintes sequéncias

sao perfeitamente legitimas:

1,—1,-1,1,-1, ..., (1)
€
0,0,0,0,0,0,0, ...,0, ....

As vezes uma listagem de uns poucos termos de uma sequéncia indica sem deixar

qualquer duvida a regra ou formula que determina o termo geral. Sao exemplos:

1,2,3,4,5,6, ..., (a,) =n, ...

2,4,6,8,10,12, .., (a, = 2n), ...

[

wn
©olw

72

0,1,v/2,V3,.../n—3, ..

Entretanto, muitas vezes pode tornar-se muito dificil, se nao impossivel, determinar

5 z) n+l)
) 7817 3n

3

a regra geral desejada por meio de um exame do exemplo numérico formado por alguns
termos. Quando existe uma leve diuvida, a solugao é especificar explicitamente o termo
geral.

Dentro de um tratamento matemaético rigoroso, uma sequéncia é definida como uma
funcdo f cujo dominio é o conjunto dos inteiros positivos. Entao f(1) é chamado de
primeiro termo, f(2) o sequndo termo, em geral f(n) é chamado de n-ésimo termo da
sequéncia f. Desse ponto de vista, a sequéncia

21 17 93 3
3,1,;,@,...76—2—71,...

seria indentificada por meio da funcao f cujo dominio sao os inteiros positivos e definida
por f(n) =6 — ().

A definicao de uma sequéncia como funcao nao tem apenas a vantagem da precisao
técnica, mas também permite a aplicagao de muitas das ideias previamente desenvolvidas
para funcoes diretamente nas sequéncias.

Nos usamos a notagao {a, } como simbologia para sequéncia cujo n-ésimo termo é a,,.

1.2.Limite de uma Sequéncia

A ideia de limite é facil de ser captada intuitivamente. Por exemplo, imagine uma
placa metalica quadrada que se expande uniformemente porque esta sendo aquecida. Se
x ¢ o comprimento do lado em centimetros, a &rea da placa é dada por A=z?. Evi-
dentemente, quanto mais x se avizinha de 3, a area A tende a 9 centimetros quadrados.
Expressamos isso dizendo que quando x se aproxima de 3, 22 se aproxima de 9 centimetros

quadrados como um [imite. Simbolicamente, escrevemos
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limz? =9
r—3

onde a notagao "xr — 3" indica que z tende a 3 e lim significa "O limite de".

Sabemos que, no conjunto dos niimeros reais, podemos sempre escolher um conjunto
de nimeros segundo qualquer regra preestabelecida.

Analisemos os seguintes exemplos de sucessoes numéricas.
(1) 1,2,3,4,5,.
(2) 1/2 2/3 3/4 4/5,5/6, ..
(3)1 —2,-3, ...
(4) 1 3/2 3 5/4,5,7/6,7

Na sucessao (1), os termos tornam-se cada vez maiores sem atingir um LIMITE.
Dado um nimero real qualquer, por maior que seja, podemos sempre encontrar, na suces-
sao, um termo maior. Dizemos entao que os termos dessa sucessao tendem para o infinito
ou limite da sucessao ¢ infinito.

Denota-se

n — +00

Na sucessao (2) os termos crescem, mas nao ilimitadamente. Os niimeros aproximam-
se cada vez mais do valor 1, sem nunca atingirem esse valor. Dizemos que

n—1

De maneira andloga, dizemos que na sucessao (3)

n — —oo

Em (4) os termos da sucessao oscilam sem tender para um limite.

O calculo de limites de sequéncias é realizado de maneira muito semelhante & do
calculo de limite de fungoes. De fato, os dois processos estao muito relacionados. A defi-

nigao seguinte expressa a ideia de convergéncia de uma sequéncia de forma formal.

Convergeéncia e divergéncia de uma sequéncia
Escrevemos lim a,, = L e dizemos que a sequéncia {a,} converge para o limite
T—>r00

L desde que para cada nimero positivo &, existe um inteiro positivo N (possivelmente

dependente de ¢) tal que
la, — L| < e sempre que > N

Uma sequéncia que converge para limite é chamada sequéncia convergente, enquanto uma

sequéncia que nao converge é dita divergente.

Exemplo 1.1. Analisando o comportamento da sequéncia {10'™"} quanto a convergéncia

ou divergéncia. Se converge, calculamos seu limite.
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Substituindo n pelos os valores 1,2, 3,4,5 encontramos os seguintes valores:
Paran =1 — {1071} = {10°} — 1

1
Paran =2 — {102} — {107} — 0
1
P =3 — {10173} = {1072} —» —
ara n { = } 1010
P =4 {10174} = {1073} - ——
ara n { }—{ } 10%0
Para n — 1014} — {10~
aran=>5— {10'7*} — {10 }—>10'000
Logo, a sequéncia é
1 1 1 1 1

7107 100° 1000° 10.000" " 107—1" "
e esta claro que os termos estao se tornando cada vez menores. Por escolha de n sufici-
entemente grande, nés podemos fazer [1/10"~! — 0] = 1/10"~!; dai, a sequéncia converge

para o limite 0.

Teorema 1.2 (Convergéncia de sequéncias e fungoes). Seja a fun¢ao f definida no in-
tervalo [1,00) e define-se a sequéncia {a,} por a, = f(n) para cada inteiro positivo n.

Entao, se lim f(z) = L. Segue-se que lim a, = L.

T—00 T—00
. 3+5n?
Exemplo 1.3. Mostremos que a sequéncia a, = = ¢ convergente e enconte seu
n+mn
limite.
Solucgao:
3+ 5n? (3+5n2) 3+ 5n?
2 : 2 : 2 . 540
an:n—zz lim ——— = lim n—2: im —— =
n+n nt—oo (N +n nt—oo N+ N nt—oo 1 4+ 0
n2 n2 n?
A sequéncia converge para o infinito e tem limite 5. 0

Propriedades basicas dos limites de sequéncias

Teorema 1.4. Suponha que as sequéncias a, e b, convergem para os limites A e B,
respectivamente, e que ¢ é uma constante. Entao
1. imec=c
n—xT

2. Regra da multiplicagcao por constante:

lim ca, =c¢ lim a, =cA
n—+00 n——+o00
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3.Regra da soma:

lim (a, +b,) = (lim an> + (lim bn> =A+B

n—o00 n—o00 n—o0

4.Regra da diferenca:

lim (a, — b,) = (lim a,) — (lim b,) = A— B
n—oo n

n—oo — 00

5. Regra do produto :
lim (a,b,) = ( lim an) ( lim bn> = AB
n—-+o00 n—+00 n—-+4o00

6.Regra do quociente:

lim a

lim an  nt—oo " o A

n+—00 b, lim b, B
n+—

7.Regra da potenciacao:
c
lim — =0, se k ¢ uma constante positiva.
n—oo M
8. Regra do quociente:

Se |a| < 1, entao Jlrlm = 0. Se |a| > 1, entao a™ diverge.
n—+-—0o0

Convergéncia de sequéncias mondtonas e limitadas.

Teorema 1.5. Toda sequéncia crescente limitada superiornmente é convergente. Analo-

gamente, toda sequéncia decrescente limitada inferiormente é convergente.

. n ,
Exemplo 1.6. Usando o teorema 2 para mostrar que a sequéncia {—n} ¢é convergente
e

vemos,

T x

e
< 0 para z > 1; dai

Considere a funcao f(z) = e% e observe que f'(z) = ;rx;
[ & decrescente em [1,00). Segue-se que f(n) > f(n+ 1) para todo inteiro positivo n;
isto é, a sequéncia {n/e"} é decrescente, Ja que todos os tempos termos da sequéncia sdo
positivos, segue-se que ela é limitada inferiormente pelo o nimero 0. Dai, pelo o teorema

2, a sequéncia converge.

Teorema 1.7. O limite de uma sequéncia crescente (respectivamente, decrescente) con-

vergente é uma cota superior (respectivamente, uma cota inferior) para a sequéncia.

Provemos somente a parte do teorema relativo a sequéncia crescente, ja que a prova
para sequéncia decrescente ¢ completamente analoga. Assim, suponhamos que {a, } ¢ mo-
notona crescente e que lim a, = L. Devemos provar que todos os termos da sequéncia

n——+00
sao menores ou iguais a L. Se nao fosse assim, haveria pelo menos um termo, digamos
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ag, com L < a,. Assim, seja € = a, — L, tal que ¢ > 0. Pela definicao, existe um inteiro
positivo N tal que |a, — L| < ¢ se verifica sempre que n > N.
Agora, escolhamos o inteiro n maior que ge N. J& que g < n, segue-se que a, < ay,

assim como L < a4 < a, e a,, — L > 0. Consequentimente,

ap,—L=la,— Ll <e=a,— L,

do que segue-se que a, < a4, contrariando o fato que a, < a,. Portanto, a suposicao
de que existe um termo a, com L < a, leva a uma contradigao. Segue-se que nenhum
termo como a, pode existir, logo L é uma cota superior para a sequencia e o teorema esta

provado.
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2. Séries

O problema principal da teoria das séries é determinar se uma série é convergente
ou nao. Nesta segao, estabeleceremos alguns critérios de convergéncia de uma série que,
em geral, sao consequéncias dos resultados referentes a convergéncia das sequéncias, para
isso utilizaremos os escritos e exemplos dos livros de James Stewart, Eliezer Batista, Elisa

Zunko Toma, Méarcio Rodolfo e Fernandes, Silvia Martini de Holanda Janescha.

2.1.Sequéncias de Somas Parciais

o

Em geral, se tentarmos somar os termos de uma sequéncia infinita {a,},_,, obtemos

uma expressao da forma
Sn:a1+a2+a3—|—...+an+...

que é denominada uma série infinita (ou apenas série) e é denotada, por simplicidade,

pelo simbolo

o0

E anoug ap

n=2
Faz sentido falar sobre a soma de uma quantidade infinita de termos? Seria impossivel

encontrar uma soma finita para a série
14+24+3+44+5+...+n..

porque, se comegarmos adicionando os termos, obteremos as somas cumulativas 1,3,6,10,15,21,...
e depois do n-ésimo termo, obtemos n (n + 1) /2, que se torna muito grande & medida que
n aumenta.

Contudo, se comecarmos a somar os termos da série
1 1 1 1 1 1 _
§+Z+§+E+@+"'+2_"+"'_1

Usamos uma ideia parecida para determinar se uma série geral tem uma soma ou nao.

Considerando as somas parciais

ST = a1
Sy = a1+ ap
S3 = a1 taztas

S3 = a1+ ag+as+ay
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e em geral,
n
Sp = a1+a2+a4"'an:E a;
i=1

Essas somas parciais formam uma nova sequéncias {s,}, que pode ou nao ter um
limite. Se lim,,_,o s, = s existir (como um ndimero finito), entao, como no exemplo ante-

rior, o chamamos soma da série infinita > a,.

2.2.Séries convergentes e divergentes

o

Definigao 2.1. Dada uma série E a, = a1+ as +as+ ..., denotada por S,, sua n-éssima
n=1

soma parcial:

n

Sn:Z:a1+a2+...—|—an

=1

Se a sequéncia {5, } for convergente e lim S,, = S existir como um ntmero real, entao a
n—oo

série > a, ¢ chamada convergente, escrevemos
o0
a1+ay+..+a,+..=5ou g a, =S
n=1

O namero S é chamado a soma da série. Se a sequéncia (5,,) é divergente, entdo a série
¢ chamada divergente.

Assim, a soma de uma série é o limite da sequéncia de somas parciais. Desse modo
o]

quando escrevemos E a, = S, queremos dizer que, somando um nimero suficiente de

n=1
termos da série, podemos chegar tao perto quanto quisermos do nimero S. Observe que

oo n
E a, = lim E a;
n—oo

(a) Série Geométrica

o
A série E r"1 em que o termo geral é a,, = r"~! denomina-se série geométrica de

n=1
razao r. Neste caso as somas parciais sao dadas por:

o0
at+ar+ar’+ .. far" 4. = g ar™ L,
n=1
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onde a e r s@o numeros reais fixos, diferentes de zero.
Cada termo ¢é obtido a partir do anterior, multiplicado-se pela razao comum 1.
Vamos deduzir aqui a féormula da soma dos n primeiros termos de uma progressao

geométrica que é a e-nésima soma parcial da série:

S,=a+ar+ar’>+..+ar" "
Multiplicando-se os dois membros da igualdade por r obtemos:
rS, =ar +ar*+ ... +ar" ' +ar".

Subtraindo-se r.S,, de .S,, obtemos:

Sp—1Sy=(ar+ar*+..+a™ ) —(ar+ar*+..+ar"  +ar") =a—ar",
ou

(I1—=r)Sp,=a(l—r,).

a(l—r"
Para r# 1 temos: S,, = ¥
1—r
Resumindo os resultados da série geométrica
o
Zarn_l =a+ar+ar? + ...
n=1

¢ convergente se |r| < 1 e a sua soma ¢é

oo
Zarn_l S Ir] <1
1—r

n=1

Se |r| > 1, a série geométrica é divergente.

Exemplo 2.2. Para encontrar a soma da série geométrica abaixo fazemos,

53 + ; + ; + k + ...+ ; +
f=on 2 48 16 71024
o 3 . 1 ~ .
O primeiro termo ¢ a = — e a razao ¢ 7’25. Como r =1 € ]—1,1] = entdo a série é

convegente. O valor da soma da série é:

Wn
I
‘w
I
DO o] w
I
DO o
[\
I
w
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(b) Série harmonica

(o.)
A série E — recebe o nome de série harmonica devido a semelhanca de seus termos
n

n=1
aos nds em uma corda vibrando (nota musical). Por exemplo, 1/2 produz um harménico

igual ao dobro da frequéncia fundamental, 1/3 produz um harménico igual ao triplo da
frequéncia fundamental e assim por diante.

A série harmonica, embora possua a condi¢do necessaria para convergéncia, é uma
série divergente. A divergéncia da série haménica nao é trivial. Sua lenta divergén-
cia se tornara evidente quando examinamos suas somas parciais com maior detalhe. na
verdade, vamos mostrar que a sequéncia de somas parciais S,, da série harmonica nao
converge, pois admite subsequéncias divergentes. Para isso, vamos considerar as somas
Ss, 54, S, S16, 532, ... cujos indices sao sempre poténcias de 2, formando a subsequéncia

Son de S,,. Temos que

S =1

5 6
Similarmente, S3; > 3 Ses > 1+ 37 e, em geral,

n

Isso mostra que Syn — oo quando n — oo e assim {S,} é divergente. Portanto a série

harmonica diverge
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(c) Série Telescopica

Uma série do tipo (by — by) + (by — b3) + ... + (b, — byy1) + ... em que os termos se
encaixam é representada simbolicamente por Z (b, — byy1) € é denominada série teles-

n=1
copica. A n-ésima soma parcial dessa série é:

Sn - (bl - b2) + (bz - bg) + ...+ (bn—l - bn) + (bn - bn—l—l) - bl - bn+1,
de onde deduzimos que:

e Se b, — b, entao S,, — b; — b e a série Z (b, — bay1) € convergente e tem soma

n=1

bl—b,

e Se a sequéncia {b,} diverge, entdo a sequéncia {S,} e, consequentimente, a série
oo

Z (bp, — bpy1) também diverge.

n=1

. ~ . . N L. n .
Como, ilustragao, vamos investigar a convergéncia da série E log <—> . Em pri-

n+1
n=1
o0
meiro lugar observamos que a série se escreve sob a forma E (bp, — byy1), como b, =logn,
n=1

e, portanto, trata-se de uma série telescopica. Como a sequéncia b, =logn é divergente

(tem limite o), entao s série de encaixe também diverge. Outra série que se enquadra
oo

1
neste modelo ¢ a série Z —— . Essa é uma série geométrica e, assim, voltamos a
— n(n+1)
definicao de uma série convergente e calculamos as somas parciais.
! + ! + ! +..+ !
z+1 1-2 23 34 7 nan+l)

i=1

Podemos simplificar essa expressao se usarmos a decomposicao por fragoes parciais

=—- — - entao, temos

(=)
_I_ -
n n+1
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e, dessa forma, lim S, = lim (1— L )zl—Ozl

Portanto, a série dada é convergente e

> 1
2 nmrD !

=1

3

(d) Teste da Integral

Suponha que f seja uma fungao coninua, positiva e decrescente em [1,00) e seja

o
a, = f(n). entdo a série E a, ¢ convergente se, e somente se, a integral impropria

n=1

/ f (z) dx for convergente. em outras palavras:
1

o0

(i) Se / f (z) dx for convergente, entao Z a, é convergente.
1 n=1

(ii) Se / f (z) dx for divergente, entao Z a, ¢ divergente.
1 n=1

Exemplo 2.3. A fun¢io f(x) = 273 é continua, positiva, e decrescente em [1,00), entdo

o teste integral se aplica.

> ! -3 1 1 1
/ 27 3dzr = lim 2 3dr = lim R I + ) ==
1 t—o00 1 t—o00 —2 1 2t2 2 2

Esta integral impropria é convergente, logo, é convergente pelo teste da integra.
(e)p-séries

Uma classe importante de séries numéricas é aquela constituida das séries do tipo
oo

g —, que levam o nome de p-séries e que sao bastante utiizadas como séries de prova nos
n=1 n
critérios de comparacao. O termo geral a,, = 1/n? tem limite 1, quando p = 0, limite oo,

quando p < 0. Em ambos os casos o critério do n—ésimo termo estabelece da divergéncia
da série. No caso p > 0 a convergéncia das p—séries sera determinada pelo critério da
integral e iniciamos a investigacao recordando algumas integrais improprias elementares.
Se p > 0,a fungao f(z) = 1/xP, definida para x >, atende as condigdes do critério da
integral e temos:

(a) se p =1, entao
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[ /x)de = Jim_log B = o0

(b) p # 1, entao

0 B ,I'_p+1 B 1
/ (1/2P)dx = lim z Pdr = lim = lim (B'?—1) =
1 B—oo Jq B—oo —p + 111 —p + 1 B>

o00,se 0 < p<1
1/(1—p)sep>1

Assim, a integral impropria floo (17) dx converge apenas quando p > 1 de onde de-
oo
duzimos, pelo critério da integral, que a p-série Z 1/nP converge quando p > 1 e diverge

n=1

quando p < 1.

(f) Teste da Divergéncia

Teorema 2.4. Se lim a,, nao existir ou se o lim a,, # 0 entao a série g a, sera divergente.

0 4

Exemplo 2.5. Observemos a divergéncia da série E 5 :L+ 5
n
n=1

I lm 1 Y I im —— =1 2¢
m a, — 11N = lim =n _ = lim —— = 1lim — = —

Desse mode, a série diverge pelo Teste para Divergéncia.

(g) Teste da Razdo

O Teste da Razao é muito utilizado para determinar se uma série dada é absoluta-

mente convergente.

[e.e]
. . Ap+1 ~ L. 4
(i) Se o lim = L < 1, entao a série E a, € absolutamente convergente e,
n—oo n
n=1
portanto, convergente.
a o
.. . +1 - L. L.
(i) Se lim |[——| =L > 1oun — oo || = co, entdo a série E a, é divergente.
n—o00 an, an
n=1
. An41 ~ . . . ~
(iii) Se lim =1, o Teste da razao é inconclusivo, ou seja, nenhuma conclusao
n—oo an

pode ser tirada sobre a convergéncia ou divergéncia de E Q.-
Nao se prenderemos a demostracao do Teste da Razao. Para aqueles que querem se

aprofundar a demostragao se encontra no livro de James Stewart, volume II.
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®© 3
Exemplo 2.6. Z Z_”

n=1

(n+1)° 3 yn 3 yn
T an+1| . =l (n+1)° 4 . (n+1)° 4 _
i I Bl (s B T e L TV

4n

3 1\3 1\3

e e )T )T ()
B s L T L R A i

1+0 1

lim Rl U [ < 1 (Logo, converge)

(h) Teste da Comparagao

Suponhamos que g a, € E b, sejam séries com termos positivos. Se,

Em que ¢ é um nimero positivo e finito, por conseguinte ambas as séries ou divergem

ou convergem.
A série de comparacao no limite é Z a, € Z b, a, > 0,b, > 0.

. a ~ L. .
Se lim — = ¢ > 0,c € R, entao ambas as séries convergem ou ambas divergem.

n—oo by,
an N
Se 111520 b = +o0 e Z b, converge, entao Z a, converge.
.y : . .
Se nh_}IIolo b 0e Z b,, diverge, entao Z a, diverge.
o
Exemplo: Testando se Z T} ¢ divergente ou convergente.
n=1
1
ap = eb,=—
2n — 1 2n
1
1 1 2" 2"
lim —= = lim 2% = lim — = lim =1
n—oo by, n—00 i n—oo 2N — 1 1 n—oo 2N — 1
2n
=liml1=1>0
n—oo

O limite de uma constante é igual a prépria constante. Como 1 > 0, ambas as séries

convergem ou ambas divergem. Analisando a convergéncia da série b, = on
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: : . 1 : :
Vemos que é uma Série Geométrica de razao r = 5 Uma Série Geométrica é convergente

se |r| < 1. Logo, a série estudada ¢ convergente.

(i) O Teste da Raiz

[e.e]
(i) Se o lim {/|a,| = L < 1, entdo a serie Z a, ¢ absolutamente convergente.
n—o0

n=1

oo
(ii) Se lim {/|a,| =L > 1ou lim {/|a,| = 0o, entdo a série Z a, é divergente.
n—oo n—oo =1

(iii) Se lim {/|a,| = 1, o Teste da raiz nao é conclusivo.
n—oo

Se lim {/|a,| = 1, entéo a parte (iii) do teste da Raiz diz que o teste nao da infor-

n—oo
magao. A série Y a, pode convergir ou divergir. (Se L=1 no Teste da Razao, nao tente
o Teste da Raiz, porque L serda novamente 1. E se L = 1 no Teste da Raiz, nao tente o

Teste da razao, pois ele também falhara.)

Exemplo 2.7. Analisando o teste da convergéncia da série Z (n + )
n=1

5n?2
n?z+3\" . n?+3
= lim =
5n2 n—00 H5n?
2n 1

li li ! <1 )
im — = lim - = — nver
Jm - = lim = =2 0go, converge

n

lim {/|a,| = lim
n—o0 n—o0

1
Como o limite ¢ igual a = < 1, logo a série converge.

(j) Série Alternada

Uma série alternada é aquela cujos termos alternam entre positivos e negativos. De

modo geral, podemos escrever uma série alternada como:

D> (=1)"byou Y (=1)" by,

em que b, sao todos nao negativos.

Teorema 2.8. Se uma serie alternada satisfazer
(i) bpy1 < by, para todo n,
(ii) lim b, =0,

n—o0

entao a série é convergente.

Abaixo estao dois exemplos:
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1 1 1 B i (=1)"*!
2 3 4 =
1+1 1+1+ _Oocosmr
2 3 4 N n

n=1
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3. Séries de Poténcias

Neste capitulo representaremos as fungoes elementares do calculo como séries de
poténcias, que sao as séries cujo termos compreendem poténcias de uma variavel x. Ao
mesmo tempo apresentaremos uma técnica que nos permite aproximar fungoes por po-

linémios. Utilizaremos os escritos de James Stewart, Boyce e Diprima e Dennis G. Zill.

3.1.Definicao de séries de poténcias

Uma série de poténcias é uma série da forma

o0

chx” =co+ 1@+ cox? + ezt 4 - -

n=0
onde x é uma variavel e ¢, sao constantes chamadas coeficientes da série. Para cada x
fixado, a série é uma série de constantes que podemos testar quanto a convergéncia ou
divergéncia. Uma série de poténcias pode convergir para alguns valores de x e divergir

para outros valores de z. A soma da série é uma funcao
flx) =co+crx+cox®+ - +cpz™+ -

cujo dominio é conjunto de todos os = para os quais a série converge. Observe que f se
assemelha a um polinémio, a tnica diferenca é que f tem infinitos termos.
Por exemplo, se tomarmos ¢, = 1 para todo n, a série de poténcias se torna a série

geométrica

Zx":1+x+x2+---+x"+---
n=0

que converge quando —1 < x < 1 e diverge quando |z| > 1

Em geral, a série da forma

cn(t—a)"=co+c(@—a)+e(x—a)+---
n=0

¢ chamada uma série de poténcias em (x — a) ou uma série de poténcias centrada em a
ou uma série de poténcias em torno de a. Observe que, ao escrevermos o termo corres-
pondente a n = 0, adotamos a convengao de que (z — a)? = 1, mesmo quando z = a.
Observe também que, quando x = a, todos os termos sao 0 para n > 1 e assima série de

poténcias sempre converge quando x = a.
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2nx”
é

Exemplo 3.1. Verificando os valores de x para os quais a série de poténcias Z

n=0
convergente, temos,

Usando o teste da razao, vejamos o seguinte:

2n+1)z"t 5"

2(n+1)z" -2 5"
n—00 Hntl 2nx™

5n. 5 " onan

lz]
5

Ag4+1
G,

L= lim

= hm
n—0o0 —00

n—o0

:lim'

Pelo teste da razao, a série anterior é convergente se L < 1. Logo, temos:

-y
hm?<1—>|xl<5

n—oo
Complementarmente, utilizamos o teste da razao provando que a série é divergente para
L > 1, isto é, para |z| > 5. Entretando, para L = 1 (que equivale a |z| = 5) o teste da
razao nao apresenta prova conclusiva. Em outras palavras, para L = 1, o teste da razao
nao pode ser usado para provar a convergéncia de uma série. Assim, precisamos provar a
convergéncia ou divergéncia da série para |z = 5| usando outras estratégias.
|z]

ParaLzl:?zl:x:i5

Parax =5 = Z 2na Z 2n5n

Nesse caso a série diverge e pode ser verificado usando a propriedade:

A série também diverge e é possivel verificar usando a propriedade:
lim u, = lim ((—=1)"n) = +o0
n—oo n—oo

Logo, a série em estudo converge para o intervalo aberto (—5,5).

3.2. Teoremas sobre séries de poténcias

Teorema 3.2. Para dada série de poténcia E ¢ (z —a)", existem apenas trés possibi-
n=0

lidades:
(i) A série converge apenas quando = = a.
(ii) A série converge para todo z.
(iii) Existe um namero positivo R tal que a série converge se |z —a| < R e diverge

se |lt—a|l >R
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O namero R no caso (iii) ¢ chamado de raio de convergéncia da série de poténcias.
Por convengao, o raio de convergéncia ¢ R = 0 no caso (i) e R = oo no caso (ii). O intervalo
de convergéncia de uma série de poténcias é aquele que consiste em todo os valores de
x para os quais a série converge. No caso (i) o intervalo consiste em apenas um tunico
ponto a. No caso (ii) o intervalo é (—oo,00). No caso (iii) observe que a desigualdade
|z — a| < R pode ser reescrita como a — R < < a+ R. Quando z é uma extremidade do
intervalo, isto é, x = a £ R, qualquer coisa pode acontecerer. A série pode convergir em
uma ou ambas as extremidades ou divergir em ambas as extremidades. Entao, no caso

(iii) existem quatro possibilidades para o intervalo mde convergéncia:
(¢—R,a+R) (a—R,a+R] Ja—R,a+R) [a—R,a+R]

= (=5)" 2"
Exemplo 3.3. Analisando o raio e o intervalo de convergéncia da série Z %
n

n=0
n+1
:—5 e
i

(_5)n " ‘ (_5 n+1 :L,n—i-l m

Ay = - n
n+3 n+4 (=5)" zn
1 1
5 1+ {1/n) |z| = 5|z| quando n — oo
(14+4/n)

Pelo teste da razao, a série converge se 5|z| < 1 e diverge se 5|x| > 1. Logo, ela

1

1
converge se |z| < 5 e diverge se |z| > % Isso significa que o raio de convergéncia é R = .

E sabido que a série é convergente no intervalo (—%, %), mas devemos testar a
convergéncia nas extremidades do intervalo. Se x = —% a série converge pelo teste da

integral (também podemos observar que converge por se tratar de uma série p). Vejamos:

RS VAN o S SRR DN SRS DR SR
g% Vn+3 _§% nts V1 VA VB

Se z = R a série é:

N (9)ME) = (—1)m
2;_ Vn+3 _§: n+3

n=0

e converge pelo teste da série alternada. Logo, a série converge quando —% <z < %;

assim, o intervalo de convergéncia é (—%, %]

o0

Exemplo 3.4. Analisando o raio e o intervalos de convergéncia da série Z n!(2z —1)"

n=1
temos,



Capitulo 3. Séries de Poténcias 31

Seja a, = n!(2x — 1)". Entao

(n+ 1)!(2x — 1)"*!
n!(2z — 1)»

Ap+1
Qp,

lim

n—o0

= lim

n——+0o0

=lim(n+1)2z-1=0<1
n—o0

se, e somente se, |2z — 1| = 0, ou seja, x = % Entao, o raio de convergéncia é R = 0. E

o intervalo de convergéncia é %

3.3.Representacoes de Funcoes como Série de

Poténcias

Nesta secao aprenderemos como representar certos tipos de fungdes como somas
de séries de poténcias pela manipulagao de séries geométricas ou pela derivacao ou pela
integracao de tais séries. Vocé pode estar se perguntando por que queremos expressar
uma fungao conhecida como uma soma infinita de termos. Veremos mais tarde que essa
estratégia é util para integrar fungoes que tém antiderivadas elementares, para resolver
as equagoes diferencias e para aproximar fungoes por polinémio.

Comecaremos observando a equagao abaixo:

1 [e.9]
— 2 3 _ n
1_x—1+m+x +x —|—-~-—§_m lz] <1

Exemplo 3 5 Analisando a representacao e o intervalo de convergéncia da série de
oténcias
P Z W Z

Aplicando o Teste da Razao

n —2)ntlgn 1 1 1+1
Un1| _ (=2)""a"  vn+ — o ntly_, +_/nm:>2m
an Vn+2  (=2)nan n+ 2 1+2/n

(i) Converge se |z| < 1/2
(i) Diverge se |z| > 1/2

1 11
Portanto R = 5 e o intervalo de convergéncia contém (—— —) .

22

Vamos testar os extremos para onservar a convergéncia dos pontos.

1
Aplicando o teste da p-serie, com p = 5 < 1, temos

1
P = — =
ara r 5

o[
&

oo oo 1
Zan Z n—l—lz

n=0 n=0

&IH
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1
Logo, no ponto —5 @ funcao diverge.

Aplicando o teste para Série Alternada, temos

1
2
-  (=2)M(1/2)" &~ (-1 1
Z a, = Z M = (1) Logo, no ponto 3 a funcao converge.

n+1 ‘ovVn+ 1
. . 11
Portanto, o intervalo de convergéncia é 53]

3.4.Derivacao e Integracao de Série de Poténcias

(0.9}
A soma de uma série de poténcias é uma fungao f(x) = E ¢, (x — a)" cujo dominio

n=0
¢ o intervalo de convergéncia da série. Gostarfamos de poder derivar e integrar tais fun-

¢oes, e o teorema a seguir diz que podemos fazer isso por derivacao ou integracao de cada
termo individual na série, como farfamos para um polinémio. Isso é chamado derivacao e

integragao termo a termo.

Teorema 3.6. Se a série de poténcias > ¢, (x — a)" tiver um raio de convergéncia R > 0,
entdo a func¢ao f definida por (STEWART, James. Vol 2. Pag 675).

f(x) =co+ci(x —a) + cz(x — a)? chx—a

n=0

é diferenciavel (e portanto continua) no intervalo (e — R,a + R) e

(i) f'(x)er + 2¢0(z — a) + 3ez(x — a)? chnx—a -1

n—i—l

(ii) [ f(z) do =C+colz —a) + &1 (z —a)? NP (ﬂv—Sa)3 _ i

2 —~ n—i—l

O raio de convergéncia das séries de poténcias nas Equagoes (i) e (ii) sdo ambos R.

3.5.5Série de Taylon e Maclaurin

Lembramos que dada uma fungao f : R — R, define-se sua série de Taylor ao redor

do ponto z = a como
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o () (g
Tofa) =S L@ gy

n.

Como o lado direito da série de taylor e uma série de poténcias, podemos calcular o raio
de convergéncia usando algum dos métodos estudados anteriormente. Lembrando que

f™(a) denota a n-éssima derivada de f calculada no ponto a.

A série de MacLaurim, nada mais é do que a série de taylor ao redor de x = 0; isto

(n)(())

NG

Taf(x) =

S
I
o

Iniciamos supondo que f seja qualquer fung¢ao que possa ser representada por uma série

de poténcias:

fx)=co+ci(x—a)+er(x—a)+es(z—a)P+eylr—a) +---Jz—al <R (3.1

Vamos tentar determinar quais coeficiente ¢, deve aparecer em termos de f. Para co-
megcar, observe que, se colocarmos x = a na Equacao 1, entao todos os termos apos o

primeiro sao 0 e obtermos

f(a) = co

Podemos derivar a série na Equacao 3.1 termo a termo:

(@) =c1 4+ 2co(x — a) + 3c3(z — a)® +deg(x —a)® + -+ Jx —a] < R (3.2)

e a substitui¢cao de x = a na Equacao 3.2 fornece
fla) =ca

Agora derivamos ambos os lados da Equacao 3.2 e obtemos

f"(x) =2cy+2-3cs(x —a) +3-deg(x —a)* +---|x —al < R (3.3)

Novamente colocamos = = a na Equacao 3.3. O resultado é

f(a) = 2c¢o
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Vamos aplicar o procedimento mais uma vez. A derivagao da série na Equacao 3.3 fornece

f"(x)=2-3c3+2-3-dey(w—a)+3-4-5cs(x —a)’+-+- |xr—a|<R (3.4)

e a substituicao de x = a na Equacao 3.4 fornece
f"(a) =2-3c3 =3y
Agora vocé pode ver o padrao. Se continuarmos a derivar e substituir = a, obteremos
f(”)(a) =2-3-4- -+ -nc,=nlc,

Isolando o n—ésimo coeficiente ¢,, nessa equacao, obteremos

ARG

"l

Essa formula permanecera valida mesmo para n = 0 se adotarmos as convencoes de

que 0! =1 e f© = f. Assim, demonstramos o teorema a seguir.

Teorema 3.7. Se f tiver uma representacao (expansao) em série de poténcias em a isto

é, se

f(z) = Z cn(r—a)" |Jr—al <R (3.5)

n=0

entao seus coeficiente sao dados pela férmula
_ f(n)(a)
=
n!
Substituindo essa formula para ¢, de volta na série, vemos que, se f tiver uma
expansao em série de poténcia em a, entao ela deve ser da seguinte forma:

o 4n)(g
o) =S LW gy

n!

n=0

f/ a f// a 9 f/// a 3
f(a)—l—%(w—a)—l—f(a)—l—%(x—a) —|—f(a)+%(m—a) +-- (3.6)

A série na equagao 6 é chamada série de Taylor da fungdo f em a (ou em torno de

a ou centrada em a). Para o caso especial a = 0, a série de Taylor torna-se
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f(x) = Z f(n)(o)m” f(0) + %a@ + - (3.7)

Desigualdade de Taylor: Se ‘f(”“)(x)| < M para |z — a|, entao o resto R, (z) satisfaz
a desigualdade

. n+1
R.(z) < M‘:Zn _:Lll)' , para |x —a| < d
0 _ \n+1
Pelo teste da razao a série Z w é convergente para todo x e portanto
—~ (n+1)
n+1
T e
n—oo (dn + 1)!
|l' _ a|n+1 .
como 0 < |R,(z)] < MW, segue pelo teorema do confronto que lim |R,(z) =0,
n . n—00

e consequentemente lim R, (z) = 0.

n—oo
Polindmio de Taylor Os polindémios sao as fungoes de uma forma de uso facil, ja que
os seus valores podem ser obtidos através de simples adi¢oes e multiplicacoes. Diversas
vezes, recorre aproximar func¢oes mais complexas por func¢oes polinomiais. Portanto, o
Polinémio de Taylor é uma expressao que permite o calculo do valor de uma fungao por
aproximagao no local através de uma fungao polinomial. Considerando f infinitamente

derivavel num intervalo contendo um ponto zg, temos:

" (o) - (& — wo)”
n 0 . 0

() = f(o) + f(x0) - (& — o) + Lo @ T0) L

2

T(z) = f: (f(x)(flfo)é!(%" - 3?0))

n=0
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4. Aproximando Funcoes por série de

Taylor

Um exemplo classico, mas que nos permite estudar com afinidade o comportamento
da aproximacao por série de taylor, é o da funcdo exponencial f(x) = xze®. E sabido pela

formula de Taylor que f(x)7T,(x) + R,(x), ou ainda que f(z) ~ T,(x), onde T, (z) =

n.of)
Z / k('xo) (x — x0)*. Avaliando as derivadas da funcdo f ao redor do ponto zy = 0,
k=0 ’

temos que:

0) =0
() = ze"= f'(0)=0

() = e +e"z= f"0)=1
() = "z +2e" = f"(0) =2
@) = 3= () =3

x
Tg(l‘) = E
x? a8
Ble) = 5ty
[
T4(ZB) = 54-5—1—5
[ A x"
Tn(l’) == 54—5‘1—14‘"'4‘5

Os gréficos abaixo mostram que ao aumentar o valor de n, T),(z) parece se aproximar
da funcao xe®. Isto sugere que para n suficientemente grande ze® seja igual & soma de
sua série de Taylor.

De fato, quando n for suficientemente grande a funcao f sera igual a soma de sua

série de Taylor proximo ao ponto zyp = 0. Na verdade a aproximagao é mais precisa
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1 Ti(x) T2(x)

“T(x) T4 (%)

Fonte: Arquivo Pessoal

Figura 4.1: Funcao Exponencial e seus polindémios de Taylor

quando analisamos um intervalo préximo ao ponto em que a série esté centrada.

flx) = In(1+z)= f(0)=0

f@) = =10 =1

'@ =~ 0= -1
n o 2 n _
@) = o [0) =2
f””(I) _ —(1f$)4$f””(0):—6

deste modo, encontramos os polindémios de Taylor:

Ti(x) = =
2
x
Ty(x) = =+ 5]
2 a3
A
Tyz) = s— 2 42 _ %
o) = v-ot g
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x2 x3 x4 (1)l€xk+1
T (r)=0— — +— -2 ...y 7
@ =v= gty -t

Outro exemplo que também possibilita analisar a aproximagao por série de Taylor,

¢ a fungao logaritmica f(x) = In(1 + z). A reta em verde representa a equagao y = x.
2

x
A parabola na cor vermelha representa a equagao y = x + —. A equacao na cor preta

2 28 ’
representa a equacao y = T — 5 + e A equacao na cor azul representa a equagao
x? N 3 axt
Y > "3 4

Avaliando as derivadas da funcao f ao redor do ponto zg, o grafico a seguir, eviden-
cia que ao aumentar o valor de n, T, (z) parece se aproximar da fungao In(1 4 z). Isto
significa que para n suficientemente grande In(1 + x) seja igual a soma de sua série de

Taylor.

08 ) 2 P
06{ 2
04 2 2 g

0.2

-14 -12 -1 -08 -06 -04 -02 0.2 04 06 0.8 1 12 14 1.

-1

Fonte: O autor

Figura 4.2: Funcao Logaritmica e seus polinomios de Taylor

4.1.Resolucao de EDO por série de poténcia

Para dar uma idéia do método das séries de poténcias para resolver equacgoes dife-
rencias ordinaria, vamos comecgar com um exemplo.

Consideremos a equacao diferencial
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y'+ay +y=0

procurando uma solugao expressa em forma de soma de uma série de poténcias,

o
Yy = E apx"
n=0

primeiramente calculamos as derivadas da solugao assumida:

[o.¢] o
Yy = E anr" —y = E apna™
n=0 n=1

[o¢] o0
y = Zanmc"’l — vy = Zn (n—1) apa™?
n=1

n=2

Substituindo y”,y’ e y na EDO, temos

in n—1)a,z"" 2+x2ann1’" 1—1—2%

n=0

:inn—lan n- 2+Zanm +Zan
n=0

chamando £ = n — 2 no primeiro somatorio, temos

Zn n—1a,z" = Z(k +2)(k + Dag 2"
n=2 n=2

chamando £ =n — 1 e k = n no segundo e terceiro somatorio, encontramos

o0 o0
E a,nx" = E i (k + 1)2"
n=1 n=0

[e.9]

o
E anx’ = g apz®
n=0 n=0

como os indices agora estao no mesmo ponto de partida e as poténcias de x concordam,

combinamos os somatorios:

Yy +xy + y:Z(k +2)(k 4+ Dapoz® + Z ap—1(k 4+ 1)z* + Z apz”
n=0 n=0 n=0
em lugar do k, podemos usar novamente o n.

v+ xy + y:Z(n +2)(n+ 1ap02"™ + @ Z apy1(n+ 1)a"™ + Z apx"
n=0 n=0 n=0

y' +xy + y:Z(n +2)(n+ 1)apo2" + Z an(n+ 1)z" + Z anz"
n=0 n=0 n=0
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y' +xy + y:Z[(n +2)(n+ Dapyo + an(n+ 1) + a,)z"

n=0
desta igualdade que todos os coeficientes se anulam temos,
(n+1)[(n+ 2)ani2a,] =0

assim temos (n+2)a, 2 + a, = 0,0u

Qn

+2

Apio = — ,paran=1,23, ...

e chamamos essa tltima igualdade de formula de recorréncia.

Ao deixar n assumir valores inteiros sucessivos comecando com n = 0, encontramos

1 aq aq
n=1:a3=——=——
s 3 2
ag Q2
:2: = —— = —
" =TT T3
n:3:a:—%— 4

5  5.4.3.2

e assim por diante, onde ay é arbitrario.
Neste segundo exemplo vamos encontrar solucoes para 4y” 4+ 3’ = 0 na forma de

série de poténcia em .

Se y = Z ap,x" entao

n=0
o0 oo
/I n—1 __ n—1
y = g na,x" " = g Nayx
n=1 n=1
oo o0
ey’ = g n(n — Da,z" 2 = E n(n — 1)a,z" >
n=1 n=2

Subsituindo as expressoes para 3" e ¢ na equagao diferencial, obtemos
4y +y = Z 4n(n —1az™ 2 + Z apx"
n=2 n=0

Fazendo k = n — 1 na primeira série ¢ £ = n na segunda, temos (fazendo n = k+ 2 e

n=k).

4y +y = Z4(k+2)(k+ 1) —i—Zakxk

n=0 n=0
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= [4(k + 2)(l€ -+ 1)Clk+2 + ak] =0
k=0

Desta tltima igualdade, concluimos que

4(k +2)(k + 1)agie + ¢, = 0 ou

ak+2:4(k+;;(kk+1),k:0,1,2,...
Assim

Para k=0 2= ;;01 = _22a.02!

Para k=1: 2:420.2:—2;—.13!
Para k =2 :%
Para k =3 : a5:2;l—'15!
Para k =4 aﬁz%
Para k=5 ar = 2317!

e assim por diante. Portanto

Y = ap + a1x + asx® + ...
4.2.Solucoes em torno de pontos singulares

Definigao 4.1. diferencial linear as(z)y”+a;1(x)y' +ao(z)y = 0 pode ainda ser classificado
como regular ou irregular. A classificacao depende novamente das fungoes P e () na forma
padrao 3" + P(z)y’ + Q(x)y = 0.

Definicao 4.2. Um ponto singular zy sera chamado ponto singular regular da equacao
diferencial as(2)y” + a1(z)y’ + ao(z)y = 0 se as fungoes p(x) = (v — xo)P(x) e g(x) =
(r — 10)?Q(x) forem ambas analiticas em z5. Um ponto singular que nao seja regular é

chamado ponto singular irregular da equagao.

Definicao 4.3. Se x — x( aparece no maximo na primeira poténcia no denominador de
P(z) no méaximo na segunda poténcia no denominador de Q(z), entdao x = g € um ponto

singular.

Além disso, observe que, se * = xg for um ponto singular e se multiplicarmos

y" + P(x)y + Q(z)y = 0 por (x — z¢)?, a ED original podera ser posta na forma
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(z — 20)*y" + (z — xo) P(x)y' + Q(z)y = 0,

onde p(x) e g(z) sdo analiticas em = = .

Exemplo 4.4. Vamos classificar e determinar os pontos singulares da equacao diferencial

y//_ly/_k;:()
x (x —1)2

Os pontos singulares * = 0 e x = 1 sao os pontos singulares da ED.

a(2)

as(x)

ay ()
as(x)’

P(z) = Q(x) =

Vamos testar P(x) e Q(x) em cada ponto singular.

= —1 (analitico em z5 = 0)

SR

(x —20)Q(z) = (x — 0)? = (x — 0)%- C _1 oE = (xi i (analitico em x = 0)

zo = 0 (singular regular)

-1 - 1
Para zg=1— (z —x¢)P(z) = (z — 1) — = Xt (analitico em zy = 1)
T X
2 2 1 1 "
(x — 20)°Q(x) = (x — 1)* - = (analitico em g = 1)

(x—1)3 x-1

xo = 1 (singular irregular)

Para resolver uma equacao as(x)y” + a1 (x)y’ + ao(x)y = 0 em torno de um ponto singular
regular, empregamos o seguinte teorema.

Se x = xg for um ponto singular regular da equagao diferencial as(z)y” + a1(z)y’ +
ag(x)y = 0, entdo existird pelo menos uma solugao da forma

o0 o0

(x — x)" Z co(x — xp)" = Z(cn)(x — x)",

n=0 n=0
onde o niimero r é uma contante a ser determinada. A série convergird pelo menos em
agum intervalo 0 < x — 29 < R
A seguir analisaremos o método de Frobenius, utilizado para ser solucao em série de
EDO linear em torno de ponto singular regular. Antes de explicar esse método, convém

apresentar dois fatos que motivam esse método:
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o y1 = 2% e Yy = 2%Inx sdo sougoes de z%y” — 3zy’ + 4y = 0 para z € (0,00). Essa

EDO tem um ponto singular regular em z = 0, em torno do qual, se intentédssemos
uma série de poténcias a,xz™ como solucao, s6 obterfamos vy, = 2, pois o fator Inxz

na solugao y, nao tem série de Taylor em torno de x = 0.

e A EDO 62%y" + 52y’ + (z* — 1)y = 0 tem um ponto singular regular em z = 0,
mas nao possui solucao alguma em série de poténcias em torno desse ponto. Pelo

método de Frobenius, podemos obter duas solugoes em série com as formas

00 00
_ § :anl,n—l-l/Z ey = § bnl’n+1/3.

O método de Frobenius Para resolver uma equagao diferencial em torno de um ponto

singular regular, empregamos o seguinte teorema devido ao eminente mateméatico alemao
Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917).

Teorema de Frobenius Se z = xy for um ponto singular regular da equagao diferencial,

entao existira pelo menos uma solucao da forma

o
Y= ZE—I[]Tg Co(z — )™

n=0
onde o nimero r é uma constante a ser determinada. A série convergira pelo menos em

algum intervalo 0 < x — xg < R.

Considerando o problema de resolver a EDO

as(x)y" + a1 (x)y' + ag(x)y =0,

em torno de um ponto regular x = xy5. Aqui, pela mesma razao dada, supomos, por
simplicidade, mas sem perda de generalidade, que zyo = 0. Pelo chamado método de

Frobenius, é sempre possivel encontrar uma solucao na forma da série (relativa a zg = 0
) 0

o0 o0
y=a" E a,r" = E an®™" = agx” + a2t +aga"™ - com ag £ 0. (%)

e Os valores de r para os quais a EDO tem solugdo na forma da série em (x). Esses
valores surgem da resolucao de uma equacao algébrica do 2° grau, denominada

equacao indicial, cujas solugoes r; e ry sao as chamadas raizes indiciais.
e O intervalo de convergéncia da solugao em série obtida.

e A relacao de recorrencia para os coeficientes a,,.
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Os detalhes do método de resolugao sera apresentado por meio de exemplo, nos
quais x = 0 é o ponto singular regular em torno do qual se deseja a solu¢ao. Conforme as
raizes indiciais, trés casos importantes devem ser considerados: caso de raizes indiciais que
nao diferem por um inteiro, caso de raizes indiciais iguais ou caso de raizes indiciais que
diferem por um inteiro positivo. Para compreensao, vamos usar o caso de raizes indiciais
que nao diferem por um inteiro: v — 1o & 7

Neste caso, o método de Frobenius sempre fornece duas solugoes linearmente inde-
pendentes, mas ha situagoes em que ocorrem duas raizes indiciais iguais ou em caso de

raizes indiciais que diferem por um inteiro positivo:

Exemplo 4.5. 423" +y —y =10

Yy = Zanxn—&-r N y/ — Z(n + r)anl.n—i—r—l N y// — Z(n +r— 1)(n + r)anxn—&—r—Q
n=0 n=0 n=0
dx Z(” +7—1)(n+r)a,a"" " + Z(n +7)apz™t — Z a, "t =0
n=0 n=0 n=0
S 3t - D+ ™ =Y (0 ™ =3 a, 0 =0
n=0 n—0 0

(4r = 2)rage™ + 3 {4+ 7 = D+ 1)+ (14 1)y — a7 =0

n=1

(4n+4;25Xn+r)

r(4r — 2)agz" "t + Z [4n 4 41 — 2)(n 4+ r)ay — ap_1]"7"" =0
~\~ 1 ~

0 n

0

Portanto,

r(4r —2) = 0 (equagao indicial)— r = 0 ou 2/4 (raizes indiciais)

(4n +4r — 2)(n + r)a, — a,—1 = 0 (relagdo de recorréncia dependente da raiz indicial)

As relagoes de recorerncias especificas para cada raiz indicial sao dadas por

Qp—1

r=0 = an:n(4n—2)

Ap—1
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As duas relagoes de recorréncias correspondem duas séries distintas, nas quais ag
permanece arbitrarias:

A série correspondente a 7 = 0

- a1 . apg ao
L= _ _ %

1(4-1-2 1)(2 2
0 — (Cl271 >: (C)lg): ao/2 _ o
2T 2(4.2-2) (2)(6) 12 24
G — as—1 . (05} . CL0/24 . ﬂ
T 3(4-4-2)  (3)(10) 30 720
s — ag_1 . as . a0/720 . Qo
YT44-4-2) 0 (@14 56 40320

Portanto,

2 .173 .T4

X
— 40 2 3 4 L)) — 1
yi(z) = 2%(ao + a1z + a22” + a32” + au2® + - ) = aol + o+ oy + o+ s

A série correspondente a r = 2/4:

o Qo ao
a = = — —
YT 141+ 2) (1)(6) 6
a4y — ai _ a a6 ag
2T 214-2+2) (2(10) 20 120
a3 = e — - =
7T 3(4-3+2) (3)(14) 28 15040
as ay ao/6 ao
ay = = _ _
ToAd4+2) (4)(18) 42 211680
Portanto,
3/2(33) = $1/2(a0 +a1x + a2x2 + a3x3 4 a4:c4 4. )
xr 1'2 x?’ x4
ya(x) = apr'P(1+ = + =+ n )

6 120 5040 211680

Logo, obtemos duas solugdes, cuja combinagao linear é a solucao geral: y;(x) + y2(x)

Equacao de Bessel Umas das mais importantes EDOs em estudo avancado de ma-
temética aplicada a fisica e a engenharia é a equagao de Bessel. Vamos nesse momento,

concentrar nossos estudos para a solucao da equacao diferencial:
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vy +wy = (@ —v)y = 0; (v > 0),

A equacao de bessel nao possui uma solucao de forma fechada, entretanto, x = 0 é um

ponto singular regular da equacao, é sabido que hé pelo menos uma solucao da forma

Y= c,x". onde y: z — y(z). Esta equagao admite solugao da forma

v) =D
n=0

com r, ¢g #, n =1,2,... devem ser determinados. Derivando y(x), termo a termo

o0

Y@ = ealn+ D!

n=0

Z//(gj) = Z Cn<n + T)(n +r— 1)xn+r72

n=0

substituindo na equagao z*y” + xy’ + (2 — v)y = 0, teremos

22y +axy + (22 =)y =0

— icn(n + r)(n +r— 1)xn+r + icn(n + T’)ZBTH_T + icnxn—&-r—iﬂ - U2 icnxn-i-r

n=0 n=0 n=0 n+0
n=1 00
—co(r? =47 =022 12> eal(n A )t = 1)+ (k) = vt 42t Y et
n=1 n=0
= o(r? =) 4t Y eal(n ) =l ety e 4.1)
n=1 n=0

do primeiro termo, obtemos a chamada equagao indicial
r?—v2=0

as raizes indiciais sao

r = 9 = —V
substituindo 71 = v e r9 = —v, em 4.1, obtemos
o0 o
v E cal(n +v)? — v3z™ + 2V E " =0
n=1 n=0
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= |z%c1 (1 + 2v)z + Z cn(n+ 2v)z” 4+ 2" Z Ccp™ T

m=n—2 - m=n

Z Cmga(m +2)(m + 2 + 20) + ¢,,] 2™
m=0

portanto, pelo argumento usual, podemos escrever
a(1+2v)=0
eparam=20,1,2,---,
(m=+2)(m+2+20)cpi2+ cm =0

ou, equivalente,
-m
(m+2)(m+ 2+ 2v)

Cm+2 =
escolhendo ¢; = 0, temos
03205207:..20

agora, para m+ 2 =2n,n =1,2,3, ..., temos

dado isso, segue

Cy = —

22.1-(1+v)

Co
24~2!«(2—|—v)

Cy = —

Co
24.21- (24 v)(2+v)

Cyp = —

Co

T T 3 310

2631 (14+v)(2+v)(3+v)

Cg — —

CQn =

da propriedade da fungao gama
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Assim, temos que
Nl+v+1)=1+v)['(1+wv)

Fl+v+1)=24+v)2+0)I(1+v)=2+v)2+v)I'(1+v)

F'l+v+n)=104+v)2+v)24+v)(n+vI'(1+v)

E uma pratica habitual escolher para ¢y um valor especifico, isto é
1
)= ———
7 20 (1 4 v)
desta forma é possivel concluir que

)
22rtopIT(1 4+ v +n)

Con

Con—1 =0

tomando valores paran = 1,2, 3....

Dessa maneira, obtemos a seguinte solucao para a equacao de Bessel

y@ =2 n!r(i_jl: n) @)MU

n=0

4.3.Consideracoes Finais

Consideramos que os objetivos deste trabalho foram alcangados tendo em vista que
0 nosso proposito foi promover o estudo a cerca de Equacgoes Diferencial Ordinaria de
modo a conter também revisao de tais contetidos e da mesma forma os objetivos especi-
ficos foram atingidos, onde contempla o estudo do limite de uma Sequéncia Numérica, a
Convergéncia e Divergéncia de fungoes, representacoes de fungoes como Séries de Potén-
cias, aproximagoes de funcoes por Série de Taylor e aplicacao do método de Frobenius e
Bessel para resolver equagao diferencial em torno de um ponto singular.

Durante esse trabalho encontramos algumas dificuldades para selecionar os materiais
utilizados na pesquisa tendo em vista a caréncia dos mesmos.

A elaboracao deste trabalho me proporcionou uma compreensao mais aprofundada
do tema apresentado. Nesta perspectiva uma das grandes contribuigoes desde trabalho
é fornece métodos para a resolucao de diversos problemas no campo da matematica, na
area de engenharia ou em outras areas que demanda o conhecimento das ciéncias exatas

utilizandos as Séries de Poténcias.
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