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RESUMO

A Geometria Euclidiana a qual hoje temos acesso foi desenvolvida inicialmente com o
uso de duas ferramentas basicas: uma régua sem escalas e um compasso. Com apenas
esses dois instrumentos, Euclides de Alexandria, tantas vezes referido como o “Pai da
Geometria”, realizou as primeiras construgoes graficas, descobrindo relagoes importantes
entre os elementos geométricos e realizando a demonstracao de famosas proposigoes da
geometria, o que atraiu os olhares de grandes matematicos da época, contribuindo para
o crescimento da area e levando ao reconhecimento do desenho geométrico como ciéncia,
sendo entao esses, os fatores responsaveis por mudar o seu rumo na matematica. Dada
a relevancia do desenho para a geometria, o trabalho aqui apresentado consiste em uma
reuniao de informagdes a cunho bibliografico, que busca, partindo da compreensao tedrica
até chegar a pratica do desenho, resgatar o uso de tais ferramentas para realizar construgoes
geométricas fundamentais, com o intuito de construir assim um conhecimento geométrico

por meio da visualizagao de conceitos que antes seriam somente abstratos.

Palavras-chave: Geometria. Construgao Geométrica. Matematica. Desenho.



ABSTRACT

The Euclidean Geometry we have access to today was initially developed with the use
of two basic tools: a ruler without scales and a compass. With only these two tools,
Euclid of Alexandria, often referred to as the "Father of Geometry", made the first
graphical constructions, discovering important relationships between geometric elements
and demonstrating famous propositions of geometry, which attracted the eyes of great
mathematicians of the time, contributing to the growth of the area and leading to the
recognition of geometric drawing as a science, these being the factors responsible for
changing its course in mathematics. Given the relevance of drawing for geometry, the
work presented here consists of a gathering of bibliographic information, which seeks, from
the theoretical understanding to the practice of drawing, to rescue the use of such tools
to perform fundamental geometric constructions, in order to build geometric knowledge

through the visualization of concepts that before would only be abstract.

Keywords: Geometry; Geometry Construction; Math; Design.



LISTA DE FIGURAS

Figura 2.1 — Diagrama interpretativo . . . . . . . . . . . ... ... ... ... ... 21
Figura 3.1 —Ponto . . . . . . . . . L 23
Figura 3.2 — Pontos colineares . . . . . . . . . .. .. oo 23
Figura 3.3 — Pontos nao colineares . . . . . . . . . .. . ... .. . 23
Figura 3.4 — Pontos Equidistantes . . . . . . . .. .. ... ... L. 24
Figura 3.5 -Reta . . . . . . . .. 25
Figura 3.6 — Semirreta . . . . . . . . . .. L 25
Figura 3.7 — Segmento dereta . . . . . . . .. ... Lo 26
Figura 3.8 — Ponto Médio de um Segmento . . . . . . . . . . ... ... ... .... 27
Figura 3.9 - Circulo . . . . . . . . . . 27
Figura 3.10-Arco circunferéncia . . . . . . . . . .. ... 28
Figura 3.11-Angulo AOB . . . . . . . .. ... ... 28
Figura 3.12-Bissetriz do angulo AOB . . . . . . ... ... ... ... ........ 29
Figura 3.13-Triangulo . . . . . . . . . . . .. 29
Figura 3.14-Classificacao de tridngulos quanto aos lados . . . . . . . .. .. . ... 30
Figura 3.15—Classificacao de tridngulos quanto aos angulos . . . . . . . . . .. ... 31
Figura 3.16-Triangulos Congruentes . . . . . . . . . . . . ... ... ... ..... 31
Figura 3.17-Retas paralelas . . . . . . . . .. .. ... . 32
Figura 3.18-Retas concorrentes . . . . . . . . . . .. ... 32
Figura 3.19-Retas Perpendiculares . . . . . . . . .. ... .. ... ... .. ... 33
Figura 3.20-Paralelogramo . . . . . . . . . . . .. . o 33
Figura 3.21-Losango . . . . . . . . . . . . 34
Figura 3.22-Propriedade do Losango . . . . . . . . . .. . .. ... .. ... ... 34
Figura 3.23-Retangulo . . . . . . . . . ... 35
Figura 3.24-Demonstracao de Retangulo . . . . . . . .. . ... ... ... .. ... 35
Figura 3.25-Quadrado . . . . . . . . ... 36
Figura 3.26-Teorema da base média . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 37
Figura 3.27—A circunferéncia . . . . . . . . . ... L 38
Figura 3.28-Mediatriz . . . . . . . . . ..o 38
Figura 3.29-A bissetriz . . . . . . . . . .. 39
Figura 3.30-Baricentro . . . . . . . . .. .o 40
Figura 3.31-Incentro . . . . . . . . . . . . 40
Figura 3.32—-Circuncentro . . . . . . . . . . . .. 41
Figura 3.33-Ortocentro . . . . . . . . . . ... 41
Figura 3.34-Téangencia . . . . . . . . . . . .. 42

Figura 3.35-Angulo Central . . . . . . . . ... ... ... ... ... ... ... .. 43



Figura 3.36-Angulo Inscrito . . . . . . .. . . .. ... 43

Figura 3.37-Caso 1 . . . . . . . . . . . 43
Figura 3.38-Caso 2 . . . . . . . . . . 44
Figura 3.39-Caso 3 . . . . . . . . . 45
Figura 4.1 —Compasso . . . . . . . . . . o 47
Figura 4.2 — Pontos equidistantes . . . . . . . .. .. ... ... .00 48
Figura 4.3 - Pontomédio. . . . . . . . . . .. L 49
Figura 4.4 — Bissetriz de um angulo . . . . . . .. .. ... ... 50
Figura 4.5 - Angulo 60° . . . . . . . . .. ... 50
Figura 4.6 — Angulo 45° . . . . . . . .. ... 51
Figura 4.7 - Angulo 30° . . . . . . . ... 52
Figura 4.8 — Triangulo Equilatero . . . . . . . .. .. ... ... ... 52
Figura 4.9 — Triangulo Isosceles . . . . . . . . . . .. . ... .. 23
Figura 4.10-Retas Paralelas . . . . . . . . . . .. ... 54
Figura 4.11-Reta paralela passando por um pontodado . . . . . .. .. ... ... o4
Figura 4.12-Reta perpendiculares - 1 . . . . . . . . . . . ... ... .. ... ... 55
Figura 4.13-Reta perpendiculares - 2 . . . . . . . .. .. ... L. 56
Figura 4.14-Losango . . . . . . . . . . . . e 57
Figura 4.15-Retangulo . . . . . . . . . . ..o o8
Figura 4.16-Quadrado . . . . . . . . . . . . 59
Figura 4.17-Baricentro . . . . . . . . . . .. 60
Figura 4.18-Incentro . . . . . . . . . . . L 61
Figura 4.19-Circuncentro . . . . . . . . . . . . . 62
Figura 4.20-Ortocentro . . . . . . . . . . . 63
Figura 4.21-Reta Tangente a Circunferéncia . . . . . . . . .. .. .. .. ... ... 64
Figura 5.1 —Solugdo . . . . . . . . . . 66
Figura 5.2 —Solugdo . . . . . . . . . . 67
Figura 5.3 - Questao 3 . . . . . . . . . 68
Figura 5.4 - Questao 4 . . . . . . . . . 68
Figura 5.5 - Questao 5 . . . . . . . . .. 69

Figura 5.6 —Solugdo . . . . . . . . . . 70



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

PCN Parametros Curriculares Nacionais
LAL Lado Angulo Lado
LLL Lado Lado Lado

ALA Angulo Lado Angulo



LISTA DE SIMBOLOS

A B,C... Ponto
a,b,c... Reta

AB,CD...  Segmento de reta

ﬁ, @ Semirreta

/ Angulo

€ Pertence

= Congruéncia

=+ Diferente

| Paralelismo

A Triangulo

il Perpendicularidade
N Interseccao

~ Semelhanca

153 Letra grega Beta
e Letra grega Alpha

A Letra grega Lambda



3.1
3.1.1
3.1.2

3.2
3.2.1
3.2.2

3.2.3

3.24

3.3
3.3.1

3.4

3.4.1

3.4.2

3.5

3.5.1

3.5.2

3.6

3.7

3.7.1

3.7.2

3.7.3

SUMARIO

INTRODUCAO . . . . ottt et e e e e e e e e e e e e e e 16
O QUEDIZEM OS TEORICOS . . . .« v v i i e 20
NOCOES BASICAS DE GEOMETRIA PLANA . ... .... 23
Ponto . . . . . . . 23
Pontos colineares . . . . . . ... oo 23
Pontos equidistantes . . . . . . .. ... Lo 24
Reta . . . . . . 24
Semirreta . . . ... 25
Segmento dereta . . . . . ..o 25
Medida de um segmento . . . . . . .. ... 26
Ponto médio de um segmento . . . . . . . ... ... 27
Circulo . . . . . . . 27
Arco de circunferéncia . . . . .. ..o 27
Angulos . . . . . .. 28
Bissetriz de um angulo . . . . . .. ... oo 28
Angulos notaveis . . . . .. ... 29
Tridngulos . . . . . . . .. 29
Classificacao de tridngulos . . . . . . . ... . ... ... ... . .... 30
Congruéncia de triangulos . . . . . . . .. ... L 31
Paralelismo e Perpendicularidade . . . . . . . .. ... ... .... 32
Quadrilateros . . . . . ..o 33
Paralelogramo . . . . . . . . .. . L 33
Losango . . . . . . . L 34

Retangulo . . . . . . . . . 35



3.74

3.8
3.9

3.9.1
3.9.2
3.9.3
3.10

3.10.1
3.10.2
3.10.3
3.10.4
3.11

3.11.1

3.11.2

4.1

4.2

4.2.1

4.2.2

4.2.3

4.2.4

4.2.5

4.2.6

4.2.7

4.2.8

4.2.9

4.2.10

Quadrado . . . . . . . . . 36

Teorema da base média . . . . . . .. ... ... ... ... ..., 36
Lugares Geométricos Basicos . . . .. .. ... ... ... ... .. 37
A circunferénecia . . .. ..o 37
A mediatriz . . ... 38
A bissetriz . . . . .. 38
Pontos notaveis do tridngulo . . . . . . ... ... 39
Baricentro . . . . . ... 39
Incentro . . . . . . . L 40
Circuncentro . . . . . . . . . . 41
Ortocentro . . . . . . . . . . 41
Tangéncia e angulos na circunferéncia . . . . . . .. ... ... .. 42
Tangéncia . . . . . . . . 42
Angulos na circunferéncia . . . . . ... 42

CONSTRUGCOES FUNDAMENTAIS DA GEOMETRIA ... 46

Instrumentos do desenho geométrico. . . . . . . .. ... ... .. 46
Algumas construgoées . . . . . . .. ... 48
Pontos equidistantes colineares . . . . . . . . . ... ... ... ... .. 48
Ponto médio de um segmento . . . . . . . ... ... 49
Bissetriz de um angulo . . . . .. ..o 49
Angulo de medida 60° . . . . . ... .. 50
Angulo de medida 45° . . . . . ..., 51
Angulo de medida 30° . . . . . . ... 52
Triangulo Equiladtero . . . . . . . .. ... o oo 52
Triangulo Isosceles . . . . . . . . .. . L L 53
Retas paralelas . . . . . . . . . .. .. ... 53

Reta paralela passando por um pontodado . . . . . ... ... .. ... 54



4.2.11 Reta perpendicular que passa por um ponto Pdado . . . ... ... .. 55
4.2.12 Reta perpendicular que passa por um ponto P contidoemrr . . . . . . . 56
4.2.13 Losango . . . . . . . L 26
4.2.14 Retangulo . . . . . . . .. 57
4.2.15 Quadrado . . . . . . . . L 58
4.2.16 Baricentro . . . . . ... 59
4.2.17 Incentro . . . . .. L 60
4.2.18 Circuncentro . . . . . . . . . . 61
4.2.19 Ortocentro . . . . . . . . . 62
4.2.20 Construgao de reta tangente a circunferéncia . . . . . . . . .. ... .. 63
5 ALGUNS PROBLEMAS E SUAS SOLUCOES . ... ..... 65
CONSIDERACOES FINAIS . . . . . ittt e it et e e e e e e e e 71

REFERENCIAS . . . o ot e e e e e e e e e e e s s s s s s s, 72



16

1 INTRODUCAO

O desenho é, em sua definicao formal, uma representacao feita sobre uma super-
ficie, por meios graficos, com instrumentos apropriados, informalmente é definido como
“manifestacao da arte”, ou como uma linguagem universal, natural dos seres humanos.
Geométrico, relativo a geometria, é a parte da matemaética cujo objeto é o estudo do

espaco e das figuras que podem ocupa-lo.

O objeto do Desenho Geométrico é, portanto, a obtengdo de uma forma
determinada, geométrica e precisa, obtida de forma natural, respeitando
os preceitos essenciais de uma construcao, quais sejam, instrumental
bem cuidado, tragos firmes e determinados, precisdo na construcgao e
observancia as normas técnicas (VILLA, 2012, p. 17).

Segundo Costa (2016), o surgimento do desenho, que o autor considera como
uma linguagem universal, pelo que se tem conhecimento, se deu basicamente em comum
com a humanidade, sendo utilizado como o meio de comunicagao antecedente a escrita. A
proposito, € por meio das pinturas rupestres, inscritas em paredes de cavernas e pedras,
que é possivel compreender um pouco mais sobre os costumes, praticas culturais entre

outras caracteristicas importantes da nossa propria historia.

Nesse direcionamento, no decorrer da histéria, a humanidade também
utilizou o Desenho Geométrico por meio das formas e dos tragados que
possuiam uma melhor defini¢do visual para que pudessem se comunicar.
Nesse sentido, o desenho pode ser considerado como uma forma de lingua-
gem nao verbal baseada na utilizacdo de imagens que sdo representacoes
visuais dos fenémenos que ocorrem cotidianamente (ROSA; OREY, 2009
apud COSTA; ROSA, 2015, p. 58).

Além de ser utilizado como meio de comunicac¢ao, o desenho também teve grande
destaque na resolucao de problemas cotidianos. Antes mesmo de ser denominada como
Geometria pelos gregos, os egipcios adquiriam conhecimento geométrico com a divisao de

terras em lotes consequente da necessidade de medi¢ao dos terrenos.

Entretanto, foram os gregos que, segundo Costa e Rosa (2015, p. 59), “enfatizaram
a utilizacdo ampla do raciocinio légico por meio do qual estabeleceram a maioria das
conclusoes obtidas na resolucao dos problemas geométricos” Nesse periodo, para resolver
problemas mateméticos, muitas vezes eram utilizados apenas um compasso e uma régua
sem escalas como sendo os instrumentos necessarios para a construcao dos elementos

geométricos conhecidos na época, os quais eram utilizados como base para a resolucao.
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Segundo Fontes (Idem), foi utilizando tais ferramentas, para construgoes geométricas, que
Euclides realizou as primeiras construgoes gréaficas, descobrindo rela¢des importantes entre
os elementos geométricos e realizando a demonstracao de teoremas famosos da geometria,
que contribuiram para seu crescimento e reconhecimento dentro da matematica atraindo

olhares de grandes matematicos da época.

[...] para a realizacdo dessas demonstragoes, as construgoes foram emba-
sadas nas propriedades e relagbes das figuras geométricas, que necessitam
do Desenho Geométrico para concretiza-las e tornd-las visiveis (JORGE,
1998), tornando perceptivel a conexdo entre as construgoes geométricas,
a Geometria e a Algebra (COSTA; ROSA, p. 61).

Dando um salto na linha do tempo, na segunda metade do século XIX o Desenho
Geométrico foi considerado como ciéncia, abrindo novas perspectivas para seu ensino em
proporc¢ao mundial, inclusive, nesse mesmo periodo comecou a ser difundido no Brasil,
porém, somente em algumas escolas, onde era baseado na construcao com compasso e
régua e em desenhos por observagao. Entretanto, de acordo com Castro (2018), somente em
1931, apos reformas na educagao, o desenho geométrico tornou-se entao oficial no curriculo
das escolas brasileiras, sendo dividido em quatro modalidades: desenho de observagao,
desenho geométrico, desenho decorativo e desenho convencional. Todavia, com o passar
dos anos o ensino do Desenho Geométrico acabou enfraquecido, devido a leis e diretrizes
que levaram a ser encarada como uma disciplina optativa, sendo em seguida, excluida da
grade curricular, o que acarretou no abandono da mesma pelas matrizes curriculares das

escolas do pais, segundo o autor.

Na mesma década, em 1990, o Desenho volta a receber destaque, sendo citado
nos Parametros Curriculares Nacionais de Matematica. De acordo com os PCN os con-
ceitos geométricos constituem parte importante do curriculo de Matemética no ensino
fundamental, porque, por meio deles, o aluno desenvolve um tipo especial de pensamento
que lhe permite compreender, descrever e representar o mundo em que vive. Ja no ensino

médio tem-se que:

Usar as formas geométricas para representar ou visualizar partes do
mundo real é uma capacidade importante para a compreensao e constru-
¢ao de modelos para resolucao de questoes da Matematica e de outras
disciplinas. Como parte integrante deste tema, o aluno podera desenvol-
ver habilidades de visualizacao, de desenho, de argumentacao légica e de
aplicacdo na busca de solugdo para problemas (BRASIL, 2006, p. 123).

O PCN também explicita que com o trabalho de espaco e forma ¢é esperado que o

professor de Matematica introduza algumas construgdes geométricas com régua e compasso
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como meio de aplicar e visualizar as propriedades das figuras, entre outras rela¢des que

podem ser abordadas por meio de tais construgoes.

Fazendo uma relagao direta do desenho geométrico com o estudo da
geometria, Castrucci [1981] aponta a necessidade do estudo do desenho
e da geometria acontecerem em paralelo, quando as regras e teoremas
dados na geometria irdo ser postos em pratica no desenho. Conceitos
como pontos notaveis, tipos de tridngulos, retas paralelas, relagdo entre
circunferéncia e angulo sdo mais faceis de se visualizar a partir da pratica

da construgdo (CASTRO, 2018, p. 84).

Visto a importancia da geometria e representacao geométrica para a educacao
e desenvolvimento matematico do aluno, estando inclusive presente recorrentemente em
provas olimpicas, tem-se como consequéncia o dever de promover um ensino completo
e eficaz, onde o aluno consiga aprender os conceitos geométricos e nao apenas decorar
formulas sem compreendé-las de fato, para isso, faz-se necessario que o discente seja capaz

de construir o seu proprio conhecimento, partindo do esforgo e interesse préprio.

Segundo Villa (2012, p. 16) “a pratica das construgoes geométricas ilustra, explica
e motiva o estudante na aprendizagem dos abstratos conceitos matematicos” De fato, as
construcoes geométricas surgem nesse contexto com o intuito de minimizar os porqués que
venham a surgir durante esse percurso e de facilitar o aprendizado da geometria por meio
da construcao dos seus conceitos principais, com isso, o aluno é capaz de emprega-los para
auxiliar no processo de resolucao de problemas de geometria, onde desenho geométrico se

faz essencial.

[...] as relagGes do Desenho Geométrico e a Matematica sdo tdo intrinsecas
que, na maioria dos casos, é impossivel entender as leis matematicas
sem os recursos graficos oferecidos pelo Desenho Geométrico. Sem ele
seria impossivel aprender os conceitos, as defini¢oes e as demonstracoes
indispensédveis ao entendimento das relagoes geométricas (RAYMUNDO,
2010 apud SOUZA; VASCONCELOS; FERNANDES, 2014, p. 02).

Com o desenho geométrico é possivel desenvolver o conhecimento geométrico
construindo-o, da forma literal, onde por meio da construgao geométrica, se estabelece
a representacao de conceitos que antes seriam puramente abstratos, contribuindo para o

ensino e aprendizagem da geometria e auxiliando na resolug¢ao de problemas geométricos.

Em uma pesquisa que pretendia explicar porque nao conseguia recuperar o ensino
da geometria na educagao bdsica, realizada durante a sua tese de doutorado, Gazire (2000

apud VILLA, 2012) concluiu que um dos fatores destacéveis que impedem tal recuperacao
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é a repeticao que ocorre de um ciclo vicioso, baseado no fato de que um individuo que nao

aprendeu geometria, nao é capaz de ensiné-la.

Apesar de Geometria e Desenho Geométrico andarem de mao dadas, muitos
professores nao sabem como sao feitas as construgoes geométricas e assim, ndo conseguem
transmitir esse conhecimento para os seus alunos, visto que o desenho geométrico nao é
mais tido como disciplina obrigatéria na educagao béasica e portanto nao é levado a sala de

aula com a seriedade e interesse necessario.

A iniciativa deste trabalho se da a partir da percepcao de uma deficiéncia no ensino
e aprendizagem da geometria que parte da dificuldade de compreensao e visualizacao dos
conceitos geométricos. Assim, neste trabalho, pretende-se, como principal objetivo, resgatar
a geometria da forma como era explorada pelos gregos (sendo construida a mao), com
intuito de construir também um conhecimento geométrico bem estruturado, que venha a
melhorar o desempenho do individuo (professor ou aluno) na area em questao. Para isso, os
objetivos especificos que devem ser alcancados, sdo: entender o que é o desenho geométrico
e o importante papel que possui para a Geometria; embasar-se da teoria que rege o
processo de construcao do conhecimento geométrico; compreender conceitos e propriedades

fundamentais da geometria por meio das construgoes geométricas apresentadas.

O procedimento metodologico adotado para a producao deste trabalho partiu de
uma pesquisa de carater exploratorio e bibliografico, dada pela reuniao de informacgoes
selecionadas que abordam e discorrem sobre geometria, desenho geométrico e construgoes
geométricas, onde tais informagoes estdo organizadas em uma sequéncia légica que visa

atingir os objetivos indicados.

Portanto, iniciando com a introdugao ao tema (Capitulo 1), o trabalho apresenta,
na sequéncia, o Capitulo 2, composto pela fundamentacao tedrica que rege todo o desenvol-
vimento; o Capitulo 3, que contém nocoes basicas de geometria plana, tais como conceitos
imprescindiveis e algumas propriedades que os cercam; Capitulo 4, que apresenta, de forma
detalhada, as construgoes fundamentais da geometria plana, assim como as ferramentas
necessarias a tal; e o Capitulo 5, dedicado a apresentacao de alguns problemas que exigem

da técnica e conhecimento vistos nos capitulos anteriores e suas devidas solugoes.
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2 O QUE DIZEM OS TEORICOS

O desenho se faz presente na geometria como uma ferramenta essencial para
a sua compreensao na construcao de conceitos, explanagao do conteido, demonstracao
de propriedades e até mesmo solucao de problemas, pontos que facilitam o processo de
aprendizagem geométrica de acordo com Souza (2014), pois, segundo o autor, o desenho
pode ser utilizado como instrumento de auxilio que leva o aluno a conhecer de maneira
objetiva os conceitos, uma vez que a visualizagdo permite a compreensao do abstrato que

a matematica carrega.

Todavia, o uso de materiais “concreto-pedagdgicos”, como a exemplo do desenho,
segundo Jardinetti (1997) comumente aparecem na matemdtica como uma “solucao
magica” capaz de superar todas as dificuldades e promover o ensino perfeito dos conceitos
matematicos, entretanto, segundo o autor, o que ocorre de fato na maioria dos casos, é
o uso inadequado do material para o objetivo que se pretende atingir. Assim, Jardinetti
enfatiza que por mais que seja engenhosa a ideia da produgao e utilizacao desses materiais,
se sua aplicagdo nao estiver infundida da légica e teoria que transpdoem os conceitos,

pode-se considerd-lo improdutivo, pois é nesse fato que reside a sua ineficacia.

Tratando do conhecimento geométrico, devemos primeiramente investigar como
pode ser construido. De acordo com Pais (2006, apud COSTA, 2016) a natureza do
conhecimento geométrico pode ser experimental ou tedrico, como pode ser observado na
Figura 2.1. Na experimental o conhecimento pode ser adquirido pela sensibilidade, seja
a partir das experiéncias do individuo, que faz uso de objetos e desenhos para verificar
proposigoes geométricas, ou por meio da intuicao que o autor define como “uma forma
de conhecimento que nao requer uma deducao racional, pois esta no espirito da pessoa”,
um conhecimento que foi acumulado pelo individuo, sendo associado também as imagens

mentais.

Se eu pedir para que vocé, leitor, faga com um lapis, um ponto em uma folha
de papel, é provavel que vocé faca o movimento de toque da ponta do objeto no papel,
deixando uma marca aproximada a forma de um circulo que pode variar de tamanho
dependendo da ponta do lapis usado, a natureza desse conhecimento é intuitivo, tendo
em vista que ponto é uma nocao primitiva e portanto nao possui definicao formal. Esse
tipo de representagio é explicada por Costa (2016, p. 31) como sendo uma representacao
prototipica, onde “de tanto representar um ente geométrico da mesma forma, cria-se uma
associacao representagao-conceito que € erroénea”; pois como exemplificado, a representagao

nem sempre depende do conceito.
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Figura 2.1 — Diagrama interpretativo

Orientados como uma

Menos complexo “Experiéncia raciocinada”
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Fonte: Costa (2016, p. 42).

Costa enfatiza entao a importancia de esclarecer a relagao entre conceito e repre-
sentacao, evidenciando a ideia de que a representacao do conceito nao é o conceito em
si, onde usa como exemplo a representacao das nog¢odes primitivas, que nao sao conceitos

propriamente ditos.

Desenhos geométricos, por sua vez, tratam-se de representacoes de conceitos
geométricos e nao do préprio conceito, segundo o autor, todavia, é compreensivel que
o conceito pode ser adquirido como consequéncia, com a construcao do pensamento

geométrico.

O conhecimento geométrico que se espera que os alunos construam é,
portanto, complexo, denso e contextualizado, permitindo uma leitura de
mundo e de situagoes. Para que isso acontega, é fundamental a mudanga
de postura: deve-se sair da concepg¢ao de um conhecimento transmitido
para a de um conhecimento construido (COSTA, 2016, p. 26).

E imprescindivel a consciéncia de que a construgao geométrica por si nao trara
resultados significativos dentro da abordagem proposta, segundo Pais (2006 apud COSTA,
2016, p. 39), “é necessario a intervencao pedagdgica do professor como responsavel por
transformar o processo numa experiéncia raciocinada”. A postura do professor deve instigar,

esclarecer, manipular situagoes que permita com que o aluno busque solugoes e construa
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o conhecimento por meio da teoria, esse sera, segundo o autor, o fator responsavel pela

eficacia do processo educativo, ndo apenas o conjunto de instrumentos usados.

Ainda segundo Costa, quando a intencao é a construcao de um conhecimento
geométrico deve-se destacar a importancia de discutir a construgao e nao sé fazé-la. Nas
Construgoes Geométricas, ndo podemos nos basear na “aparéncia visual” dos objetos,
ja que sao meras representagoes do conceito, “quando fazemos uma construcao, para
afirmar algo sobre ela, é necessario justificar, provar ou demonstrar que as propriedades
que estamos afirmando sao verdadeiras matematicamente” (COSTA, 2016, p. 53), para

isso se faz necessario a teoria com o fim de convencer ou verificar a proposicao.

Vale ressaltar que neste trabalho sera realizado a construgao de conceitos fun-
damentais da geometria, com o intuito de facilitar a compreensao das propriedades por
meio da visualizacao da representacao do conceito acompanhada da sua justificativa, que
aqui nao deve ser encarada como a demonstracao formal dos conceitos e propriedades
apresentados. Ainda assim, o processo de construcao geométrica deve contribuir para a
construgao do conhecimento geométrico, tanto o conceito como a sua representacao podem

ser facilmente aplicados como meio facilitador na abordagem da resolucao de problemas.

De acordo com o autor José Carlos Putnoki (1993, p. 9), “o Desenho Geométrico
é classificado como desenho resolutivo, pois através dele, determinam-se respostas precisas
para problemas de natureza pratica ou tedrica”, o que viabiliza sua aplicagao na perspectiva

da resolucao de problemas.

Zuin (2001 apud VILLA, 2012) refor¢a a importancia da construgao geométrica
para a abordagem da resolucao de problemas ao citar que a mesma, como tendéncia tao
presente na matematica atualmente, seria muito beneficiada com os conhecimentos basicos

de Geometria Euclidiana que é proporcionado por meio das construgdes geométricas.

Segundo Tortora e Pirola (2016), quando nos deparamos com problemas relacio-
nados & matematica, precisamos, de antemao, possuir um rol de conhecimentos prévios
que virao a nos auxiliar, inclusive ao fazer uso de técnicas e procedimentos que levarao a

uma solucao bem sucedida.

No que diz respeito as principais caracteristicas dos problemas geométricos, Costa
(2016) alega que exploram, na sua apresentacao, propriedades e conceitos da geometria, sua
relacao com a linguagem geométrica, corrente e visual, além do pensamento argumentativo,
logo, esses constituem alguns pontos basicos que devem ser desenvolvidos para se obter

éxito na pratica da resolucao de problemas que abordam a geometria.
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3 NOCOES BASICAS DE GEOMETRIA PLANA

Para que seja possivel realizar as construgoes, é necessario o conhecimento acerca
de conceitos basicos de geometria. Assim, neste capitulo, vamos compreender esses conceitos
sob a perspectiva da matematica, tendo como principais referéncias os livros: Fundamentos
de Matematica Elementar 9: Geometria plana, escrito por José Nicolau Pompeo e Osvaldo
Dolce; Geometria: Colecao PROFMAT, do autor Antonio C. M. Neto, bem como sob a

perspectiva do desenho técnico, com o intuito de facilitar o processo pratico da construcao.

3.1 PONTO

Na matematica, o ponto ¢ tido como uma nog¢ao primitiva, ou seja, nao possui uma
definicao formal, apenas intuitiva, decorrente da experiéncia e observacao. No Desenho
Geométrico, o ponto é a intersecao entre duas linhas, sejam elas retas ou curvas, nao possui
dimensoes de largura e comprimento e é representado por uma letra latina maitscula,

como notagao adotada. (ex: A, B, C, D...)

Figura 3.1 — Ponto

Fonte: Autor.

3.1.1 Pontos colineares

Trés pontos ou mais podem ser colineares, quando sao pontos que pertencem a
uma mesma reta, ou nao colineares, quando nao pertencem a uma mesma reta. Conforme

pode-se notar nas figuras abaixo:

Figura 3.3 — Pontos nao colineares
Figura 3.2 — Pontos colineares

B
L]

Fonte: Autor.
Fonte: Autor.

Nota: Observe que dois pontos sempre serao colineares, pois nesse caso sempre serd

possivel tragar uma reta que contenha ambos.
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Os conceitos mateméaticos devem ser levados em consideracao no desenho geomé-
trico, pois interferem diretamente no processo de construgao, é de extrema importancia
interpretar corretamente as instrugoes da construcao a fim de minimizar eventuais erros.
Um desses conceitos é a nogao primitiva de “estar entre”. Como exemplo da sua utilidade,

atente-se a instrucao seguinte:

Dados os pontos A e C, considere um ponto B entre eles.

A partir da instrucao acima podemos extrair algumas informagoes importantes

para designar o ponto B no desenho. Note que:
(i) Se o ponto B estd entre os pontos A e C, entao os trés sdo colineares.

(ii) Se o B estd entre A e C, entdo temos que os trés pontos sao distintos dois a

dois e nao coincidentes.

Além disso, a forma em que é expressa a afirmacgao nos induz a noc¢ao de ordem
entre os pontos, onde no desenho geométrico, o ponto A seria o primeiro definido, seguido

do ponto C e por fim o ponto B, entre A e C (como mostra a Figura 3.2).

3.1.2 Pontos equidistantes

Trés ou mais pontos sao considerados equidistantes se a distancia entre eles,
quando tomados dois a dois, é constante. Em uma reta, pontos equidistantes sao aqueles
que distam da mesma medida entre ele e o seu antecessor, assim como entre ele e seu
sucessor. Na figura, os pontos A, B, C e D sao equidistantes, pois a medida dos segmentos

AB, BC e CD sdo iguais.

Figura 3.4 — Pontos Equidistantes

Fonte: Autor.

3.2 RETA

Para a matematica, reta também é um conceito primitivo, podendo ser associada

a postulados importantes como:

(i) Por um ponto podemos tragar infinitas retas.
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(ii) Postulado da determinagao: Dois pontos distintos determinam uma tnica

(uma, e uma sé) reta que passa por eles.

(iii) Postulado da existéncia: Em uma reta, assim como fora dela, hé infinitos

pontos.

No desenho, a reta nao pode ser confundida com o trago de uma linha, por
exemplo, pois vale ressaltar que a reta nao deve possuir ondula¢des ou interrupc¢oes no
traco, portanto nao é recomendado que seja feita a mao livre e sim com auxilio da régua. A

notagao adotada para a reta é a de uma letra mindscula do alfabeto. (ex: a, b, ¢, d, e...)

Figura 3.5 — Reta

r

Fonte: Autor.

3.2.1 Semirreta

Semirreta é um trecho da reta delimitado por um dos seus pontos como seu comego
ou fim, sendo a outra extremidade infinita. No desenho, é representada como o trago
realizado pelo deslocamento de um ponto (origem) em um tnico sentido, assim a outra
extremidade pode ser representada com uma pequena seta ou simplesmente sem marco
algum, indicando sua extensao infinita. A notagao da semirreta de origem A, que passa

pelo ponto B é expressa por /@

Figura 3.6 — Semirreta

Fonte: Autor.

3.2.2 Segmento de reta

Dados dois pontos distintos, a reuniao do conjunto desses dois pontos com o
conjunto dos pontos que estao entre eles ¢ um segmento de reta. No desenho, é o trago
realizado na uniao de dois pontos, ou seja, o trecho compreendido entre eles. A notacao de

um segmento de reta delimitado pelos pontos A e B é indicado por AB.
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Figura 3.7 — Segmento de reta

Fonte: Autor.

Dados dois segmentos de reta, temos que:

(i) Quando ambos sdo trechos de uma mesma reta sao chamados de segmentos

colineares, podendo ou nao possuir pontos em comum.

(ii) Quando o tnico ponto em comum entre dois segmentos colineares é uma

extremidade de ambos, os segmentos sao denominados de adjacentes.

(iii) Quando a extremidade de um coincide com a extremidade do outro mas os

segmentos nao sao colineares, sao chamados de segmentos consecutivos.

3.2.3 Medida de um segmento
A medida de um segmento (ndo nulo), indicada por AB, m(AB) ou simplesmente

AB, é um nimero real positivo associado ao segmento de forma tal que:

(i) Segmentos congruentes tém medidas iguais e, reciprocamente, segmentos

que tém medidas iguais sao congruentes.

B=CD < m(AB) =m(CD)

(ii) Se um segmento é maior que outro, sua medida é maior que a deste outro.

AB > CD & m(AB) > m(CD)

(iii) A um segmento soma esta associada uma medida que é a soma das medidas

dos segmentos parcelas.

RS = AB+CD & m(RS) = m(AB) + m(CD)

A medida de um segmento, da-se também o nome de comprimento do segmento.
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3.2.4 Ponto médio de um segmento

Dado um segmento de reta AB, existe um tnico ponto M entre A e B, tal que
a distancia entre A e M ¢ igual a distancia entre M e B, ou seja, AM = MB = x. A esse
ponto é designado o nome de ponto médio do segmento, nesse caso, M é o ponto médio do

segmento AB.

Figura 3.8 — Ponto Médio de um Segmento

A M B

Fonte: Autor.

3.3 CIRCULO

Um circulo é definido como o conjunto dos pontos de um plano cuja distancia a
um ponto dado desse plano ¢ igual ou menor a uma distancia (nao nula) dada. O ponto

dado é o centro e a distancia dada é o raio do circulo.

No desenho, ao tragarmos um circulo com o compasso determinamos seu ponto
central, onde a distancia entre ele e os pontos que constituem o traco sao sempre iguais,

definidas pela abertura entre as hastes do compasso.

Figura 3.9 — Circulo

Fonte: Autor.

3.3.1 Arco de circunferéncia

Dado duas semirretas que possuem como ponto de origem C o centro de uma
circunferéncia e que a interceptam em pontos distintos A e B, cada uma, o trecho da
circunferéncia compreendida entre, ou externa a tais semirretas é chamado de arco, sendo

arco menor e arco maior, respectivamente.
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Figura 3.10 — Arco circunferéncia

Fonte: Autor.

3.4 ANGULOS

—
Dadas, no plano, duas semirretas OA e O@, um angulo (ou regido angular) de
P
vértice O e lados OA e (ﬁ ¢ uma das duas regioes do plano limitadas pelas semirretas
_> =N .
OA e O@, sendo denotado por AOB, O ou ZAOB.

Figura 3.11 — Angulo AOB

s

Fonte: Autor.

3.4.1 Bissetriz de um angulo

Dado um angulo qualquer ZAOB, formado por duas semirretas com origem em
O, temos que existe uma tnica semirreta OC, na regiao angular compreendida entre OA
e O@, tal que ZAOC = ZBOC. A essa semirreta, é dado o nome de Bissetriz do angulo
/AOB.
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Figura 3.12 — Bissetriz do 4ngulo AOB

A/
C
B

Fonte: Autor.

3.4.2 Angulos notaveis

Alguns angulos costumam aparecer com determinada frequéncia no estudo da
geometria e por esse motivo sdo denominados como angulos notaveis, sao eles: angulo de

medida 60°, angulo de medida 45° e angulo de medida 30°.

3.5 TRIANGULOS

Dados trés pontos A, B e C ndo colineares, a reuniao dos segmentos AB, AC e
BC chama-se tridangulo ABC e indica-se por AABC.

Figura 3.13 — Tridngulo

Fonte: Autor.

Neste caso os pontos A, B e C sdo os seus vértices, os segmentos AB, AC e BC
sao os lados e ZABC, /ZBCA e ZCAB sao os angulos internos.
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3.5.1 Classificacao de tridngulos

Quanto aos lados, os triangulos se classificam em:

(i) Equilateros se, e somente se, tém os trés lados congruentes;
(ii) Isésceles se, e somente se, tém dois lados congruentes;

(iii) Escalenos se, e somente se, dois quaisquer lados ndo sido congruentes.

Se ABC é um triangulo isésceles com lados iguais AB = AC, dizemos que o lado

BC é a base deste tridngulo isésceles.

Na Figura 3.14 temos, em ordem um triangulo equilatero, um triangulo isosceles

e um triangulo escaleno.

Figura 3.14 — Classificagao de tridngulos quanto aos lados

Fonte: Autor.

Quanto aos angulos um triangulo se classifica em:

(i) Obtusangulo quando possui um angulo interno obtuso.

(ii) Retangulo quando possui um angulo interno reto, isto é, um angulo interno de

medida igual a 90°.

(iii) Acutangulo quando todos os seus dngulos internos forem agudos.

Na Figura 3.15 temos, em ordem um triangulo obtusangulo, um tridngulo retangulo e um

triangulo acutangulo.
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Figura 3.15 — Classificagao de tridngulos quanto aos dngulos

Fonte: Autor.

A soma dos angulos internos de um triangulo é igual a 180°.

3.5.2 Congruéncia de tridngulos

Dados dois triangulos, podemos dizer que eles sao congruentes quando os lados
do primeiro tridngulo sao ordenadamente congruentes aos lados do segundo triangulo,
assim como os angulos internos do primeiro triangulo sao ordenadamente congruentes aos

angulos internos do segundo triangulo.

Figura 3.16 — TridAngulos Congruentes

Fonte: Autor.

Para definir se dois triangulos sao congruentes entre si, podemos levar em conside-
racao algumas condigoes minimas que devem ser satisfeitas para que isso ocorra, sdo essas,

os denominados casos ou critérios de congruéncia.

A seguir apresentaremos os casos de congruéncias, sob um ponto de vista informal.
Caso o leitor tenha interese em ver a prova formal da veracidade dos casos apresentados,

devera consultar a referéncia Matematica Elementar 9: Geometria plana.

12 caso de congruéncia - LAL: Se dois lados de um triangulo e o angulo

formado por esses dois lados forem respectivamente iguais a dois lados de outro triangulo
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e ao angulo formado por esses dois lados, entdao os dois tridngulos sdo congruentes.

292 caso de congruéncia - ALA: Se dois angulos de um tridngulo e o lado
compreendido entre esses dois angulos forem respectivamente iguais a dois angulos de
outro triangulo e ao lado compreendido entre esses dois angulos, entao os dois triangulos

sao congruentes.

32 caso de congruéncia - LLL: Se os trés lados de um tridngulo sao, em
alguma ordem, respectivamente congruentes aos trés lados de outro triangulo, entao os

dois triangulos sao congruentes.

3.6 PARALELISMO E PERPENDICULARIDADE

Dadas duas retas no plano, temos somente duas possibilidades para as mesmas:
ou elas tém um unico ponto em comum ou nao tém nenhum ponto em comum; no primeiro
caso, as retas sao ditas concorrentes; no segundo, as retas sao paralelas. Indica-se retas
paralelas por ||. Como caracteristica relevante, retas paralelas sempre possuem mesma

inclinacao, logo a distancia entre ambas é sempre constante.

Figura 3.17 — Retas

paralelas Figura 3.18 — Retas

concorrentes

Fonte: Autor.

Fonte: Autor.

Sendo as duas retas concorrentes, temos ainda as possibilidades de serem obliquas
ou perpendiculares. No primeiro caso os angulos formados com origem no ponto de
interseccao entre elas, tém medida diferente de 90°; ja no segundo caso, os angulos citados

medem exatamente 90°. Indica-se retas perpendiculares por L.
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Figura 3.19 — Retas Perpendiculares

Fonte: Autor.

3.7 QUADRILATEROS

Sejam A, B, C e D quatro pontos de um mesmo plano, todos distintos e trés nao
colineares. Se os segmentos AB, BC, CD e DA interceptam-se apenas nas extremidades,
a reuniao desses quatro segmentos ¢ um quadrilatero. Nesta secao conheceremos alguns

quadrilateros notaveis e suas propriedades.

3.7.1 Paralelogramo

Um quadrilatero plano convexo é um paralelogramo se, e somente se, possui os

lados opostos paralelos.

Figura 3.20 — Paralelogramo

Fonte: Autor.

Propriedades dos paralelogramos:

(i) Angulos opostos congruentes: Em todo paralelogramo dois Angulos opostos

quaisquer sao congruentes.

(ii) Lados opostos congruéntes: Em todo paralelogramo dois lados opostos

quaisquer sao congruentes.



34

(iii) Diagonais dividem-se ao meio: Em todo paralelogramo, as diagonais

interceptam-se nos respectivos pontos médios.

(iv) Dois lados paralelos e congruentes: Todo quadrildtero convexo que tem

dois lados paralelos e congruentes ¢ um paralelogramo.

3.7.2 Losango

Um quadrilatero plano convexo é um losango se, e somente se, possui os quatro

lados congruentes.

Figura 3.21 — Losango

Fonte: Autor.

Propriedade do losango: Além das propriedades do paralelogramo, o losango

tem a propriedade caracteristica de possuir diagonais perpendiculares.

Demonstracido: Por se tratar de um paralelogramo temos que AM = MC e
BM = MD, além disso, por LLL segue que o AAMB, AAMD, ADMC e ABMC sio
congruentes entre si. Assim, os angulos ZAMB, ZAMD, ZCMD e ZCMB também sao
congruentes. Sabendo que a soma desses angulos ¢ igual a 360°, decorre entao, que cada

um deles equivale a 90°.

Figura 3.22 — Propriedade do Losango
B

>
=
@]

D

Fonte: Autor.
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Como propriedade decorrente, tem-se que todo paralelogramo que possui diagonais
perpendiculares é um losango.
3.7.3 Retangulo

Um quadrilatero plano convexo é um retangulo se, e somente se, possui os quatro

angulos congruentes.

Figura 3.23 — Retangulo

Fonte: Autor.

Propriedade do retangulo: Além das propriedades do paralelogramo, o retan-

gulo tem a propriedade caracteristica de possuir diagonais congruentes.

Demonstracao: Dado o retangulo ABCD, ao tracar suas diagonais AC e BD,
temos que os tridngulos formados, AABM e ACDM sao, pelo caso LAL, congruentes.

Assim, os segmentos AC e BD, correspondentes as diagonais, também sao congruentes.

Figura 3.24 — Demonstracao de Retangulo

A B

Fonte: Autor.

Como propriedade decorrente, tem-se que todo paralelogramo que possui diagonais

congruentes ¢ um retangulo.
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3.7.4 Quadrado

Um quadrilatero plano convexo é um quadrado se, e somente se, possui os quatro

lados congruentes e os quatro angulos congruentes.

Figura 3.25 — Quadrado

=] ’ B

Fonte: Autor.

Pelas defini¢oes anteriores, podemos concluir que todo quadrado é retangulo e

também ¢é losango, logo, para o quadrado é valido as propriedades de ambos.

3.8 TEOREMA DA BASE MEDIA

Se um segmento tém extremidades no ponto médio de dois lados de um tridngulo,

entao ele é paralelo ao terceiro lado e ele é metade do terceiro lado.

Demonstracgiao: Seja ABC um tridngulo. Sejam M e N os pontos médios de AB
e AC, respectivamente. Devemos provar que MN é paralelo a BC e que MN = %W Para
isto, considere na semirreta MXN um ponto P tal que NP = MN. Como AN = NC (ja que
N ¢ ponto médio de AC), ZANM = ZCNP (por serem opostos pelo vértice) e MN = NP
(por construgao), entao os triangulos ANM e CN P sao congruentes. Como consequéncia
tem-se que ZAMN = ZCPN e CP = AM. Logo CP e MB sdo paralelos e tém o mesmo
comprimento. Segue-se entao que o quadrilatero BCPM é um paralelogramo. Portanto,

MP || BC e tem o mesmo comprimento. Como N ¢ ponto médio de MP, entdo MN = %W
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Figura 3.26 — Teorema da base média

A

Fonte: Autor.

3.9 LUGARES GEOMETRICOS BASICOS

Dada uma propriedade P relativa a pontos do plano, o lugar geométrico dos
pontos que possuem a propriedade P é o subconjunto L do plano que satisfaz as duas

condicoes a seguir:

(i) Todo ponto de L possui a propriedade P.

(ii) Todo ponto do plano que possui a propriedade P pertence a L.

Na sequéncia apresentaremos alguns lugares geométricos que serao importantes no decorrer
deste trabalho.
3.9.1 A circunferéncia

Dados um real positivo » e um ponto O do plano, o lugar geométrico dos pontos
do plano que estao a distancia » do ponto O é a circunferéncia de centro O e raio r. Em

stmbolos,

AO=r<=AecT(0O,r).
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Figura 3.27 — A circunferéncia

o

Fonte: Autor.

3.9.2 A mediatriz

Dados os pontos A e B no plano, a mediatriz do segmento BC é o lugar geométrico

dos pontos do plano que equidistam de A e de B.

Figura 3.28 — Mediatriz

=

e

Fonte: Autor.

3.9.3 A bissetriz

Seja ZAOB um angulo dado. Se P é um ponto do mesmo, entao

d(P,AO) =d(P,BO) <= P € (bissetriz de £ AOB).

Em outras palavras, a bissetriz do ZAOB é lugar geométrico dos pontos que

equidistam do mesmo.
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Figura 3.29 — A bissetriz

Fonte: Autor.

3.10 PONTOS NOTAVEIS DO TRIANGULO

Alguns pontos do tridngulo carregam com si propriedades relevantes sobre ele,
aparecendo assim com frequéncia em problemas geométricos, por esse motivo sao deno-
minados como pontos notaveis do triangulo, nesta se¢ao conheceremos quais sao e suas

respectivas propriedades.

3.10.1 Baricentro

Em todo triangulo, as trés medianas passam por um tnico ponto, o baricentro do
triangulo. Ademais, o baricentro divide cada mediana, a partir do vértice correspondente,

na razao 2 : 1.
Demonstragao:

Seja ABC um triangulo. Sejam M, N e P, respectivamente, os pontos médios dos
lados BC, AC e AB. Vamos mostrar que as medianas AM, BN e CP se interceptam em
um tnico ponto, que indicaremos por G, e que G divide cada uma das medianas na razao

2:1, a partir do vértice correspondente.

Seja G1 o ponto tal que BNNCP = {G;}. Sejam, ainda, S e T’ os pontos médios
dos segmentos BG7 e CG1, respectivamente. Observe, agora, que NP é base média de
ABC relativa a BC e ST é base média do tridngulo BCG relativa a BC; logo, pelo teorema
da base média, tanto NP quanto ST sdo paralelos a BC e tém comprimento igual a
metade de BC. Portanto NP = ST, logo o quadrilatero N PST é um paralelogramo. Segue,
entdo, que PG = GT e NG = GS. Como BS =SG e CT = TG, segue que BS=SG =GN e
CT = TG = GP, igualdades que, por sua vez, fornecem BG = 2GN e CG = 2GP.
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Figura 3.30 — Baricentro

A

Fonte: Autor.

Seja G2 o ponto tal que AMNCP = {G3}, concluimos, analogamente, que Go
divide AM e BN na razdo 2:1 a partir de cada vértice. Mas, dai, segue que os pontos
G1 e Go sdo tais que BG1 =2-G1N e BGy =2-GoN; O que implica em G; = Go. Por
fim, chamando de G o ponto G| = G, segue que AM, BN e CP concorrem em G e que G

divide cada uma das medianas na razao 2 : 1, a partir do vértice correspondente.

3.10.2 Incentro

Um tridngulo possui trés retas bissetrizes, uma para cada um dos seus angulos
internos. O ponto de intersecao destas trés retas estd a igual distancia dos lados do triangulo
e ele é o centro da circunferéncia inscrita no triangulo, que é a circunferéncia tangente aos

lados. A esse ponto é dado o nome de incentro.

Figura 3.31 — Incentro

Fonte: Autor.
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3.10.3 Circuncentro

Um triangulo possui trés retas mediatrizes, uma para cada lado. O ponto de
intersecao destas trés retas estd a igual distancia dos vértices do triangulo. Ele é chamado de
circuncentro e é o centro da circunferéncia circunscrita ao tridngulo, que é a circunferéncia

que passa pelos vértices do triangulo.

Figura 3.32 — Circuncentro

Fonte: Autor.

3.10.4 Ortocentro

Em todo tridngulo, as trés alturas se intersectam em um sé ponto, o ortocentro

do triangulo.

Figura 3.33 — Ortocentro

Fonte: Autor.
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3.11 TANGENCIA E ANGULOS NA CIRCUNFERENCIA

3.11.1 Tangéncia

Dizemos que uma reta r e uma circunferéncia de centro O sao tangentes se eles
tiverem um tunico ponto P em comum, denominado como ponto de tangéncia. Como

propriedade, OP ¢ perpendicular a reta r.

Figura 3.34 — Tangencia

Fonte: Autor.

3.11.2 Angulos na circunferéncia

Dada uma circunferéncia, cada arco nela tomado ¢é equivalente a um angulo que
se encontra interno a mesma, podendo esse angulo ser central ou inscrito, a depender do

vértice tomado.

(i) Angulo central: O angulo central de uma circunferéncia é o angulo que
tem como ponto de origem o centro dessa circunferéncia. O arco compreendido entre as
semirretas que limitam o angulo corresponde ao préprio angulo, como mostra a Figura
3.35.

(ii) Angulo inscrito: O dngulo inscrito é o angulo interno a circunferéncia, cujo
vértice pertence a tal circunferéncia e as semirretas que o limitam sdo secantes a ela, como

é possivel notar na Figura 3.36.
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Figura 3.35 — Angulo Central Figura 3.36 — Angulo Inscrito

Fonte: Autor. Fonte: Autor.

Propriedade do angulo inscrito na circunferéncia: Para um angulo inscrito
em uma circunferéncia, tem-se que sua medida é igual a metade do dngulo central corres-
pondente. Para demonstrar tal propriedade devemos considerar a representacao de trés

possiveis casos:

12 caso: O ponto central da circunferéncia pertence a um lado do dngulo inscrito

Figura 3.37 — Caso 1

Fonte: Autor.

Neste caso, note que AO = OC = raio, logo, 0 AAOC ¢ isésceles. Dessa afirmacio
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decorre que ZOAC = ZOCA = «. Sabendo que ZBOC = g = ZOAC + ZOCA, temos

entao que [ = 2a.

22 caso: O ponto central da circunferéncia é interno ao angulo inscrito

Figura 3.38 — Caso 2

Fonte: Autor.

Tracando a semirreta E que intercepta a circunferéncia em D, é facil notar que
semelhante ao caso 1, os tridngulos AAOB e AAOC sao isosceles, logo, ZOAB = ZOBA
=a’ e ZOAC = ZACO = a”. Assim, ’=2a’ e f7=2a"”. Somando 3’ e 57, temos que 5’ +
f7=2a’4+2a” = 2(a’+a”), onde 5’ + 7= 3, e a’+a”= «a. Portanto, de fato, § = 2a.

32 caso: O ponto central da circunferéncia é externo ao angulo inscrito
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Figura 3.39 — Caso 3

A
A

Fonte: Autor.

Seguindo a mesma ideia dos casos anteriores, é possivel concluir que ZDOC = 2
Z/CAD e /DOB = 2 ZBAD. Por outro lado, ZCOB = ZDOC - ZDOB, substituindo por
as relagoes de igualdade ji encontradas, tem-se que ZCOB = 2 (ZCAD - ZBAD). Note
que ZCAD - ZBAD é igual a «, logo, ZCOB = 2q, ou seja, 5 = 2a.

Nota: Observe que todo angulo inscrito cujo arco correspondente é uma semicircunferéncia,

é reto, pois o angulo central, nesse caso, mede 180°.
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4 CONSTRUCOES FUNDAMENTAIS DA GEOMETRIA

Partindo do conhecimento obtido até aqui, neste capitulo vamos ter acesso as
instrugoes de como realizar algumas construgoes geométricas fundamentais, cada uma

seguida da sua respectiva justificativa que fortalece sua validade.

A escrita deste capitulo possui como principais referéncias a dissertacdo Um
caderno de construgoes geométricas para sala de aula, do autor Ailton Borges do Nascimento
e o livro Desenho geométrico, com autoria de Clarissa Ferreira Albrecht e Luiza Baptista

de Oliveira.

4.1 INSTRUMENTOS DO DESENHO GEOMETRICO

Para realizar as construgoes geométricas sao necessarios alguns instrumentos, nesta
secao conheceremos quais sao e como utiliza-los de maneira correta a fim de evitarmos

possiveis erros que podem vir a alterar o resultado final.
a) Superficie de trabalho

A superficie de trabalho é o local onde serd realizado o desenho, podendo ser, por
exemplo, uma folha de papel. A superficie deve ser plana, regular, limpa e que proporcione
boa visualizacdo do desenho, devendo ter contraste com o grafite ou l4pis escolhido. E
recomendado o uso de fita adesiva para melhor fixacdo do papel na mesa ou local onde

serd sobreposto, evitando possiveis deslocamentos.
b) Léapis

Para realizar o desenho é recomendado o uso de grafite do tipo HB, com dureza
média. O trago deve ser feito com a precisao adequada para nao marcar o papel, sempre

da esquerda para a direita e com a mao bem posicionada e apoiada sobre a superficie.
c) Borracha

Para possiveis erros, é necessario ter em maos uma ferramenta para corrigi-los.
A fim de evitar marcas no papel, é recomendado o uso de uma borracha macia e limpa
que apague o traco com facilidade, esquivando-se do uso da forca que poderia levar ao

desgaste e manchas no papel.

d) Compasso
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Compasso é um instrumento de desenho conhecido na area da matematica e
até mesmo da arquitetura e engenharia, sendo utilizado basicamente para tragar arcos e
circunferéncias. A ferramenta consiste em duas hastes que sao unidas por um ponto em
comum, esse é o local onde podemos realizar o manuseio, cada uma das hastes possui
uma ponta nas suas extremidades independentes, uma delas é constituida por uma espécie
de agulha de metal denominada de ponta seca, essa se mantém fixa, enquanto a outra
ponta é mével sendo de grafite (na maioria dos casos), responsavel por realizar o tra¢o na

superficie.

Figura 4.1 — Compasso

Fonte: PNGWING.

Para utilizar corretamente o compasso sao necessarios alguns passos basicos:
(i) Determinar o raio da circunferéncia desejada:

A medida do raio (distancia entre centro e a circunferéncia) serd equivalente a
abertura entre as pontas do compasso, logo, o primeiro passo ¢ posiciona-las de acordo
com o tamanho da circunferéncia que se deseja obter, antes de apoia-lo na superficie de
trabalho.

(ii) Posicionar o centro da circunferéncia:

O centro da circunferéncia serd marcado pela ponta seca do compasso, assim,

posicione-a primeiramente na superficie e fixe-a bem, pois a mesma nao poderd ser movida.
(iii) Tragar a circunferéncia:

Para tracar a circunferéncia é necessario tocar com a outra ponta do compasso na
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superficie e realizar o movimento de giro em torno da ponta fixa, até se obter o tamanho do
arco desejado, ou até que o trago encontre a si mesmo na outra extremidade, caracterizando
uma circunferéncia. Nesse momento é necessario cuidado e atencdo para que a abertura

entre as hastes nao varie durante o movimento.
e) Régua

A régua é um instrumento utilizado tanto no desenho como na matematica, para
auxiliar no ato de tragar linhas retas (segmentos de reta) e medir pequenas distancias,
quando com escala. Apods ser apoiada na superficie, para que nao ocorra falhas no trago, deve-
se evitar o deslocamento da régua sobre o papel, podendo ser realizada uma consideravel

pressao sobre o instrumento para fixa-lo bem enquanto o movimento é executado.

Para verificar proposi¢cdes geométricas, Pitagoras fez uso de apenas esses ins-
trumentos basicos responsaveis por auxilid-lo em tais construcoes. Somente com tais
ferramentas, ja é possivel obter eficicia nas representacoes, entretanto, trazendo para
a atualidade, hoje temos acesso a meios que podem facilitar o processo de construgao

tornando-o mais pratico como os esquadros e softwares de geometria dinamica.

4.2 ALGUMAS CONSTRUCOES

4.2.1 Pontos equidistantes colineares

Instrucgoes: Trace uma reta r, e determine um ponto A pertencente a ela. Deter-
mine a abertura entre as hastes do compasso, que correspondera a distancia entre os pontos.
Fixe a ponta seca do compasso no ponto A e trace um pequeno arco de circunferéncia
que intercepte a reta no ponto B. De maneira analoga, fixe a ponta seca do compasso,
agora no ponto B, e novamente realize o trago do arco interceptando a reta no sentido
contrario ao ponto A, obtendo o ponto C como a intersecao entre reta e arco. Realize o
mesmo procedimento quantas vezes necessarias para se obter a quantidade desejavel de

pontos equidistantes.

Figura 4.2 — Pontos equidistantes

Fonte: Autor.

Justificativa: Note que, por construgao, a distancia entre os pontos A e B é

igual a uma medida x entre as hastes do compasso, assim a distancia entre os pontos B
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e C também é igual a mesma medida x, logo os pontos A, B e C sao equidistantes, pois
AB =BC.

4.2.2 Ponto médio de um segmento

Instrugoes: Trace uma reta r e marque os pontos A e B pertencentes a ela. Com as
hastes do compasso a uma distancia x, tal que x seja maior que a metade do comprimento
do segmento AB, fixe a ponta seca no ponto A e trace dois arcos de circunferéncia: acima
e abaixo da reta. Analogamente, fixe a ponta seca no ponto B e realize o traco de dois
arcos de circunferéncia acima e abaixo da reta, de maneira que os mesmos interceptem os
arcos feitos anteriormente, onde a interseccao desses arcos serdo os pontos C e D. Trace,
por fim, uma reta s pelos pontos C e D. Temos entao, que a intersecao M entre r e s é o

ponto médio de AB.

Figura 4.3 — Ponto médio

Fonte: Autor.

Justificativa: Note que, por construcao, AC = CB = AD = DB, partindo dessas
congruéncias, podemos concluir que os tridangulos AABC e AADB sao isosceles, o que
implica dizer que os dngulos ZBAC e ZCBA assim como os dngulos ZBAD e ZDBA sao
congruentes, além disso, é possivel notar também que, pelo caso LAL, ACBD = ACAD
e ambos sao isosceles, logo Z/BCD = ZACD. Assim, pelo caso ALA, ABCM = AACM.
Da congruéncia entre AACM e ABCM, decorre que os lados AM e MB, dos respectivos
triangulos, sao também congruentes, portanto conclui-se, de fato, que M é o ponto médio

do segmento AB.

4.2.3 Bissetriz de um angulo

Instrugoes: Marque um ponto O sobre a superficie. Com centro em O e raio

arbitrario x, trace um arco de circunferéncia e nele destaque os pontos A e B. Em seguida,
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trace as semirretas O—A> e O?, como os lados do dngulo ZAOB construido. Com raio
arbitrario y, maior que a metade de AB, fixe a ponta seca em A e trace um arco a frente
do arco AB. Agora, com centro em B e mesmo raio y, trace um arco que intercepte o arco
feito no passo anterior em um ponto C. Por fim, trace uma semirreta com origem em O e

contendo C, obtendo, assim, a bissetriz do angulo ZAOB.

Figura 4.4 — Bissetriz de um angulo

Fonte: Autor.

Justificativa: Por construcao, o AAOC = ABOC, pois OA = OB, AC = BC
e OC ¢ um lado comum entre ambos os tridngulos, satisfazendo assim o caso LLL de

congruéncia. Dessa forma, tem-se que ZAOC = ZBOC, e portanto, O% é bissetriz do
angulo ZAOB.

4.2.4 Angulo de medida 60°

Instrucgoes: Trace uma reta r e nela destaque o ponto A. Com centro em A e
raio arbitrario x, trace um arco que intercepte r em B. Com centro em B e mesmo raio
x, trace um arco que intercepte o arco anterior em C. Por fim, trace uma semirreta com

origem em A e que contém C. Assim, tem-se que o angulo formado, ZCAB, possui 60°.

Figura 4.5 — Angulo 60°

r

Fonte: Autor.
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Justificativa: Por construcao, AC = CB = BA = x, logo o AABC é equilétero,
e, por consequéncia, seus angulos internos sao congruentes. Assim, sabendo que a soma
dos angulos internos de um tridngulo é igual a 180°, temos que 180 + 3 = 60, logo, ZCAB,

como um desses angulos, possui 60°.

Nota: Atente-se ao fato de que a construgao é valida também para trés pontos equidistantes

e ndo colineares.

4.2.5 Angulo de medida 45°

Instrugoes: O angulo de 45° pode ser construido ao tracar a bissetriz de um
angulo reto. Para construir um angulo de medida 90°, verifique a construgao de retas
perpendiculares apresentado na subsecao 4.2.11. Com a construcao do angulo reto, fixe a
ponta seca do compasso no ponto O (origem do angulo de 90°), como sendo o ponto de
interseccdo entre o segmento CD e a reta r. Com raio arbitrario, trace um arco interceptando
CD e r nos pontos E e F, respectivamente. Agora com centro em E, trace novamente
um pequeno arco no mesmo quadrante e acima do anterior. Repita o mesmo processo de
construcao de arco, dessa vez com centro em F, de forma que os dois se cruzem em um
ponto G. Por fim, trace a semirreta Oﬁ, obtendo assim a bissetriz do angulo de 90°, dessa

forma o ZEOG, assim como o ZGOF sao iguais a 45°.

Figura 4.6 — Angulo 45°

|
70

Fonte: Autor.

Justificativa: Note que, por construgao, o AOEG e o AOFG séo, pelo caso LLL,
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congruentes, pois OF = OE, EG = FG e OG é um lado comum a ambos os tridngulos.
Sendo ZEOF = 90°, tem-se que ZEOG = ZGOF = 45°.
4.2.6 Angulo de medida 30°

Instrugoes: O angulo de 30° pode ser construido ao tracar a bissetriz de um
angulo de medida 60°. Para isso, verifique a constru¢ao de um angulo de medida 60° na

subsecao 4.2.4 e a construgao da bissetriz de um angulo da subsecao 4.2.3.

Figura 4.7 — Angulo 30°

& 3

N>

°
T

T

Fonte: Autor.

Justificativa: Note que, por construgao, o ACAD e o ABAD sao, pelo caso LLL,
congruentes, pois AC = AB, CD =BD e AD é um lado comum a ambos os tridngulos.

Sendo ZCAB = 60°, tem-se que ZCAD = ZDAB = 30°.

4.2.7 Triangulo Equilatero

Instrugoes: Trace uma reta r e nela destaque o ponto A. Com centro em A e raio
arbitrario x, trace um pequeno arco acima de r e outro que intercepte r em B. Com centro
em B e mesmo raio x, trace um arco que intercepte o arco anterior em C. Por fim, trace os

segmentos de retas AC e CB. Assim, tem-se que o tridngulo ABC formado é equiltero.

Figura 4.8 — Triangulo Equilatero

C

Fonte: Autor.
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Justificativa: Note que, por construcio, AB = BC = CA, logo o tridngulo
formado AABC é equilatero.

4.2.8 Triangulo Isésceles

Instrugoes: Trace uma reta r e destaque os pontos A e B pertencentes a r. Com
centro em A e raio arbitrario x, trace um arco acima de r. Analogamente, agora com centro
em B, trace um novo arco com mesmo raio x, que intercepte o arco anterior em um ponto

C. Com isso, trace os segmentos AC e BC, obtendo assim o triangulo isésceles ABC.

Figura 4.9 — Tridngulo Isdsceles

C

r

Fonte: Autor.

Justificativa: Por construcdo, os lados AC e BC sdo congruentes pois ambos sio

iguais ao raio x. Assim, o tridngulo ABC formado, ¢ de fato isosceles.

4.2.9 Retas paralelas

Instrugoes: Trace uma reta r e marque um ponto O pertencente a r. Em seguida,
marque o ponto A, também pertencente a r. Agora, com centro em O e raio OA, trace
uma semicircunferéncia partindo de A até interceptar a reta r em um ponto B simétrico a
A. Tomando um raio x menor que OA e com centro em A, trace um arco acima de 1, que
intercepta a semicircunferéncia em um ponto C. Analogamente, realize o mesmo processo,
tragando um arco com mesmo raio x, que intercepta a semicircunferéncia em um ponto D,
mas agora com centro em B. Por fim, ao tragar uma reta s passando pelos pontos C e D,

temos que s || r.



54

Figura 4.10 — Retas Paralelas

B o A

r

Fonte: Autor.

Justificativa: Note que, por construcio, OA = OC = OB = OD = raio da se-
micircunferéncia, além disso, AC = BD = raio x. Assim, pelo caso LLL, os tridngulos
OAC e OBD sao congruentes, logo, as alturas dos respectivos tridngulos também sao
congruentes. Dado que as alturas dos tridngulos é justamente a distancia entre as retas r e

s, da igualdade entre elas decorre que as retas sao paralelas entre si.

4.2.10 Reta paralela passando por um ponto dado

Instrucgoes: Dado uma reta r e um ponto P nao pertencente a ela, fixe a ponta
seca em P e com raio maior que a distancia de P até r, trace um arco que intercepte r
em um ponto A. Com o mesmo raio e centro em A, trace um arco que passa por P e
intercepta r em B. Em seguida, com raio igual a BP, fixe a ponta seca em A e trace um
pequeno arco que intercepta, em C, o arco ao qual o ponto A pertence. Por fim, trace a

reta s passando pelos pontos P e C.

Figura 4.11 — Reta paralela passando por um ponto dado

T

. —

Fonte: Autor.

Justificativa: Note que, por construcio, os segmentos BP e AC sdo congruentes,
além disso, temos também que CP = AB = raio das circunferéncias de centro P e A,

respectivamente. Tracando a diagonal PA no quadrildtero ACPB formado, temos que,



95

pelo caso LLL, AABP = APCA, dessa forma, ZACP = ZABP, assim como ZCAB
= /BPC. Sabendo que esses sdao, na verdade, angulos opostos no quadrilatero convexo
ACPB tomado, por serem iguais, conclui-se que ACPB caracteriza-se como paralelogramo.

Portanto, CP || AB implicando em rs.

Nota: Perceba que a mesma construcao é valida quando se quer obter um paralelogramo,

visto que os pontos ACPB sao seus vértices.

4.2.11 Reta perpendicular que passa por um ponto P dado

Instrugoes: Dado uma reta r e um ponto P nao pertencente a ela, com um raio
x maior que a distancia de P até r, fixe a ponta seca em P e trace um arco que intercepte
r nos pontos A e B. Com o mesmo raio x e centro em A, trace um arco abaixo de r.
Analogamente, com a ponta fixa em B, trace um arco que intercepte o arco anterior em C,
possuindo o mesmo raio. Assim, ao tracar, por fim, a reta s passando pelos pontos P e C,

temos que r_Ls.

Figura 4.12 — Reta perpendiculares - 1

Fonte: Autor.

Justificativa: Tomando o ponto O como sendo a interseccio entre as retas r e
s, note que, por construcio, AO = OB, assim como AC = BC, o segmento OC, por sua,
vez, ¢ um lado comum dos tridngulos AAOC e ABOC, logo, pelo caso de congruéncia
LLL, concluimos que AAOC =ABOC, e como consequéncia, os angulos ZAOC e ZBOC

também sdo congruentes. Sabendo que a soma dos angulos ZAOC e ZBOC formam um
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angulo que mede 180°, decorre que cada um desses angulos medem 90°, portanto, de fato,

r e s sao perpendiculares.

4.2.12 Reta perpendicular que passa por um ponto P contido em r

Instrucgoes: Dado uma reta r e um ponto P que pertence a ela, com raio arbitrario
e centro em P, construa uma semicircunferéncia que intercepte r nos pontos A e B. Em
seguida, tomando um raio maior que AP, fixe a ponta seca em A e trace um arco na
regiao superior ou inferior a r. De maneira analoga, e mantendo o raio tomado, trace um
novo arco (agora com centro em B) que intercepte o arco construido anteriormente em um
ponto C. Por fim, trace a reta passando pelos pontos P e C, obtendo assim a reta s que é

perpendicular a r.

Figura 4.13 — Reta perpendiculares - 2

Fonte: Autor.

Justificativa: Neste caso, os pontos O e P coincidem, assim, é valida a justificativa

do caso anterior.

Nota: Perceba que, em ambos os casos, a reta s que foi construida é também a mediatriz
do segmento AB, pois além de ser perpendicular, o ponto de interseccao entre r e s é

justamente o ponto médio do segmento AB.

4.2.13 Losango

Instrugoes: Trace uma reta r, e, sobre ela, dois pontos distintos A e B. Com

centro em A e raio x maior que a metade da distancia de A até B, trace um arco acima e
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abaixo da reta r. Em seguida, repita os mesmos passos construindo dois arcos, com centro

em B, que interceptam os arcos anteriores em C e D. Por fim, trace os segmentos AC, CB,

BD e DA, obtendo assim o losango ACBD.

Figura 4.14 — Losango

Fonte: Autor.

Justificativa: Por construcao, as medidas dos lados do losango ACBD sao todas

iguais ao raio x, logo congruentes entre si.

Nota: Perceba que a construcao do losango é semelhante a construcao de retas perpendi-

culares, que neste caso, se tragadas, seriam justamente as diagonais de AEBD.

4.2.14 Retangulo

Instrugoes: Construa, de inicio, duas retas r e s, perpendiculares que se cruzam
em O. Com isso, determine um ponto E, em um dos quadrantes. Em seguida, basta
construir uma nova reta t, tal que t é perpendicular a s e passa pelo ponto E. Para isso,
com centro em E e raio x, tal que x seja maior que a distancia de E até s, trace um arco
que intercepta s nos pontos F e G, agora, com centro em F e depois em G, trace dois arcos
que se interceptam em H. Por fim, trace o segmento EH, que é perpendicular a s. Realize
0 mesmo processo, agora construindo uma reta u perpendicular a r, passando pelo ponto
E. Por fim, destaque a intersecao entre EH e s como sendo o ponto M e o ponto comum

entre EK e r como N, obtendo assim o retingulo OMEN.
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Figura 4.15 — Retangulo
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Fonte: Autor.

Justificativa: Note que, por construcdo, EH é perpendicular a r, logo EH é
paralelo a s, e, por consequéncia, também é paralelo a ON, portanto além dos ZEMO e
Z/NOM serem retos, decorrente da perpendicularidade, os lados EM e ON também sao
paralelos. Analogamente, o mesmo ocorre com os segmentos EN e MO, que sao paralelos,
implicando ZENO também é reto. Dessa forma, temos que ZMEN também é um angulo

de 90°, portanto o quadrilatero OMEN é um retangulo.

4.2.15 Quadrado

Instrugoes: Dado duas retas perpendiculares r e s, com o ponto O comum. Trace
um arco, com centro em O e raio x, que intercepte r e s nos pontos A e B, respectivamente.
Posteriormente, com o mesmo raio x, com centro em A, e, em seguida em B, trace dois
arcos que se encontram no ponto D. Por fim, trace os segmentos AD e BD, obtendo a

representacao do quadrado ADBO de lado x.
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Figura 4.16 — Quadrado

C

D~

Fonte: Autor.

Justificativa: Por construcao, os lados do paralelogramo sao congruentes pois
possuem a mesma medida x tomada do raio. Além disso, AO e OB sao perpendiculares,
portanto, formam um angulo reto. Sendo AD || OB e AO || BD, tem-se que AD também ¢é
perpendicular a BD.

4.2.16 Baricentro

Instrugoes: Dado um triangulo qualquer ABC, com centro em A e raio x, tal
que X seja maior que a metade de AB, trace dois arcos, acima e abaixo do segmento AB.
Com o mesmo raio e centro em B, trace novamente dois arcos, acima e abaixo de AB,
interceptando os arcos tragados anteriormente nos pontos D e E, respectivamente. Marque
o ponto de intersecdo entre o segmento DE e o lado AB como sendo o ponto médio M,
de AB. Trace o segmento CM, ligando o vértice ao ponto médio do lado oposto, essa é
uma das medianas do tridangulo. Realize o mesmo procedimento para tragar as demais
medianas NB e AR. O ponto P de intersecdo entre as medianas tracadas é o Baricentro
do triangulo ABC.



60

Figura 4.17 — Baricentro

Fonte: Autor.

Justificativa: Por construcao, note que os quadrilateros ADBE, AICH e ABFC
sao paralelogramos, e, como visto anteriormente, suas diagonais se interceptam nos seus
respectivos pontos médios, assim, M = ABNED é o ponto médio de AB, N = ACNHI é o
ponto médio de AC e R = BCNFG é o ponto médio do segmento BC. Logo, os segmentos
AR, BN e CM sao as medianas do tridangulo ABC, e o ponto P em comum entre elas, é o

Baricentro desse triangulo.

Nota: Para melhor visualizacao do resultado e um desenho com informacoes mais claras, é
recomendado reforgar os tragos principais como os lados do tridngulo ABC, suas medianas

etc., deixando em segundo plano os tragos auxiliares.

4.2.17 Incentro

Instrugoes: Dado um triangulo qualquer ABC, com centro em A, trace um
arco de circunferéncia que intercepte os segmentos AC e AB nos pontos D e E. Agora
com centro em D, trace novamente um pequeno arco no mesmo sentido que o anterior.
Realize 0 mesmo procedimento, tracando um arco com centro em E que intercepte o
anterior em um ponto F. Trace um segmento de reta partindo do vértice A, passando
por F e encontrando o lado do triangulo oposto ao vértice. Temos assim a bissetriz do
ZCAB. De forma analoga, construa as bissetrizes dos angulos ZABC e ZBCA. O ponto I

onde as bissetrizes se encontram é justamente o Incentro do tridngulo. Para verificar sua
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caracteristica, com centro em I e raio igual a distancia entre I e um dos lados do tridngulo,

trace uma circunferéncia e note que os lados do triangulo a tangenciam.

Figura 4.18 — Incentro

C

Fonte: Autor.

Justificativa: A justificativa estd em concordéancia com a justificativa de Bissetriz
de um angulo (Verifique na subsecao 4.2.3). Assim, visto que os segmentos tragados
internamente ao tridngulo sdo de fato suas bissetrizes internas, o ponto I comum entre

elas, é o Incentro do triangulo.

Nota: Perceba que o ponto I de interseccao entre as bissetrizes esta a igual distancia dos
lados do tridngulo. Por ser o centro da circunferéncia inscrita no tridngulo, a distancia
entre o Incentro e os lados do tridngulo é igual a medida do raio da circunferéncia, tendo

em vista que os lados do tridngulo tangenciam a mesma.

4.2.18 Circuncentro

Instrugoes: Dado um triangulo qualquer ABC, com centro em A e raio x, tal
que x seja maior que a metade de AC, trace dois arcos, acima e abaixo do segmento
AC. Com o mesmo raio e centro em C, trace novamente dois arcos, acima e abaixo de
AC, interceptando os arcos tracados anteriormente nos pontos D e E, respectivamente.
Assim, construa o segmento DE, prolongando-o até o lado AB do tridngulo, como sendo
a mediatriz de AC. Destaque o ponto de interseccio entre a mediatriz construida e o

segmento AC como R, que é o ponto médio desse lado do tridngulo. Repita o procedimento
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construindo as mediatrizes correspondentes aos lados AB e BC do triangulo. O ponto P
de encontro das mediatrizes é o Circuncentro do tridangulo ABC. Para verificar uma das
caracteristicas desse ponto notavel, fixe a ponta seca em P, e, com raio igual a distancia

de P até um dos vértices, trace uma circunferéncia e note que é circunscrita ao triangulo.

Figura 4.19 — Circuncentro

C

Fonte: Autor.

Justificativa: Note que os lados AC, AB e BC do tridngulo sio respectivamente
diagonais dos losangos ADCE, AFBG e BHCI, justificando assim serem perpendiculares
aos segmentos ED, FG e HI (também diagonais) e interceptarem-se nos devidos pontos
médios M, N e R. Assim, de fato, por construcdo, ED, FG e HI sdo as mediatrizes do

triangulo ABC, o ponto em comum entre elas é justamente o Circuncentro.

Nota: Observe que, por construgao, a distancia entre o Circuncentro e cada um dos
vértices do triangulo € igual ao raio da circunferéncia circunscrita, essa ¢ uma importante
propriedade desse ponto notavel, o circuncentro sempre estd a igual distancia dos vértices

do triangulo.

4.2.19 Ortocentro

Instrucgoes: A partir da construgdo de um tridngulo qualquer ABC, para tracar
as alturas, fixe a ponta seca em um dos vértices, como o A, por exemplo, e com raio maior

que a distancia desse vértice até o lado oposto a ele, trace um arco que o intercepte nos
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pontos E e D. Agora, construa a mediatriz correspondente ao segmento ED, trancando dois
arcos, com centro em E e em D, que se encontram no ponto F. Trace o segmento que vai do
vértice A até o ponto F, onde a interseccao de AF com o lado oposto ao vértice A é a altura
H1, do tridngulo ABC. Para tragar as demais alturas realize o mesmo processo partindo
dos vértices B e C. Por fim, o ponto O onde as alturas se interceptam é o Ortocentro do

triangulo.

Figura 4.20 — Ortocentro

Fonte: Autor.

Justificativa: Como uma das propriedades da mediatriz é ser perpendicular ao
segmento ao qual ela se refere, temos que ela também é perpendicular a reta que contém
esse segmento. Sabendo que as mediatrizes tracadas sao perpendiculares aos segmentos
que estao contidos nos lados do triangulo, é notavel que as mediatrizes sao perpendiculares
também aos lados. Por construgdo, note que as hipotéticas alturas foram tracadas como
segmentos contidos nas mediatrizes, assim, de fato elas sao perpendiculares aos lados do

triangulo.

4.2.20 Construcao de reta tangente a circunferéncia

Instrugées: Dada a circunferéncia de centro O e raio OP, podemos tracar a reta
tangente a circunferéncia no ponto P ao tracar a reta perpendicular ao segmento OP
que contém o ponto P. Para isso, prolongue o segmento OP e siga as intrucdes de reta

perpendicular que passa por um ponto P contido em r disposto na subsecao 4.2.12
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Figura 4.21 — Reta Tangente a Circunferéncia

Fonte: Autor.

Justificativa: De acordo com a construcao, r 1. OP, assim, nos resta saber se P é
de fato o ponto de tangéncia. Determinando um ponto Q em r, distinto de P, temos que
0OQ > OP = raio (dado que OP ¢ a distancia entre o ponto O e a reta r). Sabendo que
ZQPO = 90° é o maior angulo do AOQP, temos entao que Q nao pertence a circunferéncia
em questao, assim P é o tinico ponto em comum entre a reta r e a circunferéncia tomada,

portanto, ponto de tangéncia.
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5 ALGUNS PROBLEMAS E SUAS SOLUCOES

Com o intuito de fixar e fortalecer o conhecimento adquirido por meio das constru-
¢oes realizadas até aqui, sera apresentado, neste capitulo, a resolugao de alguns problemas
geométricos que abordam os conceitos expostos e técnicas desenvolvidas a fim de revisar e

exercita-las.

1. Na figura abaixo tem-se uma circunferéncia, cujo centro nao esta marcado. Descreva

0s passos para localizar o mesmo usando apenas régua e compasso.

Descri¢ao dos passos:

1. Marque na circunferéncia os pontos A, B e ()
2. Trace as cordas AB e BC;
3. Trace as mediatrizes dos segmentos AB e BC;

4. Marque o ponto O de interseccao das retas AB e BC', este serd o centro da

circuferéncia.
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Figura 5.1 — Solugao

I

1
1
I
I
I

Fonte: Autor.

2. (ENQ 2017 - 1) Descreva a construgao, com régua e compasso, do circulo tangente a

r e contendo os pontos A e B da figura abaixo.
g

Supondo o problema resolvido, temos:
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Figura 5.2 — Solugao
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Fonte:

Descricao dos passos:

e ———
4

Autor.

1. Marque o ponto P de interseccdo da reta r com a reta que passa pelos pontos

Ae B;

2. Com a ponta seca do compasso centrada em P e abertura igual a VPA-PB

marque na reta r o ponto 7

AR S

Trace a reta s perpendicular a r passando por T
Trace a mediatriz m do segmento ADB;
Marque o ponto C' de interseccao das retas m e s;

Trace a circunferéncia de centro C e raio CT.

3. Seja ABCD um quadrilatero qualquer. Mostre que os pontos médios de seus lados

sao os vértices de um paralelogramo.

Solucao: Tracando a diagonal AC é possivel notar que o segmento EF é na verdade

a base média do tridngulo ADC, e portanto, EF || AC. Do mesmo modo, o segmento
HG ¢ base a média do triangulo ABC, logo GH || AC. Assim, se EF || AC || GH, ¢
correto entdo afirmar que EF || GH. Analogamente, HE é base média do AABD e
GM ¢ base média do ABCD, logo FG || BD || HE, e portanto, GF || HE. Dessa forma

podemos concluir que o quadrilatero formado pelos pontos médios de ABCD trata-se,

de fato, de um paralelogramo, pois seus lados opostos sao paralelos.
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Figura 5.3 — Questao 3

E

Fonte: Autor.

4. (profmat) De um tridngulo ABC, conhecemos as posi¢oes dos vértices B e C e do

ortocentro H. Construa, com régua e compasso o vértice A.

Solucao:

1. Trace a reta perpendicular ao segmento BC que passa por H;
Trace a semirreta ﬁ :

Trace a reta perpendicular a semirreta Bﬁ passando pelo ponto C;

= W

Marque o ponto de interseccao entre a semirreta FTI-} e a reta que passa por C,

esse é o vértice A do triangulo ABC.

Figura 5.4 — Questao 4

Fonte: Autor.
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5. Mostre que a mediana relativa a hipotenusa de um triangulo retangulo mede metade

da hipotenusa.

Solucao: Dado o tridngulo retangulo ABC cujo segmento AM corresponde a mediana
relativa a hipotenusa CB, ao prolongar AM até o ponto P tal que AM = MP, pode-se
notar, pelo caso LAL, que os tridngulos CMP e AMB sao congruentes. Logo, ZMBA
= /MCP, o que implica que AB || CP, e portanto AC, por ser perpendicular a AB,
¢ também perpendicular a CP. Por outro lado, observe que também por LAL, os
triangulos ABC e PAC sdo congruentes, pois como AAMB = APCM temos que CP
= AB, assim, PA=BC.

Figura 5.5 — Questao 5

Cc P
m &

M
A H B

Fonte: Autor.

6. As paralelas r e s sdo as margens de um rio e os pontos A e B estao em lados opostos
desse rio. Determine a posi¢ao de uma ponte P(Q) perpendicular as margens P € r e
Q € s de forma que o percurso AP+ PQ + @B seja minimo.
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Descri¢ao dos passos:

1.
2.

AR AN

Trace por A e por B as perpendiculares as retas r e s;

Marque na perpendicular tracada no passo anterior o ponto B’ tal que BB’ =
d(r,s);

Trace a reta que passa pelos pontos A e B’;

Marque o ponto P de intersecdo da reta r com a reta que passa por A e B’;
Trace por B a paralela a reta que passa por A e B';

Marque o ponto () de intersec¢ao da reta s com a reta construida no passo

anterior.

Figura 5.6 — Solugao

\J.

Fonte: Autor.
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CONSIDERACOES FINAIS

O trabalho desenvolvido estd composto por etapas e informagoes que levam o
leitor a construir o conhecimento, partindo do primeiro contato com o conceito, assim
como propriedades e demonstrac¢oes formais da geometria que se fazem presentes com o
objetivo de complementar o contetdo, seguido de instru¢oes de como construi-lo com régua

e compasso e a justificativa que estabelece a associagao entre a representacao e o conceito.

A justificativa apresentada se difere da demonstracao pelo seu carater nao formal.
Enquanto a demonstragao matematica é considerada a prova da veracidade do conceito, a
justificativa surge, nesse contexto, como uma forma de associar a construcao do desenho

ao conceito abordado, explicando o porqué de tal associacao ser valida.

E importante ressaltar que as construcoes aqui apresentadas é apenas uma parcela
do rol de construgoes geométricas que podem ser tragadas com régua e compasso, entretanto,
como expresso, essas sao consideradas fundamentais. De certo, utilizando as técnicas e
instrugoes aqui trabalhadas é possivel desafiar-se e construir a representagao de distintos

conceitos e propriedades geométricas.

As construgoes podem ser facilmente levadas para a sala de aula quando associadas
ao método de ensino correto. O desenho e a técnica que ele exige, desenvolve habilidades
importantes de disciplina, coordenacao motora, raciocinio e independéncia, levando o aluno
a posicao de protagonista no processo de construcao do seu préoprio conhecimento, como

algumas de suas vantagens.

Finalizando as tultimas considerac¢oes, ¢ importante ressaltar que, com o intuito
de promover melhor visualizagdo e organizacao textual, as figuras apresentadas na Segao

4.2 foram realizadas por meio do software de geometria dindmica GeoGebra Classic.
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