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RESUMO

Este trabalho de conclusdo de curso apresenta como tema principal o TEOREMA DE
STOKES e aplicagdes. Os estudantes dos cursos de Ciéncia e Tecnologia em geral sentem
uma grande dificuldade em relacionar os assuntos tedricos estudados em sala de aula com
suas aplicagdes praticas. Este trabalho mostra algumas aplicagdes do Teorema de Stokes,
estudado na disciplina de calculo diferencial e integral 4, que ¢ ofertada na grade curricular do
curso de Licenciatura em Matematica do IFPB — Campus Campina Grande/PB como
disciplina optativa. Os conceitos abordados nas disciplinas de calculo sdo de suma
importancia para varios campos de atuagdo, seja no campo da fisica, da quimica, da biologia,
das engenharias e varios outros campos, pois sdo os pilares de qualquer area de atuagdo da
ciéncia atualmente. Neste trabalho, veremos que o Teorema de Stokes apresenta resultados
aplicaveis principalmente na area de Hidrodindmica, mas também ¢ aplicado em areas como
Eletromagnetismo. Diante disso, configura-se importante uma constru¢do clara e didatica

desse Teorema servindo de consulta para professores ou para alunos de graduacao.

Palavras-chave: Teorema de Stokes, Integral de Linha, Integral de Superficie, Campo
Vetorial, Parametrizagdo, Superficie.



ABSTRACT

This course conclusion work presents the STOKES THEOREM and applications as
its main theme. Students in Science and Technology courses in general find it very difficult to
relate the theoretical subjects studied in the classroom to their practical applications. This
work shows some applications of Stokes' Theorem, studied in the discipline of differential and
integral calculus 4, which is offered in the curriculum of the Licentiate in Mathematics course
at [FPB - Campus Campina Grande/PB as an optional discipline. The concepts covered in the
disciplines of calculus are of paramount importance for several fields of activity, whether in
the field of physics, chemistry, biology, engineering and several other fields, as they are the
pillars of any area of science activity today. In this work, we will see that Stokes' Theorem
presents results applicable mainly in the area of Hydrodynamics, but it is also applied in areas
such as Electromagnetism. In view of this, a clear and didactic construction of this Theorem is

important, serving as a consultation for professors or undergraduate students.

Keywords: Stokes' Theorem, Line Integral, Surface Integral, Vector Field, Parameterization,

Surface.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho tem cardter essencialmente bibliografico e consiste em apresentar o
Teorema de Stokes, demonstrando-o de forma direta e mostrando os aspectos essenciais para
sua compreensao, fazendo algumas aplicacdes desse importante teorema. Esse objeto de
estudo foi uma escolha para o trabalho de conclusdo de curso (TCC) por sua importancia e
aplicag¢do nas mais diversas areas do conhecimento, especialmente no campo da Fisica.

No desenvolvimento do trabalho fica claro que o Teorema de Stokes ¢ uma
generalizagdo do Teorema de Green, na medida em que o Teorema de Green ¢ aplicado numa
regido do plano (regido bidimensional) e o Teorema de Stokes ¢ aplicado numa regido do
espaco (regido tridimensional). O Teorema de Stokes ¢ frequentemente utilizado em
problemas envolvendo campos vetoriais na resolugao de problemas de fluxo em geral, em
superficies planas.

Salientamos que esse Trabalho (TCC) est4 dividido em cinco capitulos. No capitulo 1, é
apresentada uma introdugdo, seguida dos objetivos e da metodologia aplicada. No capitulo 2,
abordamos os conceitos de Campo Vetorial e o célculo do limite, derivada e a continuidade de
campos vetoriais. No capitulo 3, sdo apresentadas algumas defini¢cdes que sdo pré-requisitos
importantes e essenciais para demonstracdo do Teorema de Stokes, como: curvas, campo
gradiente, campo rotacional, campo divergente, superficie, plano tangente a uma superficie e
integral de superficie. No capitulo 4, foi apresentada uma pequena biografia do matematico
George Gabriel Stokes, foi enunciado do Teoremas de Stokes e apresentada a sua
demonstragdo. No capitulo 5, foram feitas algumas aplicagdes com a utilizacdo do Teorema

de Stokes. Na sequéncia, foram realizadas as consideragdes finais sobre o trabalho.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo geral

Estudar aspectos tedricos, metodologicos e epistemologicos do Teorema de Stokes e

algumas de suas aplicagoes.
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1.1.2 Objetivos especificos

e Apresentar os conhecimentos prévios, essenciais € necessarios ao estudo do Teorema

de Stokes;

e [Estudar algumas aplicagdes Teorema de Stokes;

e Refletir sobre a importancia do Teorema de Stokes.

1.2 Metodologia

Tendo por base o aspecto relativo a coleta de dados, esta pesquisa ¢ do tipo
bibliografica e foi baseada em livros e artigos sobre o tema. Para o alcance dos objetivos, foi
realizado de forma sistemdtica e clara o apontamento dos principais conceitos prévios
necessarios a constru¢do do Teorema abordado. Na pesquisa bibliografica foram utilizados
autores renomados como Diomara Pinto, Eart Swokowsky, James Stewart, Flemming, dentre

outros.

2 CONHECIMENTOS PREVIOS IMPORTANTES E ESSENCIAIS PARA O
DESENVOLVIMENTO DO TRABALHO

Neste capitulo, apresentaremos os principais conceitos inerentes aos conteudos que
serdo apresentados ao longo de todo o trabalho e que sdo importantes para o embasamento e
desenvolvimento do Teorema de Stokes, como campo vetorial, curvas, parametrizacdo de
curvas, gradiente e rotacional, que serdo fundamentais na demonstracdo do Teorema. Para
uma melhor compreensao, admite-se que o leitor ja possua algum conhecimento do calculo
diferencial e integral, de funcdes de vérias varidveis, derivadas parciais e do céalculo vetorial,
contetidos que podem ser encontrados para consulta nos livros utilizados como bibliografia

para a realizagdo deste trabalho.
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2.1 Campo Vetorial

Definicao 1

Seja D um conjunto numa regido do plano (R?). Um campo vetorial em R? ¢ uma
fungdo r que associa a cada ponto (x,y) em D um vetor bidimensional 7(x,y). De modo
analogo, seja E um subconjunto de R3. Um campo vetorial em R3¢ uma fungdo r que

associa a cada ponto (x,y,z) em E um vetor de trés dimensdes 7(x, y, z).

Para o caso do R?:
7:D € R? — R? temos #(x,y) = f(x,y)i + g(x, y)],

sendo f e g fungdes diferenciaveis.

Para o caso do R3:
7:D € R® — R3 temos #(x,y,2) = f(x,y,2)i + g(x,y,2)] + h(x,y, 2)k,

sendo f, g e h funcdes diferenciaveis.

2.2 Limite, Derivada e Continuidade de um Campo Vetorial
2.2.1 Limite de um Campo Vetorial

Definicao 2

Para o caso de duas dimensdes, seja a fungdo vetorial 7(t) = (f(t), g(t)), com t €
I S Rou#(t) = f(t)i+g(t)jea€R.

Definimos o limite de #(t) como sendo:
lim #(£) = Lim(£(£), g(£)) = (lim £(£), lim g(t)) ou
t-a t-a t-a t-a

lim7(t) = lim [f(t)i + g(¢)j] = lim f(¢)i + lim g(¢t)j
t—-a t—-a t—-a t—-a
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De modo andlogo para o caso de trés dimensoes:
lim 7(t) = lim(f(£), g(), h(£)) = (lim £ (£),lim g(t), lim h(t)) ou
t—a t-a t—a t-a t—a

lim7(t) = lim [f(Oi + g(©)] + h(©)k | = lim f(£)i + lim g(£)] + lim h(D)k
t—-a t—a t-a t—a t-a

Exemplo 1: Sendo a fungdo vetorial #(t) = (t? — 1,4t + 3),t € I € R, determinar ltmzl 7(t).

Solucao:

ltinzn?(t) = ltinzl (t? —1,4t+3) = (22 - 1,4(2) +3)) = (3,11) = 31 + 11j.

2.2.2 Derivada de um campo vetorial

Definicao 3

. . - d y .
A derivada de um campo vetorial 7, denotada por d—: =7r'(t), é definida do mesmo
modo como realizado para as fung¢des a valores reais,
r(t+ h) —r(t)

@ =i 1
E—T()—hl_l}(l) o €Y

se este limite existir.
Desta forma, podemos calcular a derivada de uma fung¢do vetorial 7 pela derivagdo de
cada componente de 7. Assim sendo, podemos escrever:
1) Se#(t) = f(t)i+ g(t)], onde f e g sdo fungdes diferenciaveis, entdo
r'(t) = f'(©Ot+ g'(©)f (2)

2) Se#(t) = f()i+ g(t)j + h(t)k, onde f, g e h sdo funcdes diferenciaveis, entdo

r'@®) = 'O+ g' Of + h'(Ok (3)
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Exemplo 2: Determinar:
a) A derivada da funcdo vetorial 7(t) = (1 + t3)i + tj + sin 2t k.

b) Encontre o vetor tangente unitario no ponto onde t = 0.

Solucio:
a) Conforme (3), derivando cada componente de ¥, obtemos:
r'(t) = 3t21 + ] + 2 cos 2tk
b) Uma vez que r(0) =i er'(0) = j + 2k, o vetor unitario da tangente no ponto (1,0,0)

r'(0) _ j+2k 1. 2
ol — v~ ) TRk

¢T(0) =

2.2.3 Continuidade de um campo vetorial
Definicao 4

Seja uma fungio vetorial 7(t),t € I € R e seja a um elemento de I. Dizemos que a fungdo

7(t) é continua em t = a, se forem atendidas as trés condigdes:

D) A funcdo 7(t) estiver definida em a;
IT) {im 7(t) existir;
-a

I1I) lim 7(t) = 7(a)
-a

Exemplo 3: Para a fungdo vetorial do exemplo 1, temos que ela € continua em t = 2, pois

7(2) = ((22 = 1),(4- 2+ 3)) = (3,11), que é o mesmo resultado encontrado para ltmzl 7(t)

e vemos que a fungdo estd definida para t = 2.

2.3 Visualizacio de Campo Vetorial

Uma forma de visualizar um campo vetorial ¢ desenhar a seta representando o vetor
7(x,y) iniciando no ponto (x,y). Podemos visualizar # fazendo dessa forma para alguns
pontos num dominio D, como ilustra a figura 1 no caso bidimensional e a figura 2 no caso

tridimensional.
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Figura 1 — Campo vetorial em R? Figura 2 - Campo vetorial em R3
VA
% F(x, y)

% (x,y)

> 4

Fonte: Stewart (2016, p. 957)

Exemplo 4: Esbocar o campo vetorial em R® dado por #(x, y, z) = zk.

Solucio: As componentes na direcdo x e y sdo nulas, o que indica que os vetores sdo todos
verticais, apresentando sentido para cima no caso da componente z positiva e para baixo no

caso da componente z negativa. O comprimento aumenta quando nos distanciamos do plano

xy.

Figura 3 — Campo vetorial dado por ¥(x, y, z) = zk
Fonte: Stewart (2016, p. 958)

Exemplo 5: Imaginemos um liquido escoando uniformemente em um cano e seja I7(x, v,Z) 0
vetor velocidade em um ponto (x,y, z). V associa um vetor a cada ponto (x,y,z) de certo

dominio E (no interior do cano) e assim, V é um campo vetorial chamado campo de
velocidade. Um provavel campo de velocidade estd ilustrado na figura 4. A velocidade em

qualquer ponto ¢ indicada pelo comprimento da seta.
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Figura 4 — Campo de velocidade do escoamento de um fluido
Fonte: Stewart (2016, p. 959)

3. CURVAS

Definicao 5

Uma curva plana é um conjunto C de pares ordenados (f(t), g(t)), em que f e g sdo
fun¢des continuas em um dado intervalo 1.
Por simplicidade, referimo-nos a uma curva plana como uma curva. Se a curva ndo ¢

plana, ela ¢ chamada reversa.
3.1 Curva fechada e Curva Simples
Definicao 6

O grafico da curva C sdo todos os pontos da forma P(t) = (f(t), g(t)) num plano xy,
com t em I. A figura 5 ilustra os graficos de algumas curvas onde I ¢ o intervalo fechado
[a,b] e P(a) e P(b) sdo os extremos da curva. Se P(a) = P(b), dizemos que a curva é

fechada. Se P(a) = P(b) e C nio se intercepta a si propria em nenhum outro ponto, a curva

¢é fechada simples.

(1) Curva (ti) Curva fechada (ili) Curva fechada simples

y y y
Pa)
£a) = P(b)
Pla) = P(b)
140}
g r@) () PO
2 X X

Figura 5 — Curvas no plano

Fonte: Swokowski (2% edi¢ao, p. 160)



19

3.2 Curva espacial
Definicao 7

De modo andlogo ao plano, sejam as fungdes f,g e h reais e continuas em um
intervalo I. O conjunto C de todos os pontos (x, y, z) no espago, onde
x=f(t),y=g(t)ez=h(t) “4)
com t variando em I é chamado curva espacial.
As equacdes (4) sdo denominadas equagdes paramétricas de C e t ¢ o parametro.
Considerando a fungdo vetorial 7(t) = (f(t), g(t), h(t)), 7(t) é o vetor posi¢do do ponto
P(f(t),g(t),h(t)) em C. Qualquer fungdo vetorial continua r define uma curva espacial C,

como ilustra a figura 6.

. P(f(1), g(t), h(1))

/./ ‘/f\\“‘\* y /
C/ [\_/ \\
(0= (f(1), g(1), h(1))

.\‘

Figura 6 — Curva no espago

Fonte: Stewart (2016, p. 959)

3.3 Curva Suave e Curva Regular

Definicao 8

Uma curva C, cuja forma parametrizada é (t), ¢ dita curva suave ou regular, se
o'(t) # 0, Vt € I c R. Geometricamente uma curva suave ¢ caracterizada pela auséncia de
pontos angulosos. Em cada um de seus pontos a curva suave tem uma tangente Unica que

varia continuamente quando se move sobre a curva.
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Uma curva € suave por partes se puder ser dividida em um numero finito de curvas
suaves. Por exemplo, as retas, circunferéncias, elipses e hélices sdo curvas suaves, enquanto

triangulos, quadrados e cicloides ndo sdo curvas suaves, mas sim suaves por partes.

3.4 Orientacao de uma curva
Definic¢ao 9

Um ponto deslocando-se ao longo de uma curva suave C pode fazé-lo em dois
sentidos possiveis. Definindo-se um deles como positivo define-se a orientagdo de C.

Suponhamos que a curva C seja representada por

7(t) = x()i + y(©)] + z(t)k, t € [a,b].

Convenciona-se como sentido positivo sobre C o sentido no qual a curva ¢ tragada quando o

parametro t cresce de a até b.

3.5 Parametrizacdo de uma curva
Definicao 10

Parametrizar uma curva ¢ determinar as coordenadas de todos os seus pontos em
fun¢do de um unico parametro, que geralmente chamamos de t. Este parametro varia num
intervalo de numeros reais. Matematicamente, podemos descrever da seguinte forma uma
curva parametrizada:

Sejam um intervalo I c R e fung¢des continuas f(t) e g(t) definidas em I.
a) Dizemos que a fungdo o : I - R?, com t — (f(t), g(t)) é uma curva parametrizada;
b) O conjunto C = {(f(t), g(t); t € I)} (imagem da fungdo o) é uma ‘curva’;
¢) As equagdes definidas por f(t) e g(t) com t €1 sdo denominadas de equagdes

paramétricas da curva C.

Exemplo 6: A trajetoria de uma particula que se movimenta de acordo com a fung¢ao vetorial
P(t) = ti+tj +tk com t € [—3,3], representa um segmento de reta, cujas equagdes

paramétricas sdo x(t) = t, y(t) =tez(t) =t.
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Exemplo 7: A equagio vetorial 7(t) = ti + t?] + 3k representa uma parébola no plano z =

3.

Figura 7 — Parabola no plano z = 3
Fonte: o autor

Exemplo 8: O conjunto de pontos dados pela fungdo y = 2x + 3, cujo grafico € representado
por uma reta, tem suas equacgdes paramétricas definidas por x(t)=t e y(t)=2t+3, comt

elc R

Figura8 —Retay = 2x + 3
Fonte: o autor
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Uma observacdo pertinente sobre a parametrizagdo de curvas, no plano ou mesmo no
espaco, ¢ que geralmente representam o movimento de algum objeto e, na maioria das
situagdes envolvendo aplicacdes praticas, o parametro utilizado na descrigdo desse
movimento € o tempo, motivo pelo qual geralmente ¢ indicado pela letra t.

Outra observacao pertinente ¢ que utilizamos, para definir parametriza¢ao, o caso de
uma curva no plano, utilizando duas fungdes continuas f e g, porém a definicdo de
parametrizacdo estende-se a uma curva de uma funcdo vetorial de dimensdo n e no caso de

uma curva no espago, R3, consideramos as f, g e h, continuas no intervalo I, na definigdo 10.

3.6 Campo Gradiente
Definicao 11

As derivadas parciais f,(x,y,2), f,(x,y,2) e f;(x,y,z) medem as taxas de variagdo

dos valores funcionais de uma fungdo f(x,y,z) na diregdo dos eixos x, y e z,
respectivamente. Vamos definir agora o campo gradiente, que da a direcdao e o sentido em
que a fun¢do apresenta sua maior taxa de variagao.

Se f for uma fung¢do de trés variaveis x, y € z e as derivadas parciais f;, f, ¢ f;

existirem, entdo o campo gradiente de f, denotado por Vf (1€-se “del f), sera definido por

of . of
Vf= =i+—j+
f ay]

of
ox 0z

k (5)

Exemplo 9: Seja uma fungao definida por f(x,y) = ixz + %yz, calcular o gradiente de f

no ponto (4,3).

Solucio:

Como, f,(x,y) = %x e f(x,y)= gy, temos que:

1., 2 . 1, 2,
Vf(x,y)=§x1+6y] e Vf(4,3)=51+5]
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3.7 Campo Rotacional

Definicao 12

Seja F=Pi+ Qj+R K um campo vetorial em R3 com derivadas parciais de P, Q e

R existentes. Assim, o campo rotacional de F é o campo vetorial R3 definido por

“_:)_<6R 6(2)_)+<6P aR)_,_I_(aQ apﬁ, 6
rott = Jdy Ox l Jz Ox J dx dy (6)

Para auxiliar na memorizagdo, vamos reescrever a equacdao anterior usando notacao de

operadores. Introduziremos o operador diferencial vetorial V (“del”) como

Vf = t+j—tk—=—1+_—J+ —k

of .of of of , of_ Of-
l 0x dy dz Ox ay 0z

Se pensarmos em V como vetor de componente d/dx,0/0y ed/dz, podemos também

considerar o produto vetorial formal de V pelo campo vetorial F como segue:

[ k
- | o o] _(OR 6Q> <6P 6R># (60 aP)_,_ -
vxE= dx dy 0z <6y ax) "\ Tax) T T Gk dy k=rotF (7)
P Q R

Assim, o0 modo mais pratico para a Defini¢ao 12 ¢ dado pela expressao simbolica

rot F=V><F

Exemplo 10: Se F(x,y,z) = xz i + xyz j — y? k, determine rot F.

Resolugao: Utilizando a equagdo (7), temos:

S
N =

Xz Xxyz —y
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Logo,
- d 0 0 d d 0 -
N O N - _ |2 _on_2 N _v
rot F = |2 (=) =3 Goyn)| 1= |52 (9% = 3 Gen)| T+ [5Gy = 5 (o)
donde segue,
rotF=(=2y—xy)i—(0—x)j+ (yz—0)k
Portanto,

rotF = —y(Q2+x)i+x]+yzk

3.8 Campo Divergente
Definicao 13

Se ﬁ(x, y,z) = P(x,y,2)i + Q(x,V,2)] + R(x,y,z)k ¢ um campo vetorial em R3e
0P/0x,0Q/dy e 0R/0z existem, entdo o divergente de Féuma funcdo de trés variaveis dadas

por

ﬁ_6P+6Q+6R 8
ox 9y o0z ®

Observe que o rotF & um campo vetorial, mas div Fé um campo escalar. Em termos do
operador gradiente V= (d/0x)i + (d/0y)j + (0/0 z)k, o divergente de F pode ser escrito
simbolicamente como o produto escalar de V e F:

divF =V-F (9)

Exemplo 11: SendoF (x,y, z) = xzi + xyzj — y?k, determinar o divF.

Solucio: Pela definicdo de divergente e as equacdes (8) ou (9), segue que

vE=v-F=2 9 9 (—y2) =
divF =V F—ax(xz)+ay(xyz)+az( y9) =z+ xz,
logo:

divE=V-F=2z+xz
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3.9 Superficie
Definicao 14

Uma superficie S no espago (R3) pode ser descrita como um conjunto de pontos
(x,¥,2) que satisfazem a equacdo da forma f(x,y,z) = 0, sendo f uma fungdo continua. A
equagao acima ¢ chamada representagdo implicita de S.

De modo explicito, essa mesma superficie pode ser dada por uma funcao vetorial dada
por z = g(x,y), ou seja, uma func¢ao de duas variaveis a valores reais.

O vetor normal a superficie é calculado a partir do vetor gradiente de f, ou seja,
o,y . , — V
Vf(x,y,z) e seu vetor normal unitario ¢ dado por n = ﬁ.
3.10 Parametrizacio de Superficie

Definicao 15

Seja S uma superficie no espaco. Se os pontos de S forem determinados pelas

equacoes
x =x(u,v)
y=ywv) (10)
z=2z(u,v)

sendo x,y,z fungdes continuas das varidveis u e v, definidas em uma regido conexa' R do
plano uv, as equacdes (10) sao chamadas equagdes paramétricas de S.
Desta forma, a superficie S, parametrizada pelas equagdes em (10), pode ser

representada pela equagdo vetorial

7(u,v) = x(u, V)T + y(u,v)] + z(u, vk (11)

A equacgdo (11) ¢ a representacao vetorial da superficie S. A figura abaixo ilustra os planos uv
e xy na parametrizagdo da superficie S.

1 Uma regi3o conexa é um espaco topoldgico que n3o pode ser representado como a unido de dois ou mais
conjuntos abertos disjuntos e ndo-vazios.
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Figura 9 — Parametrizacdo da Superficie S
Fonte: Flemming e Gongalves (2007, p. 357)

Exemplo 12: A funcdo vetorial f(u,v) = ul + vj + (u? + 1)k, sendo —2<u<2e0<
v < 5, representa uma superficie parametrizada em R3. Eliminando os pardmetros u e v das
equagdes paramétricas

x=u y=v z=u’+1

obtemos a equagio cartesiana z = x? + 1. Como x = u e y = v, a superficie estd definida

parra—2<x<2e0<y<5.

3.11 Plano Tangente a uma superficie S
Definicao 16

Seja um ponto P de uma superficie S, representada por 7(u,v), (u,v) € R, onde R é uma
regido conexa do plano. Suponhamos que P tem um vetor posi¢do 7(ug, Vy) € que as curvas
coordenadas de S em P sejam suaves. Entdo, no ponto P, o vetor

r \ - or d(f(uO!v)) r \
¢ tangente a u-curva r(u, v,y) € o vetor I = ~a € tangente a v-curva

or _ d(@(uv))
ou du

(U, ). Se os vetores 7 /du e 7 /dv sdo linearmente independentes, eles determinam um

. . ar or , .
plano chamado plano tangente a superficie no ponto P. O vetor ™ X 55 ¢ perpendicular ao

plano tangente e denominado vetor normal a S.

3.12 Superficie Suave

Defini¢ao 17
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Uma curva suave ¢ uma curva que ndo apresenta pontos angulosos. De forma analoga,
uma superficie suave ou regular caracteriza-se pela auséncia de arestas. Dizemos que em
cada ponto P de uma superficie suave existe apenas um plano tangente a S por P. Uma
maneira conveniente de descrever a suavidade de uma superficie S € dizer que S pode ser
dividida em partes e cada uma dessas partes admite uma parametrizacdo r(u,v) =
(x(u,v),y(u,v),z(u,v)), onde x =x(u,v),y =y(u,v)ez=z(u,v) admitem derivadas
continuas de todas as ordens, e que, para todo (uy, vy) € R, as derivadas primeiras satisfazem
a condicao:

or or

£(u0,v0) e %(uo; o) (12)

sao linearmente independentes.

A condigdo (12) ¢ a condi¢do de suavidade ou de regularidade da superficie S. Os
pontos de S em que a condi¢do de suavidade ndo ¢ satisfeita sdo chamados de pontos

singulares.

3.13 Superficie Suave por partes
Definicao 18

Dizemos que uma superficie S ¢ suave por partes se S pode ser dividida em um
numero finito de partes suaves.

Exemplo 13: os planos, paraboldides, cilindros e esferas sdo superficies suaves.

Observacoes
a) O cone ndo ¢ uma superficie suave;
b) A superficie de um cubo ¢ suave por partes, pois pode ser dividida em seis partes

suaves. Cada parte corresponde a uma face do cubo.
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3.14 Orientacio de uma Superficie
Definicao 19

Dada uma superficie suave S, em cada ponto P € S, temos dois vetores unitarios
normais a S. Se for possivel escolher um desses vetores de maneira continua em toda a
superficie, dizemos que S ¢ orientdvel. Uma superficie S estd orientada quando escolhemos
em cada ponto P € S um vetor unitario 7(P), normal a S, que varia continuamente com P.

Observamos que, se S é representada por 7(u,v), (4, v) € R, nos pontos em que a

condi¢do de suavidade ¢ satisfeita, os vetores

97 o7
W wWrw e :
=15, g € M= T sdo vetores unitarios normais a S.
_X_
Ju” dv

A figura 10 ilustra os vetores unitarios normais a uma superficie S.

Figura 10 - Vetores normais unitarios de uma superficie S
Fonte: Flemming e Gongalves (2007, p. 377)

3.15 Integral de Superficie de um Campo Escalar

Defini¢ao 20

Tomemos uma superficie suave S, com representacdo paramétrica dada por r(u,v),
(u, v) € R. Seja f um campo escalar definido e limitado sobre S. A integral de superficie de f

sobre S, denotada por [J, ¢ fdS ¢ definida pela equagéo
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a7 , oF
— X =
ou OJv

JI.fds = [[, f(F(u,v)) dudv (13)

quando a integral do segundo membro da equacgdo existe.
3.16 Integral de Superficie de um Campo Vetorial
Definicao 21

Sejam S uma superficie suave, representada por 7(u,v) = x(u,v)T+ y(u,v)j +
z(u, U)E, (w,v) € R e 1 = 7n(u, v) um vetor unitario, normal a S. Seja f um campo vetorial
definido sobre S. A integral de superficie de f sobre S denotada por [ s f -71dS ¢ definida
pela equagdo
o7 0
ou

F™ dudv (14)

fff-ﬁdS=£ff(?(u,v))-ﬁ(u,v)

S

quando a integral a direita existe.

3.17 Bordo de uma Superficie
Definicao 22

Seja S uma superficie orientada por um campo de vetores normais 71; dizemos que o
bordo?, denotado por 3S, de S, esta orientado positivamente se a superficie S esta a esquerda
de uma pessoa que caminha ao longo de 8S com o vetor 7 representando sua posigdo vertical,

como na figura abaixo.

2 0 bordo (8S) de uma superficie é formado de curvas fechadas no espaco, onde uma curva fechada € um
segmento de curva em que unimos as suas duas extremidades. Cada uma das curvas fechadas que formam o
bordo é chamada de componente de bordo. Exemplos de superficies com duas componentes de bordo sdo o
cilindro e o anel; com apenas uma componente, o disco e o cone e com nenhuma componente, as superficies
sem bordo, a esfera e o cubo.
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Figura 11 — Superficie Orientada
Fonte: Flemming e Gongalves (2007, p. 377)

Uma superficie S que ¢ unido finita de superficies S; coladas pelos bordos comuns
estd orientada, se ¢ possivel orientar cada parte S;, de modo que, quando os bordos de suas
partes estdo orientados positivamente, tenhamos bordos comuns a duas partes sendo
percorridos em sentido contrario. A figura 12 ilustra uma superficie cilindrica orientada

fechada. Uma superficie S ¢ dita fechada se S ¢é a fronteira de uma regido limitada do R3.

n
r*—___,—"""'l//
-
\ n
\
/,"- ______ \\\
q
\ '____,_.-—v

Figura 12 — Superficie orientada
Fonte: Diomara Pinto (4° ediggo, 2015, p. 272)

Neste caso, se F ¢ um campo vetorial continuo sobre cada S;, entdo

HS(F-n)ds=ZJS.(F-n)ds.
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4 TEOREMA DE STOKES
4.1 Aspectos Historicos

Sera realizada agora uma breve abordagem sobre a vida e obra do matematico e fisico
George Gabriel Stokes.

George Gabriel Stokes nasceu em Skreen, provincia de Sligo, na Irlanda, em 13 de
agosto de 1819 e faleceu na cidade de Cambridge, Inglaterra, em 01 de fevereiro de 1903. Seu
pai, Gabriel Stokes, era ministro protestante da Paroquia de Skreen, municipio de Sligo. Sua
mae era filha de um ministro da igreja, por essa razdo George G. Stokes (daqui em diante
nominaremos apenas por Stokes) recebeu uma educacdo fortemente religiosa. Ele tinha cinco
irmaos, dos quais trés tornaram-se padres.

Stokes, além do ensino religioso, recebeu de seu pai ensinamentos em Gramatica
Latina. Saiu de Skreen em 1832 e frequentou a escola na cidade de Dublin. No periodo
escolar, viveu com seu tio, John Stokes, e destacou-se em Matemadtica pela solugdo de
problemas geométricos. Em 1835, aos 16 anos, mudou-se para a Inglaterra e foi para a
Faculdade de Bristol. Os dois anos em Bristol o prepararam para seus estudos em Cambridge.
O reitor da Faculdade, Dr. Jerrard, era irlandés que frequentou a Universidade de Cambridge
com William Stokes, irmdo mais velho de George Stokes. O talento de Stokes pela
matematica foi evidenciado durante seus estudos na Faculdade de Bristol e, quando ganhou
um prémio, Dr. Jerrard escreveu-lhe: “Aconselhei para que eu irmdo inscrevesse vocé em
Trinity; como eu me sinto convencido de que vocé tem toda a probabilidade de sucesso,
obtendo um companheirismo naquela Faculdade...”.

Mas a preferéncia de Stokes foi pela Faculdade de Pembroke, Cambridge, onde entrou
em 1837. Stokes escreveu em 1901: “Naqueles dias que entrei na Faculdade de Pembroke, em
1837, ndo tinha ido tdo longe na Matemadtica como é o costume no momento; € ndo tinha
iniciado o calculo diferencial, apenas secdes analiticas recentemente lidas...”.

Foi no 22 ano de Stokes em Cambridge que ele comegou a ser treinado por William
Hopkins, tutor famoso de Cambridge que teve papel tdo importante quando seus
conferencistas. Stokes escreveu: “Em meu segundo ano comecei a estudar com Mr. Hopkins,
que era célebre para um grande numero de alunos que obtinham os lugares mais altos nos
exames universitarios para honorarios matematicos...”. Em 1841, foi graduado como Sénior
Wrangler (o primeiro da classe). A Faculdade de Pembroke deu-lhe imediatamente uma bolsa
auxilio e Stokes escreveu: “Depois de completar meu grau continuei residindo na Faculdade e

recebi alunos privados. Pensei que seguiria na pesquisa original...”.
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Hopkins o aconselhou a empreender em Pesquisa Hidrodindmica e foi nesta area que
Stokes comegou a trabalhar. Além do conselho de Hopkins, também foi inspirado a entrar
nessa area de pesquisa pelo recente trabalho do Fisico e Matematico George Green. Stokes
teve documentos publicados sobre o movimento dos fluidos incompressiveis em 1842 e 1843.
Ele continuou estudando suas investigacdes quando observou a situacdo na qual levou em
conta a fric¢do interna dos fluidos em movimento. Apo6s deduzir suas equagdes de movimento
de fluidos, soube que nao teria sido o primeiro a obté-las. Poisson e Sao-Venant ja teriam
considerado o problema. A duplicagdo de resultados foi provocada pela falta de conhecimento
do trabalho de matematicos continentais em Cambridge, a época. Stokes, decidido que seus
resultados tiveram aspectos suficientemente diferentes para justificar a publicagdo, publicou
as teorias da friccao interna de fluidos em movimento, em 1845. O trabalho discutiu também
o equilibrio dos soélidos elésticos e usou um argumento de continuidade para justificar a
mesma equagdo de movimento para solidos elasticos e fluidos viscosos.

Entre 1845 ¢ 1850, Stokes trabalhou na Teoria dos Fluidos viscosos. Deduziu o
famoso Teorema de Stokes, uma equacdao que poderia ser aplicada ao movimento de uma
pequena esfera ao cair dentro de um meio viscoso para obter sua velocidade sob influéncia de
uma dada forga, tal como a forga gravitacional. Essa equagdo podia ser usada para explicar,
por exemplo, a maneira pela qual as nuvens flutuavam no ar.

Em 1849, Stokes foi nomeado professor de Matematica em Cambridge. Em 1851, foi
eleito a Royal Society, premiado com a medalha de Rumford em 1852 e designado secretario
em 1854. Mais tarde, aceitou ser nomeado professor de Fisica, precisando ganhar dinheiro
adicional. Realizou outros trabalhos no campo da Fisica: investigou a Teoria da Onda de Luz,
nomeou e explicou o fendmeno da fluorescéncia em 1852 e, em 1854, teorizou sobre as linhas
no espectro solar.

A partir de 1857, sua carreira tomou um rumo bastante diferente quando passou do
periodo de pesquisa tedrica e se envolveu com administragdo e trabalho experimental. Noivou
e se casou com Mary Susanna Robinson, filha do astronomo do Observatorio de Armagh,
Irlanda. Pode parecer que Stokes, com o matrimonio, estava procurando mudanga em sua
vida. Naquele momento, membros de Cambridge tinham de ser solteiros, mesmo assim, levou
adiante o matrimdnio. Stokes deveria deixar a Faculdade de Pembroke, porém uma mudanca
nas regras, em 1862, permitia que homens casados continuassem la. Continuou como
secretario da Royal Society até 1885 e foi eleito Presidente. Ocupou esse cargo até 1890.

Também foi Presidente do Victoria Institute de 1886 até sua morte, em 1903.
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Stokes recebeu a Copley Medal da Rotal Society de Londres em 1893 e foi o
honorario mais alto da Faculdade, onde serviu como Mestre entre 1902 e 1903. Ele
influenciou muito as novas geragdes. Assim como Green, também tiveram influéncia em seus
trabalhos pesquisadores franceses como Lagrange, Laplace, Fourier, Poisson e Cauchy. Essas
influéncias sdo percebidas nos seus estudos de Otica e hidrodindmica. Seus interesses se
estenderam além da Fisica e Matematica, pois tinha vasto conhecimento em Quimica e
Botanica.

Os documentos de Stokes foram publicados em cinco volumes. Os trés primeiros,
Stokes os editou em 1880, 1883 e 1891. Os ultimos dois foram editados por Joseph Larmar,

incluindo um trabalho completado em 1905.

Y902 [syosd

Figura 13 — George Gabriel Stokes
Fonte: Site Khan Academy

Agora serd enunciado e demonstrado o Teorema de Stokes, que ¢ uma generalizagao
do Teorema de Green. Enquanto o Teorema de Green ¢ abordado no plano R?, o Teorema de
Stokes é abordado no espago (R3).

Em linhas gerais, o Teorema de Stokes relaciona uma integral de linha de um campo
vetorial ao longo de uma curva fechada simples C € R3 com a integral sobre uma superficie
S, para a qual C ¢ fronteira.

A figura 14 mostra uma superficie orientada com vetor normal unitirio 7. A
orientagdo de S induz a orientacdo positiva da curva fronteira C, também denotada por
dS (bordo de S), mostrada na figura. Isso significa que, se vocé andar na dire¢do positiva ao

redor da curva C com sua cabega na dire¢do e sentido de M, a superficie estara a sua esquerda.
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Figura 14 — Superficie S orientada de vetor normal 71
Fonte: James Stewart (7¢ edigdo, Vol.2, 2016, pag. 1003)

4.2 Enunciado do Teorema de Stokes

Seja S uma superficie orientada, suave por partes, cuja fronteira ¢ formada por uma

curva C, também conhecida por ‘bordo’ de S e denotada por 4§, fechada, simples, suave por

partes, com orientagdo positiva. Seja F um campo vetorial cujas componentes tém derivadas

parciais primeiras continuas em uma regido aberta de R® que contém S. Entdo,

fﬁ-drzﬂrot?-ds (15)
C S

Como fcﬁ-df = fcﬁ-?dS e ffsrotﬁ-d§= ffsrotﬁ'-ﬁdS, o Teorema nos diz
que a integral de linha em torno da curva fronteira de S da componente tangencial de Fé igual

a integral de superficie sobre S da componente normal do rotacional de F.
A curva na fronteira da superficie S, orientada positivamente, ¢ denotada também por

dS, de modo que o Teorema de Stokes pode ser reescrito como

rotF-dS = [, F-d7 (16)
S as

Se considerarmos uma superficie plana S no plano xy, com orientacdo ascendente, o
vetor normal unitario ¢ k, a integral de superficie se transforma em uma integral dupla e o

Teorema de Stokes fica

JF-dr:Hrotf-d5=ﬂ(rotﬁ)-EdA (17)
C S
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Essa ¢ a forma vetorial do Teorema de Green, mostrando que ¢ um caso particular do

Teorema de Stokes.

4.3 Demonstracio de um caso especial do Teorema de Stokes

Admitamos que a equagao de uma superficie S ¢ z = g(x,y), com (x,y) € D, onde a
funcdo g tem derivadas parciais de segunda ordem continuas e que D seja uma regido plana
simples cuja curva de fronteira C; corresponde a C, fronteira ou bordo de S. Se a orientagdo
de S for ascendente (vetor normal 7 para cima), a orientagdo positiva de C corresponde a

orientagdo positiva de C; (ver figura 15).

Figura 15 — Superficie S de equacdo z = g(x,y)
Fonte: James Stewart (7° edigdo, Vol.2, 2016, pag. 1004)

Seja um campo vetorial F=Pi+ Qj + Rk com derivadas parciais de P,Q e R
continuas, atuando na superficie S.
Como S ¢ o grafico de uma fungdo, podemos utilizar a equagdo da integral de

superficie para fun¢des com x e y como parametros

fLﬁ-d§=fL(—P3—i—Qg—i+R)dA

substituindo F por rot F. Assim, o lado esquerdo da equacao (16) fica da seguinte forma:

frorF-as = 11, |(55-5.)- (5 -5 G =S [ (=52 -5 1)) 4.

ou ainda,
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Jlrot#-as =[G -5 (-5)+ G- 5= (-5)+ (G- Tl

de onde determinamos:

U F. dS—ﬂ[ OR 0z OQBZ 6P62+6R02 aQ OP] A
ro dyox " 9zox dz0y oxdy  ox

Reorganizando o integrando desta tltima integral, temos:

Jlroas = [ [-5-5)a (G- 5)5 + (G55

As derivadas parciais de P, Q e R sdo calculadas em (x,y, g(x,y)).
Se x =x(t),y =y(t), ez=2z(t),com a <t < b, sdo as equagdes paramétricas da

curva C, entdo a sua parametriza¢ao ¢ dado por:

(1) = (x(O) +y()] + 2(O)k) = (x(£), ¥(t), 2(t))

Agora, considerando a parametrizagdo do bordo da Superficie S, r(t), e com ajuda da
regra da cadeia, vamos calcular a integral de linha, que ¢ o lado direito da equacao (16):

[Eear=[[P.o.R) - (5,2,2)]at,

at’dt’dt
assim, segue que;

[ Far = [ [PZ+ Q2+ R(ZZ+22)|ar,

dx dt dy dt
logo,

e dr ozdx  pozdy
[Foar= [l (PZ+Q2+REZ+ Raydt)dt,

chegando na expressao:

[F-ar = ['[(P+RE)S+(Q+R ) 2 at,

de onde concluimos:

S 0z 0z
F-dr =f <P+R )dx+<Q+R )dy
fC c 0x dy

1

Aplicando o Teorema de Green nesta tltima integral, temos que:
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[[[2(e+rZ)-2(r+r2)ar

Nesta ultima integral, utilizando novamente a regra da cadeia, sendo que P, Q e R sdo

fungdes de x,y e z e z ¢ fungdo de x e y, obtemos:

R
az ax ox ay 0z 0x 0y + dxdy

9Q aQ az 0Rdz 0ROz Oz 0%z OP 0Pdz 0ROz OROzOz 0%z
- | f A + Rt |aa
dy 0zdy 0dyodx O0zdyodx Jdyodx

Simplificando os termos semelhantes de sinais opostos e reorganizando, encontramos a

equacao
6R GQ dz (0P OR 0Q OJP
ax \dz ox ay dx Ody

E assim, mostramos que fcﬁ ~dr = ffS rot F - dS.
5. APLICACAO DO TEOREMA DE STOKES

Exemplo 14: Calcule fcf-df‘, para F(x,y,z) = —y%i+xj+2z%k ¢ C ¢ a curva de

intersecgdo do plano y + z = 2 com o cilindro x? + y? = 1. Oriente a curva C no sentido
anti-horario quando observado de cima.

Solucao:
A curva C ¢ uma elipse e estd ilustrada na figura abaixo.

Figura 16 — Ilustragdo do exemplo 17
Fonte: Stewart (2016, p. 1005)

Poderiamos calcular a integral de linha diretamente, mas ¢ mais simples usar o
Teorema de Stokes. Inicialmente, calculamos o rotacional do campo F.
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i j k
N ad 0 -
rot F = I E 37 =1+2y)k
—y2 x g2

Existem muitas superficies com a fronteira em C, mas a melhor escolha ¢ a regido
eliptica S no plano y + z = 2, cuja fronteira ¢ C. Orientando a superficie S para cima, em
seguida, C tem orientagdo induzida positiva. A projecio D de S no plano xy é o disco x? +

y? < 1. Fazendo z = g(x,y) = 2 — y, temos que:

fF-drszrotF -dS=ff(1+2y)dA=
c s D

2w 1
=f f (1 + 2rsen6)rdrd6
o Jo
2 12 73 1
= —+ 2—sen9] dae
[ 2],

2T 1 2
= — 4 9)d9
L (2 3S€Tl

= 12 +0=
=52 =T.

Exemplo 15:
Calcule a integral de linha do campo vetorial F(x,y,z) = (e"2 +z,eY gus X, e?’ + y) ao

longo da curva r(t) = (cost,sent,3),com 0 <t < 2m.

Solucio:

A curva r(t) é representada abaixo:
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Figura 17 — Curva de r(t)
Fonte: o autor

Tendo em vista que a curva ¢ fechada, orientada positivamente e a fungdo vetorial nao

apresenta singularidades, vamos utilizar o Teorema de Stokes.

fﬁ'-drzjfrot_ﬁ-ﬁdS
5

as

A parametrizagdo da curva C é: a(r,0) = (rcos 6,rsen 6, 3).

Calculando as derivadas parciais em relacdo aos parametros, temos:

99 _ (cos6,5en 0,0y ¢ 27 = 8,7cos 6,0
ar—(cos ,sen 0, )669_( rsen 8,rcos 6,0)

O vetor normal a superficie delimitada pela curva r(t) ¢ dado por:

g k
N=|cos@ sen6 0|=1(00r1)
—rsen@ rcosf@ 0

O rotacional de F ¢ dado por:

0F, OF, OF, OF; dF, OF,

rOtF=(6y_az'62_6x'6x oy
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Assim, temos: rotF = 1-01-01-0=(1,1,1

2 1 2t 1 1 2r
jgﬁ-dr = ffrot?-ﬁdszf f(l,l,l)-(0,0,r)drdH =f frdrde =§f do = .
ds S 0 0 0 0 0
Exemplo 16:
Calcular a integral de linha do campo vetorial F(x,y,z) = (22 — y2, —2xy2,eVZ cos z) ao

longo da curva C parametrizada por o(t) = (cost,sent,8 — cos®’t —sent), com 0 <t <

2T.

Solucio: Temos que, pelo Teorema de Stokes,
fﬁ-drz ffrot?-ﬁdS
s S

A superficie S é dada por u(u, v) = (x,y,8 — x%2 — y), sendo que x = cost ey = sent.
Notemos que u(u, v) = C u(u,v)

N

Figura 18 — Circulo de raio 1
Fonte — o autor

Assim, x =rcos 0,y =rsen0,dS =rdrdfex®+y?> =1

. =d
Vamos calcular o rotacional do campo F':

- (an OF, OF, OF, OF, 0F1> 0025 — 027 42
rotF =Gy "oz 9z " oxox ay) = (07 022-0.-2y"+2y)
rot F = (0,2z,—2y* + 2y

Como z = 8 — x? — y, temos que

rot F = (0,16 — 2x2, —2y2 + 2y)



Vamos calcular 0 vetor normal a superficie:

0 0
22 = (1,0,-2x) e == (0,1,—1)
0x dy
_ o du_
Logo, N = x X 3y = (2x,1,1)

Calculando a integral, temos:

%ﬁ-dr=jfrot?-r_id5
5

N

as

%F-dr=£f(16—2(x2+y2)d5

N

ng dr = ff(0,16 —2x2,=2y% + 2y) - (2x,1,1)dS
s
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2w 1 2w 1 21 16 7'4
ng dr = f f (16 — 2r?)rdrdf = f f (16 — 2r3)drdf = f (=—r?——=)}do =
o Jo o Yo o 2 2

¢ F -dr = 15m.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, conseguimos apresentar de forma didatica como construir uma base
para a demonstragdo do Teorema de Stokes, bem como definigdes, proposi¢des € conceitos
necessarios para a demonstracdo do Teorema. Adicionalmente, foi possivel mostrar algumas
aplicacdes importantes do Teorema de Stokes e conhecer um pouco da vida e obra de um
grande génio da matematica.

Uma das dificuldades ao escrever o trabalho de conclusao de curso foi justamente a
escrita, uma vez que pude perceber que ¢ muito complexo o ato de produzir textos
matematicos com o rigor, clareza e precisdo, ndo deixando de salientar que também tive
dificuldade na digitagcdo do trabalho, pois minha compreensdo do programa Latex ¢ bastante
limitada e tive de recorrer ao aplicativo word para sua digitacao.

O trabalho possibilitou-me interagir com uma gama de conhecimentos relacionados ao
calculo nas suas varias versdes (diferencial, integral, vetorial, de uma variavel, de varias
variaveis, etc.) e também me possibilitou atingir uma maturidade quanto a compreensdo da
complexa linguagem encontrada nos livros didaticos de céalculo. Além disso, foi possivel
aprender mais sobre a utilidade de softwares como Geogebra, ampliando, desta forma, minhas
ferramentas para a criacdo de textos matematicos mais complexos. Por fim, a construcdo deste
trabalho de conclusdo de curso fez com que ampliasse meu campo de visdo e despertasse meu
interesse em continuar estudando tanto a matematica pura como a aplicada, além disso,
sempre tentando inovar e encontrar novos métodos e praticas de como ensinar tais contetidos

e facilitando o ensino-aprendizagem dos discentes.



43

REFERENCIAS

GONCALVES, Mirian Buss; FLEMMING, Diva Marilia. Calculo B: fungdes de varias
varidveis, integrais multiplas, integrais curvilineas e de superficie. 2. ed. Sdo Paulo: Pearson
Pretice Hall, 2007.

SWOKOWSKI, Earl W. Calculo com geometria analitica. 2. ed. Sdo Paulo: Makon Books,
1994.

STEWART, James. Céalculo. 7. ed. Sdo Paulo: Cengage, 2013.

PINTO, Diomara; MORGADO, Maria Candida Ferreira. Calculo diferencial e integral de
varias variaveis. 3. ed. Rio de Janeiro: Editora UFRJ, 2009.

LEITHOLD, Louis. O calculo com geometria analitica. 3. ed. Sdo Paulo: Harba, 1990.

VALLE, Marcos Eduardo. Teorema de Stokes. Aula 24 — MA211 — Calculo II. IMECC:
UNICAMP, 2022.

GUIDORIZZI, Hamilton Luiz. Um curso de cdlculo. Volume 3 / 5 ed. Rio de Janeiro: LTC,
2013.

THOMAS, George B. Cdlculo, volume 2 / traducao Carlos Scalici; revisdo técnica Claudio
HirofumeAsano. — 12. Ed. — Sao Paulo: Pearson Education do Brasil, 2012.



ANEXO A

Parametriza¢io de algumas curvas classicas
RETA

Considere uma reta r que passa pelo ponto Py(x1,y,,21) na direg¢do do vetor
v = (a,b,c).

Se P €r,entdo PP = tU,t € R. Assim,

P—Py=t-v=>P=Py+t v
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(18)

A equacdo (1) ¢ denominada de equagdo vetorial da reta. A reta no espaco pode ser

descrita por suas equacdes paramétricas. Vejamos que:
(x,y,z) = (x1,¥1,21) + t(a,b,c) = (x,y,2) = (x; + at,y; + bt,z; + ct)
Assim, temos que

x(t) = x, +at
r(t) =4y(t) =y, +bt,comt € R
z(t) = zy +ct

As equacgodes (19) sao denominadas de equacgdes paramétricas da reta 7.

A fungdo vetorial que representa a reta r € dada por 6(t) = (x(t), y(t), Z(t)), t eR.

(19)

Exemplo 17: Determinar as equagdes paramétricas da reta r que passa pelo ponto (2,—1,0) e

¢ paralela ao vetor v = (1, 3, —4). Descreva a funcao vetorial que a representa.

Solucio:

As equagdes paramétricas da reta sao dadas por:

x(t) =2+t
r(t) =<5y(t)=—-1+3t, teR.
z(t) = —4t

A sua fung¢do vetorial é dada por o(t) = ((2 +t,—1 + 3t,—4t)), t € R.



CIRCUNFERENCIA
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Segundo a definicdo analitica de circunferéncia, trata-se de lugar geométrico dos

pontos P(x,y), cuja distdncia a um ponto fixo, chamado centro C(a, b) ¢ constante e de valor

r, chamado raio. Representamos por: {P €ER?| 0P = r}‘

Seja uma circunferéncia C de raio a, com centro na origem e um ponto P(x,y) sobre a

circunferéncia, conforme a figura 19.

Pela definicdo, a equacdo de C ¢ dada por:
(x—a)?+ (x—b)? =12

Dividindo-se esta equagdo por 12, considerando a = b = 0, temos:

(ﬂ)z + (m)z _1
r T
Conhecemos da trigonométrica a identidade

(sent)? + (cost)> =1, t € R,

denominada de relagdo fundamental da trigonometria.

Comparando as equacoes (21) e (22), temos:

xX—a xX—b
— =Cc0oSst e — =sent
r r

Organizando, obtemos:

c: {x(t) =a+rcost cR

y(t) =b+rsent’

As equagdes dadas em (24) sdo as equagdes paramétricas da circunferéncia C e a

A fungio vetorial é dada por (t) = (a + rcost,b + rsent).

(20)

21)

(22)

(23)

(24)
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Figura 19 — Representagdo da circunferéncia Cde raio a e centro na origem.
Fonte: o autor

ELIPSE

Sejam dois pontos fixos F e F' (focos), cuja distincia entre eles ¢ 2c > 0. Definimos
elipse como o lugar geométrico dos pontos P(x,y)€ R?, cuja soma das distAncias dos
pontos P aos focos é sempre constante e igual a 2a > 0, sendo 2a o eixo maior.
Representamos por: {P € R? | FP + F'P = 2a}.

A equagdo reduzida da elipse de centro no ponto Py(xg,y,), eixo maior medindo 2a e
paralelo ao eixo dos x e eixo menor paralelo ao eixo dos y medindo 2b, ilustrada na figura
20, ¢ dada por:

(x — x0)? n (v = ¥0)? _

e % =1 (25)
Considerando a identidade trigonométrica, temos:
(cosB)? + (senh)? =1, 6 € R (26)

Comparando as equagdes (25) e (26), ficamos com:

x_xo

X = xg +acos 0

= cosf
= {y=y0+bsin9’

a
Y=y, com 8 € R. (27)
b

As equacdes acima sdo as equagdes paramétricas da elipse e a fungdo vetorial ¢ dada

=senf

por:
6(0) = (x(0),y(6) = (x, +acos8,y, + bsinb)
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A(a,0)

|B'(0.-b)

Figura 20 — elipse de centro na origem e eixo maior paralelo ao eixo x
Fonte: O autor

Integral de Linha

Definicao 23

Representando a curva C por 7(t) = x(t)T + y(t)] + z(Dk, t € [a, b], onde t é um
parametro qualquer. Para calcularmos a integral de linha do campo f(x,y,z) ao longo da

curva C ¢ definida por

[ rey.aas = [ ra@yo. 2017 @l 28)
c to

Definicao 24 (Trabalho sobre uma curva suave)

O trabalho realizado por uma forga F= Mi+ Nj + Pk, sendo M,N e P fungdes

continuas sobre uma curva suave 7(t) det = a at = b, denotado por W ¢ definido por

t=b
W = F.Tds (29)

t=a
A forca F(x) ¢ a forga continua magnética e T € o versor tangente a curva.

Defini¢cao 25 (Integral Curvilinea)
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Seja C uma curva suave dada por 7(t), t € [a, b]. Seja f = f(x, Y,Z) um campo
vetorial definido e limitado em C. A integral curvilinea de f , ao longo de C, denotada por

fcf- d7, é definida por

b
f f-d?zf f(F@®) 7' (t)dt (30)
C a

Sempre que a integral a direita existir.

Exemplo 18: A forga variavel f = (3x — 4y)T+ (4x + 2y)j move uma particula ao longo da

xy==4§:; 1 no intervalo 0 <t < 2,de (1,0) a (9,12).

Calcule o trabalho realizado se as distancias sao medidas em m e a forca em Newtons.

curva C: {

Solucio:

O trabalho ¢ dado pela integral de linha [ c f-d7, onde # = xT + yJ.

Sendo d* = dxT + dyJ, temos que:

jf dr = f(3x — 4y)dx + (4x + 2y)dy
C c

Substituindo x = 4t + 1, dx = 4,y = 3t? e dy = 6t, temos

2

ff- d7 = f [3(4t + 1) — 4(3t2)] 4dt + [4(4t + 1) + 2(3t2)](6tdt)
0

C

2
= f (36t3 + 48t2 + 72t + 12)dt = (9t* + 16t3 + 36t% + 12t)|3 = 440]oules
0

Seguem algumas propriedades da integral curvilinea:
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ANEXO B

O TEOREMA DE GREEN

O Teorema de Green fornece a relagdo entre uma integral de linha ao redor de uma
curva fechada simples C e uma integral dupla sobre a regido do plano D delimitada por C
(figura 21). Assumimos que D € constituida por todos os pontos dentro de € bem como todos

os pontos de C.

0 x

Figura 21 — Regido do Plano delimitada pela curva C fechada simples
Fonte: James Stewart (7¢ edigdo, Volume II, pag. 971)

Enunciado do Teorema de Green

Seja C uma curva plana simples, fechada, continua por partes, orientada
positivamente, e seja D a regido delimitada por C. Se P e Q tém derivadas parciais de primeira

ordem continuas sobre uma regido aberta que contenha D, entdo

dex+Qdy ﬂ O_Q_G_P (31)

d0x

A notagao _cﬁc Pdx + Qdy ¢ algumas vezes usada para indicar que a integral de linha é

calculada usando a orientagdo positiva da curva fechada C. Outra notacdo para a curva na
fronteira de D, positivamente orientada ¢ dD, dai a equacdo do Teorema pode ser escrita

como

ff a—Q—a—P dA = LDde+Qdy (32)



50

DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE GREEN:

O Teorema de Green estard demonstrado se mostrarmos as duas igualdades:

oP

Pdx = — || —da (33)
Jrae== ]I
e

[.Qdy = [f,22dA (34)

Vamos demonstrar a equacao (33) exprimindo D como uma regido como a que esta

mostrada na figura 22), com

D={&xyla<x<b g:(x) Sy < g,(x)}

y=g,(x)

-

0 a b

Figura 22 — Regido D do tipo I?
Fonte: James Stewart (7 edi¢do, Volume II, pag. 972)

onde g e g, sdo fungdes continuas. Isso nos permite calcular a integral dupla do lado direito

da equacdo (33) como segue:

fng—idA = : ;:(:?Z—i(x, y)dydx = f;[P(x, g2(x)) = P(x, g1(x))]dx (35)

onde o ultimo passo segue do Teorema Fundamental do Célculo.

3 Uma regido plana D é do tipo | se for a regido entre o grafico de duas fun¢des continuas de x, ou seja, D =
{(x,y)/a <x<b,g,(x) <y < g,(x)}, com g, e g, continuas em [a, b].
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Vamos agora calcular o lado esquerdo da equacdo (03), tomando C como a unido das
curvas Cy,C,, C; e Cy, mostradas na figura 22. Sobre C;, tomamos x como pardmetro e

escrevemos as equagdes paramétricas como x = x, y = g;(x), a < x < b. Logo,

fP(x,y)dy = fP(x,gl(x))dx

C1

Como C; esta orientada da direita para a esquerda, —C3 esta orientada da esquerda para a
direita e podemos escrever as equagdes paramétricas de —C5 como x = x,y = g,(x), a <

x < b. Assim,

b

fP(x,y)dx =— fP(x,y)dx = —fP(x,gZ(x))dx

C3 —C3 a

Sobre C, ou C,, x é constante, portanto, dx = 0 e

jP(x,y)dx = fP(x,y)dx =0

C, Ca

Assim,

J PG, y)dx = fCIP(x,y)dx + fcz P(x,y)dx + fCSP(x,y)dx + fC4P(x,y)dx,
ou ainda,

JoPCoy)dx = [ P(x, g (¥)dx — [, P(x, g, (x)dx (36)

Comparando a expressao (33) com a equagao (36), concluimos que:

!P(x,y)dx = —gg—idA

O que demonstra a equagao (33).
De modo anélogo, a equagdo dada em (34) ¢ demonstrada de forma semelhante. Entdo,

somando-se as equagdes dadas em (33) e (44), obtemos:
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Jde+JQdy— ﬂ—dA + Uz—gdfl (07)

Aplicando a linearidade para as integrais, obtemos:

opP

fpdx+ Qdy = f (——@ dA (38)
c

que a conclusdao do Teorema de Green.

Exemplo 19: Calcule [ c x*dx + xydy, onde C ¢ a curva triangular constituida pelos

segmentos de reta de (0,0) a (1,0), de (1,0) a (0,1) ede (0,1) a (0,0), como mostra a
figura 23.

Solugido: Apesar desta integral poder ser calculada pelo método da integral de linha,
envolveria o calculo de trés integrais, sobre os trés lados do triangulo. Em vez disso, vamos
usar o Teorema de Green. Observe que a regido D englobada por C ¢ simples e que C tem

orientagao positiva.

YA

0, 1) y=1—x

=Y

0,0) (1,0)

Figura 23 — Ilustragdo do exemplo 19

Fonte: James Stewart (7¢ edi¢ao, Vol. 2, 2016, pag. 972)

Tomando P(x,y) = x* e Q(x,y) = xy, entio teremos



|

C

1
0Q 0P o 177
x4dx+xydy=.]-f <£—a—y>dA=f j (y—O)dydx=f[§y2]0 dx =
D 0 -0 0

1 1 . 1
- — — x)? = —— —x)3 ==
_Zj(l x)?*dx 6(1 x)3, c
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