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Resumo

A Geometria Analitica é uma disciplina que discute contetidos da Matemética que sao
muito relevantes para o Ensino Médio, tratando-se tanto aplicagoes quanto de algebrismo,
isto é, a parte pratica e tedrica, tornando sua exclusao do Ensino Médio uma perda para
os estudantes. Este trabalho tem por finalidade, a partir de uma pesquisa bibliografica,
discutir a importancia da Geometria Analitica no Ensino Médio, com foco em conicas,
apresentando parte do seu desenvolvimento histérico, grandes representantes da matema-
tica, uma breve discussao didatica, aplicacoes e demonstragoes de algumas das proprieda-
des. O trabalho foi escrito de forma a ser compreensivel e que possibilitasse ser discutido
no Ensino Médio. Ha diversas figuras e manipulagoes algébricas, junto as definigoes e
demonstragoes, que podem ser apresentadas no Ensino Médio sem precisar de muitas
adequagoes. Com este trabalho, é esperado que haja um maior destaque para a disciplina
de Geometria Analitica, destacando sua importancia para o Ensino Médio, além disso,
também é uma possivel forma de discussao do professor com os proprios educandos ou
mesmo um material de apoio para professores.

Palavras-Chave: Geometria Analitica; Ensino Médio; Conicas; Aplicagoes.



Abstract

Analytical Geometry is a discipline that discusses mathematics contents that are very
relevant to High School, dealing with both applications and algebraism, that is, the prac-
tical and theoretical part, making its exclusion from High School a loss for the students.
students. This work aims, from a bibliographical research, to discuss the importance of
Analytical Geometry in High School, focusing on conics, mentioning its historical deve-
lopment, great representatives of mathematics, a brief didactic discussion, applications
and demonstrations of some of the properties . The work was written in a way that was
understandable and that it could be discussed in high school. There are several figures and
algebraic manipulations, along with definitions and demonstrations, that can be presented
in high school without needing many adjustments. With this work, it is expected that
there will be a greater emphasis on the discipline of Analytical Geometry, highlighting its
importance for High School. In addition, it is configured as a possible way of discussing
the teacher with the students themselves or even a support material for teachers.

KeyWords: Analytical Geometry; High School; Conics; Applications.
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1 INTRODUCAO

O Ensino Médio esté sofrendo um processo muito forte de mudancas. A proposta
do Novo Ensino Médid| (NEM) est4 entrando em vigor e, segundo Brasil| (2021)), tem como
objetivo adaptar o Ensino Médio as atuais transformacoes dos jovens do ponto de vista
social e emocional. Os livros de matematica adotados no Ensino Médio também sofreram
algumas mudangas, alguns deles nao discutem (ou discutem de forma superficial) uma
parte muito significante da matemética, a Geometria Analitica.

O Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD), que é responsavel por disponibi-
lizar obras didéticas, pedagogicas e literarias, entre outras obras com cunho educacional,
em 2021 disponibilizou para a sele¢ao das escolas de Ensino Médio (entre outras), as cole-
¢oes de livros didaticos: Multiversos Matemaética, Prisma Matematica (Ambas da editora
FTD), Conexoes — Matematica e suas Tecnologias (Editora Moderna) e Matematica em
Contexto (Editora Atica), todas disponiveis nos sites de suas editoras.

Ao realizar uma anélise referente aos contetidos, foi notado que nenhumas das
colegoes aqui mencionadas contemplavam alguns contetdos ligados diretamente a Geo-
metria Analitica como, por exemplo, as conicas. A colecao Conexoes — Matemética e suas
Tecnologias, das quatro cole¢oes citadas, é a inica na qual é possivel encontrar contetdo
diretamente ligado & Geometria Analitica onde é discutido Reta e Circunferéncia, além
de Transformagoes Geométricas, dando destaque para o conteido de Isometrias.

Pensando na relevancia de tal disciplina, este trabalho tem como objetivo principal
destacar a importancia do estudo da Geometria Analitica no Ensino Médio. Para isso,
realizamos uma pesquisa do tipo bibliogréfica, onde foi destacado o contexto histérico de
seu surgimento, a base matematica de algumas propriedades, apresentadas com defini¢oes
e demonstragoes, além de algumas das aplicagoes. O contetudo deste trabalho foi escrito
com o intuito de possibilitar, sempre que possivel, um entendimento integral, por parte
dos alunos do Ensino Médio, tornando possivel discussoes sobre o tema, renovando o
interesse por essa disciplina que é tao importante e com tantas aplicagoes no dia a dia,
dando destaque as aplicagoes fisicas (praticas) e matemaéticas (teoricas).

Quanto ao que foi apresentado no trabalho, o Capitulo [2| trata de definir o tipo
de pesquisa bem como ela foi feita, fazendo uma breve menc¢ao de algumas das principais

obras estudadas, classificando-as de acordo com os capitulos que foram mencionadas. Em

'De acordo com a Lei n® 13.415, de 2017 o Ensino Médio sofrera mudancas. Com relacio a carga
horaria, ser4 ampliada gradativamente até 2022, para no minimo, mil horas anuais e seu curriculo sera
composto pela Base Nacional Comum Curricular e pelos Itinerarios Formativos, que podem ser orga-
nizados baseados em componentes curriculares distintos (linguagens e suas tecnologias, matemaética e
suas tecnologias, ciéncias da natureza e suas tecnologias e ciéncias humanas e sociais aplicadas), além de
formacao técnica e profissional, de acordo com as necessidades locais.



Capitulo 1. INTRODUCAO 14

seguida, o Capitulo [3] apresenta o surgimento da Geometria Analitica em um contexto
historico, dando destaque para os principais matemaéaticos que a desenvolveram: René
Descartes (1596-1650) e Pierre de Fermat (1601-1665). No mesmo capitulo, é tradada a
importancia da Geometria Analitica fazendo uma breve mencao a algumas das aplicagoes
que serao apresentadas no Capitulo 5[ e uma discussao do ponto de vista didatico.

O Capitulo @] foi destinado a discutir a fundamentagao teorica da Geometria Anali-
tica, tratando-a inicialmente pela definicao de ponto e reta, seguido da definicao de plano
cartesiano, equagoes algébricas de reta, circunferéncia, esfera e por fim, as conicas. No
Capitulo [5] ¢ mencionado algumas das aplicagoes de Conicas.

Durante todo o trabalho, como um suporte extra e facilitador do desenvolvimento
apresentado, ha representacoes gréaficas das defini¢oes, aplicagoes e demonstracoes, com

o objetivo de torna-las mais compreensiveis para o leitor.
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2 METODOLOGIA

Este trabalho, segundo [Prodanov]| (2013)), pode ser classificado como uma pesquisa
bésica, pois objetiva, a partir de pesquisas fundamentadas, trazer discussoes e informacoes
que podem ser utilizadas para futuras pesquisas e estudos, além da possivel aplicacao dos
temas abordados para a didatica em sala de aula, visando discutir novos, ou trabalhar
de forma alternativa, antigos saberes relacionados com o tema central. Com relagao aos
objetivos, a pesquisa é descritiva, pois é baseada em assuntos tedricos e busca estabelecer
relagdo entre a importancia do ensino da Geometria Analitica e a forma como ela é
abordada atualmente. Para|Gil (2002, p. 42), “as pesquisas descritivas tém como objetivo
primordial a descricao das caracteristicas de determinada populagao ou fenémeno ou,
entao, o estabelecimento de relagoes entre varidveis.”

O procedimento utilizado foi a pesquisa bibliogréafica, uma vez que foi embasado
principalmente em livros, artigos cientificos e trabalhos de conclusao de curso, visando
defender a argumentagcao apresentada. Segundo Severino| (2017, p. 145):

A pesquisa bibliografica é aquela que se realiza a partir
do registro disponivel, decorrente de pesquisas anteriores,
em documentos impressos, como livros, artigos, teses etc.
Utiliza-se de dados ou de categorias teéricas ja trabalha-
dos por outros pesquisadores e devidamente registrados. Os
textos tornam-se fontes dos temas a serem pesquisados. O
pesquisador trabalha a partir das contribuig¢oes dos autores
dos estudos analiticos constantes dos textos.
A partir do método hipotético-dedutivo, foi realizada uma analise, antes do NEM entrar
em vigor, objetivando ressaltar algumas lacunas na educacao bésica referente ao ensino da
Geometria Analitica. Reafirmando, assim, a importancia do estudo da disciplina. Nesse
sentido, a pesquisa foi, em parte, baseada em livros didaticos do ensino médio, onde houve
mencoes destes no decorrer do trabalho, com a finalidade de discutir pontos relevantes
como as aplicacoes na matemética e na fisica, além de mencionar a relevancia da disciplina
no Ensino Médio do ponto de vista didatico.

Os capitulos que foram voltados para a pesquisa a partir do método hipotético-
dedutivo foram os capitulos 3, [4] e fl No capitulo Capitulo [3, que envolve o surgimento
e a importancia da Geometria Analitica, foi realizada uma pesquisa objetivando o le-
vantamento historico dos principais acontecimentos iniciais que envolveram a disciplina.
Fundamentado majoritariamente em trés livros que fazem mencoes relevantes sobre o ini-
cio da Geometria Analitica. Vale destacar, o volume 7 da cole¢ao de livros Fundamentos
da Matemaética Elementar agornaziada pelo Gelson lezzi, que apesar de ser um livro vol-

tado para a teoria matematica do contetido da propria disciplina, tem trechos histoéricos
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muito relevantes em cada um dos capitulos, e o livro Historia da Matemaética - Uma vi-
sao critica, desfazendo mitos e lendas, de Tatiana Roque, onde hd mencao de muitos dos
matematicos que tiveram contribuigoes relevantes para a area.

O Capitulo [4 sendo a fundamentagao teorica, foi fortemente embasado em livros
didéaticos de matematica do Ensino Médio e Superior, como, por exemplo, os livros de Luiz
Roberto Dante (Matematica: contexto & aplicagdes: ensino médio) e o livro de Céalculo
de James Stewart, além de livros voltados para a formagao de professores de matematica,
como é o caso do livro Numeros e Fungoes Reais do Elon Lages Lima, da colegao do
Mestrado Profissional em Mateméatica (PROFMAT).

No Capitulo 5, foram apresentadas algumas das aplicagdes das se¢des conicas que
foram baseadas em aplicacoes mencionados em trabalhos diversos, tanto em livros do
Ensino Médio, quanto em livros diversos ou artigos voltados diretamente para a aplicacao,
como o caso do livro Understanding GPS: principles and applications, dos autores Elliott
Kapla e Christopher Hegarty, que traz uma aplicagao bem didatica e muito importante
da Geometria Analitica. O livro #Contato Matematica - 32 ano, destaca aplicacoes
das conicas em seus capitulos trazendo-as de forma didética e com figuras muito bem
elaboradas. Ja o artigo intitulado Propriedade Reflexiva do Bilhar Eliptico, dos autores
Natham Candido de Oliveira, Judcely Nytyeska de Macedo Oliveira Silva e Laedson Luan
dos Santos Silva, tem foco em uma plicacao que pode ser aplicada em sala de aula e os
resultados desse artigo sao muito interessantes para o tema abordado neste trabalho.

O presente trabalho tem como esséncia uma natureza qualitativa. Pois, de acordo
com |Gil| (2002), a andlise qualitativa por ser menos formal e tem carater, embora em-
basado, mais interpretativo, onde sao evidenciados os valores qualitativos das pesquisas
realizadas. Busca-se destacar a importancia do estudo da Geometria Analitica, com foco
em secoes conicas, abordando o contexto historico e a base matematica, com énfase em de-
finicoes, propriedades e algumas de suas aplicagoes refor¢cando a sua relevancia no cenério

atual.
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3 SURGIMENTO E IMPORTANCIA DA GE-
OMETRIA ANALITICA

Neste capitulo, destacaremos o inicio da Geometria Analitica, os principais ma-
tematicos e estudos que foram imprescindiveis para a forma como vemos a disciplina
atualmente. Também sera destacado a importancia de seu estudo, mencionando algumas
aplicagoes na fisica, no cotidiano e na propria matematica, além de discutir a relevancia

da Geometria Analitica do ponto de vista didatico.

3.1 UM POUCO DE HISTORIA

Os estudos inciais sobre a Geometria Analitica, segundo Filho e Cruz| (2020),
surgiram por volta do século XVII, com o famoso filésofo e matemético René Descartes e
Pierre de Fermat, que foi considerado por muito como o maior matemaético de sua época.

Descartes, foi muito reconhecido por seus estudos em filosofia (a ele é atribuida a
tao conhecida frase “Penso, logo existo”), pois boa parte de sua vida foi dedicada a tais
estudos. Durante o periodo conhecido como Renascimento, Descartes comecou a criticar
os antigos ensinamentos sobre a filosofia de Platao (428 a.C — 347 a.C) e Aristoteles
(384 a.C. — 322 a.C), por acreditar que tais ensinamentos eram antiquados e ja nao se
aplicavam aquela época. Publicou alguns de seus trabalhos na época, um deles intitulado
de Le monde (O Mundo), escrito entre 1629 e 1633. Que apresenta

Uma descrigao fisica em que o Universo nao passa de ma-
téria em movimento continuo e os fenémenos naturais sao
explicaveis pela sua mobilidade. Nessa obra, desenvolveu a
chamada Teoria dos Vortices, que explica 0 movimento dos
planetas em torno do Sol e expunha sua interpretagao sobre
a Biologia, a Fisica e a Cosmologia. (FILHO; CRUZ; [2020),
p. 34).

Segundo Roque| (2015), Descartes acreditava que existiam dois tipos de ideias: a
escura e confusa e a clara e distinta. A segunda s6 poderia ser alcancada através da ma-
tematica, da medicao, da atribuicao de significado a partir de valores quantitativos onde
sentidos e percepgoes seriam descartados em prol do método algébrico da matemaética.
Assim os saberes antigos da filosofia natural, que eram baseados principalmente em ob-
servagoes e suposigcoes, nao teriam mais significado para Descartes, pois geravam duvidas
em seus resultados, era necessario ter a certeza e Descartes acreditava que essa certeza
seria alcangada através da algebra que trabalha com o quantitativo, com a exatidao.

Apos escrever Le monde, Descartes escreveu um trabalho intitulado La Géométrie

(A Geometria), que, embora tenha uma leitura dificil (o que é bem contraditorio, ja
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que o autor, dessa maneira, estaria escrevendo uma obra escura e confusa) foi a base
para a Geometria Analitica que temos atualmente, acredita-se que a falta de didética era
simplesmente por Descartes nao ter a intencao de criar um novo ramo da matematica
ou até mesmo deixar o leitor com o prazer da descoberta a partir de reflexoes dos vagos
enunciados e proposigoes.

O trabalho La Géométrie nao mencionava sistema de coordenadas como conhe-
cemos hoje, nao s6 este, mas nenhum trabalho de Descartes mencionava coordenadas
cartesianas. Argumentos, demonstragoes e construgoes geométricas eram baseados em
equagoes algébricas, lidando principalmente com varidveis e incognitas. O que foi feito
nesse trabalho foi uma ponte entre a Algebra e a Geometria.

Uma ideia fortemente utilizada na Geometria Plana e Analitica e naturalmente

utilizada por (Descartes e Fermat) é a de Lugar Geométrico.

Lugar geométrico é um conjunto de pontos caracterizado
por uma propriedade. Como todo conjunto definido por uma
propriedade de seus elementos, uma figura é um lugar geo-
métrico se:

a) todos os seus pontos tém essa propriedade (todo
elemento do conjunto satisfaz a propriedade);

b) s6 os seus pontos tém essa propriedade (todo
elemento que tem a propriedade pertence ao conjunto).
(DOLCE; POMPEOQ, 2013} p. 10).

Descartes e Fermat, segundo Roque| (2015)), estudaram e obtiveram resultados se-
melhantes quase que simultaneamente durante os anos de 1636 e 1637, embora tenham
trabalhado de forma independente. Os trabalhos de Fermat e Decartes intitulados, Intro-
dugao aos Lugares Geométricos e A Geometria, respectivamente, relacionavam expressoes
algébricas (equagoes indeterminadas em duas variaveis) a figuras geométricas planas. Al-
gumas dessas equacgoes foram estudadas anteriormente pelo matematico conhecido como
Diofant(ﬂ que desenvolveu estudos sobre equacoes de duas variaveis, cuja as solucoes eram
valores inteiros, tanto Descartes quanto Fermat relacionavam as solugoes das equagoes a
problemas de lugares geométricos. O exemplo a seguir, descreve como Fermat associava

a ideia de lugar geométrico a equacoes.

INido se sabe exatamente quando Diofanto nasceu e morreu, estima-se que nasceu entre 201 e 214 e
faleceu entre 284 e 298.
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Figura 3.1: Correlagao entre a reta no plano e equagao, segundo Fermat

Fonte: imagem do autor

Sejam os pontos T, M e N como na Figura . Ou seja, tem-se Z, B € W/[ e
I e W, tais que NZ = a, ZI = e (valores que nao sao pré-fixado), NB=be BT =d
(valores pré-fixados). Se d X a = b X e, o ponto I, descreve a reta W Para chegar a
essa conclusao, basta observar que d X a = b X e implica b: d = a : e, como a razao b : d
é conhecida (envolve quantidades conhecidas), a razao a : e (com valores desconhecidos)
também sera determinada, assim os tridngulo ANZI e AN BT sao semelhantes por terem
dois pares de lados proporcionais e uma angulo em comum, logo ]W , variando o ponto I,
descreve a reta W . E possivel observar que Fermat, nesse exemplo, utiliza apenas um
eixo coordenado W e a propria reta m . Além disso, as solugoes da equagao dxa = bxe

sao as coordenadas NZ e Z1.

O legado de Fermat é composto por contribui¢oes inestima-
veis nas mais diversas areas da matematica: calculo geomé-
trico e infitesimal; teoria dos ntimeros (ramo da matematica
que estuda as propriedades dos nameros); e, juntamente com
Blaise Pascal (1623-1662), foi um dos fundadores da Teoria
da Probabilidade. Fermat obtinha, com seus calculos, as
areas de segoes de parabolas e hipérboles, determinava o cen-
tro de massa de varios corpos, etc. O proprio Isaac Newton
(1643-1727) disse em uma nota que seu célculo, antes tido
como uma invengao independente, fora baseado no método
de monsieur Fermat para estabelecer tangentes. (SANTOS;
FERREIRA| [2009, p. xviii).

Apesar de Descartes ser considerado o pai da Geometria Analitica, suas motiva-
¢oOes para tais estudos foram a partir de contextos filosoficos. Por sua vez, Fermat teve
fundamental importancia nesses mesmos estudos. A motivacao de Fermat foi majorita-
riamente por puro e simples apreciacao e curiosidade pela matemaética, pois era formado

em direito e trabalhou como advogado e posteriormente como conselheiro.
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Fermat durante séculos causou inquietacao a varios mateméticos em muitos lugares
do mundo com o que ficou conhecido como Ultimo Teorema de Fermat, que foi um teorema
motivado pelos estudos dos escritos de Diofanto. Apds o enunciado de tal teorema, Fermat
escreveu: “Eu tenho uma demonstragao realmente maravilhosa para esta proposi¢ao, mas
esta margem (de folha de papel) é muito estreita para conté-la”. O teorema dizia o

seguinte: “Nao hé solugoes inteiras nao-nulas para z,y e z que atendam, n inteiro e maior

n "

que 2 para a equacao: z" + y™ = z".” A demonstracao definitiva para esse teorema foi

publicada somente no ano de 1995, pelo mateméatico britanico Andrew Wiles.

3.2 A IMPORTANCIA DA GEOMETRIA ANALITICA

A Geometria Analitica tem sua importancia evidenciada por suas diversas apli-
cacoes, na propria matematica, para o desenvolvimento de determinadas areas, como o
Calculo Diferencial e Integral desenvolvido principalmente pelo mateméatico alemao Gott-
fried Leibniz (1646-1716) e pelo matematico inglés Isaac Newton (1642-1727). Na Fisica,
a representacao algébrica de curvas, sejam retas, parabolas, circunferéncias, elipse ou
hipérboles, por exemplo, sao utilizadas para descrever a trajetéria de projéteis, corpos
celestes, a variagao de alguma grandeza em funcao de outra, além de proporcionar pre-
visoes através de modelos matematicos, ou seja, equagoes algébricas que, com auxilio da
Geometria Analitica, podem ser representados graficamente tornando a informagcao mais

compreensivel. De acordo com Stewart| (2022, p.22):

Um modelo matematico é a descrigdo matematica (frequen-
temente por meio de uma fun¢do ou de uma equagio) de
um fenémeno do mundo real, como o tamanho de uma po-
pulagao, a demanda por um produto, a velocidade de um
objeto caindo, a concentragao de um produto em uma rea-
¢ao quimica, a expectativa de vida de uma pessoa ao nascer
ou o custo da redugao de poluentes. O propdsito desses mo-
delos é entender o fendmeno e talvez fazer previsoes sobre
seu comportamento futuro (...) Usamos nosso conhecimento
da situacao fisica e nossos recursos mateméticos para obter
equagoes que relacionem as variaveis. Em situagoes em que
nao existe uma lei fisica para nos guiar, pode ser necessario
coletar dados (de uma biblioteca, da Internet ou conduzindo
nossas proprias experiéncias) e examiné-los na forma de uma
tabela, a fim de perceber os padroes. Dessa representagao
numérica de uma fungao podemos obter sua representagao
grafica marcando os dados. Esse grafico pode até sugerir a

formula algébrica apropriada, em alguns casos.

Atualmente, a Geometria Analitica esta presente no dia a dia de forma discreta, o sistema

de GPS (Global Positioning System - Sistema de Posicionamento Global), por exemplo,
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¢ uma das aplicagoes mais fortes e mais interessantes que temos desse ramo da matema-
tica, utiliza o conceito geométrico e algébrico de esferas para determinar com precisao
a localizacao de objetos ou individuos, desde que haja um receptor no campo visivel de
pelo menos trés satélites GPS. Podemos destacar também as aplicagoes em torno das
propriedades reflexivas das superficies conicas como a parabola, presente nos faréis de
veiculos, nas antenas de recepcao e transmissao e nos satélites em orbitas, a elipse que
descrevem a trajetoria de corpos celestes. Segundo |[Newton (1729), os planetas se movem
de acordo com a trajetoria de elipses, todas com o sol como um dos focos. As hipérboles
sao fortemente empregadas na confeccao de telescopios com espelhos e lentes hiperbodlicas,
além de ser aplicadas em sistemas de localizacao em alto-mar, de modo similar ao GPS.
Algumas das aplicagoes das conicas serao descritas com mais detalhes no Capitulo 5.

Pensando no viés didatico, a Geometria Analitica tem forte papel no desenvol-
vimento do educando, algumas das habilidades do Ensino Médio que constam na Base
Nacional Comum Curricular (BNCC) vinculadas ao estudo da disciplina estao direta-
mente ligadas, segundo BRASIL| (2018]), a resolu¢ao de problemas em diversos contextos
através da representacao diversificada de problemas praticos utilizando a matematica.
Especificamente, na Geometria Analitica, pode-se mencionar a representacao algébrica e
a representacao grafica de uma situagao-problema que envolve a interpretagao, ou mesmo
a adaptacgao para um modelo matematico, escolhendo a melhor forma de representa-lo de
acordo com a situacao, visando facilitar sua analise, compreensao e resolucgao.

E importante destacar que na Geometria Analitica ha uma variedade de contetidos
da matematica que sao abordados, isto é, pode-se exercitar, revisar e aprofundar, outros
topicos. Justamente por isso o educando amplia suas ferramentas na resolugao e elabora-
cao de problemas, sejam eles praticos, do cotidiano, ou puramente matematicos, segundo
Santos| (2008, p.11):

A Geometria Analitica alcanga outros objetivos da Ma-
tematica no Ensino Médio para geragao de aprendizado sig-
nificativo como: compreensao de conceitos, procedimentos e
estratégias matematicas e aplicagao de conhecimentos mate-
maticos a situagoes diversas, utilizando-os na interpretagao
da ciéncia, na atividade tecnolégica e nas atividades con-
temporaneas. Este ultimo objetivo aliado & habilidade de
interpretar ou aplicar modelos analiticos, envolvendo equa-
coes algébricas, inequagoes ou sistemas lineares, favorece a
compreensao de fendmenos naturais ou processos de produ-

Gao tecnologica.
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4 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste Capitulo apresentaremos as defini¢coes e propriedades bésicas referentes &
Geometria Analitica, bem como demonstragoes que darao significado aos resultados do
Capitulo [5], que esta destinado a apresentar diversas aplicagoes.

Agora apresentaremos uma descricao do sistema de eixos cartesianos, seguido de
defini¢oes e demonstracoes que envolvem pontos, retas e as conicas: circunferéncia, elipse,
hipérbole e parabola. Toda esta secao serd baseada nas afirmagoes dos livros Geometria
Analitica de Santos e Ferreiral (2009), Dialogo Matematica e suas tecnologias de Moderna,
(2020) e Matematica Contexto e Aplicagoes de [Dante| (2016).

4.1 PLANO CARTESIANO

Como foi discutido anteriormente, a Geometria Analitica é a ponte entre a Geo-
metria Plana e a Algebra. Iniciaremos essa associacao apresentando, nesta seco, algumas
nocgoes que servirao como base para as propriedades que aparecerao no restante do tra-
balho.

4.1.1 O eixo Ox

Dada a ordenacao e a completude dos niimeros reais, pode-se provar que, ao fixar
um ponto (que chamaremos de origem) em uma reta qualquer, um sentido e uma unidade
de medida, ha uma bijecao entre tal reta e o conjunto dos nimeros reais. Dessa forma,
podemos ver cada ponto de uma reta dada como um nimero real.

Considere uma reta com um ponto O, denominado de origem, e outros dois pontos,
diferentes da desse, A e B, (cujas distancias a origem sejam x; e 5 respectivamente) além
de um ponto U que iremos considerar com comprimento unitario, ou unidade simplesmente
(isto é, o ponto U estd a uma unidade de comprimento distante da origem). Chamaremos
essa reta de reta real e representaremos por eizo Ox ou simplesmente por Ox. Como

apresentado na Figura [1.1]

Figura 4.1: Representacao do eizo Ox

X'} unidades I unidades

—_—— =

1 unidade

Fonte: imagem do autor

Todos os pontos a direita da origem serao tomados como positivos e os valores
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a esquerda da origem, negativos. Diremos que x; ¢ um numero real negativo e x, um
numero real positivo, em notagao z; < 0 e x5 > 0. Para definir bem a coordenada de
cada ponto em Ox, que esta a uma distancia a € R da origem, usaremos a notagao P,(a),
por exemplo: considerando os pontos A,(x1) e B,(x2), estamos nos referindo aos pontos

A e B, onde os segmentos OA e OB tém comprimento 1 e =, respectivamente.

4.1.2 Distancia algébrica entre dois pontos no eixo Ox

Tomemos dois pontos quaisquer, A e B, tais que OA = 21 e OB = x5 no eixo Oz,

como indicado na Figura [4.2

Figura 4.2: Representacao de pontos sobre o eizo Ox

b Ly unidades - 4
b= I unidades - — — = = i

o] A B
—@ L 4 L =
0 Z; N

Fonte: imagem do autor

A distancia entre A e B é o comprimento do segmento AB. Como A tem coor-
denada z; e B tem coordenada x5, o segmento AB tem comprimento AB = |1y — x1].

Vejamos um exemplo. Tomando os pontos A,(3) e B,(8), 1 = 3 e 3 = 8§ temos:
AB = |$2—ZL‘1’:|8—3|: |5| =35

Figura 4.3: Representagao dos pontos A,(3) e B,(8)

b - 3 unidades -

f====== & unidades - — — — — 4

0 A B
—& L & >

0 3 8

Fonte: imagem do autor

Antes de apresentar o plano cartesiano, faz-se necessario entender o conceito de

Produto Cartesiano, para isso apresentaremos a definicao e um exemplo numeérico.

Definicao 4.1 (Produto Cartesiano). Dados dois conjuntos numéricos nao vazios A e B.
O produto cartesiano, denotado por A x B, é o conjunto dos pares ordenados (z,y), tais
quer € Aey € B.

Exemplo 4.2. Pondo A = {1,2,3} ¢ B ={4,5,6}, assim A x B (lé-se “A cartesiano B”)

como o conjunto de pares ordenados ¢ dado por

Ax B=1{(1,4),(1,5),(1,6),(2,4),(2,5),(2,6), (3,4), (3,5), (3,6)}.
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Repare que, como A # B, temos A x B # B x A, pois
BxA={(4,1),(4,2),(4,3),(5,1),(6,2),(7,3),(6,1),(6,2), (6,3)}

Definicao 4.3 (Plano Cartesiano). O plano cartesiano ¢ um sistema de referéncias for-
mado por duas retas numéricas, uma horizontal e outra vertical que se cruzam em um
determinado ponto. A reta horizontal é chamada de eixo das abscissas (o Ox que ja defi-
nimos) ou eixo z e a reta vertical, como eixo das ordenadas ou eixo y (por vezes, chamada

de Oy), e o ponto de intersegao é chamado de origem do plano.

Anélogo ao que acontece com o eixo Oz, o plano cartesiano pode ser representado
como o conjunto dos pontos P do produto cartesiano R xR (ou simplesmente R?). Quando
for necessario falar de ponto no eixo das ordenadas, escreveremos P,(a) para indicar o
ponto que esta a uma distancia a € R da origem da reta Oy. Assim, o produto cartesiano
R x R, pode representar todos os pontos do Plano Cartesiano (ou plano xOy) com P =
(x,y) € R2 Por simplicidade, escrevemos P(a, b) para indicar que as coordenadas (abcissa
e ordenada nessa ordem) do ponto P sao P,(a) e P,(b). Em outras palavras, escrever
P(z,y) é equivalente a dizer que P pode ser visto como o ponto (z,y) do R?. Uma

representagao geométrica é dada na Figura [1.4]

Figura 4.4: Ponto P no Plano Cartesiano

¥

of.0)

Fonte: imagem do autor

As coordenadas x e y do ponto P, sao projegoes ortogonais sobre os eixos Ox e
Oy, respectivamente, e essa ¢ a forma mais convencional de representar qualquer ponto
no plano em func¢ao desses valores reais.

Podemos notar que os dois eixos perpendiculares geram quatro regioes que cha-
maremos de quadrantes. Em cada quadrante é possivel observar que os valores das co-
ordenadas dos pontos P(z,y), assumem valores positivos ou negativos, de acordo com o

quadrante em que P se localiza. Como mostra a Figura 4.5
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Figura 4.5: Divisao dos quadrantes no Plano Cartesiano

y

Segundo Quadrante Primeiro Quadrante
(= (+.+)

0(0,0) =

Terceiro Quadrante Quarto Quadrante
(=) (+.—)

Fonte: imagem do autor

4.1.3 Translacao de sistema

A translacdo de um sistema para um outro é um recurso que facilita algumas
operacgoes, sem perda das propriedades presentes no sistema anterior. Segundo |Campolino
(2014), a translagdo ¢ uma transformagcao que preserva distdncias. Em outras palavras,

se transladarmos uma curva, essa nao sofrera qualquer deformacao.

Definigao 4.4 (Translagao de eixos). Sejam os pontos P(z,y) e O'(xg, yo) de um sistema
de eixos zOy. Se 2’0’y é um sistema de eixos, de modo que, O'z’ e O’y sejam paralelos a
Ox e Oy, respectivamente, e com o mesmo sentido positivo do sistema zOy, entao 2'O'y/
¢ uma translacao do eixo zOy. O ponto P tera coordenadas (x,y) em Oy e coordenadas
(z',y') em 2'O'y’. Dessa maneira, teremos a igualdade P(z',y") = P(x — zo,y — %). Ou

seja,

r=a+zoey=vy +1y (4.1)

Figura 4.6: Translacao de Sistema

Y
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|
|
|
0(0,0) n T

§

Fonte: imagem do autor
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4.1.4 Distancia entre dois pontos

Dados dois pontos quaisquer, A e B no plano cartesiano, a distancia entre eles
é o comprimento do segmento com uma extremidade em A e outra em B, isto é, o

comprimento do segmento AB.

Figura 4.7: Distancia entre dois pontos

Y

Yn

Ua

O, 0)

Fonte: imagem do autor

Inicialmente é interessante destacar dois casos em especial, em um deles A§ é

paralelo ao eixo Oz e em outro paralelo ao eixo Oy. Vejamos tais casos na Figura [4.§

Figura 4.8: Distancia entre dois pontos: casos especificos

YA Yy

YB-e=rrmmssrnannns Bleg, el

a=1YBl =~ Alr g, yal Blrg,ys)

L R Al ya)

|

*® Tk I - * I

0(0.0) : 2 x 0(0,0) TpA= Ip

=y

Fonte: imagem do autor

No primeiro caso (esquerda da Figura , a condigao para que ﬁ seja paralelo
a Ox, é yg = ya. Ja no segundo caso (direita da Figura , para que Zg seja paralelo
a Oy é necessario e suficiente que zp = x4. A distancia entre A e B serd AB = |xp — 2 4|
no primeiro caso e AB = |yg — ya| no segundo caso. Repare que, quando xp = 4 e
Y = Y, simultaneamente, A = B e a distancia entre A e B sera igual a zero.

Para encontrar o tamanho do segmento AB, de forma geral, considerando A(x 4, y4)

e B(xp,yp), utilizaremos o Teorema de Pitdgoras para determinar a hipotenusa de me-
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dida AB, partindo dos catetos de medidas |z — 4| € |yg — ya|, como podemos observar

na Figura [4.9

Figura 4.9: Distancia entre dois pontos pelo Teorema de Pitagoras
YA

¥ l-———— - —— <

e —1Ua

|

Irp—Ty —
|
|
|
|
|
|

=y
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Fonte: imagem do autor

Dessa forma, temos que a distancia entre A e B, ¢ dada por:

AB = \/(vp —x4)*+ (yp — ya)?

Outros assuntos como: coordenadas de ponto médio de um segmento e coorde-
nadas do baricentro de um tridngulo sao assuntos interessantes, que fogem da proposta
desse trabalho, e podem ser encontrados, por exemplo, no volume 3 do livro Matematica:

contexto aplicagoes, de Luiz Roberto Dante.

4.1.5 Reta

A reta é uma das formas geométricas mais basicas, na Geometria, uma reta pode
ser determinada por apenas dois pontos, na Geometria Analitica ela pode ser representada
algebricamente por uma equagcao polinomial de grau um. Tal objeto é uma das primeiras
coisas estudadas na Geometria Analitica no Ensino Médio, a partir dela o estudante com-
preende a principal ideia da disciplina: representar algebricamente (através de equagoes)
um lugar geométrico.

Ao iniciar o estudo de retas no plano cartesiano é verificada uma condi¢ao para
que trés pontos sejam colineares. E interessante destacar que posteriormente somente
dois desses pontos sao fixos, que sao os pontos que definem a reta. Para que um outro
ponto (variavel nas coordenadas z e y) esteja alinhado com os esses dois, é necessério que
satisfaca a condicao de alinhamento, que serd discutida posteriormente neste trabalho.
Assim a reta é definida como um lugar geométrico, formado pelo conjunto de todos os

pontos (um conjunto infinito), que sdo colineares a outros dois pontos previamente fixados.
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Definig¢ao 4.5 (Condi¢ao de alinhamento de trés pontos). Dizemos que trés pontos estao
alinhados (sao colineares) se, e somente se, existir uma reta que passe pelos trés, quando

nao for possivel construir essa reta, nao estarao.

Figura 4.10: Alinhamento de trés pontos

C
e
Eo
B
% D, F
A
o
A, B e C séo colineares D, E e F ndo sdo colineares

Fonte: imagem do autor

Vamos verificar uma condigao (no plano cartesiano) para que trés pontos distintos,
A, B e C, com coordenadas (x4,y4), (p,yB) e (¢, yc), respectivamente, sejam coline-
ares. Inicialmente, vamos verificar os casos mais simples, onde os pontos sao colineares
e, a reta que passa pelos trés, no primeiro caso e paralela ao eizo Oy no segundo caso
paralela ao eixo Ox.

Se as abscissas ou as ordenadas dos trés pontos forem iguais, eles serao colineares,
isto é, considerando os pontos A(xa,y4), B(xp,ys) € C(xc,yc), no primeiro caso temos

rA = rp = Tc e, no segundo caso, y4 = yg = Yyco. Ambos podem ser observados na

Figura [4.11]

Figura 4.11: Primeiro e segundo caso de colinearidade
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Fonte: imagem do autor
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E importante destacar que, no caso das abscissas iguais (primeiro caso), as or-
denadas devem ser diferentes, caso contrério, terfamos pontos coincidentes, o que nao é
interessante para o exemplo. O mesmo acontece para as ordenadas iguais (segundo caso).

H4 o caso geral, em que os pontos estao alinhados, porém a reta que passa pelos

trés pode nao ser paralela a um dos eixos, como é possivel observar na Figura

Figura 4.12: Alinhamento geral de trés pontos
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Fonte: imagem do autor

Tomando os pontos A(za,ya), B(xp, yp), C(zc,yc), D(xp, ya), E(zc,ys) e F(zc,ya),
como na Figura Tomemos os triangulos AABD, ABCFE e AACF, pelo caso de se-
melhanga de tridangulos AA (a4ngulo, 4ngulo), sdo semelhantes, basta perceber que a reta
ﬁ é paralela a reta jﬁ , logo os angulos CAF e CBE sao congruentes. Além disso, os
angulos BDA e CEB sio retos.

Figura 4.13: Semelhanca de triangulos
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Fonte: imagem do autor
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Logo, considerando a semelhanca dos triangulos, temos

AB_AD_BDixB—xA_yB_yA
AC ~ AF ~ CF  zc—2a vyo—uya

Desenvolvendo a igualdade chegamos a

TRYC — TBYA — TaYc — Toyp + Toya + Taypg = 0. (42)

Quanto a essa relacao, a maioria dos livros didaticos fazem uma analogia entre a

equacao [4.2] e o determinante da equagao [4.3] apresentada a seguir:

xa ya 1
ro yo 1

E importante desenvolver o determinante da equacao e comparar as duas equa-
¢oes para deixar claro que as duas equagoes sao equivalentes e que ¢ mais interessante
trabalhar com o determinante apenas por sua simplicidade visual, que torna mais facil o

trabalho de memorizar a formula.

4.1.6 Equagao da reta

Como foi mencionado na subsegao anterior, uma reta tem uma representacao al-
gébrica nas variaveis x e y, quando aplicamos o conceito de plano cartesiano a ela. Para
encontrar tal representacao ¢ interessante partir da equacao 4.3, porém um dos trés pontos
deve ser a variavel mencionada no inicio da segao, assim, teremos as coordenadas x e y sa-
tisfazendo a condigao de alinhamento com outros dois pontos fixos. O novo determinante

sera:

z y 1
TAaA YA 1|=0.
rp yp 1

O determinante acima equivale a equacdo da reta (nas variaveis x e y), que é

definida pelos dois pontos dados, A(za,y4) € B(xp,yp). Desenvolvendo, temos

TYa +TRY +TAYB — TAY — TpYa — xYyp = 0.

Colocando as variaveis = e y em evidéncia:

y(xp —xa) +2(ya —yp) — pya +xayp = 0.
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Deixando y em func¢ao de z, chegamos a equacao:

YB —Ya TBYA — TAYB Ys —Ya TBYA — TAYB
r + =1 + :

TB —TA TBp —TA TB —TA TBp —TA

Por fim, fazendo:

YB —Ya
m=-———en=

TBYA — TAYB

rp —TA rp —TA

Assim, temos que a equacao da reta pode ser dada por: y = mz +n. Essa equacgao
é apresentada, de forma geral, como Equacao Reduzida da Reta.
A equacao da reta, de modo geral, esta fortemente relacionada com fungao afim

que, segundo [Souza e Garcia (2016a)), é definida da seguinte maneira:

Defini¢ao 4.6 (Fungao Afim). Uma funcao f : R — R, que a todo nimero real z € R
associa o namero real axr 4+ b, com a e b reais, ¢ chamado de fungao afim. Podemos
representar por

x5 az +bou f(z)=ax+bouy=axr+b
e dizemos que a e b sao os coeficientes da funcao.

Os coeficientes a e b, da definicao de fungao afim, sao equivalentes aos coeficientes
m e n, da equacao da reta. Em muitos livros didaticos é mencionado um termo chamado

de “coeficiente angular”, que é a tangente do angulo «a destacado na Figura [4.14] ou seja

_ YB —Ya

tan(a) PR

Figura 4.14: O angulo «

Y

Yt — — — — — — — — — — —
Yy [Clze ye)

UBf — = — — — — =

|

|

C vy |

!M o |
Alza, ya)

| I

|

0(0,0)

Fonte: imagem do autor
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Logo tan(a) é justamente o coeficiente m, encontrado na discussao sobre equa-
cdo da reta e, naturalmente, o coeficiente a da definicdo de funcdo afim. E importante

mencionar que tan(a) é a taxa de varia¢do, como disse o proprio Elon Lages Lima.

Se a fungao afim é dada por f(z) = az + b, nao é adequado
chamar o nimero a de coeficiente angular da fungdo f. O
nome mais apropriado, que usamos, é a taxa de variagao (ou
taxa de crescimento). Em primeiro lugar ndo h4, na maioria
dos casos, angulo algum no problema estudado. Em segundo
lugar, mesmo considerando o grafico de f, o dngulo que ele
faz com o eixo horizontal, depende das unidades escolhidas
para medir as grandezas x e f(z). Em resumo: tem-se taxa
de variacao de uma funcao e coeficiente angular de uma reta
(LIMAL |2013, p. 83).

4.2 CIRCUNFERENCIA E ESFERA

Neste topico, faremos uma breve apresentacao sobre circunferéncia e esferas, des-
tacando suas propriedades e equacoes. Dando énfase aos casos de intersecao entre cir-
cunferéncias e entre esferas. As propriedades apresentadas aqui consistem basicamente
numa tentativa de justificar as afirmagoes presentes nas aplicagoes referentes a esses dois

lugares geométricos.

4.2.1 Circunferéncia

Definigao 4.7. Uma circunferéncia ¢é o lugar geométrico em que todos os pontos (de
um mesmo plano) e somente eles tém a seguinte propriedade: Equidistancia r > 0 (raio),
de um ponto C' € R? (centro).

Seguindo essa definicao vamos encontrar a equagao da circunferéncia no plano
cartesiano nas variaveis = e y. Tome um ponto fixo C'(a, b), com a,b € R, vamos encontrar
uma expressao para todos os pontos P(x,y), com z,y € R tal que d(C,P) = r. Pela
definigdo de distancia entre dois pontos, temos r = d(C, P) = \/(x — a)? + (y — b)2, logo:

(x—a)*+ (y—b)?=r? (4.4)

A equagao , segundo [Souza e Garcia, (2016b)), é a Equacao Reduzida da Circunferéncia

de centro em C(a,b) e raio r > 0.

4.2.2 Intersecao entre duas circunferéncias

Sabemos que a equacao (x —a)?+ (y — b)? = r? representa uma circunferéncia, em
que C/(a, b) é o centro da circunferéncia e r seu raio. Vamos demonstrar que as interse¢oes

de duas circunferéncias (quando houver interse¢ao) sao dois pontos ou somente um ponto.
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Vamos considerar duas circunferéncias uma com centro C e raio s e outra com
centro em C). e raio r. Para facilitar a compreensao, sem perda de generalidade, vamos
considerar Cs = 0(0,0) e C,(0,b), onde b € R* e s > r. Ou seja, a circunferéncia de maior
raio tera o centro coincidindo com a origem do plano cartesiano adotado e as ordenadas de
uma possivel intersecao deve ser positiva, pois b > 0. Temos os casos possiveis descritos
na Figura

Figura 4.15: Posicao relativa entre duas circunferéncias

s+1>d(CC) > s =7 s+7 < d(CyCy) s+r=d(C,C,)
y y Y
= _"'“'\\ e ———..\\
7 7
dk (1) (1)
\ / |
| [ \ e / \ i
:.\ i ;.II \\_:__,/ 4 \x______,//
PIX e <
: III I| \ | \
\\u[u_m /.'I a I\\ 00 0] j} i \ CH, 1 /l I
q-__|__,—/ \\“‘m___/ \__,_,-/

Fonte: imagem do autor

O caso que queremos demonstrar ¢ o primeiro, quando s+r > d(Cs, C.) > s—r, em
que hé intersegoes. As duas circunferéncias tém equagoes 22 +1y* = s? e 22+ (y—b)? = r2.

Caso as intersegoes entre elas sejam dois pontos, entao o sistema
2 2 2
r+y - =s
{ Y (4.5)

tera solucoes e estas serao as coordenadas dos pontos de interse¢ao. Numerando as equa-

coes de [£.5] da seguinte maneira.

4yt =8 (4.6)

2* + (y — b)* = 1> (4.7)
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Substituindo 4.6 em temos:

s2

m—2y6+b2 =72
s — 2yb + b* = r?
—2yb =1* — s* — b
—2yb =12 — §* — b?

2ub = s> + b* — r?
s+ 0% —r?
2b '

2’ +(y =) =1

(I

Aqui determinamos o valor da ordenada em caso de intersecao entre as circunferéncias
(que deve ser positivo), ja que ndo ha problemas com esse quociente (b # 0). Vale lembrar
que esse nao é um valor geral, mas serve de base para uma possivel generalizacao. Agora
fazendo s 9 o
sT+b—r
y=k=—""—"77+>0.
2b

Substituindo y = k na equacao [4.6] temos

P =Le ="k or=+Vs2— k2

E importante destacar que a z = +v/s2 — k2 tem solucdo quando s> —k?> > 0 e

isso é equivalente aos casos que queremos. Ou seja,
k>0 s+1r>dC,,C)>s—7. (4.8)

Observe que, como tomamos Cy na origem, entao d(Cs, C,) = b. Partindo da primeira

desigualdade:

s+r>b r>1b—s|

r? > (b — s)?

r? > %+ 0% — 2bs

2bs > s2 4+ b2 — r?

§2 4 b2 — 2
A N
5= 2

t 3 s il o

2 —k2>0.
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Partindo da segunda desigualdade, temos:

b>s—r < r>|s—b

& 2> (s—b)?
~

r>0

s 2> 42— 28D
& 2bs > 2+ —r?

2 22

b£0

s -k >0.

Com isso, garantimos que as condigbes geométricas (ver Figura para que
haja intersegao entre circunferéncias sao equivalentes as condigoes algébricas encontradas
na equivaléncia da expressao 4.8|

Portanto, as intersegoes serao os elementos (que sdo pontos) do conjunto I, dado
por I = {(vs?— k% k),(—Vs>— k% k)}. Observe que, no caso de acontecer s = k,
as circunferéncias serao tangentes. Isto é, o conjunto I terda somente um elemento e a
intersecao das duas circunferéncias sera somente um ponto, o ponto (0, k).

Embora tenha sido utilizado uma circunferéncia com centro na origem e uma
outra com centro sobre o eixo Oy é possivel demonstrar para um caso geral (com centros
quaisquer). Este caso geral sempre pode ser reduzido ao caso acima, bastando utilizar

transformagoes (translagao e rotacdo), trabalhando com novas coordenadas.

4.2.3 Esfera

Numa tentativa de embasar melhor as ideias utilizadas na aplicacao referente a
esfera, iremos assumir uma extensao do R? como o plano para o R3 como o espaco,
valendo-se basicamente das mesma propriedades com o adicional de uma coordenada, nos
dando que

PeR*e3x,y,2cR,P=(2,y,2).

Pode-se observar que tomando z = k (constante), ha uma bije¢ao entre os conjuntos R? e
R = {(z,y,2) € R% (z,y) € R? e z = k}. Em outras palavras, podemos considerar cada
R2 como sendo equivalente ao R?. Dito isso, assumiremos que as definigoes e propriedades
referentes & distancia e a lugares geométrico sejam conhecida como, por exemplo, sendo

A(za,ya,24), B(x,yp, 28) € R?, temos que

AB =d(A,B) = /(x4 —25)? + (ya — y5)2 + (24 — 25)?
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Definigao 4.8. Esfera ¢ o lugar geométrico do espago (R?) cuja distancia a um ponto
fixo C' é constante e igual a r € R7.
Podemos observar que uma esfera (\) centrada na origem C'(0,0,0) e de raio R > 0

pode ser representada por
PeledP,C)=Re 1®+y* +22=R2

4.2.4 Intersecao de esferas

Aqui seré discutido a posicao relativa entre duas esferas e demonstrado que a
intersecao entre duas esferas (quando houver interse¢ao) ¢ uma circunferéncia ou um
ponto, para isso serd tomada uma esfera de centro na origem e raio s e uma outra esfera
de centro em (0,0,c¢), com ¢ € R’ e raio r. As esferas tém equagoes: P+t +22=5%e
24+ +(z—c)?=r?

Figura 4.16: Posigoes relativas entre duas esferas

s+r>dCs,C.) > |s—r| s+r<d(C,,C;) s+ r=4d(C,,C,)

e

d(C,,C,) =0 lr — s| > d(Cs, Cr) |r — .s| d(Cy, C,)
3 z
‘y y y

Fonte: imagem do autor
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Para que haja a interse¢ao, semelhante ao que aconteceu com as circunferéncias,

é necessario que os centros e os raios das esferas satisfacam a condicao:
s+r>d(CsCy) >s—r. (4.9)

Caso a intersecao das duas esferas seja uma circunferéncia, ao resolver o sistema
4.10| (imediatamente abaixo) encontraremos, como solugao, a equagao de uma circunfe-

réncia.

(4.10)

2?42 422 = 82
2y +(z—c)=r2

Assumindo como validas as condigoes apresentadas na desigualdade e pondo

k= %, temos que a solucao do sistema é formada pelas solugoes da equacgao

2+t =8 — K (4.11)
que representa uma circunferéncia de raio v/s? — k% e centro C'(0,0, k).

Figura 4.17: Caso onde a interse¢ao ¢ uma circunferéncia

Fonte: imagem do autor

De forma analoga ao que foi discutido em circunferéncia, quando fazemos s = k
encontramos que z2 + y? = 0 que equivale a x = y = 0. Isso significa que a intersecao
das duas esferas, nesse caso, serd um ponto pertencente ao eixo Oz, com as coordenadas
(0,0, k), no caso em que s +r = d(Cy,C,.), e (0,0,—k), quando |s — r| = d(Cs, C,), que

sao justamente pontos de tangéncia.
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4.3 CONICAS

Esta secao é destina a demonstracao analitica das propriedades reflexivas da coni-
cas: Parabola, Elipse e Hipérbole. E muito importante discutir este resultado obtido por
Heron de Alexandria, um matemético que viveu por volta de 60 d.c, no Egito.

O resultado mencionado é conhecido como Principio da Reflexao e se aplica a
varios campos da fisica que envolvem, principalmente, ondas eletromagnéticas, sonoras
e de calor. Segundo Weinberg| (2015), esse principio se baseia no Principio do Menor
Esforco, de Aristoteles, este principio enuncia que a Natureza sempre toma o caminho
que utiliza menos energia, ou de forma mais simples, o menor caminho, o mais simples.
O Principio da Reflexao diz que dada uma superficie refletora os angulos de incidéncia e

o reflexao sao iguais.

4.3.1 Parabola

Definigao 4.9. Dados um ponto F', que chamaremos de foco e uma reta d, denominada
de diretriz ambos de um mesmo plano, com F' fora da reta d, seja p a distancia entre F' e
d. Chama-se parabola o lugar geométrico que contém todos pontos P, do mesmo plano,

tal que as distancias DP e F'P sao iguais, sendo DP a distancia de P a diretriz.

Figura 4.18: Representacao de uma parabola e sua diretriz

Fonte: imagem do autor

Para encontrar a equacao da Pardbola vamos considerar uma parabola de foco
F(p/2,0), diretriz x = —p/2 com p € R , eixo sobre o eixo Ox e vértice (ponto da
parabola mais proximo da diretriz) na Origem. Considere um ponto P(z,y) sobre a
parabola e sua projecao D(—p/2,y) sobre Oy. A Parabola tem o eixo Ox como eixo de

simetria. Logo, temos VF' = £.
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Figura 4.19: Representacao de uma parabola no plano cartesiano

0.0, F T

Fonte: imagem do autor

Pela definicao de parabola, vale

2
DP— PF = \/(:c+§ \/——:c (0 —y)?

P’ p
=4 — = —

& ap=—xp+y

+y°

Isolando o y? no primeiro membro da equacao, temos
y* = 2ap. (4.12)

A equacao ¢ a equacao da parabola com foco F'(%,0) e vértice na origem do plano

cartesiano adotado.

4.3.2 Propriedade reflexiva da parabola

Para enunciar e demonstrar a propriedade reflexiva da parabola, consideremos uma
parabola de foco F'(p,0), diretriz Oy, eixo de simetria sobre o eixo Oz e vértice V (a,0),

com a € R’. Considere um ponto P sobre a parébola e sua projecao D sobre Oy.

Teorema 4.10. A bissetriz, t, do angulo DﬁF, como na Figura m, também é a reta

tangente a Parabola no ponto P.
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Figura 4.20: Representagao de um ponto P e da reta ¢

(0,0

Fonte: imagem do autor

Demonstracao. Pela definicao de parabola, temos que DP = PF. Tomemos um ponto
Py, pertencente a reta t, diferente de P e seja P’ a projecao de P; sobre o eixo Oy, como
vemos na Figura [4.21]

Figura 4.21: A mediatriz ¢, do tridngulo DPF

Y

f'}'rlﬁ i

“0(0.0)

Fonte: imagem do autor

Perceba que o tridngulo FDP (DP = PF) é isosceles, a reta t sendo sua bissetriz
também ¢é mediatriz de DF, logo DP, = P|F e P'P, < DP;, (basta observar que no
triangulo ADP, P’ o segmento DP; é hipotenusa). Como P'P, < DP;, = P F entao
P'P, < P F, isso nos diz que P; nao pertence a parabola. Assim, s existe um ponto que

pertence a parabola e a bissetriz simultaneamente. Portanto, a reta t é tangente em P.
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Figura 4.22: Angulo de incidéncia e reflexdo de um feixe de luz FP

Yy

0[0,0) \ F T

Fonte: imagem do autor

Como consequéncias desse resultado temos que, prolongando o segmento DP no
sentido do eixo Oz positivo, temos o angulo oposto ao angulo D13P1 (com relagao as
retas ﬁ e t) é justamente o dngulo de reflexdo, esse, por sua vez, é congruente a DﬁPl
(opostos pelo vértice P) que é congruente a FﬁPl, pois a reta t é a bissetriz de DPF. Isso
conclui a propriedade reflexiva de uma parabola. Resumidamente, temos que o angulo
formado entre uma reta paralela ao eixo focal (reta que passa pelo vértice da parabola e
o foco da mesma), e a reta t, tangente a parabola em P (dngulo de incidéncia) é sempre

congruente ao angulo FﬁPl (angulo de reflexao).

[...] por um principio da éptica geométrica, a luz de uma
fonte colocada em F' sera refletida ao longo de uma reta
paralela ao eixo x. Isso explica por que os paraboloides, su-
perficies obtidas por rotagoes de parébolas sobre seus eixos,
sao usados como forma de alguns faréis de automoveis e es-
pelhos para os telescopios (STEWART] 2022, p. 244).

4.3.3 Elipse

Definicao 4.11. Dados dois pontos distintos F} e F,, pertencentes a um mesmo plano,
sendo 2c > 0 a distancia entre eles, chama-se elipse o lugar geométrico que contém todos
os pontos P, do mesmo plano, cujo a soma das distancias de F; e Fy é a constante 2a,

desde que 2a > 2c.

Para facilitar a abordagem, consideraremos uma Elipse centrada na origem do
plano cartesiano adotado. Com isso, temos que Fj(—c,0) e Fy(c,0) sao os focos, 2¢ é a
distancia focal. Além disso, adotaremos: A;(—a,0) e As(a,0) como os vértices do eixo
maior e B1(0,b) e B2(0,—b), os vértices do eixo menor sempre que a > b. Podemos

observar, além dos elementos dispostos graficamente na Figura 4.23] que para a Elipse
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assim definida vale a relacao a?

= b% + 2. Por ultimo, mas nao menos importante, temos
] b

a excentricidade de uma elipse que ¢ dada por £.

Mesmo considerando um caso simples de elipse no plano, as propriedades podem

ser estendidas para elipses no espaco, transladadas ou para elipses que sofreramﬂ algum

tipo de rotacao.

Figura 4.23: Elementos da Elipse

\(
h

—
B
c

0[0.0) &
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/

Fonte: imagem do autor
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Para encontrar a equagao da elipse, vamos considerar uma Elipse (£) centrada

na origem, com focos F; e F5, tais que a distancia entre eles seja 2¢ > 0 e um ponto
P(z,y) € &, tal que d(P, Fy) + d(P, Fy) = 2a, com 2a > 2c. Assim vale

d(P, Fl) —f-d(P, FQ) = 2a

trt T T T T

=

Ve 0= g+ (E =P+ (y— 0 = 2
(z+e)2+y2=2a—+/(v—c)?+y?

(@+c)+y" = (20— (z— ) +y?)*

(x+c)+y?=4a®> —da\/(zr —c)2+12+ (x —c)* +y

2xc = 4a® — dar/a? — 2xc+ 2 + y? — 2xc

2

dar/x? — 2xc + 2 + y? = 4a® — dxc

(a/22 — 2zc + 2 4 y2)?* = (a® — 2¢)?
4

a*(z* = 2zc+ A +y?) = a* — a*xe + 27
a’z® + a’c® + a’y® = a* + 2%

22? — 22 4 a2y = gt — a2
(@® — ) ? + a’y? = o (a® — &)
~—— ~——

b2 b2
b’z? + a*y* = a®b?.

LA elipse rotacionada, na verdade, ndo sofreu uma rotacdo. O que acontece é que a tratamos utilizando
um sistema de eixos coordenados rotacionados, diferindo assim do caso padrao Oy
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dividindo ambos os membros da igualdade por a?b* # 0 chegamos a

2 2
x Y
o) + = 1. (4.13)
que ¢é chamada de Equacao Reduzida da Elipse, com centro na origem. Ha o caso em
que o centro esta fora da origem, segundo lezzi (2013)), se uma elipse tem centro no ponto

O'(xo,Y0) € A1As || Oz, sua equagdo em relagao ao sistema auxiliar 2’0"y’ é:

portanto, de acordo com as férmulas de translacao, sua equagao relativa ao sistema xOy
é: ) )
(z — x0) i (y — w)
a? b?

= 1. (4.14)

4.3.4 Propriedade reflexiva da elipse

Para demonstrar a propriedade reflexiva da Elipse, vamos considerar uma elipse
de centro na origem, com focos F'1 e F'2, um ponto P pertencente a Elipse e os segmentos
F1P (§ PF2

Figura 4.24: Representagao de uma Elipse e um ponto P pertencente a ela
y A

Fonte: imagem do autor

Consideremos ainda um ponto F’ € % 1 ﬁ externo a elipse de modo que FobP = PF’,

isto ¢, de modo que Fy, P e o proprio F’ sejam colineares.
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Figura 4.25: Ponto F”, colinear a F; e P
y A
P

Fonte: imagem do autor

Teorema 4.12. Seja P um ponto pertencente a Elipse &, de focos F; e Fy, tomando um
ponto F’ de modo que esse seja colinear com F; e P e ainda PF' = PF,. Se aretat é a

bissetriz do angulo FgﬁF’, entao a reta t é tangente a £ em P.

Figura 4.26: Representagdo da bissetriz ¢, do angulo FoPF !

y 4

Fonte: imagem do autor

Demonstracao. Tome um ponto P; pertencente a reta t de modo que P; seja diferente de
P. Para que a reta t seja tangente em P, precisamos mostrar que P, nao pertence a Elipse,
isto é, que P é o tnico ponto da reta ¢t que pertence a Elipse. Temos que PF, = PF’ (por
construgao), podemos concluir que F} P+ PF’ = 2a. Como a reta t é bissetriz do angulo
F>,PF’ entao também é mediatriz do tridngulo isosceles AF>, PF’, logo Fy P, = P F'. Se
P, pertencesse a Elipse entao teriamos que Fi1 P, + P Fy, = 2a = FiP + PF5, porém,
perceba que, pelo tridngulo AF, F' Py, por desigualdade triangular, F1 P, + P/ F' > FF’,

ou seja, F1 P, + P F' > 2a. Logo P; nao pode pertence a Elipse, isto €, nao existe outro
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ponto da reta t, diferente de P, que pertenca a Elipse. Logo, t é tangente a Elipse em P.
[ |

Figura 4.27: Representagao do triangulo Fo PF !

y 4

Fonte: imagem do autor

Como t é bissetriz do angulo FQﬁF’ e tangente a Elipse em P. Perceba que o
angulo oposto ao angulo F” ﬁPl com relacao as retas F1 P e t é justamente o angulo de
inflexao e o angulo FgﬁPl o angulo de reflexao, que pelo que foi provado sao iguais. Se
tomarmos um feixe de luz (ﬁ) com origem em F} e atingindo P, ele sera refletido para

f2, como ilustrado na Figura |4.28}

Figura 4.28: Mediatriz t, do triangulo Fy PF’

Y4

Fonte: imagem do autor

4.3.5 Hipérbole

Definicao 4.13. Dados dois pontos distintos F} e F, pertencentes a um mesmo plano,

seja 2c¢ a distancia entre eles, chama-se hipérbole o lugar geométrico que contém todos
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os pontos P, do mesmo plano, cujo moédulo da diferenca das distancias PF) e PF, é a

constante 2a (constante hiperbolica), com 0 < 2a < 2c.

Vamos considerar, sem perda de generalidade, uma hipérbole () com centro na
origem do plano cartesiano e os pontos Fi(—c,0) e Fy(c,0) os focos. Vamos considerar
ainda os vértices A;(—a,0) e Ay(a,0) e nomearemos o segmento A; Ay de eixo real (ou
eixo transversal) e os pontos By (b,0) e By(—b,0) sendo os extremos do segmento B; By de
eixo imaginario. Com essa notacao, temos a seguinte relacio c? = a? + b%. Os elementos

e a propria curva estao representados na figura [£.29

Figura 4.29: Representagao da Hipérbole e seus elementos

A

Y

Fonte: imagem do autor

Para encontrar a equagao de um hipérbole vamos partir da definicao [4.13] consi-
derando uma hipérbole (#H) com focos Fi(—c¢,0) e Fy(c,0) e um ponto P(z,y) € H de

modo que |PF; — PF,| = 2a, fazendo céalculos analogos aos utilizados para encontrar a
equagao [4.13] concluimos que

|PF—PF|:2a<:>’”—2—y—2:1 (4.15)

A Equagao[4.15)é denominada de Equagao Reduzida da Hipérbole com centro
na origem. De forma analoga a Elipse, uma Hipérbole com centro C’(zy, yo) fora da origem

e eixo Ay A, paralelo ao eixo Oz tem equagao:

2 )2
(z afO) _ W beO) =1, com zo,y € R. (4.16)
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4.3.6 Propriedade reflexiva da hipérbole

Na demonstracao da propriedade reflexiva da Hipérbole vamos considerar uma
hipérbole com centro na origem, focos F e Fy, além de um ponto qualquer P pertencente

a hipérbole, como mostra a Figura [4.30]

Figura 4.30: Representacao de um Hipérbole e de um ponto P pertencente a ela
y‘

Fonte: imagem do autor

Considere a bissetriz ¢t do angulo F} ﬁFg, vamos mostrar que t também é tangente
a hipérbole no ponto P e assim mostrando que os angulos de incidéncia e reflexao de Fj

a P ede P a F; sao iguais.

Figura 4.31: Representacao da bissetriz do triangulo F} PF)

A
J

F,

Fonte: imagem do autor

Considerando um ponto F’ sobre o segmento F7 P de modo que F'P = PF5, logo



Capitulo 4. FUNDAMENTACAO TEORICA 48

a reta t € a mediatriz do segmento F’F;. Com isso,

|FiP — F'P| = |F,P — Fy,P| = F{ F' = 2a = k (constante).

Figura 4.32: Representacao do triangulo F' 'PFy

Fonte: imagem do autor

Além disso, se um ponto P’ pertencente a reta t e diferente de P é tal que vale
F'P' = P'Fs.

Figura 4.33: Representagao de um ponto P, pertencente a ¢ diferente de P

Fonte: imagem do autor

Por desigualdade triangular, aplicada ao triangulo AF;F'P’, temos as seguintes

desigualdades:
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PF <FP+FRF eRP <FF+PF = PF -KF <FPeFP<EFRF +PF
= PF -FRF <FP <FF +PF

temos assim que P'F' — FiF" — P'F' < NP — P'F' < FiF' + P'F' — P'F’ é valida e

essa, por sua vez, implica a validade de —F}F' < FiP' — P'F' < F{F’. Pelo fato de

P'F, = P'F’, por suposicao, temos que

P —PF,=FP —-PF <FF =21= F,P' - PF,<2a

ou seja, P’ nao pertence a hipérbole, dessa maneira, nao existe um outro ponto P’ diferente
de P, que pertenca a bissetriz t e & hipérbole simultaneamente. Portanto, a reta ¢ também
é tangente & hipérbole em P e o 4ngulo oposto ao angulo P’ ﬁFg (angulo de incidéncia) é

justamente o angulo de reflexdo no ponto P. Como indicado na Figura [£.34]

Figura 4.34: Reflexao da Hiérbole

v

\ |
g
/ | |

Fonte: imagem do autor




50

5 APLICACOES

Segundo Descartes, “A Mateméatica apresenta invengoes tao sutis que poderao ser-
vir nao s6 para satisfazer os curiosos como, também para auxiliar as artes e poupar
trabalho aos homens.” E com essa citacdo que iniciamos esse capitulo que propde apre-
sentar algumas aplicagoes de um contetdo que, em uma primeira vista, seria tao abstrato
por transformar algo como elementos geométricos em elementos algébricos.

A Geometria Analitica tem uma gama de aplicagdes. Algumas delas serao discuti-
das com o objetivo de destacar a importancia do estudo da disciplina, que por ser muito
algébrica tende a ser menos atraente por parte dos alunos, pois tende a aparentar muito
abstrata, como citada anteriormente, e desconexa da realidade. Destacar aplicacoes que
sao vistas diariamente, torna o estudo da disciplina mais significante para a aluno, logo,
mais interessante.

Salientamos ainda o fato de que o estudante pode nao utilizar determinada apli-
cacao com frequéncia em seu dia a dia, mesmo assim tal conhecimento trard uma com-
preensao da matematica que esta ao seu redor, da utilizagao na pratica de determinado

conhecimento e da concretizacao do saber matematico.

5.1 CIRCUNFERENCIA

Umas das aplica¢oes mais importantes atualmente de circunferéncia/esfera é o Sis-
tema de posicionamento global, mais conhecido como GPS (Global Positioning System).
Inicialmente sera apresentada uma adaptagao de um exemplo prético contido em |[Hegarty
(2006)).

Imagine a seguinte situagao: um navegador de uma embarcagao em alto-mar deseja
determinar sua posigao atual, agora considere um posto fixo de comando onde ha uma
sirene, imagine ainda que este navegador tem um relégio muito preciso que é sincronizado
com outro relogio idéntico no posto fixo. A sirene emite o som em um horario ja conhecido
pelo navegador.

Apobs ouvir a sirene o navegador anota o tempo que a sirene levou para sair de
sua fonte até seu ouvido, que foi exatamente cinco segundos. A velocidade do som é
de aproximadamente 340,29 m/s, logo multiplicando a velocidade do som por o tempo
decorrido encontra-se a distancia 1701, 45 m, isso significa que a embarcagao esta em uma
circunferéncia de raio aproximadamente 1,701 km, em que o centro é o posto fixo, isto &,

pode estar em qualquer ponto da circunferéncia, como mostra a Figura
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Figura 5.1: Representacao da distancia do posto até a embarcacao

Posto fixo

Raio
(distancia até
a embarcagéo)

Fonte: imagem do autor.

Ainda assim nao é possivel determinar, com apenas esse posto, a posi¢ao do nave-
gador. Agora imagine um segundo posto fixo (posto 2) diferente do primeiro discutido,
porém nas mesmas condi¢oes do o segundo também tem um relégio sincronizado com a
embarcacao. Agora considere o primeiro posto fixo como posto 1 e a distancia entre este
e a embarcagao de raio 1. Apoés tocar a sirene do posto 2 o navegador anota novamente o
tempo que o som da mesma leva até seu ouvido, que foi de sete segundos, logo, seguindo
a mesma analogia, (340,29 m/s -7 s) o navegador esta a uma distancia de 2382,03 m do
posto 2, isto é, em uma circunferéncia de raio 2 de aproximadamente 2,382 km. Agora

unindo as duas informagoes, do posto 1 e do posto 2, temos o esquema da Figura [5.2

Figura 5.2: Representacao da distancia do posto 1 e do posto 2 até a embarcagao

Raio 2
{disténcia até
2 embarcacio)

Raio 1
(distancia até
A ambarcscia)

Posto 2

Fonte: imagem do autor.
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Aqui os pontos A e B representam as possiveis posi¢oes da embarcagao, pois ambos
os pontos satisfazem as anotagoes do navegador. Para determinar em qual dos pontos esta
localizado a embarcagao, é necessario um terceiro posto (posto 3), utilizando exatamente
a mesma analogia dos outros dois postos e a medi¢ao do navegador em seu relogio foi de
trés segundos logo:

340,29 m/s -3 s = 1020,87 m

Isto ¢ ele esta em uma circunferéncia com raio aproximadamente de 1,020 km. Vejamos

o novo esquema na Figura 5.3

Figura 5.3: Representacao da distancia do posto 1, posto 2 e posto 3 até a embarcacao

Raio 3
(distancia até

Raio 2
(distancia até
a embarcagao)

Raio 1
(distancia até
a embarcagao)

Fonte: imagem do autor.

Com isso a posicao do navegador é determinada, ele estd no ponto A, que é a
intersegao das trés circunferéncias de raios: raio 1, raio 2 e raio 3.

E possivel trabalhar nas coordenadas cartesianas com as informacoes ja obtidas
até entao. Considerando um porto proximo ao litoral como sendo a origem do plano e as

circunferéncias, postos e a propria embarcagao como mostrado na Figura
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Figura 5.4: Representacao dos postos e embarcacao em um plano cartesiano

Y

Raio 3
(dAstancia até
& emnbarcacac)

| Raio 2
(distancia ata
a-embarcacic)

Haio 1
(disténcia até
aembarcagao)

Porto
@
Fonte: imagem do autor.

Assim é possivel representar todas as localizagoes mencionadas através de coorde-
nadas cartesianas. Permitindo utilizar, por exemplo, distancia entre dois pontos, interse-
¢ao de circunferéncias e suas equagoes.

Aplicando o mesmo conceito desse exemplo, é possivel entender como funciona
o GPS. Imagine um satélite que tenha um reloégio préoprio e que possa emitir um sinal.
Agora considere um individuo na superficie da terra com um aparelho que tenha GPS
(smartphones no geral, por exemplo), este aparelho tanto emite quanto recebe o sinal do
satélite. O satélite emite um sinal na velocidade da luz, fazendo o produto do tempo que
o sinal levou até o aparelho pela velocidade da luz é possivel verificar que o individuo
estd no limite de uma esfera de raio R1, cujo centro ¢ o satélite (S1). Como ilustrado na
Figura [5.5
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Figura 5.5: Representacao de S1

Satélite 1 (S1)

Fonte: imagem do autor.

Ainda assim nao é possivel determinar com certeza a posicao do individuo. Utili-
zando outro satélite (52), nas mesma condigoes a intersecao de ambas as esferas ¢ uma

circunferéncia, isto é, o individuo esta posicionado em algum ponto dessa circunferéncia.

Figura 5.6: Representacao da intersegao de S1 e 52

Cirgunferéncia de intersecgao
das esferas

Fonte: imagem do autor.

Utilizando as informagoes de um terceiro satélite (S3), junto das informagoes de
S1 e S2, verifica-se que a intersecao das trés esferas sao dois pontos, onde um deles no
geral esta no subsolo da Terra ou na atmosfera e o outro é a posicao do individuo, como

indicado abaixo:
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Figura 5.7: Representacao da interse¢cao de S1, 52 e S3

Pontos de interseccao
das esferas

Fonte: imagem do autor.

Embora tenha uma ideia extremamente simples, a Geometria Analitica aplicada
ao Sistema de Posicionamento Global é de fundamental importancia e é utilizada com
frequéncia, atualmente, por exemplo, quando é necessario enviar a localizagao para um
amigo ou familiar, no rastreamento de aparelhos perdidos/furtados ou mesmo quando é
necessario chamar um motorista por algum aplicativo, como os da empresa Uber (Uber

Technologies Inc).

5.2 ELIPSE

A Elipse tem uma das aplicacoes mais interessantes e que foi um dos maiores
motivos do estudo dessa curva. A Elipse descreve uma das possiveis trajetorias de corpos

celestes em torno de outros corpos celestes.

As conclusoes de Halley também comprovaram a veracidade
da 12 Lei de Kleper, que afirma que as trajetorias dos astros
em torno do Sol sao elipticas, estando este em um dos focos.
As extremidades do eixo maior dessa elipse sao chamadas de

periélio (ponto orbital mais proximo do sol) e afélio (ponto
orbital mais distante do sol) (SOUZA; GARCIA] |2016b|, pp.
94).

Porém é possivel que existam orbitas circulares, a terra, por exemplo tem uma 6r-
bita quase circular em relagao ao sol, se fossemos encolher o nosso sistema solar, (mantendo
a proporg¢ao) de modo que o maior eixo tivesse 10,16 ¢m o menor eixo teria, aproxima-
damente, 9,9 ¢m o que seria proximo de uma circunferéncia de raio de 10 em (FERRE;
GALLIL; MATTJE, 2018| p. 374)
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O achatamento da elipse é determinado pela excentricidade da mesma. Ou seja,
quanto mais achatada for uma elipse, maior seré a sua excentricidade. De modo analogo,
quanto menor for a excentricidade de uma elipse, mais préoxima de um circulo essa seré.
Com essas informagoes, sabemos que a excentricidade da 6érbita da Terra é um valor
proximo de zero. Sistematizando a orbita da Terra com relagao ao Sol em um plano

cartesiano, temos a representacao da Figura [5.8

Figura 5.8: Representacao da trajetoria eliptica da Terra em torno do Sol

Fonte: imagem do autor.

Alguns alunos, ao estudarem que a trajetoria dos astros em torno do Sol é uma
trajetoria eliptica tendem a acreditar que as quatro estagoes do ano (verdo, primavera,
inverno e outono), ocorrem por conta do distanciamento da Terra em relagao ao Sol de
acordo com sua trajetoria, aqui ¢ importante destacar que as estagoes do ano ocorrem por
conta da inclinacao da terra com relacao ao seu proprio eixo, o que gera estacoes diferentes
em hemisférios diferentes, nao tem assim, relagao alguma com a trajetoria eliptica (quase
circular), da Terra com rela¢do ao Sol.

Reforcar a ideia de que um dos principais pontos do estudos de equagoes consiste na
previsao de algum dado € muito importante. As equacoes da Elipse, por exemplo, auxiliam
na previsibilidade da posi¢ao e velocidade de astros que tem suas trajetoérias determinadas
pelas mesmas, por exemplo a trajetoria do Cometa Halley pode ser sistematizada através

de um plano cartesiano, como, por exemplo, na Figura [5.9
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Figura 5.9: Representacao da trajetoria eliptica de um cometa em torno do Sol

Fonte: imagem do autor.

A Mecéanica de Newton é baseada no determinismo, gragas a estudos como este é
possivel prever onde e quando um corpo celeste esta, estara ou até mesmo esteve, desde

que tenhamos as forcas que atuam sobre ele e as condic¢oes iniciais.

Que entendemos por determinismo? A fisica newtoniana
descreve um mundo deterministico. Se vocé disparasse um
projétil de um canhéao, langasse um foguete no espago ou
descobrisse um novo cometa no sistema solar, poderia prever
as trajetorias desses objetos com total certeza. Em teoria,
se vocé conhecesse as forgas e as condigoes iniciais, tudo isso
seria previsivel. (BRENNAN, |1998| p. 88).

Algumas das aplicagoes das conicas no cotidiano envolve as propriedades reflexivas.
Para apresentar melhor a ideia, imagine um espelho semi-eliptico onde em um de seus
focos ha uma lampada e no outro foco em objeto opaco de mesmo tamanho da lampada,

como apresentado na Figura [5.10]
Figura 5.10: Representagao da propriedade reflexiva da elipse

H"‘\-\..
g

- Objeto opaco\
= (Foco 2) /

=l
—

Fonte: imagem do autor.
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Todo feixe de luz emitido pela lampada é refletido para o objeto independente de
qual parte do espelho seja atingida, isto ¢, todo feixe que sai do foco 1 é redirecionado
para o foco 2 logo apds atingir a elipse. Embora o exemplo da aplicacao foi dado com
feixes de luz a reflexibilidade vale para vetores no geral, por exemplo, o proprio som, de
acordo com (2012)), as ondas sonoras sao capazes de produzir um efeito de focagem
semelhante. Imagine uma sala em forma de elipse com paredes que refletem o som. Entao,
independentemente do tamanho da sala, qualquer som que emana de um foco da elipse
pode ser ouvido com surpreendente clareza no outro foco. Uma sala desse tipo é chamada
de “Galeria dos Sussurros”. Normalmente, a natureza eliptica da sala é parcial, sutil e
nao intencional. Galerias de sussurros notaveis existem no Salao Estatuario no Capitolio
Nacional dos EUA e na Catedral de Saint Paul em Londres.

Uma possivel demonstracao para a propriedade reflexiva da elipse que pode ser feita
em sala de aula é a chamada Sinuca Eliptica ou Bilhar Eliptico que, segundo

Silva e Silval (2018)), se trata de uma mesa de bilhar em formato eliptico onde em um

dos focos é posicionado uma bola de bilhar e no outro um buraco onde a bola possa ser
encacapada. Ao lancar uma das bolas em diregdo a um dos focos da elipse (o buraco)
a partir do outro foco (onde a bola é posicionada inicialmente) podera ser jogada em

qualquer direcao, que a bola passara pelo outro foco, que é a cagapa da sinuca.

Figura 5.11: Bilhar Eliptico

Fonte: (OLIVEIRA; SILVA; SILVA| 2018)

5.3 HIPERBOLE

Uma aplicagao da circunferéncia mencionada neste trabalho, trata da localizagao
de um navegador a partir de sinais sonoros e das distancia deste a trés postos fixos. Existe
um sistema de navegagao que utiliza o conceito de hipérbole, chama-se LORAN-C (em
portugués: Navegacao de Longa Distancia), é baseada na diferenca de tempo de recepgao
de sinais de radio por uma embarcacao que tem o receptor LORAN-C, enviados de duas

estacoes fixas em terra, onde uma ¢ denominada Mestra (M) e a outra de Secundaria, ou
Escrava (E).
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Como sinais de radio tem a velocidade da luz na atmosfera basta dividi-la pelo
tempo que o sinal levou das estacoes até a embarcacao, para determinar a distancia da
embarcacao até as estagoes, a diferenca (S) das distancia da Mestra até a embarcagao e
da Escrava até a embarcacao faz parte do conjunto de pontos que definem uma hipérbole,

sendo S a constante hiperbdlica.

Figura 5.12: Posicao da embarcagao a partir de duas estacoes

Fonte: imagem do autor.

Tem-se dois pontos que satisfazem essas condig¢oes, ou seja, dois pontos que tém
a mesma diferenca nas distancias mencionadas. Para determinar qual dos dois pontos

corresponde a posicao da embarcacao é necessaria uma terceira estacao.

Figura 5.13: Posicao da embarcagao a partir de trés estagoes

Fonte: imagem do autor.

Assim, com trés estagoes é possivel determinar a posi¢ao da embarcagao com uma

boa precisao, de forma similar a aplicagao das circunferéncias, com relagao a GPS.

5.4 PARABOLA

A aplicacao reflexiva da parabola aparece com frequéncia no cotidiano, por exem-

plo, nos faré6is de veiculos, lanternas no geral e em antenas paraboélicas. Para entender
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como funciona essa propriedade considere uma parabola com o eixo na horizontal e foco

como descrito na Figura [5.14]

Figura 5.14: Parabola e Foco

N .
<

Fonte: imagem do autor

Agora, como foi visto com a elipse, considere que a parabola é revestida com um
material que tenha propriedades reflexivas e que em seu foco tenha uma lampada que
emita luz constantemente. Todos os feixes de luz que saem da lampada sao refletidos

paralelamente ao eixo da parabola apoés colidirem com a parabola, como na Figura

Figura 5.15: Propriedade reflexiva da parabola

Fonte: imagem do autor

No cotidiano, de forma geral, a parabola nao é trabalhada no espago bi-dimensional.
Utilizando a ideia de Solido de Revolugao, tem-se o que é chamado de Paraboloide que é

como uma parabola no espago tridimensional, como explica [Santos e Ferreira (2009)).
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Uma das aplicagoes dessa propriedade é a construgao de fa-
réis parabolicos, da seguinte maneira: girando-se uma para-
bola em torno de seu eixo obtemos uma superficie denomi-
nada paraboloide circular reto. O farol parabdlico é obtido
seccionando-se essa superficie por um plano perpendicular
ao seu eixo. Quando a fonte de luz é colocada sobre o foco
do farol parabélico, todos os raios luminosos se refletem pa-
ralelamente ao seu eixo (...) de modo analogo, o principio é
também aplicado na construgao de antenas parabolicas, nas
quais os receptores sao colocado sobre o foco. (SANTOS;
[FERREIRA| 2009} pp. 80)

Para visualizar melhor o que foi dito acima, é possivel mostrar a ideia de solido de

revolugao a partir do programa de computador Geogebra, como vemos na Figura [5.16]

Figura 5.16: Parabola e Paraboloide vistos com auxilio do Geogebra

Fonte: imagem do autor

E sempre importante trazer algo concreto para apresentar aos estudantes, algo

pratico com a intencao de despertar o interesse e a curiosidade. Mencionar, por exemplo,

que hé equagoes que descrevem o formato de paraboloides, a utilizacao do Geogebra pode

ser interessante, fazendo uma breve explicagdo de como inserir equagoes no programa, e

de como a alteracao de valores nas equagoes podem influenciar no formato da curva ou do

solido gerado. Embora o espago tridimensional nao seja o foco desse estudo é importante

mencionar a existéncia e aplicacao do mesmo, podendo assim instigar um aprofundamento

maior do educando no contetido trabalhado.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A auséncia da Geometria Analitica no Ensino Médio é uma perda significativa
para a educacao bésica, o processo historico do desenvolvimento desse ramo da mate-
matica, descrito no Capitulo [3 trouxe ao longo do tempo, contribuigoes extremamente
importantes, muitas delas ja citadas no decorrer deste trabalho como, por exemplo, as
propriedades reflexivas das conicas, GPS e a trajetoria eliptica de corpos celestes em torno
do Sol, citadas no Capitulo [5] Tais aplicagoes ajudam a tornam a mateméatica mais sig-
nificante para os estudantes. Do ponto de vista educacional é muito importante que a
matemaética seja percebida como parte do dia a dia do educando, como uma forma de
entender que a Geometria Analitica, apesar de ser tao algébrica, é consistente quando se
trata de aplicagoes.

Este trabalho teve como objetivo ressaltar a importancia da Geometria Analitica
para o Ensino Médio, podendo-se evidenciar essa importancia destacando dois grandes
nomes da Geometria Analitica, René Descartes e Pierre de Fermat, na discussao do con-
texto historico, a qual foi desenvolvida, onde esses mateméticos conseguiram representar
algebricamente alguns lugares geométricos a partir de suas definigoes.

Vele enfatizar que foram discutidas algumas de suas diversas aplicacoes e ressal-
tando a importancia da mesma para o ensino. O Capitulo [4] foi destinado a dar base para
as afirmagoes feitas no Capitulo [ trazendo as demonstragoes e definigoes necessarias
para manter, neste trabalho, o rigor matematico de uma forma tangivel aos estudantes
do Ensino Médio, trazendo, sempre que possivel, figuras auxiliares com este fim.

Como o foco da pesquisa é de trabalhar a Geometria Analitica no Ensino Médio e
para o Ensino Médio, houve algumas limitagoes, uma delas foi a utilizagao de vetores na
definicao e representacao das conicas. Em muitos casos, usar vetores com esse propoésito
torna as manipulagoes algébricas mais simples a partir de algumas defini¢oes e demonstra-
¢oes. Uma possivel continuidade do estudo apresentado neste trabalho seria a utilizacao
de vetores na Geometria Analitica, embora seja necessario um embasamento inicial mais
especifico.

A Geometria Analitica, como discutido neste trabalho, é de suma importéancia para
o educando na compreensao do mundo do ponto de vista matematico, bem como para o
aperfeicoamento de técnicas relativas as manipulacoes matematicas, abstracao, raciocinio,

além de fazer uma conexao com outras areas do saber, dentro e fora da matemaética.
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