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RESUMO

O avanco tecnoldgico nas engenharias tem sido de grande importancia para a anélise e
o dimensionamento de estruturas por meio de uma variedade de programas. No entanto, é
comum que projetistas que os utilizam desconhecam os processos dos calculos realizados por
esses programas. Assim sendo, é de fundamental relevancia o conhecimento das solucdes
analiticas para que avaliagdes dos resultados obtidos sejam feitas de maneira correta. As placas
delgadas, cuja teoria € descrita em detalhes neste trabalho, é regida por uma equacéo diferencial
parcial de quarta ordem, conhecida como equacdo de Lagrange. A partir desta, e levando em
consideracdo as hipoteses de Kirchhoff, pode-se analisar o comportamento das placas em
termos de esforcos e deslocamentos. Para se chegar na solucdo, adota-se as expansdes em série
de Fourier e condicBes de contorno pré-estabelecidas, através dos métodos de Navier e Lévy.
Alternativamente, estas solu¢des podem ser obtidas de forma aproximadas por meio de métodos
numericos, dentre os quais 0 método dos elementos finitos. Neste contexto, o presente trabalho
apresenta a solucdo da equacdo de Lagrange para placas delgadas por meio dos métodos de
Navier e Levy e a partir de um elemento finito de placa descrito por Reddy. Este elemento foi
implementado fazendo uso de uma linguagem de programacao livre Scilab versdo 6.1.0. Dois
problemas relacionados a placas retangulares foram analisados, para um carregamento
uniformemente distribuido e condi¢des de apoio diferentes (o primeiro, simplesmente apoiado
e 0 segundo, totalmente engastado). Os resultados foram obtidos por meio das formulacgdes
analiticas e comparados com aqueles calculados utilizando o cddigo desenvolvido. Verificou-
se que os valores encontrados, tem uma boa aproximacao, e as maximas deflexdes acontecem

nos centros das placas, independentemente dos apoios considerados.

Palavras-chave: Placas delgadas; método analitico; método numérico.



ABSTRACT

The advancement of technology, in engineering, has been of great importance for the
analysis and design of structures, through a variety of programs. However, most people who
use it do not know the process of calculations performed by these programs. Being of
fundamental importance, the knowledge of the analytical solutions so that the estimates of the
obtained results are made in correct way. The thin plates, whose theory is described in detail,
are governed by a fourth order partial differential transmission, known as Lagrange
authorization. From this, and taking into account Kirchhoff's hypotheses, one can analyze the
behavior of the plates in terms of efforts and displacements. To arrive at the solution, adopt
Fourier series expansions and pre-established boundary conditions, through the methods of
Navier and Lévy. Alternatively, these solutions can be followed approximately using numerical
methods today, among which the finite element method. In this context, the present work
presents the Lagrange approval solution for thin plates by means of the Navier and Levy
methods and from a plate finite element described by Reddy. This element was implemented
using a free programming language Scilab version 6.1.0. Two problems related to rectangular
plates were analyzed, for a distributed load, changing the supports at the edges. The first being
simply supported and the second being fully embedded. The results were obtained through the
analytical formulations and compared with those calculated using the developed code. It was
verified that the values found, have a good approximation, and the maximum deflections

happen in the centers of the plates, independently of their supports.

Keywords: Thin plate; analytical method; numerical method
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1 INTRODUCAO

A utilizacdo de placas tem grande importancia no projeto e analise de estruturas, sendo
aplicaveis em varios campos da engenharia. Segundo Ota (2016), as placas compdem um
subconjunto das cascas caracterizadas por superficies planas em sua configuracdo ndo
deformada, e atuam, principalmente, a flexdo. A casca é um elemento tridimensional delimitado
por duas superficies curvas, tendo uma pequena distancia entre elas (sua espessura).

Existem muitos exemplos de sistemas estruturais que podem ser concebidos com placas:
lastro de pontes, lajes planas, estruturas hidraulicas, cascos de navios, avides, etc., como
mostrado na Figura 1.1. Estes tipos de estruturas, mostram-se eficientes em suportar grandes
carregamentos externos, contribuindo com a prote¢do dos elementos internos. Além disso, tem

boa relacdo entre a resisténcia e 0 peso da estrutura, apresentando um bom aspecto.

Figura 1.1 — Utilizagdo das placas.

(a) Lastro de ponte (b) Laje plana

Agua

Borda
Engastada

(c) Comporta (d) Unidade de uma asa de avido

[ I E = | T
\

Placas laterais
(e) Embarcagao

Fonte — Ventsel e Krauthammer, 2001, P.2.

Quando se busca investigar o comportamento das placas, com relacdo as tensbes e
deformacdes, chega-se a equagdes muito complexas, sendo utilizada séries trigonométricas para
se encontrar a resolucédo do problema. Por isso, na engenharia de estruturas séo tdo importantes
0s conceitos matematicos que englobam desde a geometria analitica, passando pela algebra
linear, até o célculo diferencial e integral (COSTA, 2010). Segundo Carvalho (2016), 0 avango
da informatica, possibilitou a formulacdo de solucdes utilizando o Método dos Elementos

Finitos (MEF). O MEF oferece grande flexibilidade para resolver problemas complexos com
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geometrias reais, com possibilidade de implementagdo numérica. Suas capacidades e limitacGes
sdo amplamente conhecidas, tornando o método numérico mais utilizado na engenharia,
atualmente (OTA, 2016). A correta aplicacdo desse conhecimento em projetos estruturais
proporciona eficiéncia, levando em consideracdo as propriedades do material, bem como suas
dimensGes e geometria. Uma estrutura pode ser considerada segura quando se sabe a quais
cargas ela esta submetida e como ela responde a essas cargas. Essas defini¢cdes requererem uma
compreensdo de como essas forcas sdo distribuidas em uma estrutura, bem como o
conhecimento da resisténcia do material utilizado (MATEUS, 2018).

Voltando-se para a engenharia civil, é necessario ter nocao de que, para construir uma
edificacdo, € de suma importancia a utilizacéo das lajes. Com o passar do tempo, 0 avanco da
tecnologia, juntamente com um conhecimento mais avangado, proporcionaram uma evolugédo
que contribuiu para analises mais sofisticadas desses elementos estruturais — Figura 1.2. As
lajes combinadas com vigas, pilares e fundagdes sdo responsaveis pela estabilidade e resisténcia
da edificacdo. A definicdo do tipo de laje varia para cada caso, dependendo do seu destino
(residéncias, escolas, armazéns, parques de estacionamento, entre outros) e depende também
do aparecimento ou ndo de sobrecargas adicionais, das dimensdes das aberturas livres e das
condigdes de apoios (apoiadas, livres ou engastadas) (EMIDIO SOBRINHO,2012).

Figura 1.2 — Tipos de elementos na estrutura.

Elemento
de barra
K

Elemento
de viga

t/‘
v w4
Elemento A

de placa el
/ :~ g o
st
< Va T
il 3 v

Fonte - Ugural, 2018, p. 264.

Yy Y

/Y

Os pisos das edificagdes podem ser executados com diferentes tipos de lajes, como as
lajes macicas, as lajes nervuradas, as lajes cogumelo as lajes trelicadas e laje alveolar, além de

diversos tipos de lajes pré-moldadas (ARAUJO, 2010). Nesse contexto, o estudo de placas vem
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sendo alvo de vérias pesquisas, buscando uma maior eficiéncia no céalculo dos esforcos

solicitantes em que essas estruturas estdo submetidas.

1.1 Justificativa

A utilizacdo de placas delgadas, possibilita grandes vantagens, devido a abrangéncia em
varias engenharias de estruturas. O seu uso torna possivel a criacdo de pecas para avides, por
parte da engenharia mecanica, de determinacbes de lajes, na engenharia civil, do
desenvolvimento de embarcacgdes, na engenharia naval, além de varios outros beneficios.

O estudo de placas pode ser feito de maneira analitica e numérica, sendo necessario a
compreensdo da teoria para poder utilizar os métodos numéricos. Ou seja, 0 entendimento
solido dos conceitos das equacdes que governam as solucdes classicas de placas permitem um
maior dominio das ferramentas numéricas. Assim, muitos trabalhos s&o feitos com esse intuito,
porém a maioria deles ndo trazem o desenvolvimento completo das expressées, sendo dificil de
encontrar 0s pormenores até nos livros classicos.

Na graduacdo, mais especificadamente nas disciplinas de estruturas, muita das equacgdes
sdo utilizadas sem que, boa parte dos estudantes, ndo tém ideia de como elas surgiram. Por
exemplo, na disciplina de Estrutura de Concreto I, que € vista no Instituto Federal da Paraiba,
Campus Cajazeiras (IFPB), a rigidez é um termo bastante utilizado, porém de forma quase
automatica, passando despercebido a ligagdo com outras equacdes. Além disso, as hipdteses de
Kirchhoff também sdo utilizadas, muitas vezes, sem entendimento. Atrelado a isso, pouco se
ver a disciplina de elementos finitos ser ofertada nos cursos de engenharia.

O conhecimento da relagdo entre as solucdes analiticas e numéricas, sao de grande valia.
Assim, este trabalho busca trazer todo esse desenvolvimento, facilitando a compreensao,

objetivando a utilizagdo de um algoritmo, construido com uma linguagem de programacao livre.

1.2 Obijetivo geral

O principal objetivo desse Trabalho de Conclusédo de Curso é realizar o estudo analitico
e numérico de placas delgadas, por meio da formulacao teorica classica e utilizando um codigo

de elementos finitos implementado com a linguagem Scilab verséo 6.1.0.

1.3  Obijetivos especificos

Para atingir o objetivo geral, foram definidos os seguintes objetivos especificos:
a) Estudar de forma aprofundada a formulacéo de Navier e Levy e entender as suas aplicacoes;

b) Estudar a formulacéo dos elementos finitos de placas delgadas usados;
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c) Compreender como utilizar e aplicar os codigos implementados, para a analise estatica de
placas com duas condic¢des de apoio diferentes;

d) Verificar a qualidade de implementacdo e as potencialidades de aplicacdo dos codigos
utilizados;

e) Comparar os resultados calculados por meio das solugdes analiticas com os obtidos mediante
cbdigos escritos em Scilab versao 6.1.0.

1.4 Estrutura do trabalho

Este trabalho é composto por 11 capitulos. O capitulo 1 apresenta conceitos do tema
abordado, motivagédo do estudo e os objetivos.

O capitulo 2 traz o conceito de placas, 0 contexto histérico e a evolugdo das soluces,
finalizando com a teoria da elasticidade, utilizada no processo de calculo para a obtencdo da
equacéo para placas delgadas.

No capitulo 3 é desenvolvida a equacdo base para o estudo analitico, utilizando como
base os estudos de Lagrange, aplicando varias hipoteses para a placa, chegando em uma
equacao diferencial de quarta ordem.

No capitulo 4 faz-se o estudo de séries duplas, que servem como a base matematica para
as solucgdes analiticas.

No capitulo 5 encontra-se a aplicacdo das séries duplas, junto com a equacao de quarta
ordem, para a formulacdo de uma solucéo analitica, sendo, entdo, possivel descobrir os esforcos
solicitantes, como por exemplo: momentos fletores, torsores e a deflexdo em uma placa delgada
simplesmente apoiada.

O capitulo 6 traz outra solucdo analitica, que agora, utiliza-se séries Unicas, facilitando
na convergéncia dos resultados.

No capitulo 7 apresenta-se o estudo do elemento finito de placa, utilizando a teoria de
placa de Midlim.

O capitulo 8 aborda a metodologia empregada, tipo de pesquisa e descricdo das
atividades.

No capitulo 9 é colocada em prética o estudo das solugbes analiticas, através da
resolucdo de dois problemas, mostrando ainda, o desenvolvimento de uma equagéo para uma
placa totalmente engastada.

O décimo capitulo traz os resultados numéricos dos problemas tratados no capitulo

anterior. Discretiza-se as estruturas com varias malhas e espessuras, fazendo as analises e
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comparagdes com os resultados obtidos nas solucdes analiticas. No capitulo 11 s&o feitas as
conclusdes do trabalho e sugestdes de trabalhos futuros.
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2 TEORIA CLASSICA DAS PLACAS DELGADAS
2.1 Conceito de placas

Uma placa sera considerada delgada, quando sua espessura € relativamente pequena, se
comparado com as outras dimensdes, porém é resistente as forcas que sdo aplicadas. Segundo
Carvalho (2020), a razdo entre a espessura das placas e a menor das dimensdes nédo € superior
a 1/10.

As placas finas podem sofrer com momentos fletores, torsores e deflex&o, sendo preciso
analisar as condicdes de carregamento e de apoio que ela esta submetida, para que a analise
comportamental possa ser realizada.

No ambito estrutural, as lajes, que trabalham como placas, podem ser apoiadas em
pilares ou sustentadas em vigas. Segundo Araujo (2014), de acordo com as condicGes de
contorno, podemos classificar os bordos das lajes em 3 tipos: livres, engastadas ou apoiadas. As
lajes contribuem com sua rigidez transversal a flexao, na rigidez global da estrutura, devido ao
seu comportamento de placa, participando na interacdo dos esforgos e deslocamentos como 0s
demais elementos estruturais (MARTINS, 1998).

2.2 Processo evolutivo da analise de placas

As civilizagdes antigas, assim, como 0s egipcios, gregos e romanos construiram alguns
dos mais majestosos monumentos de lajes de pedra, exemplos incluem pirdmides, templos e
timulos, alguns dos quais ainda existirdo daqui a séculos. No entanto, ha uma diferenca
fundamental entre as placas usadas nesta época e as usadas na engenharia moderna. Na época,
0 conhecimento empirico era usado para dimensionar as placas e cargas, mas hoje, é
determinado por métodos cientificamente testados. A histéria do desenvolvimento da teoria
cientifica da placa e da tecnologia de solucdo relacionada € muito interessante. Embora o
desenvolvimento da mecéanica estrutural tenha comegado com o estudo de problemas estaticos,
0s primeiros estudos analiticos e experimentais em placas foram principalmente dedicados a
oscilagdes (SZILARD, 2004).

Segundo Campos (2011), os primeiros desenvolvimentos da teoria das placas sdo do
século XVIII e foram aperfeicoados ao longo de cerca de duzentos anos, até que o trabalho de
Timoshenko e Midlin no inicio da década de 60 deu-lhe sua forma atual.

A primeira aproximacdo da teoria de membranas para placas finas foi dada por Euler
(1707-1783) em 1766. Ele resolveu problemas de oscilacdo livre em membranas elasticas

retangulares, triangulares e circulares por analogia com o sistema perpendicular de molas de
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extensdo. Seu aluno, Jacques Bernoulli (1759-1789), estendeu essa analogia, substituindo
molas por vigas e descobrindo assim o valor de sua rigidez no comportamento de flexao.
Bernoulli ainda encontrou semelhancas entre essas teorias e dados experimentais (CAMPOS,
2011).

O fisico aleméo Ernst Chladni (1756-1827) deu um verdadeiro impulso ao estudo das
oscilagdes das placas. Seu livro de acustica descreve varios experimentos com diafragmas.
Chladni descobriu varios modos de oscilacdo livre. Seus experimentos usavam po
uniformemente dispersos que formavam padrbes regulares apds a introducdo de vibracoes
(SZILARD,2004).

Em outubro de 1811, a matematica Sophie Germain (1776-1831) desenvolveu as
primeiras equacdes diferenciais para a teoria das placas. Poisson (1781-1840) foi o primeiro a
determinar com preciséo o valor da constante k, na equacgédo diferencial para oscilacfes de
placas, assumindo que as particulas se encontram no plano mediano da placa. Ele erroneamente
concluiu que essa constante é proporcional ao quadrado da espessura em vez do cubo. Mais
tarde, em 1828, Poisson estendeu seu trabalho usando as equac6es de Navier, mas seu trabalho
foi valido apenas para a placas grossas (CAMPOS, 2011).

O cientista e engenheiro L. Navier (1785-1836) foi quem desenvolveu a primeira
equacdo diferencial totalmente valida para placas sujeitas a cargas distribuidas, laterais
px(x, ¥). Usando as hipoteses de Bernoulli, que ja eram aprovadas, quando se tratava de flexdo
de vigas, porém trazendo para elementos de superficie. Navier representou a deflexdo por
w(x,y) e arigidez por D, além de considerar esta Gltima sendo o cubo da espessura da placa.
No entanto, Gustav R. Kirchhoff (1824 —1887), foi quem desenvolveu a primeira teoria
completa de flexdo de placas. Em seu primeiro artigo sobre o assunto, publicado em 1850, ele
resume pela primeira vez o trabalho anterior de cientistas franceses na area, mas nao menciona
o trabalho de Navier (SZILARD, 2004).

2.3 Métodos de resolucdes

No desenvolvimento das solucdes da equacao diferencial de placas delgadas é de suma
importancia enfatizar o trabalho de Gustav R. Kirchhoff, pois segundo Szilard (2004), foi
atraves de suas observacdes que simplificagdes foram atribuidas a analise da teoria, resultando
na conhecida equacdo de quarta ordem que rege o comportamento desse tipo de estrutura. No
entanto, ainda assim, tende se ter uma solugcdo complicada e muitas vezes ndo podem ser

resolvidas devido a sua geometria, carregamento e condi¢des de contorno (EMIDIO
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SOBRINHO, 2012). J4, quando condigdes de contorno sdo predeterminadas, pode-se encontrar,
de forma mais rapida, a solugdo da equacgdo, usando a solucdo de séries duplas de Fourier
disposta por Navier ou, entdo a solucdo de Levy que utiliza série de Fourier com apenas uma
variavel (TIMOSHENKO, 1959).

Para o sucesso dos métodos utilizados, um grande aliado foi as séries de Fourier, que
utiliza coeficientes, fungdes trigonométricas e intervalos periodicos, para formular as solu¢es
de Navier e Levy, respectivamente. Na composicao das séries ja citada, a sequinte simplificacdo
foi de grande importancia: para funcGes pares o resultado da integral era multiplicado por dois,
enquanto para fung¢bes impares o valor obtido através da integral resulta em zero. Fourier ainda
expandiu mais sua equacdo, transformando-a em séries duplas, que seguiam a mesma
formulacdo da série de uma variavel. No entanto, essa série teria funcdo de englobar equacdes
diferenciais parciais bidimensionais.

Na solugdo obtida por Navier foram usadas condi¢Ges de contornos preestabelecidas,
transformando equacdes diferenciais em equacdes algébricas. Esta solugcdo € formada através
de séries de senos, pois, graficamente, a deflexdo, coincide com essa fungdo trigonométrica.
Através do carregamento, consegue-se encontrar a deflexao, juntamente com 0os momentos e
esforcos cisalhantes, tudo isso obedecendo a equacdo diferencial de quarta ordem.

Os valores de flexdo, na solugdo de Navier, ndo convergiam rapidamente, entéo, Levy
buscou uma alternativa, resolvendo utilizar séries de Fourier com apenas uma variavel. Alem
disso, segundo Aradjo (2010), utilizou-se cargas distribuidas uniformemente nas secOes
analogas ao eixo x, eliminando a dependéncia da carga no eixo y. Para este método Levy
utilizou uma equacdo diferencial parcial ndo-homogénea, na qual a funcdo deflexdo que
dependia de x e y teria duas solucBes, chamadas de complementar e particular. Além disso,
para fins de simplificacdes, Levy utilizou func¢des trigonométricas hiperbolicas.

Para se ter uma melhor compreenséo e facilitar os trabalhos, surgiram varios estudos,
onde priorizaram a rapidez da resolucdo dos célculos. Apoés isso, a tecnologia pdde ser mais um
aliado que trouxe, através de métodos computacionais com analise numérica, precisao e

rapidez.

2.4 Teoria da elasticidade

Nocoes béasicas de equacles de elasticidade linear sdo necessarias para desenvolver

problemas de elasticidade e tensdo da placa. A partir disso, a elasticidade e a tensdo plana
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podem ser descritas. O método elementar parte desses fundamentos matematicos (RIBEIRO e
WESTIN, [s.d]).

Para um melhor entendimento da equacdo diferencial das placas, € necessario ter
conhecimento de algumas relacdes da teoria da elasticidade, sendo elas representadas através
de um corpo infinitesimal de trés dimensdes, que estdo sujeitos as a¢des externas. Nesse caso,
considera-se apenas as deformagdes infinitesimais. O elemento infinitesimal é representado por
um paralelepipedo (d,, d,, d;) (ARAUJO, 2010). A elasticidade linear infinitesimal estuda as
deformac6es e a distribui¢do de forcas internas em sélidos submetidos a cargas externas, no
qual se limita apenas a deformacdes elasticas e de pequena escala. (RIBEIRO e WESTIN, [s.d]).

As componentes das tensdes normais nas dire¢oes x, y, z, como visto na Figura 2.1 séo
designadas por o, gy, 0, , respectivamente. As tensdes tangenciais, 7, sao identificadas atraves
de dois subindices. O primeiro indice indica a direcdo da normal a superficie onde atua a tenséo,

enguanto o segundo indice indica a direcdo da tensao.

Figura 2.1 — Tensdes em um elemento infinitesimal.

s Y

Fonte — Autor, 2023.

Os deslocamentos de um ponto genérico do corpo sdo designados por suas componentes
u,v,w segundo as diregdes x, y, z respectivamente.

Para relacionar os deslocamentos com as deformagdes, considera-se a proxima Figura
2.2, onde se apresenta apenas a projecdo do elemento tridimensional no plano x — y. Tem-se
que a partir dos deslocamentos, pode-se calcular as deformagdes em qualquer ponto da

estrutura.
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Figura 2.2 — Deformag6es do elemento no plano x — y.

y
A

u+u, dy c

C
BI
dy
V+V xdX
v A
B ’ X
A Lu u+u,xdx
dx

Fonte — Autor, 2023.
Em decorréncia das tensfes tangenciais, as fases do elemento sofrem rotacdo. A fase
AB, sofre uma rotacdo y,, passando para a posicdo A'B’. A face AC sofre uma rotacédo y,,
passando para a posigdo A'C’. Além disso, as dimens@es iniciais do elemento, d, e d,,, ficam
alteradas por causa das tensGes normais.
Considerando uma projecdo de A'B’, como sendo d;, 0 comprimento d;. serd dado da

seguinte forma:

dy=d, +u+u,d,—u (2.4.1)
dy = dy + U, d, (2.4.2)
dy = (1 +u,, )d, (2.4.3)

d,— d
== =u, (2.4.4)

dy
em que:
ou

= — 2.4.5
u'x ax ( )

Por definicdo, a deformacéo na direcdo normal € o alongamento ou a contragdo de um
segmento de reta por unidade de comprimento (BUFFONI, [s, d]), a deformag&o normal na
direcdo x € igual a:

AL di—-d, du
T L,  dy  ox

&y (2.4.6)
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Para a direcdo y, sera analogo ao desenvolvimento da Equacéo (2.4.6), logo teremos:

_av

&5 =3 (2.4.7)

Por definicdo, a deformacdo por cisalnamento ¢ a mudanca de angulo ocorrida entre
dois segmentos de reta originalmente perpendiculares entre si, tendo seu angulo denotado por
y € medido em radianos (BUFFONI, [s, d]), dessa forma a deformacéo por corte y,,, € igual a

distorgéo do elemento, dada por:
Yey = V1t V2= U T U,y (2.4.8)
A Equacdo (2.4.8) é escrita na forma:

v u
Yy = + (2.4.9)

dx  0dy
quando se emprega a notacdo classica para as derivadas parciais.
Considerando as trés componentes de deslocamentos, obtém-se as seguintes relagdes

deformacdes-deslocamentos:

ou v ow
€x=§:€y=@;€z= F (2.4.10)
Yy = Vyx = % g—; (2.4.11)
Yz = Yax = (z_\;v + Z—Z (2.4.12)
YVyz = Vzy = Z—Z + Z—];: (2.4.13)

Onde u,v e w sdo as componentes do vetor de deslocamento nas diregdes x,y, z,
respectivamente. Essas equacOes representam adequadamente as deformacdes apenas quando
sdo muito pequenas. As equaces a seguir, sdo permeadas através das teorias desenvolvidas por
Hooke. Assim, serd necessario o entendimento desta secdo para dar continuidade ao estudo.

Em 1678, surgiu, através de Robert Hooke, o estudo que relacionavam aplicacdes de
cargas as deformacbes (MATEUS, 2018). Para que tal analise atingisse um resultado
satisfatorio, ele considerou o material homogéneo, isotrépico e elastico, comportando-se de um

modo linear elastico. Assim, se 0 material em um ponto estiver sujeito a um estado de tensao
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triaxial oy, 0,, 0,, cOmo mostra a Figura 2.3, deformagOes normais associadas &y, &, £, Serao

desenvolvidos no material.

Figura 2.3 — Tensdes em um elemento tridimensional.

L L,
G (e

Fonte — Autor, 2023.

As tensBes podem ser relacionadas as deformagdes por meio de superposicao, da relacao

de Poisson e da Lei de Hooke aplicada na diregdo uniaxial. Em que:

€lat = — V€long (2414)
e
=2 (2.4.15)
€= £ 4.

Um material é dito linear elastico se ele se comporta elasticamente e exibe uma relacéo
linear entre a tensdo e a deformacéo. A relacdo entre tensdo e deformacédo pode ser expressa
como, (MONIZ, [s.d]):

o=Ee (2.4.16)

em que E é a constante de proporcionalidade, conhecida como modulo de elasticidade
longitudinal do material (ou modulo de Young), no qual, expressa a rigidez do material (a
resisténcia do material a deformac&o eléstica) e depende das forcas e conexdes entre 0s a&tomos.
No Sistema Internacional (SlI), os valores de E sdo expressos em gigapascais (GPa) por serem
valores muito altos. Sendo a inclinacdo da porcdo linear do diagrama tensdo-deformacao.

Inicialmente considera-se a deformacg&o normal do elemento na diregéo x — Figura 2.4.
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Figura 2.4 — Superposic&o das tensdes.

Fonte — Autor, 2023.

Aplicando as seguintes tensdes para a dire¢do x. Para o, 0 elemento alonga-se, e, para o, € o,

contrai-se. Obtendo-se, as respectivas expressoes:

I Ox
ey =2 (2.4.17)
Oy
Eux = —VE (2418)
Oy
€”’x = —VE (2419)

Ao sobrepor as deformagdes normais, determina-se a deformagdo normal €, para o
estado de tensdo mostrado, procedendo de forma semelhante se determina as deformacGes

normais para as direcbes y e z.

gx =&+’ +E", (2.4.20)
g, = %—v%—v% (2.4.21)
& = %[ax — v(ay + O'Z)] (2.4.22)
&y = %[ay —v(o, + az)] (2.4.23)
&, = %[O‘Z —v(oy + ay)] (2.4.24)

As equacOes das tensdes estdo em funcdo da deformacdo. Admitindo-se pequenos

deslocamentos, tem-se um estado plano de tensdo, onde despreza-se o, e &,. No entanto,
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qualquer um dos eixos poderia ser escolhido. Dessa forma, utilizando as Equacdes (2.4.22) e
(2.4.23), tem-se:

1

&= (o, — vay) (2.4.25)
1

&= % (o) —vay) (2.4.26)

Manipulando a Equagéo (2.4.26) para isolar o, e substituindo na Equacao (2.4.25), tem-se:

e, = % - v% (2.4.27)

% =&y v (2.4.28)

oy, = E&, +vo, (2.4.29)
1

&= [O‘x - V(E&‘y + vax)] (2.4.30)
1

&= ¢ (0, — v?o, — VEg,) (2.4.31)
1

&= % [0, (1 —Vv?) — VE¢, ] (2.4.32)

E

& - 0,(1 —Vv?) — VEg, (2:4:33)

0,(1 —v*) —VEe, = E¢, (2.4.34)

0,(1 —v?) = Ee, + VE¢,, (2.4.35)

0, (1 —v?) = E(&, + ve,) (2.4.36)

E
0, = m (Sx + VSy) (2437)
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Analogamente a o, sera:

E
Oy = m (Sy + Vé’x) (2438)

Além das tensdes normais envolvidas, haverd presente as tensdes de cisalhamento.
Entdo, leva-se, agora, em consideragéo a Lei de Hooke Generalizada.

Aplicando uma tenséo de cisalhamento 7,, ao elemento, observagOes experimentais
indicam que o material se distorcera somente devido a uma deformacdo por cisalhamento y,,,.

A mesma analogia, servira para as outras dire¢des, como mostrado na Figura 2.5.

Figura 2.5 — Distorcéo no elemento tridimensional.

Fonte — Autor, 2023.

O angulo formado mede a deformacéo do elemento como resultado do cisalhamento,
chamado de tensdo de cisalhamento, que mede o deslocamento relativo das bordas opostas do
paralelepipedo. A relacdo proporcional entre as tensdes de cisalhamento e suas respectivas
deformacdes surge do médulo de elasticidade transversal G.

Tay =Vuy "G5 Tyz =Vyz "G Ty = Vaz "G (2.4.39)
T

Yy = % (2.4.40)
T

Vyz = % (2.4.41)
T

Yaz = (2.4.42)

Existe uma relacdo entre E,v,G, e a maneira de deduzir ela, € considerar que um

elemento do material esta sujeito a cisalhamento puro, ou seja, as tensdes normais iguais a zero,
como mostra a Figura 2.6.

ox=0,=0,=0 (2.4.43)



Figura 2.6 — Cisalhamento no estado plano de tensdes.

y
A

——’ ’ny
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Fonte — Autor, 2023.

30

Para obter as tensdes, é necessario o entendimento do circulo de Mohr, mostrado na Figura 2.7.

Figura 2.7 — Circulo de Mohr.

Gmin j Omax
26P

T

Fonte — Autor, 2023.

Encontrando as tensdes, representado na Figura 2.8, tem-se:

R = T = Txy
20P = 90°
0P = 45°

Oméx = Omedia T Raio

(2.4.44)
(2.4.45)
(2.4.46)
(2.4.47)

(2.4.48)



Omin = Oméaia — Raio
Omax = Txy
Omin = ~Txy

Figura 2.8 — Tensdes maxima e minimas.

X

y
FAN
Omin = ~Txy /

Omax = Txy
Op, = 45°

AN

Fonte — Autor, 2023.

Sendo assim, as tens@es principais sao:

Omin = —Txy
Omedia = 0
Omax = Txy
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(2.4.49)
(2.4.50)

(2.4.51)

(2.4.52)
(2.4.53)

(2.4.54)

Utilizando a Equacéo (2.4.25) da deformacéo, e substituindo as tensbes por maxima e

minima, tem-se:

1
&= E (Uméx - Vo-ml’n)

(2.4.55)

Agora, substituindo as Equagdes (2.4.52) e (2.4.54) na Equacdo (2.4.55), obtém-se a

Equacéo (2.4.56), onde sera trabalhado a deformag&o méxima, para obter o valor do médulo de

elasticidade transversal. Utilizando a deformag&o minima tambem poderia chegar no mesmo

resultado.
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1

Emix = & (Tay + VTay) (2.4.56)
1

Emax = Erxy(l +v) (2.4.57)

Essa deformacdo, que distorce o elemento ao longo do eixo x’, também pode ser
relacionada com a deformagéo por cisalhamento y,, pelo circulo de Mohr para deformagéo,

chegando na seguinte equacao:

&t & Ex — E2 Vaev\ 2
€(max,min) = = ) a t j( ol 5 y) + (%) (2.4.58)
Por cisalhamento puro em que o, = o, = 0, sabe-se que &, = &, = 0, assim:

Emt = % (2.4.59)

Utilizando a Equag&o (2.4.57) e manipulando para isolar 0 &4, € substituindo na
Equacdo (2.4.59), obtém-se:

Yxy Txy
7 = =L 2.4,
> 7 (L+V) (2.4.60)

Simplificando, pode-se achar a tensdo de cisalhamento, ficando a equagdo desta
maneira:

E

= —- 2.4.61
Txy 2(1+V) ny ( )

Assim, é possivel encontrar o mddulo de elasticidade transversal substituindo a Equacéo
(2.4.40), na Equacdo (2.4.61), resultando em:

E Tyy

Txy = m . T (2462)

Dividindo as tensdes de cisalhamento, que estdo em lados contrarios da equacéo, e
passando o0 mddulo de elasticidade transversal G multiplicando pelo valor do primeiro membro
da equacéo, encontra-se o seguinte resultado:

E

=2y

(2.4.63)
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3 EQUACAO DIFERENCIAL DE LAGRANGE

Segundo Oliveira Neto (1998), para se fazer a analise estabelecidas do comportamento

de placas finas, utiliza-se as hipoteses simplificadoras, dispostas por Kirchhoff, considerando

quatro variaveis de contorno, que levam a equacdo de quarta ordem de Lagrange. Para a

deducio de sua equagio, serdo admitidas as seguintes hipoteses (ARAUJO, 2010):

Material elastico seguindo a lei de Hooke;

Pequena espessura da placa;

Pequenas deformaces e deslocamentos;

Deslocamentos horizontais despreziveis dos pontos do plano médio;

Retas normais ao plano médio da placa permanecem normais a esse plano apos a
deformacéo;

Tensdo o, desprezivel quando comparada aos valores de oy € ay,.

A carga normal ao plano médio em uma determinada placa é indicada genericamente

por p(x,y) = p. Tem-se no plano x — y a superficie média da placa, assim, considerando a

deformacdo da placa em uma secdo paralela ao eixo x, obtém-se as relagdes entre 0s

deslocamentos e as deformacdes (DIAS, 2019). A Figura 3.1 ilustra o deslocamento de um

ponto situado sobre uma normal ao plano da placa e distante z desse plano:

Figura 3.1 — Deformacdo de uma secéo transversal.

Jf Al lz h%—x:u

Z,W W

Fonte — Autor, 2023.

Uma placa ao se deformar, apresenta uma variagdo da posi¢do dos pontos através da

inclinag&o da reta, que pode ser obtida, derivando-se o deslocamento vertical w. Partindo desse

entendimento, € possivel perceber a formacgdo de um angulo quando se tem a projecéo da linha

da placa sem carregamento, na placa deformada.
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Ao se representar um elemento de placa tridimensional, fica mais evidente a
movimentacdo dos pontos determinados e a formacdo de um tridngulo retangulo que serd dtil

para determinacédo do angulo — Figura 3.2.

Figura 3.2 — Elemento tridimensional de placa.

v
Fonte — Autor, 2023.

Usando relagdes trigonométricas, de acordo com a Figura 3.3, para se determinar o

quanto o ponto q ira se deslocar, ou seja, a rotacdo deste ponto, tem-se:

Figura 3.3 — Triangulo retangulo.

»

u

Fonte — Autor, 2023.

Cateto oposto

=tan 6 (3.1)

Cateto adjacente

u
tang = p (3.2
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Para ter uma variagéo de inclinacdo da reta, € necessario derivar o deslocamento w:

_ow o ow (33)
=9 P dy '
u=ztang (3.4)
0
u = 7 tan— (3.5)
0x

Como a distancia entre 0s pontos z, movimenta-se para a orientacdo contraria ao eixo
x, tem-se, um sinal negativo, logo:

ow
—u = ztan— (3.6)
0x

Multiplicando ambos os lados por —1, tem-se:

ow
u=—ztan— (3.7)
0x

A p . ow p . ow .
Como o angulo formado é muito pequeno, a tan—— sera, aproximadamente 5, assim

fica:
i
w= -z (3.8)
0x
Analogamente:
_ aw 3.9
v=—z % (3.9)

(3.10)

As rotagdes da superficie média deformada, sdo aproximadas através da derivada do

deslocamento vertical, ou seja, as hipbteses cinematicas se resumem a:

u(x,y,z) = —ZW (3.11)
v(x,y,z) = —zM (3.12)

dy

w(x,y,z) =w(x,y) (3.13)
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Considerando as deformacdes e distor¢des visto no capitulo anterior, e substituindo as

Equacdes (3.8) na (2.4.6), (3.9) na (2.4.7), (3.8) e (3.9) na Equacdo (2.4.9), encontra-se as
seguintes equacoes:

. = ox (3.14)
x 0x
Em que —z é uma constante, tem-se:
0w
&= —Z5— (3.15)
A deformacdo especifica de y, serd analoga a de x, ficando:
0w
gy = —Za—:y2 (316)

Para a distor¢do também se tem derivada de segunda ordem. No entanto, como esta no

plano x — y, sera derivada em relacdo a x e depois em relacdo a y:

0 (_Zaa_gcv) N J (_Z%}) (3.17)

Vay = 0x oy

Soma-se as constantes, assim, obtém-se:

) 2%w
2 axdy

Vxy = (3.18)

Considerando-se a hipdtese de que as tensGes normais a superficie média sdo
despreziveis, e aplicando as Equacdes (3.15) e (3.16) na Equacdo (2.4.37) e na Equacdo
(2.4.38), respectivamente, é possivel encontrar as deformagdes. J& para as distor¢Oes faz-se

necessario substituir a Equacdo (3.18) na Equacéo (2.4.61). Dessa maneira, pode-se encontrar
as seguintes equacoes:

B Ez 2%w N 2%w (3.19)
%% = (1 —v?2)\ 0x2 v 0y? '

B Ez 2*w N 0w (3.20)
%= (1 —v2)\ ay? Vox? '
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Ez 0*w
= — 3.21
Ty (1+v) dxdy (3:21)

No plano médio, tem-se que as tensdes sdo nulas. Além disso, as trés componentes das
tensdes variam de forma linear ao longo da espessura da placa (DIAS, 2019). Os esfor¢os axiais

o, € oy, produzem momentos fletores na placa. Ja os esforgos cortantes 7,,, € T,,, produzem
momentos torsores na placa. Integrando as tensdes normais em relagéo ao eixo z, no qual o

‘- . t p t
plano médio varia de S ate —-, logo:

N| e+

M, = f tax-zdz (3.22)

2

Substituindo a Equagdo (3.19) na Equacdo (3.22), tem-se:

t
2 Ez d2%w d0%w
= — . 3.23
M, f_% (1—v2)<6x2+vay2> zdz (3.23)
t
E d0%w 0%w ‘
= — 2 3.24
M, (1—v2)<6x2+vay2>ftz dz ( )
2
2 2 3 E
E a“w 0w\ |z°|?
M. = z 3.25
* (1—v2)<6x2 +V6y2>l3l_£ (3.25)
2

t\3 t\3
M= L (Pw, 0w 6 _ (-2) (3.26)
x (1 —v2)\ 0x2 dy? 3 3 '
Y. = E 0*w N 0%w\ [¢3 N t3 (3.27)
T a-v\exz " Vay? ) |28 24 |

Y = E 62W+ 2%w\ t3 (3.28)
X (1 —=v2)\ 9x? Vayz 12 '



38

" — Et? 62w+ 92w (3.29)
T 12(1 —v?) \ 9x? "ayz '

As mesmas consideracOes serdo feitas para a direcdo y, tendo o seguinte resultado:

Y = Et3 62W+ d%w (3.30)
Y 12(1 = v2) \ ay? YV ox? '

~ . t/2
Para 0 momento torsor My, usa-se a tensdo cisalhante M, = | /

Xy 2 Txy zdz. Além

disso, utiliza-se 0 mesmo valor da integral M,, ou seja, 0 mesmo resultado t3/12, assim

ficamos com a seguinte equacéo:

Y. = Et3 02w (3.31)
¥ 12(1 + v) \dxdy '

Multiplicando ambos os lados, tanto 0 numerador como o denominador por (1 — v), e

manipulando para deixar (1 — v?) como termo em comum.

M = Et3(1—-v) 02w (3.32)
Y121 = v)(1 +v) \oxdy '
Et3(1—v) [ d%*w
=— 3.33
My 12(1 —v2) <6x6y> (3:33)
A fim de simplificar, adota-se a seguinte afirmacéo:
Et3
= 3.34
b 12(1 — v2) (3:34)
Em que esse D serd denominado rigidez.
Com isso simplificando as Equacdes (3.29), (3.30) e (3.33), obtém-se:
m, = (2%, 2w (3.35)
x oxz " dy? '

d2%w 2%w
M, =-p(L¥ 2 (3.36)
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62
My, = —(1—v)D ( ax;;) (3.37)

Tomando-se o equilibrio de um elemento infinitesimal de placa (dxdy), tem-se que 0s
esforcos solicitantes nas faces serdo, momentos torsores (Mxy = Myx), momentos fletores
(M, e M,) e esforcos cortantes (Q, € @), (ARAUJO, 2010).

Na Figura 3.4, indica-se o plano médio do elemento de placa e os esforgos solicitantes,

0S quais sdo representados na propria figura.

Figura 3.4 — Placa tridimensional e esforcos solicitantes.

Qa4 M,
X
(’ o
‘/ T

/ Mx*‘aa&dx

4 M,
dx [ |/ % My, + v dx
M, + My dy L '/\. R
4 -
My + Myay  Q, + 9 d

ay ay

P

Fonte — Autor, 2023.

Com base na Figura 3.4, calcula-se o equilibrio de forcas verticais de um elemento infinitesimal.

00y

a9,
pdxdy — Qudy — Q,dx + (Qx dx) dy+( 0y + 5 dy|dx =0 (338)

]
pdxdy — Q.dy — Q,dx + Q,dy+ an dxdy + Q,dx + a(i/y dydx =0 (3.39)
0Qy aQy
Ty = 3.40
pdxdy + o dxdy + 3y dydx =0 (3.40)
9Q, 00y
x Ty - 41
<p+ 9% + 3y dxdy =0 (3.41)

Passando o dxdy dividindo, tem-se que:



an aQy
Tox Ty

0Qx 900y _ _
0x dy

=0 (3.42)

(3.43)

Tomando-se o equilibrio de momentos em torno do eixo x, obtém-se:

oM, oM,
—My,dy — Mydx + | M, + de dy +| M, + Wdy dx — Qydxdy =0 (3.44)

OM,., oM,
~M,ydy — Mydx + My, dy + ——=dxdy + M, dx + —=dydx — Q,dxdy =0  (3.45)

dx dy
oM, oM,
I dxdy + Wdydx — Qydxdy =0 (3.46)
oM, oM,
— — = 47
< I + 3y Qy> dxdy =0 (3.47)

Passando o dxdy dividindo, acha-se o seguinte resultado:

OM,, OM,
— = 3.48
oM., OM,
Y _ 3.49
Para o eixo y, sera analogo, assim, ficando:
oM,,  OM,
= 3.50

Substituindo as Equacdes (3.49) e (3.50), na Equacdo (3.43), produz-se a seguinte equacao:

oM, oM oM,,, oM,
a(ay) G(W) a(@x) a(_ay)
+ + +

= — 3.51
d0x 0x dy dy P (3:51)

0*M,, N 0% M, N 0*M,, N 9*M,
oxdy  0x? oxdy ~ 0y?

— (3.52)

90*M, _0*M,, 0°M,
dx? +2 dxdy + dy? 7P (353)

40
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No qual a Equacéo (3.53), serd a Equacao diferencial de equilibrio de esforgos internos
da placa. Para chegar na equacéo final de Lagrange, é necessario substituir as Equacdes (3.29),

(3.30) e (3.33) na Equacéo (3.53). Assim, obtém-se a equacéo:

02 Et3 62W+ 0%w o 02 Et3(1-v) 0%*w
ox| 12(1—v?) oxdy| 12(1— v?) odxdy

0x? "ayz
N 92 Et3 0’w+0*w\| _
ay? | 12(1—v)\ay? ax? )| p

Como essa constante ja foi representada anteriormente, substitui na proxima equacdo.

(3.54)

Colocando em evidéncia, ficando D = Et3/12(1 — v?), assim, tem-se:

b 9% (0w ) 0% [(0*w N 0% (0*w (3.55)
— - [ — * = — .
0x? \ 0x? 0x0y \ 0xdy dy? \ dy? P

Passando o D dividindo e resolve as derivadas, obtém-se uma equacao de quarta ordem

que foi desenvolvida por Lagrange.

+2 + =— (3.56)
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4 SERIES DUPLAS DE FOURIER

O comportamento da placa é regida pelas solucdes de Navier e Levy, sendo elas
formuladas, utilizando as séries de Fourier. Quando se trata de lajes, sera possivel encontrar a
flecha méxima, momentos fletores e outros demais esforgos solicitantes internos.

Se f: [0,a] x [0,b] - R uma fungdo de duas varidveis. Para representar f como uma
sequéncia infinita de senos e cossenos, podendo ser feito de forma anéloga para funcdes de uma
variavel. Para resolver equacdes diferenciais parciais bidimensionais, primeiro define-se como
y para obter uma fungéo f, (x) = f (x,y) da variavel (BIEZUNER, 2007). Suponha que cada
y associado a funcéo f,: [0, a] — R satisfaca as suposicGes do teorema de Fourier. Estendendo-
se f, a uma funcdo periodica de periodo 2a, de acordo com Fourier (1768 — 1830), pode-se

escrever:

Fuy) = 00 =22+ > (angy cos (o) + bugy sin (o)) (a.1)

n=1

em que, paracaday € [0, b], os coeficientes de Fourier sdo dados por:

An(y) = % ff(x, y) cos (?) dx (4.2)

paran = 0:

=) dx (4.3)

a

1 a
—-a

e paran > 1 (BIEZUNER, 2007).

Neste caso, todos os coeficientes a,, b,: [0, b] —» R, que na verdade sdo funcdes de y,
sdo assumidos para satisfazer as suposi¢des do teorema de Fourier, entdo expande-se todos eles

para o periodo da funcdo 2b, podemos escrever:

a,(y) = aoz(o) + i (aOm cos (?) + bgp, Sin (m;Ty)) (4.4)
n=1

a,(y) = % + i (anm cos (m;Ty) + by, Sin (m;Ty)) (4.5)
n=1

b,(y) = CnTO + i (cnm cos (m;:y) + dm Sin (m;Ty)) (4.6)



em que:

aOm(y) =

@Iv—k

b
f Ao(y) cos ) dy
~b

b
mm

1 . y
bOm(y) = E fao(y) Sln( b )dy
-b

b
mmy

1
A () = f An(y) COS (T) dy
-b

b
f An(y) SN (mZ y) dy
-b

S| =

bnm(y) =

mmy
Com (YY) = f bn(y) Cos ( b ) dy

b
1 . mmy
dnm(y) = E fbn(y) Sln( b )dy
-b

Substituindo as Equacdes (4.4), (4.5) e (4.6) na Equacéo (4.1), obtém-se:

[0e]

F(x,y) = =

+ i (anm cos (m;:y) + by, Sin (mny)) ] cos (
m=1

%0 + i (cnm cos (m;Ty) + d,;m Sin (m;ty

+

m=1

% + Z Aom cos ) + by, Sin (m;ry)) ]

43

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)
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(4.15)

+ d,;;m Sin (m;Ty) sen (?)

Calculando os coeficientes da Equagdo (4.15), tem-se:

a b
1 nmx mmy
G = — ff(x, ) cos( ” )cos( > )dxdy, paran,m >0  (4.16)
—a —b
1 a b
1 nmx mmy
bum = 2 j f(x,y)cos( m )sm( b )dxdy, paran>0,m=>1 (4.17)
—-a —b

a b
1 nmx m
Com = Ef ff(x,y) sin (%) cos( Zy) dxdy, paran>1,m=>0 (4.18)
b

a b
1 . /mmx\ . /mmy
dpm = ™ f ff(x,y) sin (T) sm( 5 )dxdy, paran>1,m >0 (4.19)
—-a —b

Suponha que f: R? - R seja uma funcédo periddica em duas variaveis, periodo 2a e

periodo 2b em y com uma série dupla de Fourier. Tendo as fun¢des sin(x) cos(x) = 0, emum
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intervalo simétrico, pois se trata de uma multiplicacdo de uma funcdo impar por uma par,

respectivamente, resultando uma funcdo impar. Assim, seré calculado apenas os coeficientes

Anm € dpm-
Para a,,,:
1 a b
B mmy nmx
am = =5 [ | [ £6udcos (B52) | cos (C) dudy (420)
-a |-b
1 a b
_ mmy nmx
nm = f lfo(x y) cos )dy cos (T) dx (4.21)
-a 0
) b a
B nmwx mmy
am = Jj [2ff(x y) cos (T) dx] cos (T) dy (4.22)
olo
4 a b
B nmx mmy
Apm = Efff(x,y) cos( " )cos( 5 )dydx (4.23)
00
Agora, para o d,,,,
mmy\| = nmx
e 3y | [roman (R (e wzn
1 a b
B . /mmy _mmx
Apm = A j [ZJf(x,y) sm( 5 )dy sin (T) dx (4.25)
-a 0
2 b a
B _mmx _/mmy
Apm = Ef [2ff(x,y) sin (T) dx] sm( 5 )dy (4.26)
oL o

a b
dum = — f f £x,9) sin ("Zx) sin (mZy ) dydx 4.27)
00
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5 SOLUCAO DE NAVIER
Esta solucdo é usada para placa simplesmente apoiada como visto na Figura 5.1, através
de duplas séries trigonomeétricas, por representar os deslocamentos transversais nos eixos x e

y. Para a formulacéo da determinada solucdo considera-se uma placa retangular de lados a e b,

com apoios simples em todas as extremidades e sujeita a um carregamento p(x, y).

Figura 5.1 — Placa retangular 2D e 3D.

Y P x

y
(@) (b)

Fonte — Autor, 2023.

p(x,y) = i i Pmn SN (m;'tx) sin (%) (5.1)

m=1n=1

co 00

w(x,y) = Z Z Wpn Sin (m;Tx) sin (m;y) (5.2)

m=1n=1

Para se chegar nos resultados das Equacdes (5.1) e (5.2), atraves das series duplas de
Fourier, € importante ter conhecimento que ndo vao existir coeficientes com subindices iguais
a zero, ou seja, ndo vao existir m e n iguais a zero, devido estar considerando a existéncia de
carga e, consequentemente, deflexdo. Além disso, serdo usadas séries duplas de senos porque
corresponde a deformacdo da placa, tendo em vista que os coeficientes com subindices
diferentes de zero vao representar as coordenadas centrais e 0 nUmero de meias curvas da funcéo

senoidal no grafico da placa.
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Para se fazer o uso desta solucdo, é necessario utilizar condi¢gdes de contorno
preestabelecidas. Nesse caso, para uma placa simplesmente apoiada, essas serdo as condi¢Ges

de contorno.
w=0;M,=0;(x=0;x=aqa) (5.3)

w=0;M,=0;(y=0;y=0>0) (5.4)
A partir dos conhecimentos obtidos no capitulo anterior, € possivel calcular o coeficiente

Pmn,» Multiplicando cada lado da equacgéo do carregamento por.

 (m'nx\  (n'my
sin ( ) sin < ) dydx (5.5)
a b
e integrando entre os limites (0, a) e (0, b), tem-se:
b ra m'mx n'm
j j p(x,y) sin < > sin ( y> dydx
0o Jo a b
o bra mmxy  mmy\  (m'mx\  [(n'my 5.6
= z z Pmn jo jo sin (T) sin (T) sin < " ) sin (T) dydx (5.6)

m=1n=1

Para resolver essas integrais de forma mais rapida e eficiente, utiliza-se a seguinte

relacdo de ortogonalidade:
2 sin(@) sin(¢) = cos(8 — ¢) — cos(6 + ¢) (5.7)

Primeiro resolve-se a integral que tem relacdo com x, considerando m # m', tem-se:

a
 mnux\  (m'nx
sin ( ) sin dx
a a
0

1 ¢ mnx m'nx mnx m'nx
= —f cos| ——— —cos|——+ dx (5.8)
2 a a a a
0
a
1 W~ TTX N~ TIX
= Ef{cos [(m—m )7 — cos [(m+m )7]}dx

0
Separando em duas integrais e resolvendo pelo método de substituicao, tem-se:

X X
u=m-m)— ; v=m+m')— (5.9)
a a
dx=—"du; dc=—0o—d 10
x_n(m—m’) wo x_n(m-i-m’) v (5.10)
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Voltando para a Equagdo (5.8), obtém-se:

1 ; a 1 ; a
Ebf cos(u)mdu —Ebl- COS(U)mdU (511)
Esin(u) (m _— Je— > sm(v) o /8 (5.12)

Substituindo u e v pelos valores adotados na Equacdo (5.9), é possivel encontrar o

seguinte resultado:

a

1 a _ L TX]? . o
5 —n(m_m,)sm(m—m)?o — E[n(m—_i_m,)sm(m+m)70 (5.13)
a . , .
2n(m —m") [sin(m —m")m — sin(0)]
- m [sin(m + m")m — sin(0)] = 0 (5.14)

Respeitando a seguinte condicdo: m,m’ € z; ,a > 0, pois todos os multiplos inteiros
de 7 serdo iguais a zero.

Fazendo, agora, param = m’, tem-se:

J sin mnx sin (manx> dx = %f COS [(m m') _x] — cos [(m +m )—]} (5.15)
0 0

%f [1 — cos <2ncllnx)] dx (5.16)
0
7753 (), 617
% - %{2:”[ [sin(2mm) — sin(O)]} (5.18)
; . mmxy . (m'nx a
jsm( . )sm( m )dx=§ (5.19)
0

Para y, sera usada a mesma analogia, tendo mudangas apenas no intervalo de integracéo.

Além disso, os termos de y sdo chamados de n. Assim, tem-se:

mnx m'nx 0 (m #m’)
fsm —)sm( " >dx=>{ (m = m") (5.20)
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b ) 0(m=#m')
- mmyy (n ny> {
sin|——) sin dx =13b , (5.21)
! ( b ) b 3 (m=m")

Adotando-se os resultados das Equacgdes (5.20) e (5.21), respectivamente, e substituindo
na Equacédo (5.6), obtém-se:

b ra ~ (m'nx\ _ (n'my ab
f f p(x,y) sin sin dydx = — Pmn (5.22)
o Jo a b 4
Ficando com o seguinte resultado para o coeficiente p,;,;,:
4 (b ra (m'nx\ | [n'my
Pmn = %L fo p(x,y) sm( . )sm( 5 )dydx (5.23)

Assim como o p(x,y) € representado por séries trigonométricas duplas de Fourier, a
flexdo da placa W (x, y) também sera. No entanto, o célculo de W,,,, requer que se substituam

as Equacdes de (5.1) e (5.2) na Equacéo diferencial de deflexdo da placa (3.56). Assim, obtém-
se:

co 0

w(x,y) = z [6744 (Wmn sin (m;rx) sin (nzy))l

m=1n=
_2 %;yz (Wmn sin (m;'tx) sin (?))l

[y

(5.24)

Resolvendo as derivadas de quarta ordem utilizando as relacGes de ortogonalidade, tem-
se:

v j_ (sin (255 sin (222)
1 04
—27mn gxt

(5.25)

[COS b

(mnx _ nzy) — cos (w nny)]
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O resultado dessas derivadas sera:

66:4 [cos (m;Tx B nzy)] _ (%)4 . cos (m;'[x ~ %) (526
66:4 [cos (m;Tx N nzy)] _ (%)4 o (m;Tx N %) (5.27)

Para simplificar, adota-se as seguintes relacdes de ortogonalidade, respectivamente:

cos(8 — @) = cos(6) cos(¢) + sin(0) sin(¢) (5.28)

cos(8 + ¢) = cos(0) cos(¢) — sin(B) sin(¢p) (5.29)
Substituindo os resultados das derivadas das Equacdes (5.26) e (5.27), respectivamente,
na segunda parcela da Equacéo (5.25), obtém-se:

%Wmn (?)4 [Cos (? - %) — cos (m;rx + %)] (5.30)

Aplicando as relacbes de ortogonalidade das Equacdes (5.28) e (5.29) na Equacéo

(5.30), é possivel chegar no seguinte resultado:

e (22" (o (22 cos (2 < i () o (22 -
~[eos () cos (557) —sin (F) s (7))

3 () {fsn (%) sn (B52)] = [=sin (%25 sin (52} (532)

%Wmn (%)4 2sin (=) sin (=) (5.33)

%‘f = Wi (%)4 sin (m;”‘) sin ("bg) (5.34)

Da mesma forma seré para y, fixando dessa maneira:

e (v sin (") sin ("52)) (5.35)
?;T‘Z = (25 sin (Z2) in (222 (5.36)



51

Fazendo o mesmo processo de, ;4 para 6324 257" tem-se:
—axf;yz (1rmn sin (225 sin (222 (5.37)
ez = () (5 sin (") sin (*22) 5.39)

Onde obtém-se uma derivada de quarta ordem, derivando-se duas vezes em relacédo a x
e duas vezes em relacdo a y.
Depois de fazer as derivadas de quarta ordem, obtém-se a seguinte série:
S mm\2 mm\%2  nm\*
> e (5 2 () () + () |
m=1n=1 (5.39)

- Pgn} sin (m;rx) sin (m;y) =0

Dessa forma, simplificando ainda mais, obtém-se:

2

wt [(2) +2(5) B) + ()]~ Pz =0 (5.40)

Pode-se simplificar e transformar em um quadrado perfeito, dessa maneira, tem-se:

2

wet|[(2) + ()| = P (541
Logo:
W = Pmn _
o[(2)' )] o

Entdo substitui na Equacao (5.2), obtém-se:

wix,y) = —DZTZ[_ (5)] 7 sin a )Sin(T) (5.43)

Para a aplicacéo da solucdo de Navier, em que o carregamento na placa é uniformemente

distribuido, faz-se uma simplificag¢&o no resultado, gerando uma nova solugéo a partir da funcéo

W (x,y), em que basta calcular p,,.,.



Considere-se p(x,y) = py, logo, a equacdo do p,y,,,, Sera escrita como:

pon =5 [ mon () s () e

Resolvendo as integrais em dx e, em seguida, em dy, tem-se:

Pmn = % Ob % [— cos (?)]: sin (?) dy

Colocando a funcdo de y como constante, obtém-se:

_4py (P a . mmy
Pmn = b . E{_ cos(mm) — [cos(0)]} sin (T) dy
_ 4pea b nmy
Pmn = —— [1 cos(mn)]j; sm( 5 )dy

e agora integrando em relacdo a y, obtém-se:

4p,ab
Pmn = — 5 [1 — cos(mm)][1 — cos(nm)]

O resultado de y sera analogo ao de x, logo o valor de p,,, sera:
4po

Pmn = > [1 = cos(mm)][1 — cos(nm)]
mnm

(5.44)

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)

(5.49)

52

Todos os valores impares que multiplicam o 7 na fungdo cosseno, tera como resultado

(—1). Ja se for par, o resultado sera 1. Entdo faz-se a seguinte relacéo:

cos(mm) = (=1)™

cos(nm) = (1™

Logo, tem-se:

_ 4po
pmn - mnn_z

[1- (D™ - (D]

(5.50)

(5.51)

(5.52)

Se os valores de m e n forem pares o resultado é anulado. Assim, tem-se que adotar m

e n nimeros impares. L0ogo, escreve-se a expressao p,,, dessa forma, obtendo-se:

4po
pmnzmnnz'z'z
16p,
Pmn =

mni?

(5.53)

(5.54)
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Voltando para a equacdo de W (x, y) e substituindo o valor de p,,,,,, obtém-se:
mrtx sm (m;y)

B2 [<a> T

As expressodes para 0s momentos fletores podem ser obtidas substituindo-se a Equacéo

(5.55)

(5.2) nas Equac0es (3.35) e (3.36), respectivamente, chegando ao seguinte resultado

03 (2 fonin (" sin ()

m=1n=1

v [ sin (225 sn ()]}

(i [=in () () sin (75)]

1 2 (5.57)
v [sin (57 () sin (T}

Fazendo algumas manipulacfes, tem-se que 0s sinais negativos se anulardo com o sinal

(5.56)

Nk

W3

m=

=y

+ 0

negativo da rigidez. Além disso, colocando-se alguns termos em evidéncia, obtém-se:

M, = Dm? i i <? +v > Wy SIN (?) sin (ml:y) (5.58)

n:

[y

M, sera analogo a M, assim, encontrando o seguinte resultado:

m? i i <Z—§ +v TZ—;) Wy SID (?) sin (%) (5.59)

m=1n=1
Para My, tem-se:
My, = —=D(1—-v) i i 323y Wmn sin (?) sin (nbg)] (5.60)
m=1n=1
=—-D(1—-v) Z Z [Wmn cos (m;rx) cos (m;y) (n;n) (nbn)] (5.61)
m=1n=

Fazendo algumas manipulacdes, fica-se com:

= —-Dr%(1—v) Z Z [ ]Wmn cos (m;rx) cos (nb%y) (5.62)

m=1n=1
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Como o valor de W,,, ja foi encontrado na Equacédo (5.42), pode-se substituir nas
Equacdes (5.58), (5.59) e (5.62), dessa maneira:

WSS m““(nl) EeCE o
y 167, i [(%?nw(%)] Sin(%)sm("%) (5.64)

16P,(1 —v) o 1 mmx nmy
Mey = —ap ZZ mA\ 2 2“’5( a )COS( b ) (5.65)
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6 SOLUCAO DE LEVY

Devido a convergéncia lenta da solucéo de Navier, buscou-se uma solucéo para que 0s
valores fossem encontrados de maneira mais rapida. Assim, Levy introduziu essa solucdo, que
utiliza série Unica e é aplicavel para descobrir os esfor¢os internos nas placas retangulares,
considerando as condicdes de contorno, y = +b/2, x = 0 e x = a, tendo no eixo x apoios
simples — Figura 6.1. Além disso, € importante que a carga lateral tenha mesma distribuicéo nas

secOes paralelas ao eixo x, logo, o carregamento independe de y.

Figura 6.1 — Placa retangular.

< a >
A
b
2
)4 >
b
2
v
vy
(a)

Fonte — Autor, 2023.

No método de Levy, a solucdo w(x,y) para a equacao diferencial de Lagrange é dada

por

w(x,y) = wp(x,y) + wy(x,y) (6.1)
A Equacéo de Lagrange ¢ uma EDP, ou seja, Equacéo diferencial potencial linear ndo
homogénea com coeficientes constantes, entdo, por isso, utiliza-se a expressao acima.
Na Equacdo (6.1), 0 wy(x,y) € a funcdo complementar de w, (x, y), que por sua vez, é
a funcdo particular, e quando somados formam a funcéo w(x, y).

A fungé@o complementar é resolvida, quando se considera a equacao a seguir:

04Wh 49 04Wh a4Wh _

6.2
dx* ax26x4+ dy* 0 (6.2)
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Expandindo em série de Fourier, essa serd a forma da equacéo, tendo em vista que tem
duas variaveis.

wn = Z Win () sin (=) 63)

A fim de simplificar a notacdo, toma-se w,,,(y) = w,,. Assim, quando substitui o w;, da
Equacdo (6.3) na Equacao de Lagrange (6.2), obtém-se:

mnx mnx
6x4 Z Wm Sm a axzay Z Wm Sm
[Z _ mnx ]
— Wi, sm —)| =
dy £ a

Derivadas idénticas foram calculadas no método de Navier, considerando-se 0 w,,, como
uma funcéo y, logo, tem-se que:

(6.4)

d* Wm Tr:lrr)z dd;/m + (%)4 Wml sin (?) ~0 (6.5)

Para que esta equacdo seja valida em todos os valores de x, é necessario adotar uma
equacao caracteristica, a partir da seguinte expressao:

d*w,, mm\2 d?w,, mm\*
o ~2(T) T+ () v (65)
A equacdo caracteristica sera obtida pelo método da equacdo homogénea, assim, tendo:
o (MM 2 (MY (6.7)
r 2( a ) e+ ( 2 ) =

ou seja:

- €]~ )

r2 (%) =0 (6.9)
2 (%)2 _ (6.0)
mn
=t — (6.12)
mmn

"=4— .
T +— (6.12)
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Utilizando as regras gerais das equacgdes diferenciais ordinaria, para calcular equacdes

ndo homogéneas, encontra-se o seguinte resultado:

mmy mimy mmy mry

Wy =Ane a + Bpe a +cpye a +Dpye a (6.13)
Pode-se, ainda, escrever a solugdo w,, de outra maneira, utilizando-se as funcdes

trigonometricas hiperbdlicas:

X

=X

sinh(x) = % (6.14)
X + —-X

cosh(x) = % (6.15)

Para trabalhar com as Equacdes (6.14) e (6.15), é necessario mudar os coeficientes da
Equacéo (6.13). Além disso, nos coeficientes C',,, e D',,,, adiciona-se a constante mm/a para
acompanhar o y, deixando igual aos expoentes, facilitando os calculos. Com a mudanga os

coeficientes ficardo da seguinte maneira:

_ Ap + By,

Ay =" (6.16)

B, = P 617
o= (25 010
v (27) 619

Substituindo as Equacdes (6.16), (6.17), (6.18) e (6.19) na Equacdo (6.13), tem-se:

_<Am+Bm) mmry (Bm—Am) _mny mn(Cm+Dm> mmry
Wp=|—F7—])e a +|——]e a +—|———])ye a
mn(Dm—Cm) mmy '
e a
a 2 e
A, mmy A, _mnry B, mmy B mny
= (e 2" )*(??C“ )
(_m”y bm 2% _ My ﬂg@) (6.21)
a 2 a 2

+(—a et e “)
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mmy _mmy mny _mmy
e a —e a ea +e a
Wy = An > + B, 2
mmy _mmny mmy _mmny (6'22)
mny[e a —e a mny[e a + e a
+ Cp + D,
a 2 a 2

Aplicando as defini¢des das funcbes hiperbdlicas, ja com os novos coeficientes, tem-se:
_ ) mny mmny mny mmny
Wy, = A,, sinh (T%:me COS?nSTyT) + Cp a smh( 7 )
+ D, " cosh( " )

Substituindo a Equacéo (6.23) na Equacdo (6.3), tem-se que a defini¢do da solugdo da

(6.23)

equacdo homogénea wy, € dada por:

(o]

Wh = Z [Am sinh (?) + B,, cosh (@) +C, m;Ty sinh (m;ry)
+ D, wcosh (m;Ty)] sin (m;Tx)

De acordo com a condi¢do, que diz, que a deflexdo da placa tem que ser simétrica em

(6.24)

m=1

relacdo ao eixo x e (ter os mesmos valores para —y e y), devido ao carregamento simétrico é
satisfeita pela equacao wy,. Assim, dada a simetria, a funcdo w;, deve ser par, logo cancelaremos
os coeficientes que acompanham as func¢Ges impares. Portanto, o 4,,, e 0 D,,, devem ser nulos,
considerando mmy/a, sendo uma funcdo impar, ou seja, 4,, = D,, = 0. Assim, a solucdo da

equacdo homogénea associada € dada por:

mmny mny mmny\1 . (mmnx
Z (B cosh (=2) + Cpp==>sinh (=) sin (=) (6.25)
m=1
A solugdo particular, w,,, € obtida resolvendo-se a equacdo diferencial parcial, logo tem-
se:
0w 0w o*w, P(x,y)
P P P ’
2 = 6.26
dx* * 6x26x4+ dy* D (6.26)
Para:

wy, = i Wy, (¥) sin (m;tx) (6.27)
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e w,, € uma funcdo de y. No entanto, considera-se, a carga constante na direcao y, logo a

expansdo da Série de Fourier serd dada por:

p(x.y) = Z pn () sin () (6.28)

Calculando o coeficiente de Fourier, tem-se que:

a

pm(y) =~ f p(x,y) sin (mzx

0
Substituindo as Equacdes (6.27) e (6.28) na Equacéo diferencial (6.26), tem-se:

mnx mmx
6x4 Z Wi sm axzay Z Wi, sm( m )
mnx mnx
+— By [z Wi, sm Z Pm sm

Desenvolvendo as derivadas de quarta ordem em relagdo a varidvel x, obtém-se:

) dx (6.29)

(6.30)

a
m=1 o (6.31)
_ 1 mmnx
=5 Z D SIN ( ” )
m=1
Ou ainda:
d*w,, mm\2d?w,, mm\* Dm
o) Bt () =T 32

A solucdo geral é dada por:

w(x,y) =wp + i [Bm cosh (?) + Cp m;ry sinh (@)] sin (m;Tx) (6.33)
m=1

Para a resolucdo da Equacéo (6.33) condicOes de contorno preestabelecidas devem ser
respeitadas. Com estas os valores de w,, e p,,, poderdo ser encontrados. No capitulo 9, item 9.2

em que se aborda as aplicacoes.
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7  ELEMENTOS FINITOS DE PLACA

Este capitulo, foi quase, que integralmente, desenvolvido a partir de Ferreira (2008). Em
que é abordado os conceitos, formulagdes e 0s aspectos para a analise estatica de placas Mindlin

sob flexdo.

7.1 A Teoria da Placa de Midlim

A teoria das placas de Mindlin inclui o efeito das deformacdes de cisalhamento
transversal (Reddy,1997). Desse modo, pode ser considerado um extensdo da teoria de
Timoshenko para vigas em flexdo. A principal diferenca para teoria de placas finas (teorias do
tipo Kirchhoff) é que na teoria de Mindlin as normais ao plano médio ndo deformado da placa
permanecem retas, mas ndo normal a superficie média deformada.

A energia de deformacdo da placa de Mindlin é dada por ( Petyt,1990).

1 T a -
U= Efaf g-dV + Efac edV (7.1.1)
|4 14
em que:

of = [0y 0y Tyy] (7.1.2)
£f = [£x &) Viy] (7.1.3)

sdo as tensbes e deformacdes de flexdo, e:
07 = [Tyy Tys] (7.1.4)
SZ = [Vaz Vyz] (7.1.5)

sdo as tensOes e deformacOes devidas ao cisalhamento transversal. De acordo com Reddy
(1993), o0 parametro a, também conhecido como fator de corre¢do de cisalhamento pode ser
tomado como 5/6.

O campo de deslocamento assumido para uma placa espessa (espessura h) é definido

como:

u=z60, (7.1.6)
v =2z0, (7.2.7)

w=w, (7.1.8)
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em que 6y, 6, sdo as rotagbes da normal ao plano médio em relagdo a eixos y e x,

respectivamente, conforme ilustrado na Figura 7.1.

Figura 7.1 — Placa retangular com rota¢@es nos eixos.

<y

<)

b
b X
4 a » &gy

Fonte — Autor, 2023.

7.2 Deformacao

As deformac0es de flexdo sdo obtidas por meio das seguintes equacdes:

_Ou 00,
&% ox “ox
_ (')v_ aay
gy = ay_zay

_6u+6v_ 69y+69x
Yoy =35y T ox T %\ ax T oy

enguanto que as deformacdes de cisalhnamento transversal sdo obtidas como segue:

_6W+6u_6w+9
Vee = 55 T 9z ox ' F
_0W+0v_aw+9
vz =9y "5z 7 9y Ty

7.3 Tensao

(7.2.1)

(7.2.2)

(7.2.3)

(7.2.4)

(7.2.5)

As relagdes elasticas lineares entre a tensdo e a deformagéo na flexao séo definidas

para um material homogéneo e isotropico por:

or = Drgf

em que D¢ é a matriz constitutiva definida por:

(7.3.1)
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D, = (7.3.2)

1-v
2
enquanto que as relagdes elasticas lineares, tensdo versus deformacdo em cisalhamento

1
E v
_ 12
1—-v 0

(= S
o

transversal séo dadas por:

o.=D. g, (7.3.3)
em que:
G O
D= [0 G (7.3.4)

em que G é o modulo de cisalhamento transversal. Introduzindo esses conceitos na energia de

deformacdo dada pela Equacéo (7.1.1), obtém-se:
1 T a T
U= Ef & DpgpdV + Ef g, D e dV (7.3.5)
14 14

7.4 Discretizacdo em elementos finitos

Os deslocamentos generalizados sdo interpolados independentemente usando as

mesmas funcdes de forma:

w= ) N(nw; (7.4.)
2

Hx = Ni (E, n)@xi (742)

6, = Z Ni(&, )6, (7.4.3)
i=2

em que N;(¢,n), sdo as funcbes de forma de um elemento Q4 bilinear de quatro nds. As

deformacdes sdo definidas como:
& = zByd® (7.4.4)

e, = B,d° (7.4.5)
em que:

deT = {Wl Hxl 9y1 W4_ 9x4_ 63/'4-} (746)



As matrizes deformacao-deslocamento para contribuigdes de flex&o e cisalhamento séo

obtidas por meio da derivagéo das func¢des de forma e dadas por:

_O dN; 0 0 ON, 0 T
0x 0x
0o o M, o M 7.4.7
o o % 74D
oMy o, T Ny ON,
Jdy 0x dy Ox |
[ON. dN.
—LX N, © —L N, 0]
B,_ | %% o 0x | (7.4.8)
L B
[ dy 1 dy 4’J
em seguida, obtém-se a energia de deformacéo da placa por meio de:
1 eT T e je @ eT T e je
U=zd BfD;B;dzd°d® + > d BID B dzd0®d (7.4.9)
z
A matriz de rigidez da placa Mindlin é entdo obtida como:
h3
T
K¢ = IF jBfodeQe + ah fB D B dN° (7.4.10)
ou, por meio de:
(7.4.11)

1 1
h3
:EJ fB}Dfo|]|d$dn+ ahj fBZDCBCIJIdfdn
-1 -1
-1

em gue |/| é o determinante da matriz jacobiana. O vetor de forgas nodais equivalente para as

forcas distribuidas p € definido como:

1
1
= ij-p-dfdn
-1
-1

Tanto a matriz de rigidez quanto as integrais do vetor de forca sdo calculadas por

(7.4.12)

integracdo numeérica. A integral de rigidez é resolvida considerando 2x2 pontos de Gauss para
a contribuicdo de flexdo e 1 ponto para a contribuigéo de cisalhamento. Essa integracéo seletiva
provou ser um dos remédios mais simples para evitar travamento por cisalhamento de acordo
com Bathe (1982).
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8 METODOLOGIA
8.1 Classificacdo da pesquisa

Quanto a abordagem do problema pode ser caraterizada como pesquisa quantitativa,
que, segundo Proetti (2018), “tenta quantificar a importancia dos dados coletados durante a
fiscalizacdo”. Este fato é verificado por métodos analiticos e pelo codigo e software aplicados
para gerar figuras como deslocamento e tensdo. Trata-se também de uma enquete qualitativa,
que, segundo o referido autor, visa compreender e interpretar os fatos, e isso se confirma pelo
fato de este trabalho necessitar de comparagdo com outras fontes para verificar a eficacia das
formulas e codigos usados.

O objetivo do trabalho é a enquete fundamental, que contribuira tanto para o
conhecimento académico quanto para a possibilidade de fornecer solugdes para problemas
praticos onde serdo apresentados dados mais complexos. De acordo com os procedimentos de
coleta, é classificado como bibliogréfica, que segundo Gil (2002), pesquisa bibliogréfica
significa ler, analisar e interpretar materiais impressos. Entre eles podemos citar livros,

documentos escritos ou copiados, periodicos, fotografias, manuscritos, mapas, entre outros.

8.2 Procedimento de discretizacdo

Para a realizacdo deste trabalho, foi feita a discretizacdo manual dos métodos analiticos
de Navier e Levy, construidas a partir da Teoria de Kirchhoff, da Equacdo de Lagrange e das
séries de Fourier. Além disso, realizou a modelagem com um programa redigido na linguagem
Scilab versdo 6.1.0. Todos os codigos usados devem notificar as propriedades da estrutura como
0 modulo e a &rea de elasticidade, o nimero de elementos e nds, as coordenadas dos nos, a
conectividade dos elementos, as condic¢des de contorno e as forcas dos nés.

Para investigar a validade dos meétodos determinados, considerou-se duas placas
submetidas a um mesmo carregamento transversal uniforme, com variadas espessuras, a
primeira, simplesmente apoiada, e a segunda, totalmente engastada. Para a solugdo analitica,
utilizou-se a solugdo de Navier, na resolugdo do primeiro problema, encontrando, assim, um
resultado para deflexdo da placa. J& para o segundo problema, empregou-se a Solucdo de Levy.
No entanto, a equacéo final da deflex&o so6 foi encontrada utilizando o método da superposicao,
somando-se a deflex&o encontrada por Levy com deflexdes em placas simplesmente apoiadas
submetidas a um momento distribuido no eixo x e y. Na solugdo numeérica, as deflexdes foram
obtidos de codigos desenvolvidos atraves da linguagem de programacdo Scilab verséo 6.1.0,

nos modelos numéricos variou-se tanto a espessura da placa, como também, o tamanho da
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malha. Além dos valores, obteve-se gréficos e tabelas que tornam melhor o entendimento do
comportamento das placas.

Com o intuito de analisar os valores obtidos, foi feita uma comparacao utilizando os
graficos que mostraram o erro percentual das deflexdes, do resultado encontrado pela solucéo
analitica com os encontrados pela solu¢do numérica, quando se varia o tamanho da malha. A
deformada da placa foi visualizadas atraveés do software livre ParaView versdo 5.6.0, em que
se pode verificar dentre outras formacdes, a diferenca da flecha para os dois tipos de apoios

empregados.
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9 APLICACOES DAS SOLUCOES ANALITICAS

Neste capitulo, seréd apresentado aplicagdes, utilizando as formulacdes trabalhadas nos
capitulos 5 e 6. Sera verificado o valor da deflexdo em uma placa simplesmente apoiada
submetida a uma carga uniformemente distribuida e, também, em uma placa totalmente
engastada sob mesmo carregamento. Para 0 primeiro caso adota-se a solugdo de Navier e para

0 segundo a solucdo de Levy.

9.1 Placa simplesmente apoiada submetida a carga uniforme

Seja a placa quadrada simplesmente apoiada, mostrada na Figura 9.1, que possui as
seguintes propriedades materiais e geométricas:
E =2,1x10* kN/cm?;
v =0,29
a=20cm;
em que E, v e a sdo, respectivamente, modulo de elasticidade, coeficiente de Poisson e

dimensoes laterais.

Figura 9.1 — Placa simplesmente apoiada.

g = 0.1 kN/cm?

[TTIIILT]

t=0.2cm

20 cm

k 20 cm o

Fonte — Autor, 2023.

Para a deflexdo de uma placa, com dimensdes a X b, tem-se a Equagédo (5.55). Na
utilizacdo desta equacdo € importante ressaltar que a placa é quadrada, tendo, portando,

dimensGes iguais, sendo a X a. Assim, tem-se a seguinte equacao:

vty = 5 e )an(r)
m=1n=1 mn

@ @

(9.1.1)
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Simplificando a Equacéo (9.1.1) e fazendo minimo maltiplo comum, tem-se:

© @ mrtx . (nTy
v = 153 5 e )
n=1

a
m=1

e

Como [(m? + n?)/a?*]? esta dividindo a equacdo, pode-se utilizar ela multiplicando,

(9.1.2)

desde que inverta o numerador e o denominador, obtendo-se:

2 2
<m2“+ nz)l (9.1.3)

ey 1605 S0 () ()

Assim, tem-se que:

16p0a i ism (72 )sin (°7) (9.1.4)

w(x,y) = mn(m? + n2)2

m=1n=1

A maxima deflexdo ocorre no centro da placa onde as coordenadas séo x ey = a/2.

Entdo, substituindo, chega-se na Equacéo:

16 sm sm TlT[)
Poa ) B
Winax = E E mn(mz o) m, n impares (9.1.5)

m=1n=

Aplicando alguns valores para 0s termos m e n, tem-se, que:

16p,a* sm sm )
Wmix = oep ZZ 1(12+12)2

m=1n=1
3
m:
)

m=3

sin T[ sm (37T)
2 (9.1.6)
3(12 + 32)2

) n 57r
sm sm

S Sln i i
3(32 n 12)2 + Z Z 5(12 n 52)2

1 m=1n=5

M8 iMS

S
1l

16pya*
Wiy = npo (0,25 — 0,0033 — 0,0033 + 0,000296 + 0,000296) 9.1.7)

4
_0,00406p,a (9.1.8)

Wiax = D
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Utilizando os dados informados anteriormente e uma espessura t = 0,2 cm, é possivel
encontrar a rigidez através da Equacéo (3.34). Dessa forma:

_2,1x10%x 0,2

12(1 — 0,292) (01.9)

D = 15,28551 KN - cm (9.1.10)

Para chegar a um valor de deflexdo aplica-se um carregamento uniforme p, =

0,1 kN/cm?. Assim, pode-se substitui-se os valores na Equagdo (9.1.8), obtendo o seguinte

resultado:
0,00406 x 0,1 x 20%
o= ’ 9.1.11
Wmix 15,28551 (0111)
Wiz = 4,249776 cm (9.1.12)

Novas espessuras foram empregadas para se ter uma noc¢éo da variacdo de deflexéo
quando a dimensdo do eixo z é aumentada. O teste foi feito parat = 0,5cmet= 1,0 cm,

obtendo, respectivamente os seguintes resultados:

Wiax = 0,271985 cm (9.1.13)
Wiax = 0,033998 cm (9.1.14)

E possivel perceber que quanto mais espessa ¢ a placa, menor seré a deflexdo, tendo em

vista que todas as outras propriedades e dimensdes foram mantidas.

9.2 Placa totalmente engastada submetida a carga uniforme

Com o intuito de explorar as solugdes analiticas estudadas, adota-se engastes nas bordas,
conforme a Figura 9.2, para avaliar a mudanca na deflexdo. Serdo empregadas as mesmas
propriedades e aplicado o mesmo carregamento do item 9.1.

E =2,1x10* kN/cm?;
v = 0,29

a=20cm;



Figura 9.2 — Placa totalmente engastada.

q = 0.1 kN/cm?
y
t=0.2cm
20 cm
‘ 20 cm 4

Fonte — Autor, 2023.
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Para este exemplo, a equacdo final é obtida atraves do método da superposicao, no qual

soma-se a equacdo de deflexdo para uma placa simplesmente apoiada submetida a uma carga

uniformemente distribuida com a deflexdo encontrada quando a placa tem momentos

distribuido, tanto no eixo x, quanto no eixo y.

Aplicando o0 método de Levy para representar a deflexdo da placa simplesmente apoiada

com a carga uniforme, sera necessario utilizar a Equacéo (6.33), juntamente com as condicdes

de contornos especificas, para desenvolver a equacao. As condi¢cdes de contorno para uma placa

simplesmente apoiada sdow(x,y) =0 e 9%w/dy? = 0. Agora é possivel descobrir os

coeficientes da Equagéo (6.33), tendo, assim 0 seguinte sistema:

it S [Bcosh (222) 4 6 ™ o (22| = o
m=1

a
02 = mmy mmy _  mmy
La—yz Wy, + Z B,, cosh (T) +Cn a sinh (T) =0
m=1
Resolvendo a derivada primeira, obtém-se:
ow . /mmy\mn mm  mmyy mPrly
E = Bmsmh(T)7+ Cn Tsmh( » )+ Py

(9.2.1)

cosh (@)l (9.2.2)
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Derivando mais uma vez, para obter a derivada de segunda ordem, tem-se:

2.2

%w mmy\ m?m? m?n? mmwy\ mm
W=Bmcosh( 2 ) PR +Cp PP COSh( 7 )+ PP cos

3.3

nY sinh (mzlry)] (9.2.3)

h (m;ry) " m

a3

Simplificando, tem-se:

%w mmy\ m?m? m3ndy  mmy
37 = B +2Cn) cosh ( . ) ——+ Cp—z— sinh (=) (9.2.4)
Aplicando os intervalos de y, que sdo + b/2, na Equacéo (9.2.1), obtém-se:
( mmb mrnb _ /mmb
| Wm+Z[B cosh( ) + Cp P smh(2 >]=0
! ¢ (9.2.5)
I(B £ 20 h(mnb)mn L m3m3h (mnb)_o
\(Bm m) SN0 ) a2 m ez S\ ) T
Resolvendo a Equacdo (9.2.5), obtém-se:
B N (mnb) m?n? - N (mnb) m?m? c m3m3h b (mrrb) (9.2.6)
m COSMN\0 ) T m S\ a ) Taz TimTags M g o
Simplificando, obtemos o seguinte resultado:
G "o (%52)
B, = —2Cpy — > (9.2.7)
cosh (ﬂ)
2a

Substituindo a Equacéo (9.2.7) na primeira expressdo da Equacdo (9.2.5), tem-se:

mrmh mmb mrmh mmb mrmh
W, — 2C,, cosh (T) —c smh( = ) +C smh( ) 0 (9.28)

™ 2a ™ 2a 2a
mrmh
w,,, — 2Cm cosh (¥> =0 (9.2.9)
Assim, tem-se:
c, = m
=
2cosh (Trgctlb) (9.2.10)

Substituindo a Equacédo (9.2.10) na Equagdo (9.2.7), encontra-se o seguinte resultado

para B,,,:
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2wy, B Wi, mmb Sinh (";—Zb)
2cosh (né_zb) 2cosh (";_Zb) 2a oeh (n;_;;b)

Substituindo a Equacéo (9.2.10) e (9.2.11) na Equagdo (6.33), encontra-se a equagao

B, = — (9.2.11)

final para placas simplesmente apoiadas com carga uniforme:

Winax = Wp + Z

m=1

200 (2)  wincosh(P2) np sinh (T22)
2co h(mnb) sh(mnb) 2a cosh(mnb)

(9.2.12)

" ZCOS:Enmnb) mzy o (mzy)] o (m;rx)

Utilizando a Equacéo (6.27) para melhorar a Equacéo (9.2.12), obtém-se:

2cosh (m_:(‘;b) 2cosh (né—zb) 2a cos h(mnb)

(_ 2wy, Wm mnb Sinh ("é_flb)> cosh (@)
a

(9.2.13)

et )

Colocando o w,,, em evidéncia e simplificando o que estd dentro dos parénteses da

Equacdo (9.2.13), tem-se:

néﬂbt h(rr;:lb) +2 mmy 1 mmy | ommyN \ | omux
Wax =W | 1— S cosh (mnb) cosh( a )+2cosh(mnb) a smh( a ) sm( a ) (9.2.14)

Para encontrar o valor de w,,, é necessario utilizar a Equacéo (6.29) e aplicar o valor
achado, na Equacdo (6.32). Resolvendo a integral da primeira equac&o citada atraves do método
da substituicdo, obtém-se:

mnx a
u= ; du = —dx dx = —du (9.2.15)
a mmn
Considerando p(x,y) = p,, € substituindo a Equacg&o (9.2.14) na Equacéo (6.29), tem-

Se:

—2p°Ja' ) 9.2.16
m = sm(u)mn u (9.2.16)
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2

Pm = % [— cos(W)] (9.2.17)

_ 2pg
Pm = — [— cos(mm) + cos(0)] (9.2.18)

mm
Pm = 2P0 [1 — cos(mm)] (9.2.19)

™ mr
4po _

P = %,para m = 1,3,5,... (9.2.20)

0,param = 0,2,4,...

Sabendo que o carregamento no eixo y é constante, considera-se a deflexdo constante
ao longo do eixo. Logo, fazendo as derivadas de quarta ordem da Equacdo (6.32), obtém-se:
4.4

m*n p
Win— :Fm (9.2.21)

Substituindo o primeiro resultado da Equacdo (9.2.20) na Equacdo (9.2.21), tem-se:

min*  4p,

— 9.2.22

Wm ™ mnD ( )
4poa*

W = P2 (9.2.23)

Substituindo a Equacéo (9.2.23) na Equacdo (9.2.24), obtém-se:

o mmb mnb
4p0a4' 1 —Za tanh (—Za ) + 2 mmy
Winax = D - — b cosh( 2 )
m=1 2 cosh (T)
(9.2.24)
1
+ — mZy sinh (mzy ) )sin (m—Zx)
2cosh (W)
. (mnx - A s . o
Transformando sin (T) em série de potenua, tem-se a segumte equacao:
© mnb mmh
4pyat < (=1)m-D/2 D2 tanh (T522) + 2 miry
Wnax = 1- cosh( )
max - gSp m5 mnb a
m=1 2 cosh (W)
(9.2.25)

1 mry . mmy
+2cosh(rz—7;[1b) a Smh( a )>

Esta é a equacdo da deflexdo obliqua para placas simplesmente apoiadas submetidas a

um carregamento uniforme, conseguida utilizando a Solu¢do de Levy. O préximo passo é
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encontrar a deflexdo quando a placa esta submetida a um momento distribuido, tanto no eixo
y, quanto no eixo x. Para 0s momentos distribuidos ao longo do eixo y, mostrado na Figura 9.3,
€ necessario seguir as seguintes condi¢des de contorno:

Parax =0ex = aqa;

w=0 (9.2.26)
2w
- = 9.2.27
-z =0 (9.2.27)
Paray = ig;
w=0 (9.2.28)

Dando continuidade, tem-se as seguintes condi¢des de contorno:

(2) -
97 ), s = f1(x) (9.2.29)

0w
—D <a_yZ> = f2(x) (9.2.30)
y=-

N| T

Figura 9.3 — Placa retangular submetida a momentos fletores distribuidos.

fa(x)
(CC

AN NV N N 7 /
0
//J
2
/"/’*/"/"/"/"(* Pt

/uu ¢
f1(x)
v/ a /

Fonte — Autor, 2023.
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Para melhor entendimento, reescrevendo as equacgdes do capitulo 6, descritas pelo
método de Levy para a solu¢do homogénea, tem-se:

- . mmx
Wy, = z Wi Sin () (9.2.31)
m=1

mmx

Wy, = z [ B cosh (%) + Cm($) sinh($)] sin(C2y (9.2.32)

a a

m=1

Utilizando a segunda condicdo de contorno dada pela Equacédo (9.2.28), para deixar a

Equacdo (9.2.32) em funcdo de um Unico coeficiente, assim, chega-se:

B, cosh(a,,) + Cn(ay,) sinh(a,) =0 (9.2.33)
em que:
= rr;_zb (9.2.34)
€
SINh(Y) _ anh(x) (9.2.35)
cosh(x)
Consequentemente:
B, = — Cn(ay,) tanh(a,, ) (9.2.36)

Substituindo a Equacao (9.2.36) na Equacéo (6.25), tem-se:

B mmy . /mmy mmy\., . mmy
w= Z Cl sm( " ) — a,, tanh(a,, ) cosh (T)] sin( » ) (9.2.37)

Usa-se as condi¢bes de contorno dada pelas Equacbes (9.2.29) e (9.2.30), para
determinar E,,. Colocando os momentos distribuidos no formato de séries trigonométricas,

encontra-se:

mimx

—) (9.2.38)

G =) = ) wiysin

para uma placa simétrica.
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Para achar o f;(x) e o f,(x) € necessario fazer uma derivada de segunda ordem da

deflexd@o. Sendo f; (x) = f,(x), considera-se 2f; (x), obtém-se:

—2D ( ) z E,, sm( (9.2.39)

Derivando a Equacdo (9.2.37):
Z—';’ c [%s h(@) +m osh (@)%— tm tanh(am)smh(ﬂ) E] n(?) (9.2.40)
3;”2’ =Cp [m;r ’ cosh (@) + mz’zzy sinh(?) % —ay, tanh(ay, ) cosh (?) m;[ ; sin(%) (9.2.41)

Colocando y = b/2 e utilizando a transformacéo da Equacéo (9.2.35), tem-se:

ZTMZ/ = C, [m ;T cosh(a,,) + ma;r sinh( &) @ —a %cosh(am) ma—f] sin(?) (9.2.42)
’w  m?n? . mmx
57 =z Cp cosh(ayy,) sm(T) (9.2.43)
Logo:
—2D Z C cosh(a,,) sm( Z sm( (9.2.44)
m=1
Assim:
a’E
Epy = - = (9.2.45)

2Dm?m? cosh(a,,)

Obtém-se como deflexdo a seguinte equacéo:

_ a? Z sin (W) canh h(mﬂy) mmny h mmy (9.2.46)
B 2Dn2m=1m cosh(a,,) Em(am tanh(dy, ) cos a a o ( a ) o

Para os momentos distribuidos ao longo do eixo x, 0 método de célculo serd analogo ao
que é feito em y, com excecéo ao intervalo, que sera o que corresponde a x. Assim, a equagéo

para deflexdo é escrita da seguinte forma:

o)

ny
mmx

b? sm( ) -
2DT[ Z m COSh(am) Ep (B tanh(Byy, ) COSh( ) - Tsmh(— ) (9247)
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Este capitulo busca-se encontrar uma equagdo, voltada para uma placa quadrada
totalmente engastada, que tem dimensdes iguais. Além disso, como a placa tem simetria dupla
em relacdo aos apoios, se torna mais vantajoso mover a origem de coordenadas do sistema para
0 centro da placa, tendo em vista que no méetodo de Levy a origem néo esta no centro. Com isso
aparecerd uma funcéo cosseno, para que assim a deflexdo possa ser representada graficamente.
A explicacdo para a utilizagdo dessa funcéo, deve-se ao fato que o0 cosseno tem uma certa
amplitude quando o valor no eixo das abscissas vale 0. A amplitude representa ou significa que
vai existir uma deflexdo na origem do sistema, e essa coincide com o centro da placa.

Para encontrar a equacao, usa-se 0 método da superposicao — Figura 9.4.

Figura 9.4 — Superposicédo de placas.

Simplesmente

Engastada Apoiada

Fonte — Autor, 2023.

Todas as deflexGes ja foram encontradas. No entanto, serd necessario encontrar as
rotacOes, que sdo as derivadas de primeira ordem das deflexdes. Assim, sera possivel encontrar

os coeficientes E,, e E,,. Através das seguintes condi¢es de contorno, tem-se que:

Parax = +2
2
w=0 (9.2.48)
M _ o (9.2.49)
dx
Paray = +
w=0 (9.2.50)
ow
-0 (9.2.51)
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Tem-se, assim as seguintes relagdes:

dw; Jdw, Owsg
= 9.2.52
ox T ox T ax =0 (9.2.52)

ow; dw, Jdws

= 2.
(ay+ 3y ay)ig 0 (9.2.53)

A deflexdo w,, é a deflexdo da placa simplesmente apoiada, com carregamento

distribuido. Nessa deflexdo aparecera a funcéo cosseno, j& mencionada anteriormente. Além
disso, a funcdo ja existente na equacao, sera fixada e transformada em uma série de poténcia.

4qa* > (—1)m-D/2 mmx
1= 75D Z mS cos( a a
nZhs. (9.2.54)
am tanh(ay, ) + 2 mmy 1 mmy | mmy
- h h
2 cosh(a,y,) ( ) 2 cosh(a,,) a sinh( a )

Derivando a Equagéo (9.2.54) em relagéo a x, e aplicando o valor dos intervalos, tem-

Se:
ow _4qd’ o (D D2
(6x1)+— 4D Z m* sin( a a
m=13,5. (9.2.55)
am tanh(ay, ) + 2 mmy 1 mmy | mmwy
- h
2 cosh(a,,) h( a ) 2cosh(a,) a sinh( a )

Transformando o seno em uma série de poténcia igual a existente, pode-se considerar a

multiplicacdo de uma pela outra igual a 1, ficando com o seguinte valor:

ow, 4qad - 1 @y, tanh(ay, ) + 2 mmy 1 mmy = mmy
(W) a=-—5 235 m(l " Zcosh(@) cosh( . )+2cosh(am) A sinh( . ) (9.2.56)
m=1,3,5..

Derivando a Equacédo (9.2.54) em relacdo a y, e aplicando o valor dos intervalos

ow,
(ay)+§
4qa4 * ( 1)(7"1 1)/2 a tanh(a )+2 . mﬂy mn’
=5 Z 70(—){[ W] h
m=1,3,5.. "
mm mmy\ mmwy
+—c0 h( a ) 2 — 3

g smh(@) (9257)

[m] o

Colocando o termo % em evidéncia e utilizando a Equagdo (9.2.35), j& com a

substituicdo do intervalo, tem-se:

= —1)m-1)/2 2
Z TLCOS(?) [( _W) — (tanha,,) + (tanh((xm ))

6_’)1 if = wSD mia s a ms 2 (9 2 58)
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ow, 493 < (D)™ Y2 mpx a,,tanh?(a,,) — tanh(ay, ) + dn
(W)Jr_ p—ys " cos( a ) [ - > ] (9.2.59)
m=135.
ow,  2qa’ S (—1)™ V2 gy
(= 3y +_ p— 2 i cos( m ) [ @, —tanh(a,, ) (1 + a,, tanh(a,, ))] (9.2.60)

Agora fazendo as rotagbes dos momentos distribuidos, deflexdo w, (momento

distribuido em y):

2 N E,, (=12
Wy = -5 ;5 mz(cos)h(am) cos(o) [ sinh (%) — i, tanh (@, ) cos(=2)]  (9.2.61)

) e I )
Para o termo %, sera feito 0 mesmo processo que foi feito no termo %. Logo, tem-se:

adw, _ z En mmy
( dx )J—r% ~ 2D mcosh( ap,) [ a
m=1,3,5..

smh( ) — a,, tanh(a,, ) cos(—)] (9.2.62)

Derivando em relacdo a y:

ow, @? < E,(-D)™Y2  mgx mm mmy
(ay 2= 722D m? cosh( a,,) cos( a )[7smh(
m=1,3,5. m (9.2.63)
mn mmy_mmn mmy_ mm
+ Ty cosh( —y) " — ay tanh(ay, ) sinh(— Yy It -

Colocando termo 2= em evidéncia e substituindo o termo 222 = «. , tem-se:
a a m

ow,  a > Ep(—1)m-D/2 mmx_[sinh(a,,) + apcosh( a,,) — a,, tanh(a,, ) sinh(a,,)
e coshCtm) (9.2.64)
Assim:
ow, a o E,(-1)™ D2 gy 5
(W)ig =55 2 = cos( o )[tanh(ay, ) +a, —a, tanh *(a,, )] (9.2.65)

Simplificando:

ow. a = E (-1)™ D2 mpy
a—yz)ig =5+ pa - cos( . )[a, —tanh(a,, ) (@, tanh(a, ) —1)]  (9.2.66)

(

A deflexd@o w3, para os momentos distribuidos em x, sera analogo. Assim:

b? o Ep(-1)™ D2 mpy ommx | mux mmx
W3 = "5 3, m:lzg _ m? cosh( B.0) cos(’ b )[ p smh( b )—/?mtanh(/?m ) cosh(T)] (9.2.67)
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ws, b O Fu (=12 my

Cox 42 = " 27D L - cos(—2) [ — tanh(By ) (Bmtanh(Br ) — DI (9.2.68)
ows b - Ey Mux h mix h h mmx 9.2.69
(W)ig_anm:Zss mcosh(ﬁm)[ p o (T) ~Fmtanh(fy, ) cos (T)] (9.2.69)

Para determinar os coeficientes E,, e F,,,, utiliza-se um sistema linear com a seguinte

forma:
ow dw, dw; OJOw ow, Jw
1_ T2 B, 772 77 (9.2.70)
d0x 0x dx dy dy dy
Assim
4qa® 1 a, tanh(a,, ) + 2 mmy 1 mmny . muy

) m; . mt 2 cosh(a,,) ( ) 2 cosh(a,,) 1nh( a ))

_ a = E., mny | muyy mrmy

= [ smh( " ) . tanh(am)cos( " )] (9.2.71)

21D s mcosh(a,,)" a

b~ Ey(=1)m-D/2
s Y O oo, — tanh B ) Btanh (B ) — 1)

m=1,3,5..

O segundo membro da equacdo tem 1/2mmD como termo comum, e dessa forma ele

pode ser simplificado com 1/m*m*D, que esta no primeiro membro, logo obtém-se:

8ga® = 1 a, tanh(a,, ) + 2 mn 1 mm
_8q Z | _ %m tanh(ay, ) h( y) y )

— +
2 cosh(a,) a

mmy )
m3 2 cosh(a,,)

sinh ( 2

(o)

=—a Z Em [mny sinh (m;ry) — a,, tanh(a,, ) cos (?)] (9.2.72)

cosh(a a
=1,3,5.. Cam)

(o]

+b ) (=DM cos(oD) B — tanh(B ) (Btanh (B ) = 1]

m=1,3,5..

Fazendo as consideracOes ditas anteriormente, tem-se que a = b, assim:

8qa’ 1 a,, tanh(a,, ) + 2 mmy 1 mmy . mmy
- —((1- 0s ( ) smh( ))
3 m3 2 cosh(a,,) 2 cosh(a,,) a
m=1,3,5..
- E. mny | mmy mmy
= — h —a,tanh L.
a Z [ sin ( " ) antanh(a,, ) cos( o )] (9.2.73)

h
e cosh(a,,) " a

mmy

ta ) B (=DM cos( D) By — tanh (B ) (Btanh (B ) — 1]

m=1,3,5..

a
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Consequentemente, com as simplificagdes feitas, tem-se:

E, mmy __ /mmy mmy\  8qa’
cosh(am)( " smh( " ) — a,, tanh(a,,) cosh( " )) =53 1

@ tanh(@,) +2  mmy 1 mmy may\\ (9.2.74)
T 2cosh(wy) h( a ) 2cosh(ay,) Smh( a )>

+ Ep (—1)m=1/2 cos(

mrmy
a )[ﬁm - tanh(ﬁm )(ﬁmtanh(ﬁm ) - 1)]

Isolando a E,,,, tem-se:

[8qa

_ Oy tanh(am) + 2 mmy 1 mmy
3(1 2 cosh(a,,) cosh ( a ) t 2 cosh(a,) a sinh ( )) cosh(ap)

[7*
| mry . mry 7TY
(—=sinh ( ) — a,, tanh(a,,) cos(—=))
| a a (9.2.75)
Fn(=1) 0072 cos (") [y — tanh (B, ) (Bmtanh(Bm ) — 1] cosh(ay,)
(m:lry sinh (may ) — a,, tanh(a,,) cosh (m:lry))

E, =

Utilizando a Equagéo (9.2.70) para y e deixando F,, em funcéo de E,,, tem-se:

2qa’® ¢ (—1)m-1/2 miTx
4D Z _— cos( a ) [ @, —tanh(a,, ) (1 + a,, tanh(a,, )]

m=1,3,5..

— . N Em( 1)(m D/2 mmnx
- ﬁm-lzgs — cos(—)[an, ~tanh(@n) (ay, tanh(@n) —= D] (92.76)

~50D Z mcosh( ) [mnx sinh ( ) —Bmtanh(B;, ) cosh(%)]

Aplicando as mesmas hipoteses de simplificacdo da Equacéo (9.2.74), tem-se:

sinh (m ) ﬁmtanh(ﬁm ) cosh ( nx)]

4qa?
— = (—1)m 1)/Zcos(

)[am —tanh(a,, ) (1 + @y tanh(a,y)]  (9:2:77)
Tl' m

+ E,, (—1)(m-1/2 COS(T)[am —tanh(a,, ) (a,, tanh(a,, ) — 1)]

Assim:

_ 4

Fn=—=L

(311(;23 (=1)m-1/2 COS(M)[am —tanh(a,, ) (1 + a,, tanh(a,,)]
[% sinh (mnx) —Bntanh(B,, ) cosh ( mnx)]

E, (—1)m-1/2 cos(—)[afm —tanh(a,, ) (@, tanh(a,, ) — 1)] cosh( B,,)
[@ sinh (mnx) —Bntanh(B,, ) cosh ( mnx)]

(9.2.78)
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Com o intuito se simplificar as proximas equacdes, faz-se a seguinte igualdade para a
Equacdo (9.2.78), assim, tem-se:

2
4qa = (—1)m-1/2 cos(mnx) [, — tanh(a,,) (1 + a,, tanh(a,, )]

_ _m>m
' mzltx sinh (mn ) —Btanh(pB,, ) cosh ( mTL'X)] (9.2.79)

e para a Equacdo (9.2.75), tem-se

8qa* .. aytanh(ay,) + 2 miy 1 mmy
_m3m3 ( 2 cosh(a,,) h( a ) 2 cosh(a,,) a smh( )) cosh(et,)

mmy . mm mm
(Ty sinh (Ty) — a,, tanh(a,,) COS(Ty))

(9.2.80)

Com esses valores encontrados, substitui-se as Equacdes (9.2.79) e (9.2.80) na propria
Equacdo (9.2.75), obtendo:

E,=w+ v+ TR

[T sinh ( ) —Btanh(B,, ) cosh ( mnx)]

) [(_1)(m—1)/2 COS(?) [[))m - tanh(ﬁm )(ﬁmtanh(ﬁm ) - 1)] COSh(am)

(@ sinh (@) — ap, tanh(ay,) cosh (?))

E,, (—1)m-/2 cos(w) [a,, — tanh(a,, ) (a,, tanh(a,, ) — 1)] cosh( B,,) ]

(9.2.81)

Para simplificacdo da equacéo, faz-se a seguinte manipulacéo, tem se:

. cos(T7 ) [ — tanh (B ) (Bmtanh(By ) — 1)] cosh(ey,) e
= (m;'fy sinh (mgy) — a,, tanh(a,, ) cosh (@)) (9.2.82)

Substituindo a Equagdo (9.2.82) na Equacdo (9.2.81) e fazendo as devidas

manipulacdes, obtém-se:

E,, cos mnx [am —tanh(a,, ) (&, tanh(a,,) — 1)] cosh( B,,) - 1
( ?nrt)x S s =w-@-) (9.2.83)
[T sinh ( ) —Bntanh(B,, ) cosh ( )]

Colocando E,,, em evidéncia, obtém-se:

E, —

cos (%) [am — tanh(a,,) (a,, tanh(a,,) — 1)] cosh( B,,) - 1
[? sinh (mnx) —Bmtanh(B,, ) cosh ( mnx)]

Isolando o E,,, tem-se:

E,|1-

] =w-(-1) (9.2.84)

w—(y-2)

Ep =
_oos(Fg) [am—tanh(amxamtanh(am)—1)]cosh</3m)-1 (9.2.85)

[mzl'rx sinh (mrr ) Bmtanh(B,, ) cosh ( mrcx)]
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Considera-se «,, = f,,, devido as dimensdes serem iguais. Assim, mrb/2a e mma/2b
podem ser transformados em mm/2. A deflexdo méxima serd no centro da placa, onde as
coordenadas sdo x e y, iguais a zero. O proximo passo ja serd feito aplicando o valor das
coordenadas e o termo m igual a 1. Isso é necessario para fazer a equacdo convergir. Logo,

tem-se:

TT
az (_) tanh
E 2 (

= ) 9.2.86
Womax 277.'2D m mz Cosh( ( )

)

NS EILNE]

em que E,, vale:

1
|
i (9.2.87)
]

) [(% ~ tanh () (1 + G tanh (3 ))) (5 — and (3) G (z) - 1)) cost? (5)
((-3)wam(3))
Logo:

2,075 4qa? [ ((2,509 -0720-1 (-0,667-1-1,66" 6,295)]

_ 9.2.88
Fm = 12,075 —8560] w13 —1,441 2,075 ( )

Com finalidade de deixar o valor o mais aproximado possivel no qual foi encontrado no

livro “Theory of Plates and Shells” de Timoshenko (1959), onde se obteve o valor de

[%] que € —0,320, sendo 0,3. Assim, obtém-se:
4qa®
Em = =03 —5=(=1,095 +2,359) (9.2.89)
2
117907 (9.2.90)
7-,'-3

Substituindo em w,, encontra-se:

w, = (9.2.91)

3

a? 1,517qa?\ 1,441
212 2,509
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4

a
wo,max = —0,00142 % (9.2.92)
Logo, considera-se:
, qa*
Wwomax = —0,001407 (9293)

Para a deflexdo w5 0 valor serd 0 mesmo, tendo em vista que a placa é quadrada e a
férmula é andloga. Assim, pelo método da superposi¢éo, tem-se:
w=w;+w,+ w; (9.2.94)
Utilizando a Equacgéo (9.2.25), encontra-se um valor igual ao determinado na Equagéo
(9.1.8), que seré utilizado junto com o valor da Equacéo (9.2.93). Sabendo que w, e w; sdo
iguais, obtém-se:
qa*
w = (0,00406 — 0,00140 — 0,00140) - (9.2.99)
Chega-se, entéo, no valor:
4

w= 0,00126% (9.2.96)

Obtendo a rigidez através da Equacdo (3.34) e aplicando na Equacdo (9.2.96),
juntamente com o carregamento e as dimensdes, obtém-se, parat = 0,2cm,t=0,5cmet =

1,0, os respectivos resultados:

Whax = 1,318896 cm (9.2.97)
Wax = 0,084409 cm (9.2.98)

Whax = 0,010551 cm (9.2.99)
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10 APLICACOES NUMERICAS

Neste capitulo, verifica-se por meios de modelos numéricos, as deflexdes nos dois tipos
de placas, explorado nas aplicagdes analitica. Para tanto utiliza-se um codigo computacional de
elemento finitos, escritos com a linguagem Scilab versdo 6.1.0. Além disso, € mostrado a vista
parametrizada das placas, indeformadas e deformadas, feita a partir da utilizagdo do programa
ParaView versdo 5.6.0.

Nesses modelos, serdo obtidos resultados de deflexao para variadas espessuras de placas

e, para diferentes tamanhos de malha.

10.1 Placa quadrada simplesmente apoiada submetida a uma carga uniforme

Utilizando a mesma placa citada no item 9.1, com as mesmas propriedades e geometria,
serd feita uma analise numérica.

A Figura 10.1 mostra a diferenca da deflexdo em uma placa de trés, espessuras t, quando
um carregamento uniforme transversal p, = 0,1 kN/cm? é aplicado e com uma malha de
16 X 16. Asim os elementos da placa tem um tamaho de 1,25 ¢m, a estrutura observa-se
que o inicio dos eixos representam o centro da placa. Analisando numericamente, a
deflexao ndo varia apenas quando espessuras diferentes sdo empregadas, mas ao mudar
a densidade das malhas no programa, os valores também variam, mesmo para uma

mesma espessura, quando comparados com a deflexdo obtida analiticamente.

Figura 10.1 - Deflexdo em placas de variadas espessuras.

Tamanho dos Elementos (cm)
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10

x
By *

x * x G

05 e—e——t=02cm
* * X t=0,5cm

— = t=10cm

Deflexao (cm)

-3.5

-4.5

Fonte — Autor, 2023.

A Figura 10.2 mostra a diferenca da deflexdo em forma de erro percentual para

varios tamanhos de malhas, quando se comparado com o resultado obtido analiticamente.
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Quanto mais refinada a malha da placa, menor o erro percentual obtido. A Figura 10.3 (a),
mostra a malha 16 x 16, que é a mais refinada, enquanto a Figura 10.3 (e) € uma malha mais

simples, sendo ela 2 x 2.

Figura 10.2 - Deflexdo em variados tamanhos de malhas.

N
N

a A o N
~ O oo O

Erro da Maxima Deflexéo (%)

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 55 6 6.5 7 7.5 8 8.5 9 95 10
Tamanho da malha (cm)
Fonte — Autor, 2023.

Figura 10.3 — Placa quadradas com vérios tamanhos de malhas.

g = 0.1 kN/cm? g = 0.1 kN/cm? g = 0.1 kN/cm?

“£t=0.20m;hlz g t=0.2cm% ‘£t=0.20m%

20 cm 20 cm 20 cm
e 1 —_
(a) (b) (c)
g = 0.1 kN/ecm? q = 0.1 kN/cm?

gt:O.Zcm ;12 g t=0.20m}2

20 cm 20 cm

(d) (e)

Fonte — Autor, 2023.
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A Tabela 10.1, traz os valores absolutos mostrados graficamente na Figura 10.2.

Tabela 10.1 — Erro percentual dos valores obtidos com codigo implementado (MEF) em relagéo a solugao

analitica.
Dimensdes Deflexdo Erro
Ndmero de elem. Tamanho dos elem. Malha Wanalitico Wscilab eITO0gci1ap
4 10,00 cm 2x2 | 4,249776 cm | 3,340473 cm | 21,39649%
16 5,00 cm 4x4 | 4,249776 cm |4,157211 cm | 2,17811%
36 3,33 cm 6x6 | 4,249776 cm |4,215318 cm | 0,81082%
64 2,50 cm 8x8 | 4,249776 cm |4,233165 cm | 0,39087%
256 1,25 cm 16 x 16 | 4,249776 cm | 4,249739 cm | 0,00087%

Fonte — Autor, 2023.

Para um menor elemento da malha, o erro, praticamente, inexiste. Enquanto, que para
um tamanho maior o erro ultrapassa 0s 20%.
Através do software ParaView versdo 5.6.0 é possivel ver a deformada da placa com a

malha mais refinada, Figura 10.4.

Figura 10.4 — Deformada da placa em cm.

0.0e+00

05

N
deslocamentos_z

Fonte — Autor, 2023.

10.2 Placa quadrada totalmente engastada submetida a uma carga uniforme

Assim como feito no item 10.1, sera realizado a mesma andlise, porém para apoios
engastados, como mostra a Figura 10.5. Com isso, compara-se 0s valores de deflexdo

encontrados pelo método analitico e numerico.



Figura 10.5 - Deflexdo em variados tamanhos de malhas.

g = 0.1 kN/cm? g = 0.1 kN/cm? g = 0.1 kN/cm?

I t=0.2cm L t=0.2cm ‘ t=0.2cm
20 cm 20 cm 20 cm

o s P

(@) (b) ()

q = 0.1 kN/cm? g = 0.1 kN/cm?
t=0.2cm k t=0.2cm
20 cm 20 cm
p— -

(d) (e)

Fonte — Autor, 2023.
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Pegando como referéncia a placa citada no item 9.2, a Figura 10.6 mostra as seguintes

deflexdes para as mesmas espessuras do problema anterior.

Figura 10.6 - Deflexdo em placas de variadas espessuras.

Tamanho dos Elementos (cm)
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95

10

== x

" Y o

-0.2{|=——=——= t=0,2cm
X x x t=0,5cm
041 v t=1,0cm

Deflexé@o (cm)

-1.21

-1.4

Fonte — Autor, 2023.
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A deflexdo da placa engastada, serd& menor que a da placa simplesmente apoiada, devido a
restricdo maior dos deslocamentos.

Quando se trata do erro percentual, a malha mais grosseira (4 X 4), por exemplo,
apresenta um erro de quase 100%. No entanto, para a malha mais refinada (16 x 16) o valor
encontrado no Scilab versdo 6.1.0, ultrapassa o da solu¢éo analitica, gerando um erro negativo.
Tudo isso quando se compara os resultados analiticos com 0s numéricos para a espessura t =

0,2 cm. A Figura 10.7, traz o gréafico desse erro percentual para cada malha.

Figura 10.7 - Deflexdo em variados tamanhos de malhas.

100

Erro da Maxima Deflexéo (%)
B
o

1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8 8.5 9 95 10
Tamanho da malha (cm)

Fonte — Autor, 2023.
A Tabela 10.2 representa esse grafico anterior em forma de valores absolutos.

Tabela 10.2 — Erro percentual dos valores obtidos com codigo implementado (MEF) em relag&o a solugdo

analitica.
Dimensdes Deflexdo Erro

Numero de elem. | Tamanho dos elem. | malha Wanalitico Wscilab errOgcilab
4 10,00 2x2 1,318896 0,004914 99,62742%

16 5,00 4x4 1,318896 1,271097 3,62417%

36 3,33 6x6 1,318896 1,30091 1,36372%

64 2,50 8x8 1,318896 1,312668 0,47221%

256 1,25 16 x 16 1,318896 1,324136 -0,39730%

Fonte — Autor, 2023.

A Figura 10.8, mostra como ficou a placa apds o carregamento causar a flecha.
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Figura 10.8 — Deformada da placa em cm.

0.0e+00

deslocamentos_z

-13e+00

Fonte — Autor, 2023.

Como ja mencionado anteriormente, a deflexdo da placa totalmente engastada € bem
menor que a da placa simplesmente apoiada, ficando muito mais visivel quando se vé as Figuras
10.4 e 10.8. Contudo, para os dois tipos de placas, a deflexdo maxima ocorrera no centro, e nos

bordos ela ndo existira.
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11 CONCLUSAO

Neste trabalho descreveu-se de forma detalhada os conceitos e a formulacéo classica de
placas delgadas, utilizando as solu¢des de Navier e de Levy. J& no método numérico trabalhou-
se com um programa implementado na linguagem de programagéo Scilab verséo 6.1.0.

Percebeu-se que a solucdo de Navier, com a utilizacdo de séries duplas de senos,
converge de forma mais lenta, pois trabalha-se com varios termos. Além disso, muitas vezes,
ndo € nem possivel se chegar a um resultado. Tendo em vista esses empecilhos, desenvolveu-
se a solucdo de Levy como alternativa, usando séries Unicas, tornando mais rapido e facil a
convergéncia dos resultados dos esforgos solicitantes, muitas vezes, é necessario apenas um
termo para isso acontecer.

Para a placa simplesmente apoiada, verificou-se uma deflexdo bem maior do que para
uma placa totalmente engastada. Isso se deve a restricdo maior dos deslocamentos, diminuindo,
também os graus de liberdade da estrutura. No entanto, para ambos os apoios, a flecha maior
ocorre no centro da placa, quando se analisa a acdo de um mesmo carregamento. Esse resultado
fica ainda mais visivel ao analisar as Figuras 10.4 e 10.8, obtidas com o programa ParaView
versdo 5.6.0. Além disso, verifica-se que a espessura da placa tem grande influéncia no seu
comportamento. Assim, quanto maior este parametro for, menor sera a deflexdo. As Figuras
10.1 e 10.5, apresentam graficamente, esse resultado para os dois tipos de apoios,
respectivamente.

A andlise por meio dos métodos numéricos usando um cddigo implementado, mostra
uma boa convergéncia dos resultados de deflexdo. Os erros percentuais obtidos nas analises
estdo mostrados na Tabela 10.1 e Tabela 10.2, respectivamente, sendo possivel perceber que o
tamanho da malha é importante para encontrar os resultados mais exatos. Verifica-se que,
guanto mais refinada for a malha, mais préximo os valores das flechas nas placas serdo daqueles
obtidos analiticamente. Assim, pode-se concluir que tanto as solu¢Ges analiticas, quanto a
solugdo numeérica produzem respostas precisas dos deslocamentos para as placas analisadas.

Como proposta de continuidade, recomenda-se fazer a anlise da formulagdo dinamica
no qual poderdo ser estudadas diferentes aplicacGes, como por exemplo, vibragdes em lajes.

Também é possivel trabalhar com variagcfes de carregamentos, apoios e geometrias.
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