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A matematica, vista corretamente, possui



nao apenas verdade, mas também
suprema beleza - uma beleza fria e
austera, como a da escultura

(Russell,Bertrand)



RESUMO

A presente pesquisa apresenta uma reflexao tedrica sobre os conceitos de concreto
e de abstrato no ambito da construcao de conhecimentos, especialmente no que se
refere ao conhecimento matematico. Por consequéncia, adentra em reflexées sobre
0 processo de aprendizagem da matematica na escola, tomando como analise o
texto do livro didatico e como tema a Trigonometria. A pesquisa teve o objetivo de
investigar relagdes entre o concreto e o abstrato no ambito do conhecimento
trigonométrico da educagao basica. Como bases teédricas foram utilizados trabalhos
como os de llienkov(1960), Soares (2015), Devlin (2006), Giardineto (1999), dentre
outros. A perspectiva metodolégica foi centrada num aprofundamento teérico sobre
a relacao do concreto e do abstrato nos processos de construcao de conhecimento,
seguida de uma analise de um livro didatico do ensino médio com vistas a observar
aspectos de concretude e de abstracao. A reflexao tedrica indicou a importancia da
relacdo entre concreto e abstrato para a compreensao do objeto em estudo. No
contexto da matematica emergiu a relevancia do processo de representacao dos
seus objetos para que estes possibilitem o didlogo entre a concretude e a abstracao.
A andlise do livro didatico indicou a predominéncia de aspectos abstratos para o
estudo da trigonometria, necessitando-se, assim, de um cuidado especial do
professor no processo de ensino.

Palavras chaves: Concreto. Abstrato. Matematica. Trigonometria.



ABSTRACT

This research presents a theoretical reflection on the concepts of concrete and abstract
in the context of knowledge construction, especially with regard to mathematical
knowledge. Consequently, it delves into reflections on the process of learning
mathematics at school, taking the text of the textbook as an analysis and Trigonometry
as its theme. The research aimed to investigate relationships between the concrete
and the abstract within the scope of trigonometric knowledge in basic education. As
theoretical bases, works such as those by llienkov (1960), Soares (2015), Devlin
(2006), Giardineto (1999), among others, were used. The methodological perspective
was centered on a theoretical deepening of the relationship between the concrete and
the abstract in the processes of knowledge construction, followed by an analysis of a
high school textbook with a view to observing aspects of concreteness and abstraction.
Theoretical reflection indicated the importance of the relationship between concrete
and abstract for understanding the object under study. In the context of mathematics,
the relevance of the process of representing objects emerged so that they enable a
dialogue between concreteness and abstraction. Analysis of the textbook indicated the
predominance of abstract aspects for the study of trigonometry, thus requiring special
care from the teacher in the teaching process.

Keywords: Concrete. Abstract. Mathematics. Trigonometry.
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1. INTRODUCAO

No ensino da matematica é possivel observar uma concepc¢ao marcada por um
grau de dificuldade em diferentes niveis de aprendizado por parte do individuo que a
estuda.Tal entendimento estd preso a dificuldade de entendimento do contetdo
relacionado.Para o estudante isso pode ser um processo problematico e doloroso.

A técnica mais utilizada na atualidade pelos professores, na grande parte das
disciplinas, é fazer com que o aluno traga o conteldo para a sua realidade. Essa
busca de aproximar o conteudo em estudo aos aspectos do contexto do estudante
leva inevitavelmente a uma reflexdo mais profunda sobre a relag&o entre o concreto
e o abstrato no ensino e aprendizagem da Matematica. A Matematica, na sua
esséncia, lida com objetos de estudo que séo abstratos, entretanto as suas formulas
e equagdes auxiliam o individuo a resolver problemas do seu cotidiano, ou seja, por
ser uma disciplina de cunho abstrato, h4d a necessidade de uma grande

problematizacdo no ensino do campo matematico.

Desde as séries iniciais do ensino fundamental, ndo é dificil encontrarmos
estudantes com dificuldade nessa disciplina, pois, a dificuldade de associar os
conteudos ao seu cotidiano é muito grande e isso acarreta em um desinteresse ou até
mesmo em negacao total ao estudo dessa disciplina. Nesse contexto, o papel do
professor é fundamental para trazer para o mundo do aluno, através de
representacées adequadas, os saberes matematicos, por meio de exemplos e

exercicios que envolvam aspectos de sua vida.

s

E necessario saber que no campo matematico ndo é tao simples fazer esse
procedimento porque na grande maioria dos casos e exemplos em que isso ocorre
nos deparamos com objetos de dificil representacdo como no caso, por exemplo, dos
nameros irracionais. Para isso, fazemos uso de uma aproximacado da realidade
supondo tamanho, grandezas e elaborando algumas situacées que, mesmo
hipoteticamente, ndo sejam t&o usuais, mas, que dardo ao individuo uma
possibilidade de construcdo do conhecimento a partir de uma dialética entre os
aspectos da concretude (ou das representacoes) e os aspectos abstratos dos objetos

matematicos.

O grande paradigma é exatamente conseguir identificar qual € o processo
chave que faz com que o aluno sinta dificuldade ou até mesmo nao consiga
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aprender, criando um bloqueio para a matematica. E preciso termos em mente alguns
aspectos e também salientarmos que nao existe s6 um motivo pelo qual o aluno esteja

tendo dificuldade no aprendizado matematico.

A peca fundamental desse processo fica a cargo do professor descobrir por
meio de analise do desenvolvimento do aluno em sala de aula, observando os
exemplos, a capacidade de assimilacdo do conteddo e principalmente, o passo a
passo do aluno na resolucao de questdes para, a partir dai, ter um diagnéstico seguro
de qual é a principal falha que o aluno esta tendo naquela ocasiao.

Dados divulgados em 08/08/2022 pela ONG “Todos pela Educagao” em que
40,8% das criancgas brasileiras entre 6 e 7 anos nao sabiam ler ou escrever em 2021.
E como se, em uma sala de aula com 25 criancas, 10 delas n&o haviam sido
alfabetizadas. E possivel observar que muitos estudantes saem do ensino
fundamental sem conseguir realizar as quatro operacdes, isso nos leva a induzir que
esses casos a deficiéncia na Matematica comegam nas séries iniciais e sao levados

por um grande periodo ou até mesmo pra vida inteira.

A Matematica é uma ciéncia muito particular, por isso nao se faz associagao
do mundo real com o abstrato de maneira tdo simples como as outras disciplinas,
como Fisica e Quimica, por exemplo, apesar de nao fazerem parte do cotidiano dos
alunos , eles preferem e tém mais facilidade em estudar tais disciplinas a compreender
a Matematica.

Os saberes matematicos sdo fundamentais para o desenvolvimento da
capacidade de abstracdo no processo de aprendizagem do aluno. Diversos
profissionais da area da matematica estudam e aprimoram seus conhecimentos nesse
campo de estudo em todo o mundo, visando uma melhoria para os estudantes na
concepcgao de ideias que trabalhem os fatores de concreto e abstrato da matematica.

A matematica é uma disciplina de estudo continuamente rejeitada pelos
estudantes por terem dificuldades na sua compreensdo. Nao é dificil encontrar
estudantes do ensino médio com dificuldades em conceitos basicos da Matematica

que deveriam ter aprendido no ensino fundamental.

N&o é diferente quando falamos da Trigonometria, area da Matematica que cria
uma aversao nos alunos do conteudo por na sua grande maioria alegarem ser de
dificil compreensdo. Nao se pode ao certo identificar facilmente quais seriam os
principais motivos para a negacao da Trigonometria por parte dos alunos,
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poderiamos até presumir dois fatores que ocorrem com maior frequéncia. Um é a falta
de interesse ou a desmotivacao dos estudantes em adentrar no mundo matematico.
Mas essa pesquisa traz um olhar voltado para o processo cognitivo do aprendizado
da Trigonometria, relacionando o que nela ha de representacdes do concreto e o
abstrato inerente a sua natureza conceitual. Além disso, queremos interpretar como

esses fatores ajudam ou prejudicam no processo de aprendizagem do estudante.

Pode-se destacar que nao é necessario que o aluno conheca amplamente a
relagdo entre o concreto e abstrato no contexto do conhecimento matematico, pois
para isso seria necessario um aprofundamento teérico sobre tais aspectos (concreto
e abstrato). Mas, é de suma importancia que o aluno utilize aspectos abstratos para a
sua realidade, a sua cotidianidade, a sua concretude.

Levando em consideracdo o que foi exposto anteriormente, o projeto de
pesquisa que tem como titulo “O concreto , o abstrato e a trigonometria no livro de
matematica” busca responder as seguintes questdes: Quais as concepgbes de
concreto e de abstrato que a trigonometria estuda na educacéao basica possui? Como
utilizar o concreto e o abstrato da Trigonometria em colaboracdo de um ensino

aprendizagem mais significativo para o aluno?

1.1. OBJETIVOS

Objetivo geral:

[0 Investigar relacdes entre o concreto e o abstrato no ambito do

conhecimento trigonomeétrico da educacgao basica na segunda série do

ensino médio.

Objetivos especificos:

[ Interpretar a escrita trigonométrica no livro de Matematica do ensino médio
relativamente aos conceitos de concreto e de abstrato;

(1 ldentificar representacdes da trigonometria com bases em aspectos
concretos;

12



(1 Analisar estudos ja desenvolvidos sobre os conceitos de concreto e
abstrato no ambito do conhecimento da trigonometria.

1.2. Metodologia

O estudo sera desenvolvido através de verificacédo e classificalcao dos objetos
matematico encontrados e analisados no livro didatico de matematica do 2° ano do
ensino médio do IFPB (Instituto federal de ciéncia e tecnologia da paraiba), com textos
e pesquisas ja desenvolvidas que servem de apoio para o embasamento e estudo
desses objetos faremos uma breve leitura e aproximacdo com a realidade dos
estudantes analisando as demonstragdes, conteudos tedricos, representagdes entre
outros aspectos e posterior classificacdo que constard em trés classificacoes
possiveis para 0s objetos estudados que sao,concretos,concretos cognitivos e
abstratos.Vale a pena lembrar que essas classificacées se consolida quase que em
sua totalidade por indugcédo do autor deste trabalho visto que a analise de um objeto
matematico ser conreto ou abstrato vai dependender de varios viéses que se

diferenciam de individuo para individuo.
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2. O que é o concreto? O que é o abstrato?

O abstrato, numa definicao superficial encontrada nos dicionarios, € o que nao
€ concreto 0 que possui alto grau de generalizacdo. Ja ai nota-se uma das questoes
fundamentais da filosofia de qualquer conceito que é a existéncia do outro
representativo que com ele estabelece uma dialética do “ser” e do “nao ser”. Ou seja,
s6 faz sentido se falar de algo abstrato com base no reconhecimento da existéncia de
uma concretude, s6 ha o abstrato, porque também ha o concreto. Da mesma forma,

s6 ha o concreto em virtude do “ndo concreto”, que é o abstrato.

Essa perspectiva inicial exige que compreendamos outra questdo: esses
conceitos, concreto e abstrato, como quaisquer outros, nao possuem dimensoes fixas,
estaticas. Por isso mesmo falamos numa dialética, num continuo entre eles. Dizendo
de outra maneira, nao ha uma discretude, ou seja, o entendimento do que é concreto
e do que é abstrato possui uma volatilidade por depender do conjunto de
idiossincrasias de cada sujeito que os analisa. No entanto, alguns autores definem o
abstrato como algo que sé existe na ideia e ndo tem representatividade sensorial ou
conceitual. Esse aspecto talvez seja o mais aceito na filosofia.

No dicionério de filosofia' Temos a seguinte definigcdo para o que é abstrato:

€ uma operacao pela qual o espirito, depois de haver distinguido os diferentes
caracteres de um objeto, separa um desses caracteres dos outros e o considera
isoladamente como uma coisa. A palavra abstrato vem do latim abstractus que é
considerado como separado, independente de suas determinagbes concretas e
acidentais. Uma ideia abstrata € aquela que se aplica a esséncia considerada em si
mesma e que € retirada por abstracdo. Podemos observar que existem varias
definicbes nas quais poderiamos ficar aqui por muito tempo a explicitar cada uma
delas de acordo com o autor e a area. Numa acepcéo simples o abstrato nada mais

€ que uma construgcdo mental, tendo como base um contexto espacial e temporal.

O fator abstragédo esta inteiramente ligado com nossos pensamentos ja que
abstrair quer dizer retirar algo de alguma coisa. Por exemplo, de tanto vermos objetos
azuis abstraimos o azul ou a ideia de azul que pode se relacionar com o tipo de

pensamento criativo que também pode ser dedutivo, analitico e indutivo.

1 De acordo coma pagina: www.ceismael.com.br
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Vamos dar énfase em algumas definicbes e comentarios com maior destaque
no mundo filoséfico no que se diz respeito ao que € abstrato e iremos poder dessa
forma compreender um pouco mais. De acordo com a visao marxista, com base em

llienkov

(1960) o conceito abstrato é tratado como mentalmente independente e isolado das
coisas. Nomes e conceitos quando se referem a propriedades e relagdes das coisas
sdo chamados abstratos, enquanto as coisas s&do chamadas de concretas.

Ainda falando de abstrato podemos concluir que com a concepgao desse
entendimento, do nivel de abstracdo, conseguimos tornar mais facil ou mais complexo
a questao cognitiva da compreensao matematica. Funciona como uma balanca, na
qual é imprescindivel garantir o equilibrio, uma vez que quanto maior a abstracao,
mais complexo e dificil pode ficar a compreensao. Imaginemos a seguinte situagao:
se falarmos a um estudante de ensino fundamental, por exemplo, sobre fungdes
trigonométricas, certamente isso |he causara estranheza ao passo que se falarmos
isso a um professor de matematica espera-se que o0 mesmo se interesse e queira se
aprofundar mais no assunto, tendo assim mais facilidade no manuseio desse
contetudo. Acontece que para o aluno esse conteludo € muito abstrato e para o
professor n&o, logo para um individuo um entendimento € mais facil que para o outro.

Ficam evidenciadas duas consequéncias ou causas como queiram. Uma € um
nivel de conhecimento e, por consequéncia, o nivel de abstracdo; a outra é o nivel de
conteudo. Ha outros diversos fatores que podem influenciar na compreensao: idade
cognitiva do individuo, idade do individuo, série que cursa, meio que vive, dentre

outros.

Para o nosso estudo vamos apenas considerar os niveis de abstracdo. Para
dar mais énfase ao nosso exemplo, consideramos a soma das fragdes trigonométricas

abaixo:

Ao tentarmos encontrar o resultado para o problema acima percebemos algo

importante que além de ter um bom nivel de abstragdo quem ira solucionar também
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deve ter na sua carga de informacdes alguns conhecimentos prévios, como por
exemplo, expressdes algébricas e trigonometria, angulos notaveis, sdo alguns
desses. E notério que algumas pessoas poderiam simplesmente resolver esse

problema enquanto que, para outras, pode ser um problema de dificil solucao.

Repare que quando falamos em seno, cosseno e tangente de um éangulo
estamos falando na “representagcado” de um angulo, pois estamos explorando termos
puramente abstratos. Se observarmos melhor podemos ver que ap6s adquirir esse
nivel de abstracao, ou seja, de conhecimento, passa a ser menos abstrato portanto,
mais concreto, porém ndao um concreto comum como se diz na definigao trivial mas,

um concreto cognitivo construido na mente do individuo.

7

Para falarmos um pouco sobre o concreto é necessario que tenhamos um
entendimento e plena conviccdo das definicbes que sao objetivamente intituladas
através de varios estudiosos em consideracao que qualquer incorrecao pode nos levar
a uma concepgao distorcida daquilo que realmente se quer expressar. Se estamos
num campo de estudo complexo e que abrange varias areas de estudos distintos é
imprescindivel que tenhamos um conhecimento prévio basico dos principios basicos

da I6gica dialética entre os conceitos de concreto e abstrato.

Vamos considerar para nosso estudo que concretos sao todos os objetos nos
quais podemos através da nossa percepgao inferir que séo realmente reais, enquanto
que abstratos sdo aquelas construgdes realizadas em nossa mente mesmo que ainda
sejam abstraidas de um objeto propriamente dito concreto.

De acordo com llienkov(1960), para Marx, o concreto € uma unidade da
diversidade na logica dialética. Uma interpretacao disso é que o concreto é apenas
um dos elementos que compdem o conjunto de elementos que caracterizam o obijeto.
Ao ponto em que percebemos que os objetos ndo oferecem possibilidades de
associacdes, comparacdes, objetividades e subjetividades, nos remetem a um
entendimento de separacdo. Esse processo € o que se pode considerar como 0
processo de abstracdo. Nessa perspectiva a composig¢éo da concretude de um objeto
esta inevitavelmente atrelada a processos de abstracédo. A abstracdo separa, busca
conexdes, propriedades, investiga, constrdi definicdes, faz simulagdes; o concreto nos
da uma ideia de completude, de acabamento, de significacao manipulavel. E esse fato

ocorre exatamente fazendo a amarracado do que a abstracao realiza.
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Segundo llienkov(1960), Marx explica ser o concreto justamente o que é
composto por varios elementos que formam no final das contas, um sé elemento. Mas,

note que embora o concreto seja essa juncao, ele também é parte. O concreto

€ um dos componentes do objeto. Assim, o concreto e o abstrato tem uma relacao
vital, ndo ha abstrato que ndo tenha alguma raiz numa representatividade da
concretude. E, da mesma forma, ndo h& objeto concreto que nédo seja forjado num

processo de abstracéo.

Se observarmos bem, podemos até dizer que esses acontecimentos de
concreto e abstrato exercem sobre si uma situagéo de dependéncia como um conceito
de fungédo, por exemplo, perceba que o objeto tratado como concreto ele é real e
inerente a qualquer opinido alheia ou, em outras palavras, ele é concreto
independentemente da participacdo de um terceiro. Ele esta ali e ele existe. Pense
em uma pedra, imagine que vocé esta caminhando e de repente se depara com uma
pedra enorme. Independentemente de vocé pensar nessa pedra ou nao, ela esta ali
e logo ela é real.

Agora, vejamos a condicdo em que o abstrato se manifesta vamos usar o
mesmo exemplo da pedra acima imagine agora que essa pedra € cinza, mesmo que
vocé nao tenha propriamente se deparado com uma pedra hoje certamente vocé a
imaginou e logo em sua mente nesse momento por alguns segundos, existiu de forma
abstrata uma pedra cinza. Mas, e a relacao de dependéncia? Perceba que o concreto
€ independente, ele existe, se realmente for um objeto concreto sem ajuda de um

terceiro vamos dizer assim.

Ja a relagdo chamada abstrata s6 surge a partir do concreto. O cinza da pedra
n&o vai surgir sem que haja interacao de um ser humano para fazer a abstragéo a ndo
ser que a pedra seja exatamente cinza. E impossivel também abstrairmos algum
objeto sem antes termos visto este objeto, s6 € possivel imaginarmos algo se de
alguma forma ou ja vimos antes, ou ouvirmos algo parecido. Dai, criamos em nossa

mente.

Resumidamente o concreto é tratado dessa forma para caracterizar coisas
individuais sensorialmente contempladas, o concreto sé esta nominalmente presente

no pensamento somente na capacidade de nome que o designa.



No entanto, nenhum abstrato ou tdo pouco concreto pode ser instrumento de
medicao para nivel de aprofundamento de estudo o que queremos salientar € que na

verdade a pessoa que tem um pensamento mais abstrato ou mais concreto em
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determinado conteudo ou situacao de vida ndo quer dizer que propriamente este sabe
mais ou menos que aquele por causa da concretude e abstragcdo do momento. O que
podemos dizer é que essa relacdo se caracteriza apenas como forma de

conhecimento.

2.1. O abstrato na visao da metafisica

7

Antes de falarmos sobre o que é e como é representado o abstrato para
metafisica vamos entender o que é a metafisica. Considerada como base da filosofia
chamada de filosofia primeira € também um ramo responsavel pelo estudo da
existéncia do ser. A palavra meta significa “além de” e seu primeiro filésofo assim
também sendo mais influente foi Aristételes. Aristételes tinha uma concepgéao
diferente da de Platao, para ele o principio da realidade nao estd no mundo inteligivel
e sim no nosso mundo, o sensivel. A realidade sempre submetida ao tempo e espaco.

Diferente de Aristoteles, Platdo defendia que todo o verdadeiro saber se
distingue pelas notas da necessidade légica e da validade universal. Ou seja, a
construgcao do conhecimento se da a partir de um mundo, chamado por ele como
mundo das ideias que independe da realidade. “Assim, para ele, ndo se pode
procurar um verdadeiro saber na experiéncia. Com isso, ele citava a Matematica
como sendo o maior exemplo do saber verdadeiro e indiscutivel” (SOARES, 2015,
p.50)

Percebe-se que em determinado momento a compreensdo humana ja nao
acompanha a complexidade de elementos extremamente abstratos e fazemos uso
de concepgoes concretas e termos acessorios para entdo sermos capazes de dar

embasamento a esses casos como dos exemplos que iremos ver mais a frente.

Para a metafisica o abstrato é algo que o ser humano conceitua e tangibiliza
para que sua mente possa processar conceitos abstratos inexistentes na observagao
da realidade subjetiva a partir da realidade objetiva, percebidos conceitos abstratos
inexistentes. Por exemplo, o infinito, se situa no campo da existéncia ou no campo da

metafisica? Depende de como vocé encara a Matematica.
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A soma dos numeros naturais +.... pode ser

considerada como uma demonstracao do infinito (soma tende ao infinito), ou nao, se
observarmos a partir da 6tica em que a sequéncia tem numeros finitos, uma vez dado

um teremos uma finitude. No entanto, podemos fazer

essa soma pode ser considerada como uma demonstragcdo do infinito ,a
quantidade dos termos a serem somados tendem ao infinito ja que determinado o n

teremos uma quantidade finita de termos ou seja, s=0+1+2+3+....n+ com n sendo

namero natural, assim deduzimos com mais facilidade uma férmula para uma
quantidade finita. O infinito € uma deducao légica do raciocinio, situado no campo da
metafisica. O infinito esta além de tudo o que é fisico ou mensuravel fisicamente.

Essas breves reflexdes mostram como é dificil falar de concretude e de
abstracdo, especialmente no contexto do conhecimento matematico. Os objetos
matematicos sao, por exceléncia, construgcdes abstratas que fazemos a partir de
objetos que ndo sdo matematicos, ou a partir dos processos de representacao de
objetos matematicos. Noutros campos cientificos se faz uma relacao entre concretude
e abstracdo sem se questionar a existéncia do objeto, quase sempre fazendo uma
referéncia ao préprio objeto (real) ou a uma das suas representacoes. Se vai se falar
do atomo, parte-se da certeza que o atomo existe, mesmo que néo seja possivel
manipular esse objeto com as méos; se vai se falar de velocidade, mostra-se um
experimento para que se “veja” o objeto materializado que chamamos de velocidade;
Se vai se falar do “lugar”, conceito da Geografia, usa-se como referencial um lugar
especifico, mesmo sabendo-se que o lugar, qualquer lugar é um conceito relativo, na
perspectiva de varios autores da Geografia.

Essa ideia de que sb os objetos estudados na Matemética séo objetos que nao
possuem representagcdo real € bastante limitada mas, ainda é usada em muitos
discursos nos espacgos educativos para se fazer referéncia as dificuldades de
aprendizagem em Mateméatica. Sobre isso, Soares (2015), tece algumas criticas as
concepgdes superficiais sobre abstragdo e mostra diversas situagdes, no ambito de
outras ciéncias, nas quais os objetos de estudo também n&o possuem uma
representacdo real, no entanto, mesmo assim, ndo se observa ligagbes a esse fato e
as dificuldades de aprendizagem. Ele cita como exemplo o caso de conceitos
inseridos nas ciéncias sociais, como o conceito de “estado”, de “democracia”, ou no

campo das linguas, como a construgédo da simbologia e dos textos. Sao conceitos
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que possuem uma subijetividade, uma abstragdo, que podem ter representatividades

concretas, mas sao constru¢cdes da mente humana.

Tais reflexdes s6 corroboram com o que ja dissemos, qual seja, o entendimento
de que ndao ha como se estudar nada, sem que se faga um caminhar na concretude e
na abstracao. Mesmo os objetos reais, manipulaveis, como o estudo dos reinos animal
e vegetal na Biologia, sé fazem sentido a partir de um processo dialético entre o
concreto e o abstrato. E, ousamos dizer, com base em Kosik (1976), que qualquer
pratica de ensino, qualquer pretensdao de construcdo de conhecimento, que se
pretenda, presa exclusivamente, aos aspectos da concretude imediata dos objetos

nao resultara em nenhum progresso significativo.
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3.Um Breve resumo sobre a trigonometria

7

De um modo geral podemos dizer que a trigonometria € o0 estudo da
matematica encarregado por desenvolver relacoes com tridngulos e seus lados. A
trigonometria é utilizada em diversas areas como navegacao, construcao Ccivil,
quimica, biologia, e até medicina. A palavra ‘trigonometria’ vem do idioma grego
‘trigono’ se refere a tridngulo e ‘metrein’ se refere as medidas. Ela surgiu inicialmente
da necessidade de astronomos em calcular mas, foi depois desenviolvida pela
navegacao, ja na area cientifica a trigopnometria foi amplamente desenvolvida pelo

Hiparco de Nicéia, que é até entao, lembrado como o pai da trigonometria.

As principais relagoes de estudo da trigonometria sdo , seno,cosseno,tangente,
funcbes trigonométricas,estudo da trigonometria no triangulo retangulo , eugacodes
trigonométricas, lei dos senos e lei dos cossenos além do amplo estudo no ciclo
trigonometrico.

3.1 Um olhar sobre o ensino de Trigonometria

No contexto do ensino de matematica as concepcdes em torno dos termos de
concreto e de abstrato sdo muito simplistas e presas a entendimentos do senso
comum. Isso é uma consequéncia da falta de estudos tedricos sobre esses termos,
além de um sistema formalista matematico, onde mecanicamente se aceitam as

definigcbes, num processo que mais se parece a um acumulo de informagdes.

A partir deste momento iremos concentrar nosso foco na andlise do binémio
concreto-abstrato em algumas relagbées trigonométricas. Para iniciarmos nossa
conversa sobre esse assunto, antes € necessario que tenhamos em mente a
importancia do binbmio concreto-abstrato na economia e na producdo de riquezas.
Por exemplo, hoje com estudos mais evoluidos € quase que impossivel separar o
conhecimento da fonte de riqueza o que muito ja foi exaltado em tempos antigos. Hoje,
€ praticamente uma regra quando observamos por exemplo alguns produtos do setor
de producéo fabril, quanto mais complexo e codificado mais valor esse produto tem
ao passo de que quanto menos codificado, ou seja, com menos informagcées menos

valor o produto passa a ter.

N&o é tao dificil de imaginar uma situacdo como esta, ao nosso redor temos

varios exemplos como estes, onde o produto que cabe menos informacdes, ou seja,
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mais simplista, tem menos valor que um mais complexo. Esse acontecimento se da
porgque segundo (MACHADO 2004 p. 24) o conhecimento se transformou em um dos
fatores principais atrelados ao preco final do produto. A partir de entao, € necessario
que levemos em consideragdao uma sintese, onde é preciso que para o entendimento
do nosso estudo os leitores possam ter uma formagdao acentuada no grau da
matematica pois, consideramos no aspecto concreto e abstrato levando em
consideracao um mundo matematico e trigonométrico, onde seus aspectos e relacoes
sdo majoritariamente abstratos. Porém, é possivel classificarmos esses aspectos em

outros conceitos de concreto e abstrato que iremos ver mais a frente.

Alguns aspectos que dificultam o aprendizado da matemética e
consequentemente da trigonometria por ser um campo matematico € a compreensao
dos termos abstrato e concreto de forma disjunta, que nos levam a ter um
entendimento muito simplista desses termos, abracados fortemente pela sintese da
matematica formal no qual se defende que a Matematica nao é para muitos. Também
se pode ver uma estrutura onde percebemos que um dos erros enraizados

€ considerar que a matematica € um estudo contemplativo como diz Bertrand

Russell. “Embora isso possa parecer um paradoxo, toda ciéncia exata é denominada
pela ideia de aproximagao” (SINGH, 1999, p.42).

Diante das dificuldades encontradas no ensino da matematica e também por
sua vez no ensino da trigonometria podemos destacar a dificuldade em trazer os
objetos da Matematica para a realidade dos alunos, mesmo que sobre forma de
representacdo, e em alguns casos essa representacdo ainda nao ird ajudar muito, o
que se entende e que cada vez mais € necessario problemas que induzam ao dia a
dia dos alunos, pois a simples interlocucao de problemas e exemplos sem nexo ao
seu dia a dia ou seu cotidiano ndo atraem o entendimento e interesse e assim ficamos
por trabalhar objetos matematicos abstratos como sendo mais abstratos do que sao
e esses por sua vez se tornam mais um obstaculo didatico para o aluno e o professor.
“Os conceitos escolares na medida que nao apresentam uma relagao imediata com a
vida dos alunos, séo regidos por procedimentos de ensino arbitrarios, como que um
amontoado de regras sem nexo que sao impostas aos alunos” [GIARDINETTO
,1999,p 04}

Em contra méo a tudo isso vimos uma necessidade extrema de justificar o
ensino através dessa forma de ser necessario o ensino pelo cotidiano, forma

metodoldgica que vem ganhando for¢a nos ultimos anos, que acaba por sua vez
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sendo outro obstaculo de aprendizagem, o que justifica uma ascensao ao aprendizado

cotidiano e menosprezo com o aprendizado da vida escolar.

Alguns fatores contribuem de forma preponderante para atuar como
dificultadores do processo de aprendizagem por parte dos alunos, porém esses
fatores se devem mais no momento aos docentes. Primeiramente ao fato de nao
questionarmos o porqué da Matematica ser considerada uma disciplina num patamar
acima das outras, como se estivesse em outro nivel e, assim, naturalizar uma falacia

de que ela € mais complexa, mais dificil.

Outra questdo que no nosso entendimento contribui para concepcdes
equivocadas sobre a Matematica diz respeito a consideragao de que ela € complexa,
dificil, porque lida um nivel alto de abstracao. E muito comum escutarmos frases como
“‘a Matematica € muito abstrata”. Todavia, desde os primeiros anos na escola
estudamos em outras disciplinas assuntos que também levam em si uma carga de
abstracao tdo grande quanto a Matematica. Se olharmos com atencéao, perceberemos
que nao é uma exclusividade da Matematica.

O que mais nos impacta é sabermos que ao estarmos limitando o acesso ao
conhecimento matematico, ao aprendizado, por caso da abstragcdo, estamos também
limitando o progresso das pessoas, pois todos nos temos uma relagdo com o mundo
abstrato e ndo devemos deixa-la para tras, pois somos todos capazes de estimular e
progredir nesse processo.

Outro fato fundamental é a representacao. A partir dela podemos perceber ou
melhorar 0 nosso entendimento dependendo da situacdo, conteudo ou forma que
estivermos estudando para assim termos condi¢do de representar mesmo que emum
momento inicial em nossa mente as ideias que ainda nao estdo concretas no mundo
real, mas, no nosso mundo concreto cognitivo. A representacédo e o simbolismo sdo
sem duvidas, uma das chaves principais deste trabalho, ao passo que temos a
oportunidade ou a condicdo de fazermos uma boa representacdo dos objetos
matematicos, no nosso caso trigonométrico, conseguimos assim uma melhora

significativa no aprendizado.

Sobre isso, Devlin (2006) defende que, todo ser humano traz consigo
a capacidade para a compreensdo dos processos matematicos
simples. No entanto, tais consideragdes sobre a matematica e, nesse
caso, a capacidade de abstracdo ainda ndo € intencional, mas um
processo involuntario e natural. O simbolismo, demarcado inicialmente
pela representacéo, € a primeira capacidade
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desenvolvida pelo ser humano e é essencial para o desenvolvimento
do processo abstrato. (Soares, 2015, p.104)

Ao observarmos os procedimentos de alta relevancia nesse processo dialdgico
entre o concreto e o abstrato podemos perceber que ha dois processos que estao
conectados pelo concreto e o abstrato em toda a Matematica e também logicamente
com a trigonometria, ora se iniciando o caminho do conteudo pela ética concreta e
através de exemplos vamos aprofundando o conteudo até chegar a uma formalizacao,
ora partindo de uma abstracdo consequentemente formalista até chegar um ponto de
concretude ideal para a compreensao do aluno. Podemos observar que nao se é facil
determinar qual seria 0 melhor modelo metodolégico a se adotar todavia, é possivel
destacarmos a importancia da metodologia adotada para um éxito maior ou ndo no
nosso contexto.

Talvez para alcancarmos um éxito melhor no contexto da aprendizagem da
trigonometria poderiamos trabalhar com o binbmio concreto\abstrato onde os dois
fazem conexodes a partir de representacdes e a partir dai comecamos a avancgar de
forma mais satisfatoria sobre esse ponto de vista. Nao podemos esquecer que esses
modelos vém sendo fortemente exigidos junto a necessidade de se acrescentar ao
cotidiano do aluno exemplos de objetos matematicos e em nosso caso trigonométrico,
para que se justifique o estudo, por vezes quase que forgados, sao impostos na sala
de aula, com a defesa de algo que fuja dessa metodologia n&o ir4 alcancgar o resultado
agradavel no que se diz respeito ao aprendizado.

Temos consciéncia de que essa pratica nao pode ser somente aceita de tal
forma, visto que o aluno também precisa dessa conexdo com os conteudos escolares
e o0 aprendizado nos termos escolares sdo essenciais para o desenvolvimento de
diversos campos, principalmente quando estamos falando em matematica. Essa
caracteristica também foi observada por Giardinetto (1999) e Machado (2011). Para
Giardinetto, tal concepc¢ao pode levar a supervalorizagéo do cotidiano do estudante e,
assim, limita-se o processo de aprendizagem de conceitos cientificos construidos
social e culturalmente. Machado entende que esse modelo € insuficiente, pois, a partir
de um determinado ponto, em face do esquema linear de compreender a construcao
do conhecimento, abandona-se a relagédo do conhecimento com o concreto e situa-se
0 processo exclusivamente no campo da abstracdo, o desconectado da realidade
(Soares, 2015).
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E importante ressaltarmos que um modelo ou outro ndo é suficiente para uma
boa politica de ensino, faz-se necessario darmos énfase a esses modelos de concreto
e abstrato como bindmio e ndo dissociados apenas dando enfoque a um enquanto
escanteamos o outro. Entendemos também que nado conseguimos extinguir os
problemas e dificuldades encontrados na trigonometria escolhendo apenas um
modelo metodoldgico, mas, podemos minimizar as dificuldades fazendo com que
tenhamos menos um problema ou mesmo um obstaculo didatico desse tipo ao invés
de darmos enfoque a um ou outro modelo seremos capazes de estabelecer um
modelo metodoldgico que trabalhe de forma dialética entre o concreto e abstrato que
nos possibilita explorar mais a fundo o estudo na Matematica sobre trigopnometria.

Apoés discutirmos um pouco sobre os métodos que sao utilizados, agora, vamos
dar enfoque em outro fator indispensavel para um melhor aproveitamento de
compreensao a partir principalmente de objetos abstratos (nesse caso , a
trigonometria se encaixa perfeitamente por estudar quase que em sua totalidade
objeto matematicos puramente abstrato),que sdo as representacdes. Existem varios
tipos de objetos matematicos, uns de facil representacao e outros nem tanto. Porém,
0 que pode ser feito para se ter éxito em uma boa representacdo desses objetos e
como aprender a trabalhar de forma que sejam melhores representados e assim

melhores compreendidos?

Para outros questionamentos sobre fatores que contribuem ou ndo para o
auxilio do entendimento desses objetos matematicos temos a dialética e seus pontos
de vista, para essas concepgdes temos quatro pontos de vista principais, como
defende Mello citado por Soares (2015).

Para Giardinetto, tal concepgédo pode levar a supervalorizagdo do
cotidiano do estudante e, assim, limita-se o processo de aprendizagem
de conceitos cientificos construidos social e culturalmente. Machado
entende que esse modelo é insuficiente, pois, a partir de um
determinado ponto, em face do esquema linear de compreender a
construcdo do conhecimento, abandona-se a relagdo do
conhecimento com o concreto e situa-se o processo exclusivamente
no campo da abstragdo, desconectando-o da realidade. (SOARES,
2015, p.106).

Combase em Soares (2015), defendemos que o entendimento ou classificagao
de concreto ou de abstrato, para um objeto dado, é estabelecido pelo grupo de
significacoes que este objeto tem para o sujeito, fato que esta diretamente
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associado ao conjunto de especificidades préprias, intrinsecas do objeto e também
ao cabedal de construgbes cognitivas tomadas a partir dos conhecimentos prévios
que o sujeito ja possui do referido objeto. ou seja, a base cognitiva do individuo (aluno)
€ que determina o que é concreto para ele.

Para Soares (2015), qualquer conhecimento (ou novo conhecimento) esta
inserido em um determinado nivel de abstracao e de concretude que varia de sujeito
para sujeito, em decorréncia da estrutura cognitiva que cada um possui e também do
préprio objeto. No entanto, independentemente da situacao cognitiva e do objeto do
conhecimento do qual se esteja tratando, havera duas possibilidades a serem
consideradas: (1) O fisico (material, palpavel, sensorial) pode ser considerado como
instancia do primeiro nivel de abstragédo (A1); ou (2) O fisico ndo representa o primeiro
nivel de abstragcédo e ha entre estes um “vazio de significagdo” ou um “obstaculo de

representacao’.

Entendemos que a base cognitiva de qualquer pessoa, especialmente em
idade escolar, ja tenha alcancado niveis de abstragdo superiores ao nivel fisico. Isto
significa que, em termos de conhecimento matematico, alguns elementos abstratos
inicialmente ja sejam considerados como elementos concretos (concretos cognitivos).
Consideramos que, independente do aspecto do objeto, do tipo de conhecimento e
da sua materialidade ou ndo, a partir do momento em que este se incorpora a base
cognitiva do individuo, ele passa a ser entendido como um objeto concreto.

Devllin (2006, p.143), classificou em quatro os niveis de abstracdo para que
possamos compreender melhor em magnitude do que estamos falando :
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Figura 1: Niveis de abstracdo do conhecimento

Abstracao
de nivel 1

Abstracao
de nivel 2

Abstracao
de nivel 3

Abstracao
de nivel 4

J

J

Os objetos sobre os quais pensamos sao todos objetos reais
acessiveis a percepcdo no ambiente imediato. Entretanto,
pensar em objetos do ambiente imediato pode muitc bem
envolver imagina-ios se deslocando para diferentes lugares do
ambiente. Por isso, é razoavel encarar esse processo como
pensamento abstrato, mesmo que os objetos desse
pensamento sejam todos objetos concretos no ambiente
imediato.

Nesse nivel, estdo inseridos os objetos reais familiares a quem
pensa, mas que naoc sao acessiveis a percepgio no ambiente
imediato.

Os objetos de pensamento podem ser objetos reais que o
individuo conheceu de alguma forma, mas que nunca
encontrou, na realidade, ou versdes imaginanas de objetos
reais, ou variagbes imagindrias de objetos reais, ou
combinacdes imaginarias de objetos reais.

Nesse nivel estd inserdo o pensamento matematico. Os
objetos matemdticos sao inteiramente abstratos; eles ndo @m
ligacdes simples ou direta com © mundo real, ou que ndo seja
abstraida do mundo a partir de relacoes e ideias criadas pela
mente.

Fonte: Devlin (2006, p.143)

Além disso, temos outros mapas como esse que nos auxiliaram durante o

nosso estudo dando um melhor entendimento. Em especial, o mapa abaixo nos

permite fazer esse dinamismo através das significacoes:
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Figura 2: Grupos de significagcdes no estudo de um objeto

Grupo de Significagoes
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relacionados

FONTE: Soares (2015, p.136.)

A partir daqui entramos no ponto principal do nosso estudo, através de
exemplos e contextualizagdes vamos exemplificar o que acontece de forma intrinseca
na mente daquele que estuda ou de alguma forma desenvolve a Matematica para que
se compreenda todo o processo que falamos até o presente momento com o auxilio
primordial das significagbes e simbologia como podemos observar nas imagens

abaixo dos diagramas.
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Figura 3: Relagbes entre o sujeito e 0 objeto
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Fonte: Soares (2015, p.140)

A estruturagédo proposta por Soares (2015), especialmente ao tratar do grupo
de significagdes, nos parece bastante relevante para pensarmos no contexto da
construgédo de conhecimento. Interpretando de outro modo, esta organizagédo nos faz
refletir sobre o fato de que ha dois conjuntos de especificidades que se deve
considerar no processo de constru¢do de conhecimento de um objeto, ou no processo
de aprendizagem de um objeto. Um deles diz respeito aos fatores expostos do sujeito
que emergem a partir do contato com o objeto; o outro € composto por elementos que
estdo no objeto e que sdo observados ou interpretados pelo sujeito.

Notamos que as Significacdes diretas e as Significacées indiretas sdo coisas
distintas, na perspectiva de Soares (2015), fato com o qual também concordamos.
Ousamos dizer que o processo de aprendizagem do objeto sera tanto mais
significativo, quanto mais dialeticamente esses grupos de significacées estiverem
relacionados. Ou seja, se as minhas constru¢des cognitivas prévias possuem um
didlogo consistente com os aspectos que constituem o objeto, possivelmente o meu
entendimento e a minha nova concepcao desse objeto ficara fortalecida.
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Tomando esses argumentos como bases importantes na busca de
compreendermos como se da o processo de construcdo do conhecimento, como se
conhece um objeto, como se aprende algo, no contexto do conhecimento surge outra
questdao que deve ser analisada. Se os objetos da Matematica ndo possuem uma
concretude na perspectiva do concreto perceptivel, sensorial, manipulavel, como fazer

entdo para possibilitar o grupo de significacdes de um objeto matematico?

E nessa perspectiva que o processo de representacdo se constitui como
fundamental para o processo de constru¢cao do conhecimento matematico. Algumas
especificidades do objeto matematico podem ser exploradas a partir da
representatividade. Nesse sentido, objetos manipulaveis, embora ndo sejam objetos
matematicos, possibilitam o didlogo entre as significagdes; o processo de
contextualizagdo, embora seja limitado, também se configura num processo de
representacdo relevante; os artefatos da tecnologia computacional também
possibilitam uma gama de representagdes de objetos matematicos; dentre outros
processos. Todos esses recursos utilizados no texto e no contexto do ensino da
matematica podem contribuir para uma aproximacao entre os grupos de significagoes
e, por consequéncia, podem facilitar a construcdo de conhecimento.
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4. Buscando o dialogo do concreto e do abstrato na trigonometria do
livro didatico de Matematica

Agora, entraremos em uma discussao mais pratica do que tedérica do nosso
estudo através da anadlise dos usos das concepcdes do que é abstrato e do que é
concreto em um livro didatico de Matematica. Para ser mais especifico escolhemos o
livro do 2° ano do ensino médio da editora Saraiva, que tem autoria de Gelson lezzi,
Osvaldo Dolce , David Degenszan, Roberto Périgo e Nilze de Almeida. O livro faz
parte da colecao Ciéncia e Aplicacoes, 9° Edicao, 2017.

O livro escolhido para andlise e uso no trabalho é um livro de autores consagrados
da matematica que tem sua linha voltada para a matematica pura. Esse livro foi
extraido da colecdo fundamentos da matematica elementar de dez autores que tem
por finalidade alcancar principalmente professores de matematica que ja convivem
em uma linha mais algébrica, sendo assim ficamos de certa maneira mais imitados

para algumas analises .

A escolha pelo livro do 2° ano se deu por que é nesse volume da coleg¢ao que é
apresentada a tematica da Trigonometria. Ja a escolha por esta colecdo foi
estabelecida por ser o livro utilizado nas turmas do 2° ano do Instituto Federal de
Educacao, Ciéncia e Tecnologia da Paraiba, Campus Campina Grande.

Iremos iniciar nossa investigacdo, a partir dos capitulos 1 e 2 do livro e assim
analisar com atencdo como os temas voltados ao estudo da trigonometria sdo
apresentados em relagdo as concepgdes de concreto e de abstrato. E valido enfocar
que nossa investigacdo nao € completa e cabe ainda muita discussao e embasamento
dentro do campo de interesse.

E importante enfocarmos que, sé pelo fato de ser o livro didatico, embora tenha
uma 6tima escrita e boas representacoes, ja estamos atuando mais em um campo

abstrato do que no campo concreto. Também iremos considerar que 0s

autores consideraram que os estudantes ja possuem o nivel de abstracédo requerido,
ou seja, os alunos ja possuem, segundo 0s autores, o conhecimento prévio necessario

para



compreender a teoria do livro sem que seja necessario maiores representacoes de
concretude cognitiva. Ao fim de nossa analise iremos montar uma tabela quantitativa

entre os elementos abstrato e concreto que encontramos na nossa investigacao.

31



E importante esclarecermos o que iremos considerar como aspectos de
concretude e de abstracdo no texto matematico. Com base em Soares (2015), nas
categorias de concretude e de abstracdo, entendemos que, contextualizagdes,
aplicacoes e representacdes que tenham uma associagao direta com aspectos da
realidade imediata, podem ser consideradas concepg¢des de concretude, enquanto
que, construgdes matematicas soltas de tais possibilidades, podem ser consideradas
dentro de ambito préprio da abstracao.

Iniciamos a nossa observagéao pela pagina 7 do capitulo 1 do livro didatico.

Figura 4: Texto da pagina 7 do Livro de Matemética.

) Arcos e angulos

Seja uma arcunferéncia de centro O, sobre a qual tomamos dois pontaos —
distintos, A e B. A circunferénaa fica dwvidida em duas partes, cada uma das /
quais € um arco de circunferénda. /

Observe, na figura ao lado, que existem dois arcos determinados por A e B: Y

« O arco de extremidades A e B que contém o ponto X — representado

por AXB.

+ O arco de extremidades A e B que contém o ponto Y — representado N\

por AYB. =i

Quando nao houver duvidas em relacio ao arco ao qual nos referimos, pode-

mos escrever simplesmente AB para representar o arco com extremidades A e B.

Vejamos agora dois casos particulares:

+ Se A e B s3o simétricos em relac3o ao centro O, o segmento AB & um dia-
metro e cada um dos arcos determina uma semicircunferéncia e é chamado
arco de meia-volta. Veja a figura ao lado.

+ No caso de A coinaidir com B, dois arcos sao determinados. Um deles € o
arco de uma volta e o outro, o arco nulo. Observe-os nas figuras seguintes.

A-B A=B B

the,

arco nulo

arco de
uma volta

Observe que a todo arco AB corresponde um angulo central, isto €, um
angulo cujo vértice é o centro da circunferéncia.

>

ADB é o Angulo centra
cormespandente ac arco A8



Fonte: lezzi et al (2017)
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E preciso ter em mente que, antes da analise sobre o que o livro apresenta, o
préprio texto do livro (escritas, figuras, etc.) constitui um conjunto de elementos
abstratos, na perspectiva em que estamos considerando neste trabalho. Assim, no
texto do livro, ao pé da letra, ndo ha nada de concreto, inclusive a linguagem é abstrata
por exceléncia. Assim, se no livro ha uma figura de uma argola ao se falar de ciclo
trigonométrico, a que se considera uma grande diferenca entre uma argola real
manipulavel e o desenho, que esta no livro, de uma argola. No entanto, é pertinente
também que, embora o desenho da argola ndo seja uma argola real, a forma como
ela é referenciada no texto, tem consequéncias distintas para a construcao conceitual

de ciclo trigonométrico, por exemplo.

Diante disso, conscientes dessa diferenciacédo, entre um objeto concreto, uma
de suas representacoes e, ainda, objeto matematico e suas possibilidades de
representacdo, vamos analisar alguns fragmentos textuais do livro, e para isso,
tomaremos como uma representacdo concreta o ato da referenciagdo a essa

concretude.

Percebemos alguns aspectos abstratos de imediato como, figuras que
representam algumas circunferéncias matematicas, didmetros, distancias, arco de
uma circunferéncia, circunferéncia (considerando sempre que a figura por estar livre
e plana), pontos, segmentos, angulos, e mais profundamente uma representacao de
um retangulo no formato da folha do livro que consistira em todas as paginas
logicamente, além de teoria explicativa do conteudo é claro.

Aqui podemos encaixar o circulo como objeto concreto, assim também como o
angulo, ndo na sua esséncia € claro, mas por se tratar de um livro didatico para uma
turma de 2° ano compreendemos que 0s alunos ja possuem esse conhecimento
prévio e no tocante a circunferéncia e angulo, ndo € a primeira vez que os alunos
estudam esse tipo de conteudo. Logo, ndo podemos dizer que a circunferéncia e o
angulo sao objetos concretos mas, suas representacées podem ser consideradas aqui
para 0 nosso estudo no campo dos objetos concretos cognitivos. Agora, € bom
salientar que se estivermos falando de uma turma que nao viu sequer ainda falar em

circulo e angulo, logicamente estes seriam considerados totalmente abstratos.

Na péagina 8 podemos verificar algumas relacdes importantes no que se diz

respeito aos arcos, circulos, também medidas de comprimento, medida angular,
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grau, segmentos entre outros. S&o aspectos que se destacam, pois se encaixam
perfeitamente em nossa analise de relacao de concretude e abstracao ja que podem
ser representados alguns por figuras, outros por texto como podemos observar:

Figura 5: Texto da pagina 8 do Livro de Matemética.

» Medida e comprimento de arco

A medidaangular deum arco ou, simplesmente, medida de um arco e igual
a medida do angulo central correspondente. Observe estes exemplos:

8
med(ACE) = 120 med(COD) = 45
A Dizemos que o arco AR Dzemas que o arco D
mede 120 mede 45

A medida linear de um arco refere-se ao seu comprimento. Quando retifi-
camos um arco de circunferéncia, obtemos um segmento de reta cuja medida
e igual ao comprimento do arco, que € medido em centimetros, metros, mili-

metros, quildmetros etc. ‘

A medida angular G0 10 ¢

| A meadida angular de
um arco depende da
mededa do o da
circunferénga cones-
pondente? £ a medida
do comprimento de

| um arco, dependea? l

Unidades de medida de arcos e dangulos

Ao tratarmos da medida de um arco, adotamos o grau () ou radiano (rad).

1 s
« 1grau € a medida de um arco gual a 360 da arcunferéncia corres-

pondente.
Como sabemos, 0 grau possuil submiltiplos importantes, como o minuto
e 0 segundo.

O arco de 1 minuto (indica-se 1') corresponde a % doarcodemedida 1%, 0
arco de 1 segundo (indica-se 1”) corresponde a -6‘3 do arco de medida 1°.

+ 1radiano € a medida de um arco cujo compnmento e igual ao raio da
arcunferéncia correspondente.
O arco AB, ao lado, bem como seu angulo correspondente AOB, mede
1 rad.
J4 0 arco CD abaixo, bem como seu dngulo correspondente COD, mede
2 rad, pois seu compnmento € igual ao dobro da medida do raio.
[ comprimentos 39[‘35

comprimento = 2r

C o

Fonte: lezzi et al (2017)
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Nota-se que o texto do livro édescricdo em lingua as vezes fazendo um

basicamente uma portuguesa e linguagem
simbdlica dos objetos matematicos, dialogo
com representagdes geométricas dos
objetos. Mas, pagina nenhuma referéncia a

objetos concretos manipulaveis.

ndo se percebe nessa

Figura 6: Pagina 11 do Livro Didatico — Exercicios resolvidos.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

4 Em uma drcunferéncia de raio 3 cm, toma-se um arco AB de comprimento £
4.5 cm. Qual é, em radianos, a medida desse arco?
¢=45am
Solucao: "
1% modo A

Podemos usar a relacao o - .‘_ 1510 & (ot - 4—5 - 1,5 rad
r 3
2 modo

Uma solucdo equivalente consiste em usar a definicdo da medida de 1 radiano, comparando a medida do
arco com O Seu comprimento:

medida do arco comprimento do arco
.[lrad 3an e T
| x 45cm

Qual é o comprimento de um arco de 72° sobre uma darcunferéncia de raio 8 cm?
Solucao:
18 modo
« O comprnmento da circunferénca éc =~ 2 n-8am -~ 16x cm.
Podemos fazer:
Jlchm—360‘ 23 16x

| x —72° 5

cm (ou aproxmadamente 10,05 cm)

Obsarve que 3767& =~ 5; assim, o comprimento do arco € igual a

quinta parte do compnmento da drcunferéncia correspondente.
2 modo:
« Expressamos 72° em radianos:
180° — nrad
[18 n £, 2x

I 75— x X - rad
Dai, usamos a relagao:
ae LBty 0K
5 8 5
Portanto, o comprimento deste arco é 16x cm

Determine a medida do menor angulo @ formado entre os ponteires de um relégio ao marcar 2 h 40 min.
Solucao:

O angulo pedido mede a.

Observe que, entre duas marcas consacutivas de horas, tem-se um arco cujo angulo

central tem medida % - 30", Assim, considerando o deslocamento do “2 ao 8",
temos que:

A xX=6-30"= e~ 180° - x
Em 1 hora (60 minutos), o ponteiro das horas percorre um arco de medida 30°.

Para calcular a medida x do angulo percorndo pelo ponteiro das horas em 40 minutos, podemos estabelecer
a proporgao:
60 minutos — 30°

- 20°
!40 minutos — X it

Assim:
« = 180" -~ 20° = 160



Fonte: lezzi et al (2017)
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Nessa pagina nota-se uma referéncia a um objeto concreto manipulavel, um
relégio, que é utilizado para a representacao de uma circunferéncia. O apelo a esse
tipo de representacao pode contribuir no processo de exploracao e construcao dos
conceitos matematicos, uma vez que possibilita a emergéncia de novos significados
para o estudante. No mais, a pagina trata de conteddo teérico puramente abstrato,
equagdes entre outros objetos ja citados na pagina anterior.

Figura 7: Pagina 12 do Livro Didatico.

1 Expresse em radianos 7 Um péndulo de 15 cm de compri-

a) 30° d) 2107 g) 207
b) 15° e) 2707 h) 1507
) 120¢ f) 300° i) 315°

Expresse em graus:

a) = rad d) X rad ) 2% rad
3 5 S 9
b)%rad €) 0,5 rad h)”T-‘racs
c)%rad f)sd—“rad i) 3rad

Uma semicircunferéncia tem comprimento
188,4 m. Quantc mede seu ran? Considere
n=314.

Calcule o comprimento de um arco AB defirado em
uma circunferénca de raio 8 cm por um angulo
central AOB de medida 120°

Considerando que, na figura abaxo, AB esta dividi-
do em 12 partes iguais, qual € 0 percurso mas crto
sobre as semicircunferéncas: AMB ou ADCEB?

M

A = o 8

Na figura, as dircunferéncias €, e C, 18m mesmo
centro O e raios de medidas R, e R, respectiva-
mente, tais que 2R, = 3R,

Determine:
a) as medidas dos arcos AB e €D, em radianos;

b) a razio entre os comprimentos de AB e CD,
nesta ordem.

mento oscla entre A & B descre- i
vendo um angulo de 15°. Qual éo

3 R 15 cm
comprimento da trajetria descrita
pela sua extremidade entre A e B?
Usenm = 3,14, A
e

Um andanlho caminhou 7536 m, em uma pista
arcular de 40 m de raio. Quantas voltas ele deu
na pista? Considera m = 3,14

Determine a medida do raio da arcunferénda em
cada caso:
a)

-Q 8om
b)

a@ 1Bcm

Usemr = 3,14

Na figura, o tridngulo ABC é sésceies de base AC
e o tridngulo CAD esta inscrito em uma Semaci-
cunferéncia cujo raio mede 6 cm. Considerando o
arco AD que ndo contém o ponto €, determine:

a) sua medida, em radianos;
b) seu comprimento, em centimetros

Um automoével percorre 157 m em uma pasta
aircular, descrevendo um arco de 72°. Determine
a medida do raio da curva. Use = = 3,14,

ML MOEW

Elementas sem proporcio entre si




Fonte: lezzi et al (2017)
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A pagina 12 do livro nos traz exercicios e muitas informagdes dentre elas
temos: o numero 11, a unidade de medida radianos e também graus e centimetros,
angulos novamente, sendo citado como na pagina 7 e 11, circunferéncia, e uma figura
cuja representacao é de uma pista circular que remete ao leitor um semi circulo para
entendimento e resolucdo das questdes. Essa ultima imagem com certeza ganha
expressao na parte do concreto cognitivo, as demais em sua grande maioria sendo
abstratas.

Figura 8: Razdes Trigonométricas

No estudo das razoes tngonometncas para angulos agudos em um tnangulo

. = . i
retingulo sdo definidos sen, cosuetgaparal < a < <

Vamos agora estender 0 concerto de seno, cosseno € tangente para um nu-
mercreala, com0 = a = 2n

B seno

Seja P um ponto da arcunferéncia trigopnométnica, imagem de um numero
reala, 0= a=2x
Definimos o seno de o como a ordenada do ponto P

B ¢
9 A
medAP | = &2 rad

mec AP} = urad

sen o = ordenada de P

Observe gue, projetando ortogonalmente o ponto P sobre o eixo vertical,
obtemos o ponta P

Considerando o sentido positivo ("para ama”) do eixo vertical e tomando o
segmento DP, podemos tambeém definir o seno de a como a medida algébrica
desse segmento, 1sto &,

sen «« = med(0OP)

Daqui em diante, o eixo vertical da circunferénda tngonométrica serd cha-
mado eixo dos senos.

Observe a figura a0 lado. Ela nos permite comgxeender gue a defuncdo antenor & “compa-

tvel™ com a defirglo apresentada no estudo da tgonometna do triingulo retdngule
medida do cateto oposto a o T
SEn x - y 0 < 2 < -
medida da hepotenusa

Tracando © segmento PP |/ OF, 1emos no AOPP
L .
oP 1

sen AOP = sen o = = PP = OF = medlOP)

Fonte: lezzi et al (2017)



Agora, dando continuidade a nossa andlise do livro didatico vamos passar para
a pagina 20 (Figura 8) na qual podemos observar objetos matematico e
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trigonométricos como o seno, eixo dos senos, demonstracdo do seno, além de
algumas letras do alfabeto grego como o “alfa”,unidade de medidas como o radiano,
sinais de objetos matematicos como o “maior que” e “menor que “ como sugere a

imagem da figura 8.

Ja a pagina 21 do nosso livro nos tras aspectos voltados para o ciclo
trigonométrico onde podemos encontrar algumas relagcdes trigonométricas mais
perceptiveis no ambito das expressdes ou de valores notaveis , como também vemos

a presenca dos quadrantes.
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Figura 9: Arcos e angulos notaveis no Livro de Matematica

0O mesmo procedimento é utilizado quando P ocupa posigdes nos demais quadrantes. Considerando
o sentido positivo “para ama” do eixo dos senos, observe o sinal do seno de um numero real a em cada
quadrante, 8 medida que vana a posicao de P (P é imagem de a).

»Q «Q
\‘ \A No 3% & no 4% guadran-
> 165 a medida slgébnca
» dosegmemoaaépom-
> tva ou negatwa?
ordenada de P > 0 ordenada de P < 0 ordenada de P < O
wnu >0 Negativa sna<0 son < 0

O pbiEtivo dsina oDt & lomdear © Mtudinte do AaTinglo e medids Jigitrca de um wgmnenio Se P eitd
acima de 0, 0mao mad[TT) = 0 ¢ w P ol sbaiwe e 0, orado med(TIT) « 0 £ imporanta tambom lesbar o
ettudarte di nOtacdo gue Wliizamos, Nesta colecio, patae & madids alglts <a d¢ um wgnenio

Come 0 raio da circunferdnos trigonométrica & unitino, temos que, para todo « € j0, 21}, — 1 = sena = 1, uma vez
que a ardenada de qualquer ponto da circunferénoa tngonométnes vana de -1 a1

» Valores notaveis

13 estamos familiarizados com o seno de alguns numeros reats, como % f- e -;-:

wn%:m”:i’ m{'zxmlS‘:%}- m%:mﬁﬂ:%{

Usando os valores acma, é passivel obter, por simetria, o seno de outras ndmeros reais.
Acompanhe, na sequéncia dos quadrantes abamo, os valores dos senos de numeras reais correspondentes

a pontos simétricos de P, sendoPalmagemde‘g—.

=Q
Y
(U ik
0 ou
gs =~
" unr:T
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Em face da semelhanca dos aspectos de concretude e abstracdo expostos na
sequéncia do livro didatico com as imagens de algumas paginas ja apresentadas,
podemos inferir que esse Livro Didatico tem uma abordagem profundamente
caracterizada apenas pelos aspectos formais da Matematica, que envolvem uma
simbologia exagerada, uma escrita na linguagem matematica refinada e poucas

representacoes de objetos da concretude imediata.

Com base no que vimos e analisamos até o momento podemos organizar
essas informagdes em uma planilha e veremos o quantitativo de cada classe abstrata,

concreta ou concreta cognitiva dos quais o0s objetos matematicos destacados

pertencem como mostra o quadro abaixo:

Quadro 1: Interpretacdes sobre o concreto e o abstrato no texto do Livro Didatico

CONSTRUGCAO DO CONHECIMENTO COGNITIVO ENTRE
O CONCRETO E ABSTRATO DO LIVRO DIDATICO

OBJETOS OBJETOS CONCRETOS OBJETOS ABSTRATOS
CONCRETOS COGNITIVOS
PAGINAS DO
LIVRO DIDATICO ANGULOS ARCO CIRCUNFERENCIA
CIRCUNFERENCIA SEGMENTO
CIRCULO NUMERO
FIGURA DE UM RELOGIO
(REPRESENTACAO CIiRCULO) EQUACAO TRIGONOMETRICA
UNIDADE DE MEDIDA (cm) CONTEUDO TEORICO

REPRESENTACAO PISTA
(SEMICIRCULO)

UNIDADE DE MEDIDA (rad)
REDUGCAO DE QUADRANTES

QUADRANTE SENO
MAIOR QUE > COSSENO
MENOR QUE < UNIDADE DE MEDIDA (grau) °

EIXO DOS SENOS

EIXO DOS COSSENOS

TOTAL 1

12
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Verificando e analisando cada elemento ou melhor, cada objeto matematico
podemos através do diagrama das significacdes e representacdées entender um pouco
melhor que o que define em nossa mente e o que nos faz caracterizar esses objetos
matematicos trigonométricos serd apenas a quantidade de vezes em que 0s
observamos durante a vida como também a qualidade dessas representagdes que
foram feitas durante nosso periodo estudantil que assim nos compreende deixarmos
cada classe com sua concretude, abstrato ou concreto cognitivo como vemos na

tabela acima.

Uma vez que temos a oportunidade de observar os angulos por exemplo
diversas vezes durante nossos estudos,vemos representacbes de angulos,os
calculamos de diversas formas e estamos vendo angulos em figuras geométricas por
exemplo sempre que vamos trabalhar com geometria nos traz a relagdao de uma
concretude mesmo entendendo que o angulo em si é um objeto matematico abstrato
porém de tanto internalizamos esse objeto em nossa mente chegamos ao ponto de
considerarmos ele como concreto pois se trata de uma ideia viva em nossa mente,dai
a escolha desse objeto ser concreto cognitivo,0s demais objetos passaram pelo

mesmo critério.

Com base na planilha acima podemos verificar o grau de concretude e
abstracédo dos objetos matematicos trigonométricos um a um analisando através de
um diagrama das significagées,acontece em resumo que quanto mais vemos
determinados conteudos eles se tornam mais concretos ou concretos cognitivos em

nossa mente como podemos observar abaixo:
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Figura 10: Diagrama das representagdes e significacdes dos objetos de estudo
trigonomeétrico e matematico

r© ' ~
[ OBJETO MATEMATICO ]':D ANGULO ‘ L { ABSTRACAO
\ /
B f
{ FASES ]ED { REPRESENTACAQ = ESCALA
= L5
s - i
I FASE 1 1 — CONCRETO ":D ABSTRATO 0.F1........10
FASE 2 J —> ‘ CONCRETO 1 = ABSTRATO 0....F2....10
FASE 3 J = { CONCRETO ] = . ABSTRATO [ 0........F3...10

A andlise do processo de concretude e abstracdo requer conhecimentos
prévios que nos ajudam e possibilitam uma compreensao a partir de uma ética na qual
por muitas vezes nos alunos passam mas,nao compreendem, essa relagao um tanto
implicita para muitos mesmo que nao seja de todo o alcance permanece presente a
todo o momento todas as vezes que estudamos matematica, esse estudo fica voltado
para salientar que tal percepcao desse processo pode nos levar a um grau mais
elevado no quesito qualitativo de entendimento matematico,por exemplo o professor
percebendo tal processo em determinadas situacées pode simplesmente forcar de
certa forma alguma conteudos e exemplos que explorem a capacidade de abstracao
dos alunos para que possam atingir um nivel mais alto de compreens&o dos objetos

matematicos,nesse caso em especifico,o trigonométrico.

Varias vertentes atuais de ensino buscam justificar o ensino e aprendizado por
meio de exemplificacdo corriqueira da vida dos estudantes,o que no caso da
matematica por ser abstrata fica mais dificil, mas ndo impossivel. Uma vez que se

consegue fazer essa aproximacao com a realidade todos ganham tanto alunos como
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professores, sabemos bem das dificuldades encontradas no dia a dia escolar mas,

seria um esforco a valer a pena.

Esse estudo ndo tem o intuito de fazer uma autocritica ao formato de ensino
tanto de professores quanto de escolas, entendemos que existem as mais diversas
metodologias que se enquadram de acordo com a realidade e desejo que cada
estudante ou de acordo com a vontade dos pais dos estudantes, vale também lembrar
que muitos ndo conseguem uma boa adequacéo na melhor forma de ensinar por meio
de estruturas ou até mesmo por falta de acompanhamento cognitivo de alunos que
por sua vez nao obtiveram acesso ao conhecimento no momento mais oportuno como

An

no caso dos EJAs2 . O nosso estudo vem por trazer a" Luz "o que esta "escuro” , mas

com assim?

E simplesmente mostrar que nesse processo ainda tdo pouco falado é
percebido e até algumas vezes dado sem importancia que existem oportunidades de
melhoria no ensino, ha uma oportunidade de entendimento de certos conteidos como
o da trigonometria riquissimos nesse processo, imagine se conseguissemos colocar
todos os conteudos trigonométricos na grafico das significagbes e a partir dele
encontrarmos 0s que mais 0s alunos sentem dificuldades / pouca abstracdo e
trabalhar em cima de exemplos somente com esses conteudos, ja seria um caminho
para uma melhoria. O estudo da abstracdo matemética e toda sua dialética é
simplesmente fantastico € como perceber o que esta acontecendo dentro de nossa
mente com uma visdo por fora dela , € poder ter a percepcao dos acontecimentos
sendo protagonista e plateia ao mesmo tempo e sendo assim, podemos nos avaliar e
nos reavaliar sempre que possivel, o nosso estudo tem o intuito de conjuntamente
com muitos outros da educacao matematica de alguma forma por mais singela que
seja em ajudar no nivel de aprendizado dos alunos, em especial aos que estudam

trigonometria.

O fascinio pela trigonometria e pelo processo de concreto e abstrato da
matematica fez com que chegassemos até aqui no final desse trabalho, com todas as
analises feitas sentimos um desejo de contribuicdo para uma melhor desenvoltura no
quesito compreensdo dos estudos na trigonometria, dessa forma, vemos que a
preocupacao em se aprender a trigonometria vem por meio de um isolamento

cognitivos de tudo aquilo que é muito abstrato ou de dificil compreensao para os

2 EJAs(Programa de educalcao de jovens e adultos )
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estudantes porém nao basta fazermos de todos os esfor¢cos para tornar o abstrato
matematico concreto mas também em conjunto, um esforco estudantil para
compreender a linguagem matematica e trigonométrica e assim , por sua vez mesmo
que implicitamente compreender sua abstracdo e concretude de forma eficaz , s6
assim, com essa relacdo biunivoca podemos avancar em um aprendizado mais

incisivo para todos
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Consideracoes finais

A cada trés anos temos um alto investimento em livros para alunos do ensino
fundamental e ensino médio. E preciso saber se o aprendizado tem algum retorno
significativo. Na abordagem ao conteudo, por exemplo, cada livro utiliza uma forma
diferente e o processo de concreto e abstrato da matematica entra nessa abordagem.
Analisando o desenvolvimento do conteldo com o desenvolvimento do aluno que
podemos perceber se existe uma parte desse processo de utilizar a matematica
abstrata e trazé-la para o mundo concreto, tudo isso com a presenca do professor é
claro mas observando o desenvolver do aluno através das propostas didaticas e de
exercicios propostos pelo livro podemos refletir qual a verdadeira importancia nesse
processo € quais sdo as concepcdbes que o aluno pode desfrutar desse

acompanhamento do livro didatico em sua vida escolar.

Outro ponto culminante nesse aspecto sdo os materiais utilizados para dar
aula. Hoje o professor pode contar com ajuda de muitos artificios para lecionar,
através da informatica no geral, livros didaticos, materiais manipulaveis e etc. Dentre
esses materiais o que iremos destacar e aprofundar esse estudo € o livro didatico tao
importante e por muitas vezes esquecido no procedimento de aprendizagem nao se
vé mais no ambito educacional grande preocupagao com a escolha de um bom livro
didatico. Acredita-se que no Brasil esse assunto ja foi muito discutido e ndo merece

mais tanta relevancia quanto existia no passado.

Contudo, o livro didatico é muito importante nesse processo de aprendizagem
e pode vir dele as respostas para a dificuldade de muitos alunos de trazer a
matematica abstrata para uma matematica da vida real. Esse material tem como
caracteristicas desenvolver o lado cognitivo do individuo através de
exemplos,exercicios,informacdes graficos e etc. A escolha errada de um livro didatico
pode atrapalhar todo o processo de aprendizagem do aluno,pois,existem muitos livros
que nao trazem informacdes concretas ou trazem informagdes ambiguas nao séo
objetivos e assim faz com que dificulte e atrapalhe o aluno como também o préprio

professor em sala de aula.

E de extrema importancia que o professor seja criterioso na escolha do livro
pois, a partir dele podemos descobrir uma nova maneira de abordar o conteudo



45



impedindo o aluno de ficar mecanizado a resolver problemas com a mesma linha de
pensamento, ou seja, a do professor. O livro ndo veio para delimitar o campo de
participagao do professor em sala de aula, ele veio para somar conhecimento e ajudar
no aprendizado. Nao se sabe ao certo qual a influéncia do livro no processo da saida
da abstracdo para o concreto matematicamente falando mas sabemos que para essa
associacao ocorrer € necessario que o aluno tenha um breve conhecimento
matematico e a partir desse pensamento podemos concluir que o livro ajuda no

processo mesmo que de forma indireta.

O desenvolvimento cognitivo do aluno e um dos principais termos a serem
analisados é muito importante que o aluno aprenda também um pouco s6 sem a
dependéncia total do professor é preciso que se crie uma autonomia na matematica
para a partir dai ser possivel explorar o universo ao seu redor matematicamente
falando e o livro e 0 material que mais podera |he ajudar. Desenvolvimento cognitivo,
exercicios,tipo de linguagem,abordagem ao conteludo e etc. Sdo todos critérios
estabelecidos pelo programa nacional do livro didatico PNLD.

O desenvolvimento do aluno com a ajuda do livro é importante mas sabemos
que o professor assume uma papel indispensavel na aprendizagem, nao é muito raro
observarmos que alguns alunos tém uma confianca excessiva nos livros didaticos
tomando sempre 0s seus exemplos e exercicios como verdade absoluta e sabemos
todos que nem sempre e assim muitos livros levam a crer em ideologias que néo
ajudaram muito o aluno,outros vem com erros nos exercicios e também nos exemplos
e se nao existisse a figura do professor presente em sala de aula e até para possiveis

erros como esse teriamos um problema com algumas questdes de alguns conteudos.

E também possivel enxergar que os livros mais pedidos ou seja, os
considerados melhores pelos professores possam trazer ainda um desenvolvimento
melhor na vida escolar e analisando essa melhoria no desenvolvimento da vida
escolar iremos poder observar com maior cautela a maneira que o livro traz os
conteudos para verificar quais as possiveis concepg¢oes do processo abstrato e

concreto da matematica.

E importante fazer com que o aluno possa enxergar essas concepgoes ,
importantissimo fazer com que o aluno o tenha capacidade de se desenvolver sozinho
também e de ter voz de poder saber escolher se aquele modo ou aquele material é o

melhor para sua vida escolar.
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