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RESUMO

O presente trabalho aborda a tematica das Construgoes Geométricas com régua e compasso,
topico extremamente relevante na histéria da matematica. Estruturado a partir de uma
pesquisa de revisao bibliografica acerca do referido assunto, inicialmente é realizada uma
contextualizagao histérica do mesmo, relacionando-o, sobretudo, com o desenvolvimento
da matematica na antiga Grécia. No centro do trabalho estd uma proposta de abordagem
das Construgoes Geométricas utilizando-se das varias ferramentas disponiveis no software
Geogebra. Por fim, é levantada uma breve discussao a respeito de Ntimeros Construtiveis e
Construtibilidade, relacionando tépicos de Geometria e Algebra. O trabalho visa contribuir
com a pratica em sala de aula de professores da Educagao Bésica e Superior, bem como
apresentar essa tematica, de uma maneira sintética e dinamica, para entusiastas e estudiosos

da matematica e, em particular, da Geometria.

Palavras-chave: Construgoes Geométricas. Geometria. Geogebra. Numeros Construtiveis.



ABSTRACT

This work addresses the theme of Geometric Constructions with ruler and compass, an ex-
tremely relevant topic in the history of mathematics. Structured based on a bibliographical
review research on the subject, initially a historical contextualization of it is carried out,
relating it, above all, to the development of mathematics in ancient Greece. At the center
of the work is a proposed approach to Geometric Constructions using the various tools
available in the Geogebra software. Finally, a brief discussion is raised about Constructible
Numbers and Constructibility, relating topics from Geometry and Algebra. The work aims
to contribute to the classroom practice of Basic and Higher Education teachers, as well
as to present this topic, in a synthetic and dynamic way, to enthusiasts and scholars of

mathematics and, in particular, Geometry.

Keywords: Geometric Constructions. Geometry. Geogebra. Constructible Numbers.
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1 INTRODUCAO

O fazer cientifico, bem como o ensino das varias ciéncias, jamais foi algo isolado e
indiferente ao tempo e ao contexto social, politico, economico e tecnologico. Cada época,
com as suas particularidades, influenciou de algum modo, positiva ou negativamente, a
producao cientifica. A tecnologia disponivel em cada época também interfere profunda-
mente na construcao dos saberes, a tal ponto que realidades consideradas fatos em uma
determinada época podem vir a ser refutadas posteriormente em vista do surgimento de

tecnologias mais avancadas e com maior grau de precisao.

Nos tempos hodiernos, as inovagoes tecnologicas impactam profundamente cada
dimensao da vida humana e com a educagao nao seria diferente. A integracdo, articulacao
e utilizacdo das novas tecnologias digitais nas praticas educacionais contemporaneas sao
topicos amplamente difundidos e discutidos, dada a sua relevancia e pertinéncia ante
o contexto sociocultural atual, suscitando distintas visoes a respeito dessa tematica e

constituindo um rico, amplo e profundo debate.

O conhecimento matematico, a despeito de outras areas do saber humano, trabalha,
em sua génese, com objetos abstratos e imateriais, predominantemente ntimeros e formas, o
que o torna, sob certo ponto de vista, menos sujeito a modificagoes e alteracoes substanciais.
Sendo seus resultados basilares nao decorrentes de aparatos tecnologicos, limitados pelo
seu grau de precisao, mas sim de dedugoes légico-racionais, os grandes resultados da
matematica sao imbuidos de um aspecto perene. Ainda assim, as tecnologias exercem uma
significativa influéncia sobre o modo como pensamos, fazemos e, sobretudo, ensinamos
matematica, pois expandem os horizontes de discentes e docentes para o alcance do saber

matematico e possibilitam novas, distintas e criativas aplicagoes de conceitos ja conhecidos.

Tendo vista essas concepgoes, o presente trabalho procura unir os dois aspectos
do fazer matematico elencados anteriormente: o carater atemporal de seus postulados
e as abordagens dindmicas possibilitadas pelas novas tecnologias. O tema sobre o qual
esse estudo foi desenvolvido foram as Construgoes Geométricas, tépico muito antigo
e importante da histéria da matematica visto que possibilitou o desenvolvimento da
Geometria tal como hoje a conhecemos, bem como da elaboracao légico - dedutiva dos
elementos e resultados matematicos, influenciando toda a producao posterior ao longo dos
séculos. A abordagem utilizada consiste em apresentar esse relevante topico utilizando o

software Geogebra com as suas diferentes funcionalidades e possibilidades.

Para tanto, o texto obedece a seguinte estrutura: no segundo capitulo, faz-se um
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breve apanhado historico sobre o desenvolvimento da matematica, em particular da Geo-
metria, na Grécia antiga, dando énfase as Construgoes Geométricas e ao desenvolvimento
do carater demonstrativo do saber matematico; no terceiro capitulo, centro do presente
trabalho, faz-se uma breve apresentacao do software Geogebra e, em seguida, sdo apre-
sentadas, detalhadamente, algumas das Construcoes Geométricas mais classicas através
das ferramentas disponiveis no software, bem como a justificativa da validade de cada
construcao; o quarto capitulo, por sua vez, contém uma discussao a respeito dos Numeros
Construtiveis, topico derivado diretamente das Construgdes Geométricas, juntamente com
alguns resultados e propriedades elementares dos mesmos; por fim, as consideragoes finais
apresentam observagoes gerais do autor a respeito do trabalho desenvolvido e de possiveis

caminhos de continuacao do mesmo.

Esse trabalho, longe de almejar ser definitivo na problematica elencada, procura,
a partir de uma aplicagdo concreta, instigar uma reflexao sobre as possibilidades de se
conjugar os novos aparatos tecnologicos com os contetidos classicos da matematica, dando-
lhes uma nova roupagem e proporcionando uma abordagem mais dindmica e acessivel para

os discentes do século XXI, tao imersos e envolvidos com a cultura digital.

1.1 DEFINICAO DO PROBLEMA

O problema norteador do presente trabalho é: como o software de Geometria
dinamica Geogebra pode ser utilizado como instrumental para explorar a tematica das
Construgoes Geométricas de um modo mais criativo e lidico, pensando-se na utilizacao

em sala de aula?

1.2 OBJETIVO GERAL

O presente trabalho tem por objetivo central elaborar e apresentar de modo
detalhado uma abordagem das Construgoes Geométricas por meio da ferramentas do
software Geogebra que seja aplicavel em sala de aula. Para fundamentar a tematica
discutida e ampliar o escopo da pesquisa, considera-se as origens historicas das Construgoes
Geométricas na antiga civilizacao grega, um dos bergos da cultura ocidental e da qual
emerge a Matematica enquanto saber logico-dedutivo, bem como se busca explicitar, de

modo breve, sua relacao direta e intrinseca com os Numeros Construtiveis.

1.2.1 Objetivos Especificos

o Realizar um compilado historico da origem da Geometria e, especificamente, das
Construgoes Geométricas na antiga Grécia, bem como do seu desenvolvimento e
difusdo entre os mateméaticos posteriores, sendo a base para miultiplas e valiosas

descobertas;
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o Apresentar uma abordagem detalhada dos protocolos de elaboracao de algumas
Construgoes Geométricas classicas através das ferramentas disponiveis no software

Geogebra, assim como a justificativa logica da validade de tais procedimentos;

e Discorrer, de modo breve, sobre o tépico de Numeros Construtiveis, com suas
propriedades bésicas, buscando evidenciar a intima relacao desse com as Construgoes

Geométricas.

1.3 ASPECTOS METODOLOGICOS

Em virtude da natureza da tematica e dos objetivos elencados anteriormente,
adotou-se um procedimento metodolégico descritivo desenvolvido através de uma pesquisa
qualitativa de revisao bibliogréafica, fundamentada nos trabalhos de Boyer e Merzbach
(1974); Almeida (2000); Eves (2004); Wagner e Carneiro (2007); Barbosa (2012); Dolce e
Pompeo (2013), dentre outros autores consultados no decurso da realizagdo do presente

estudo.

A abordagem apresentada no segundo capitulo fundamentou-se, sobretudo, nos
trabalhos de Costa et al. (2013), Junior (2013) e Alves (2020) que exploraram a teméatica das
Construgoes geométricas com régua e compasso, bem como as possibilidades de aplicacao
das mesmas em sala de aula. O presente estudo, seguindo a linha dos referidos autores,
assim como as sugestoes de continuidade deixadas pelos mesmos, buscou somar aos seus
empenhos e resultados novas possibilidades de aplicagao, norteando-se nas Construcoes
descritas pelos mesmos e dando-lhes uma nova roupagem por meio das ferramentas
disponiveis no software Geogebra, amplamente exploradas e utilizadas pelo autor ao longo

do desenvolvimento dessa pesquisa.

Tendo, pois, esse capitulo como o centro sobre o qual se estruturou todo o trabalho
desenvolvido, realizou-se uma busca por obras que possibilitassem fundamentar, expandir

e enriquecer a tematica abordada.
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2 ASPECTOS HISTORICOS

O presente capitulo tem por objetivo apresentar alguns dados de carater histérico
a respeito do surgimento e do desenvolvimento da Geometria, em especial das Construgoes
Geométricas, com suas regras e caracteristicas, e dos trés classicos problemas gregos,
servindo de embasamento para a abordagem adotada no terceiro capitulo e para a posterior

exposicao sobre Construtibilidade no capitulo quatro.

2.1 A GEOMETRIA

No decorrer da histéria da humanidade, conforme os grupos humanos foram se
organizando em sociedades, as demandas e os problemas concretos do dia a dia impul-
sionaram a curiosidade humana a formular conceitos, ordenar ideias, buscar respostas e

solucoes para as questoes que lhes inquietavam.

Com o saber matematico, nao foi diferente. Os conceitos matematicos abstratos
e rigorosamente formalizados que temos hoje sao o resultado de um longo processo de
formulacao, difusao e refinamento do conhecimento que, em um primeiro instante, surge
de situagoes concretas do cotidiano, através da observacao e dos dados empiricos, isto é,
oriundos da experimentacao. As primeiras nogoes de nimeros, contagem e sistemas de
numeracao, por exemplo, surgem da necessidade que as sociedades tinham de contabilizar

seus rebanhos, os recursos naturais disponiveis e até mesmo populagoes de individuos.

E claro que a matematica originalmente surgiu como parte da vida didria
do homem, e se hé validade no principio biolégico da “sobrevivéncia do
mais apto” a persisténcia da raca humana provavelmente tem relacao com
o desenvolvimento no homem de conceitos mateméticos. A principio as
nog¢oes primitivas de niimero, grandeza e forma podiam estar relacionadas
com contrastes mais do que com semelhancas - a diferenga entre um lobo
e muitos, a desigualdade de tamanho entre uma sardinha e uma baleia, a
dissemelhanca entre a forma redonda da lua e a retilinea de um pinheiro
(Boyer e Merzbach, 1974, p. 1).

As nogoes e os conhecimentos geométricos, por sua vez, surgem das necessidades
das comunidades de realizarem medi¢oes de comprimentos, de areas superficies como
terrenos ou tecidos, de verificar formas e angulos nas suas Construgoes, etc. A partir dessas
problematicas bastante palpaveis e cotidianas, pdde-se, aos poucos, construir as ideias e

conceitos que hoje compdem o arcabougo do conhecimento geométrico.

A propria palavra Geometria, ja na sua raiz etimoldgica, estd intimamente vincu-

lada & nogao de medicao visto que, de acordo com Cunha (2019, p. 315), geo, do grego,
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significa terra e metron, também do grego, significa medida. Desse modo, Geometria,
na sua etimologia, nos aponta a ciéncia da “medida da terra”. Sabe-se, hoje, que esse
ramo da matemaéatica abrange muitos outros conceitos e resultados, nao necessariamente
vinculados a nocao de medida, mas ¢é relevante destacar o quanto a geometria, no inicio,

foi fundamentada por problemas praticos e palpaveis.

As pesquisas no ramo da histéria da mateméatica, sobretudo as mais atuais,
apontam relevantes contribui¢oes de iniimeros povos na construgdo e maturacao dos
saberes em Geometria, tais como assirios, babilonios, egipcios, entre outros. Podemos citar,
por exemplo, a tdbua babilonica Plimpton 322, guardada na Universidade de Coltiimbia,
que foi datada como sendo originaria dentre os anos 1.900 e 1.600 a. C. Esta apresenta
cinco colunas de numeros, dentre as quais ha trés que apontam para uma relacao de
cateto e hipotenusa de triangulos retangulos de lados inteiros, portanto, evidenciando um

conhecimento sobre niimeros pitagoricos muito tempo antes de Pitagoras.

Figura 2.1 — Plimpton 322

Fonte: (CASSELMAN, acesso em Julho de 2024)

Entretanto, é inegavel que o conhecimento geométrico, tal como esta formalizado
e é estudado atualmente, encontra na sociedade da antiga Grécia o seu grande esplendor.
Os fil6sofos e matematicos gregos propuseram um modo totalmente novo de se estudar e

compreender a matematica como um todo e, de um modo bastante particular, a Geometria.

A partir da segunda metade do século VI a. C., filésofos como Tales de Mileto
(640 — 546 a. C.), Pitdgoras de Samos (580 — 500 a.C.), Eudoxo de Cnido (408 — 355 a. C.),
entre outros, comecaram a trabalhar com a matematica de um modo inovador, saindo do

tratamento especulativo e empirico para uma abordagem mais racional, onde os saberes e
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resultados sao colocados ante o crivo do por qué. Para se afirmar algo nao basta a simples
observacao, ¢ necessario comprovar, por argumentos sélidos e ordenados, a veracidade

daquele resultado.

Os primeiros trés séculos da matematica grega, comegando com os esforgos
iniciais de Tales por uma geometria demonstrativa (por volta de 600
a.C.) e culminando com os notdveis Elementos de Euclides (por volta de
300 a.C.), constituem um perfodo de realizagbes extraordindrias (Eves,
2004, p. 129).

Assim a Matematica, bem como a Geometria, estrutura-se como uma ciéncia
l6gico-dedutiva, composta de defini¢oes, postulados, cadeias de raciocinios, demonstragoes
e resultados abrangentes. A partir desse momento esses saberes comecam a adquirir o

carater demonstrativo que lhes é tao préprio até a contemporaneidade.

Quando falamos da matematica grega também é importante destacar que a mesma
nao possuia o carater segmentado e especializado, tao comumente visto na atualidade. Para
0s gregos, esse conhecimento nao estava compartimentado em areas (aritmética, geometria,
probabilidade, etc.) como é préprio da organizacao moderna, pelo contrério, era vista de

um modo unificado e que girava em torno do tratamento geométrico.

Como se pode facilmente constatar na obra “Os Elementos” de Euclides, texto
aureo da matematica grega e fundamental na cultura intelectual do ocidente, toda a
construgao do saber matematico nesse periodo gira em torno da Geometria. Desse modo,
um nimero natural designa a medida de um segmento de reta, o produto de dois niimeros
naturais indica a medida de uma superficie (uma area) e o produto de trés nimeros
naturais indica a medida da extensdo de um corpo no espa¢o (um volume). Nessa ética,
uma equacgao do tipo ax = b nao teria sentido, uma vez que se estaria igualando a area de
um retangulo a um segmento de reta, ao passo que ax = by teria sentido em ser solucionada,
visto que indica uma igualdade entre as dreas de dois retangulos. Sobre essa questao,
Alves (2020, p. 23) afirma que “na época de Euclides, aproximadamente século IIT a.C. as
grandezas passaram a ser associadas a segmentos de reta, e deste modo a palavra resolver

passou a ser o mesmo que construir”.

Desse modo, torna-se evidente o quanto a interpretacao e o tratamento geométrico
dos problemas influenciou a forma e o conteiido da matematica dos antigos gregos. Esse
modo de compreensao dos objetos e das relagoes matematicas originou uma rica e complexa

abordagem que discutiremos a seguir.
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2.2 AS CONSTRUCOES GEOMETRICAS

Inicialmente, é necessario destacar a que nos estamos referindo quando falamos em
Construgoes Geométricas. Diferentemente do que se poderia inferir pelo senso comum, nao
se trata da simples elaboracao grafica de figuras ou elementos geométricos. Quando se fala
em construgao, nesse contexto da geometria, entende-se, conforme Costa et al. (2013, p. 6),
“uma parte da Matemética destinada a explicar ou justificar porque certos procedimentos

conduzem a determinadas Construcoes”.

As Construgoes Geométricas, ainda segundo Costa et al. (2013, p. 6), originaram-se
a cerca de 2.500 anos e estao intimamente relacionadas com desenvolvimento da Geometria
Euclidiana. Como fora dito anteriormente, a matematica dos antigos gregos se constroi
profundamente vinculada a conceitos geométricos, de modo que resolver um problema que,
para nossos dias, se classificaria como algébrico ou aritmético, equivaleria a elaborar uma

construcao.

Para se realizar tais Construgoes, no entanto, deveria-se observar algumas regras,
a saber: utilizar, unicamente, régua, essa nao graduada, e compasso, esse sendo dobradigo,
conhecidos como instrumentos euclidianos; conforme Eves (2004, p. 134) discorre, com a
régua se poderia tracar uma reta, de comprimento indefinido, que passa por dois pontos
distintos, enquanto que com o compasso se poderia tragar uma circunferéncia com centro
em um ponto dado e que passe por um segundo ponto qualquer dado. Ademais, é permitido
obter pontos através de uma sequéncia de operagoes, tais como: interseccao de retas,
intersecgao de circunferéncias e intersecgao de retas com circunferéncias; bem como utilizar

esses novos pontos para determinar novas retas e circunferéncias.

Essas regras, bem como as Construgoes Geométricas as quais elas se dirigem, sao
atribuidas ao filésofo Platao (428 a.C. - 348 a.C., aproximadamente). Ele, apesar de nio
ter grandes descobertas na Matematica, contribuiu fortemente para o desenvolvimento
desta ciéncia incentivando o seu estudo, pois compreendia que o carater demonstrativo
e abstrato da mesma era como um treinamento para o espirito e indispensavel aqueles
que buscavam o saber filosofico. Tal pensamento torna-se explicito no famoso lema que,
segundo conta-se, situava-se a entrada da Academia de Platao: Que aqui nao adentrem

aqueles nao versados em Geomelria.

As Construgoes Geométricas com as suas regras, segundo Eves (2004, p. 134),
eram encaradas na antiga Grécia nao apenas como uma metodologia mas como um
jogo, tornando-se bastante popular e sendo amplamente difundida entre os matematicos
da época, propiciando importantes contribuicoes para essa ciéncia. Entre essas muitas

descobertas trazidas a matematica, podemos elencar os chamados trés problemas classicos
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da geometria: a duplicacao do cubo, a trisseccao do angulo e a quadratura do circulo.
Esses problemas de construcao surgidos na antiguidade tem uma particular relevancia na

discussao sobre construtibilidade e, por isso, discorreremos sobre eles a seguir.

2.3 0OS TRES PROBLEMAS CLASSICOS DA GEOMETRIA GREGA

Como dito anteriormente, a ampla difusao das Construgoes Geométricas entre os
antigos matematicos gregos impulsionou os estudos e as descobertas nessa area, bem como
elencou importantes indagagoes que se prolongaram pelos tempos seguintes despertando o
interesse de muitos outros estudiosos da matematica, como os trés notaveis problemas que

ora discutimos.

A grande popularidade e relevancia que esses enigmas da matematica conquistaram
ao longo dos séculos estd no fato de ser impossivel solucionéd-los, a nao ser aproximada-
mente, usando os instrumentos euclidianos. Apesar das sucessivas tentativas de resolugao
encabecadas por diversos matematicos, provou-se, muitos séculos depois, que, considerando
as regras de utilizacao da régua e do compasso euclidianos, nao se pode chegar ao exato
resultado. Entretanto, os esfor¢os empreendidos na busca de resolvé-los possibilitaram o

surgimento de novas abordagens e conceitos para a Geometria e areas afins.

2.3.1 A Duplicacao do Cubo

Esse problema pode ser enunciado da seguinte forma: Dado um cubo cuja aresta
tem comprimento a, deve-se construir, usando exclusivamente régua nao-graduada e
compasso, um outro cubo de aresta b cujo volume seja o dobro do primeiro. Sendo a® o

volume do cubo de aresta a e b® o volume do novo cubo a ser construido, teremos

b =203 = b=av2.

O impasse do problema estd na construcao, dentro das condig¢oes impostas, do

7 3 . . ’
ntmero /2 que, posteriormente, provou-se impossivel.

Segundo Eves (2004, p. 135), terfamos duas possiveis origens para esse famoso
problema. A primeira estaria nas palavras de um antigo poeta grego (Euripedes, possi-
velmente) nao versado em matematica, que, descrevendo como o mitico rei Minos ficara
insatisfeito com o tamanho do timulo de seu filho Glauco e ordenara que se dobrasse
o tamanho do mesmo, levou-o a pensar, erroneamente, que tal questao seria resolvida

dobrando-se cada dimensao do timulo.
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A segunda, mais aprofundada em Wagner e Carneiro (2007, p. 103), estaria em
uma antiga lenda segundo a qual os atenienses, buscando o fim de uma peste que assolava
sua cidade, dirigiram-se ao oraculo de Apolo, situado na Ilha de Delos. A resposta do
oraculo exigia que fosse construido um novo altar no templo da divindade com o dobro do
tamanho do que ali ja existia, cujo formato era ciibico. O povo de Atenas construiu o novo
altar dobrando a aresta do antigo, o que fez o volume do novo ser oito vezes o do original.
Como o problema nao foi solucionado a peste continuou, dizimando um grande ntimero de

atenienses. Assim, a duplicacao do cubo ficou conhecida como “problema de Delos”.

Diversos matematicos se aventuraram em busca da solucao para esse interessante
desafio. Ainda segundo Eves (2004, p. 135), podemos citar Hip6crates (c. 440 a.C.)
como o primeiro a ter um real avanco no estudo dessa questao, reduzindo o problema a
“construcao de duas médias proporcionais entre dois segmentos de reta de comprimentos s
e 2s”. Posteriormente, Arquitas (c. 400 a.C.), Eudoxo (c. 370 a.C.), Menaecmo (c. 350
a.C.), Eratostenes (c. 230 a.C.), Apolonio (c. 225 a.C.), Dioclés (c. 180 a.C.) , entre outros
grandes nomes da Matematica, fizeram suas tentativas de resolucao e, mesmo nao obtendo

éxito na sua busca, obtiveram importantes contribuicoes a essa ciéncia.

Somente no século XIX, com Pierre Wantzel, provou-se a impossibilidade de

solucionar o problema por meio dos instrumentos euclidianos.

2.3.2 A Trisseccido do Angulo

Dos trés problemas classicos esse é certamente o mais conhecido, seja porque
¢ o mais simples de se compreender, seja porque como a bisseccdo de um angulo é
razoavelmente simples, muitos pensam que o mesmo acontecera com esse outro problema.
Podemos enuncia-lo da seguinte maneira: Dado um angulo o qualquer, deve-se construir,
usando somente régua nao-graduada e compasso, um outro angulo § cuja medida seja a

terca parte de a.

Segundo Eves (2004, p. 137), o surgimento desse problema pode ter-se dado de
uma tentativa dos matematicos gregos de resolverem a multissec¢ao de um angulo como
questao analoga a multisseccao de um segmento de reta, cuja solucao era bastante simples.
Outra possivel origem esta na tentativa de se construir um poligono regular de nove lados,

sendo preciso, para tal construcao, realizar a trisseccao do angulo de 60°.

Buscando solucionar esse problema, os gregos conseguiram reduzi-lo ao chamado
problema de neusis cuja solucao levou a descoberta de curvas planas superiores, dentre as
quais podemos destacar: a conchdide de Nicomedes (c. 240 a.C.), a quadratriz de Hipias

(c. 425 a.C.) e a espiral de Arquimedes. Pode-se ainda elencar a solugao apresentada por
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Papus (c. 300 d.C.), utilizando a propriedade foco - diretriz das conicas, algo com que os
antigos ainda nao estavam muito habituados, e também a criativa e curiosa solugao do

machadinho, cuja autoria é desconhecida.

2.3.3 A Quadratura do Circulo

Esse terceiro problema pode ser enunciado da seguinte maneira: Dado um circulo
de raio r, construir, usando apenas régua nao-graduada e compasso, um quadrado cuja
area seja igual a do circulo. Sendo 7 o raio do circulo, sua drea é dada por 7r2. Deseja-se

construir um quadrado de lado [ cuja area, dada por {2, é igual & do circulo, isto é

P=mr?=l=rr

Nesse caso, a grande dificuldade esta na construcao de um segmento cuja medida

seja /T que, posteriormente, se provaria impossivel.

De acordo com Eves (2004, p. 140), existem inimeras tentativas, desde a anti-
guidade até aos dias atuais, de se solucionar essa questao. Por volta de 1800 a. C. havia,
entre os egipcios, uma suposta solucao que consistia em tomar um quadrado cujo lado é %

do didmetro do circulo dado.

Entre os gregos, Anaxagoras (c. 499 - c¢. 427 a.C.) é primeiro nome associado a esse
problema, apesar de ser desconhecida a sua contribuigao. Além dele, Hip6crates de Quio (c.
470 - c. 410 a.C.) obteve éxito na quadratura de algumas lunas especiais, na expectativa de
solucionar a questao da quadratura. Posteriormente, Hipias de Elis (c. 425 a.C.) inventou
a curva chamada quadratriz que soluciona tanto o problema da trissec¢do de um angulo
como o da quadratura, embora haja dividas entre os historiadores se ele realmente teria
empregado a sua descoberta na resolucao desse ultimo ou se algum gedmetra posterior,

talvez Dinostrato (c. 350 a.C.), teria realizado essa descoberta.

Ademais, pode-se citar varias outras contribuicoes e tentativas de resolucao da
quadratura ao longo da histéria, como, por exemplo, a que se utiliza da espiral de
Arquimedes, até que, por meio das investigacOes a respeito das propriedades do nimero 7
e de suas poténcias, se provaria, por fim, ser impossivel soluciona-lo utilizando-se apenas

dos instrumentos euclidianos.

Como se pode observar, esses trés famosos e curiosos problemas instigaram um
grande nimero de estudiosos ao longo dos séculos que, na busca incessante por soluciona-los,
chegaram a valiosas descobertas e contribuigoes para a geometria e a Matematica de um

modo geral.
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O grande estimulo ao desenvolvimento da matematica, inclusive para
a criacado de novas teorias, dado pelos esforcos continuados para se
resolverem os trés famosos problemas da Antiguidade, ilustra o valor
heuristico de problemas mateméaticos atraentes nao resolvidos (Eves,
2004, p. 134).

Por fim, observando o quanto as Construcoes Geométricas tiveram impacto e
relevancia no desenvolvimento da matematica, possibilitando uma série de inovagoes
e descobertas, verifica-se como o seu estudo pode ser esclarecedor e profundamente

enriquecedor.
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3 CONSTRUCOES GEOMETRICAS

No presente capitulo, apresentamos uma aplicagdo concreta do conteiido Constru-
¢oes Geométricas utilizando as ferramentas disponiveis no software Geogebra. Ao longo
dessa se¢ao, as Construgoes selecionadas sao enunciadas, seguidas do detalhamento das
etapas de elaboragao por meio das ferramentas do software e, logo apds, é feita uma

justificativa geométrica da validade dos procedimentos adotados.

As Construgoes elencadas e apresentadas a seguir seguem um ordenamento cres-
cente de dificuldade e detalhamento, isto é, enquanto as primeiras sdo bastante simples e
elementares, as posteriores aumentam o seu grau de complexidade, muitas vezes sendo
necessario retomar procedimentos de outras previamente demonstradas. E importante
destacar também que, inicialmente, utilizamos somente as ferramentas mais basicas do
software, nos limitando a tracar retas e circunferéncias dados dois pontos. A medida que
avancamos nas demonstragoes, sao incorporadas novas ferramentas, uma vez que ja se
demonstrou como chegar naquele tipo de construgao utilizando unicamente o instrumental

bésico.

Para a elaboragao dos protocolos de construcao, bem como das justificativas dos
procedimentos, foram consultados os trabalhos de Wagner e Carneiro (2007), Barbosa
(2012), Costa et al. (2013), Junior (2013), Dolce e Pompeo (2013), Alves (2020), entre
outros autores. O capitulo foi estruturado de maneira a servir de apoio para professores
que queiram explorar essa abordagem em sala de aula, por isso é bastante objetivo e

CONCiSO nas exposicoes.

3.1 USO DAS NOVAS TECNOLOGIAS NO ENSINO

Na sociedade contemporanea, é evidente e inevitavel a presenca cada vez maior
das tecnologias da informacao nas diversas esferas da vida humana. Os individuos do
século XXI tem uma facilidade de acesso, transmissao e recepcao de informacgoes que em
nenhuma outra época se pdde ver. A internet, os aparelhos modernos de comunicacao
(smartphones, tablets, notebooks, etc.), o uso das redes sociais, entre outros recursos,
possibilitam o acesso, por multiplas midias, a diversas informagcdes sobre os mais variados

assuntos a qualquer momento, em tempo real.

Em face a esse cenario, onde o conhecimento estd cada vez mais facilmente a
disposicao dos que o buscam, a escola, enquanto instituicao formadora de cidadaos e

promotora de cultura, nao pode ignorar ou estar alheia a essas inovagoes tecnolégicas.



28

Para que seu papel na sociedade possa ser cumprido com o devido éxito, é imprescindivel
que, em sua praxis, seja capaz de integrar, utilizar e difundir adequadamente os multiplos
recursos que as novas tecnologias fornecem, possibilitando um auténtico didlogo com os
discentes da “era da informacgao” e proporcionando-lhes uma aprendizagem realmente

significativa.

Visando atingir tais objetivos, as diretrizes e documentos norteadores da educacao
brasileira na atualidade sao undnimes e enfaticos ao incluir a promocao da “cultura
digital” e a necessidade de integracao e utilizagao dos miltiplos recursos tecnolégicos
nas estratégias pedagogicas entre os pilares fundamentais para a pratica educacional na
contemporaneidade. E evidente, pois, que os docentes de cada drea do saber (Linguagens,
Ciéncias Humanas, Ciéncias da Natureza e Matematica), com suas proprias metodologias
e particularidades, devem enriquecer a sua didatica e agao pedagodgica com os multiplos

recursos fornecidos pelas inovacoes tecnologicas hodiernas.

A atual Base Nacional Comum Curricular, Brasil (2018), documento normativo
fundamental para o modelo de praxis educacional vigente, da grande enfoque a utilizagao
das tecnologias no contexto do ensino, a tal ponto que propoe como sua quinta competéncia

especifica de matematica para o ensino fundamental:

Utilizar processos e ferramentas matemaéticas, inclusive tecnologias digi-
tais disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais
e de outras areas de conhecimento, validando estratégias e resultados
(Brasil, 2018, p. 267).

O referido documento, ainda, quando elenca as competéncias especificas para
matematica no ensino médio, novamente faz menc¢ao a necessidade de inclusao e utilizacao

dos recursos tecnoldgicos na abordagem dos contetudos:

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando recursos e estratégias como ob-
servagao de padroes, experimentagoes e tecnologias digitais, identificando
a necessidade, ou néo, de uma demonstragao cada vez mais formal na
validacdo das referidas conjecturas (Brasil, 2018, p. 523).

Referindo-se, pois, a matematica, dominio do saber no qual se insere o presente
trabalho, e o seu ensino, inimeras sao as ferramentas e recursos digitais desenvolvidos
a disposicao dos docentes dessa disciplina, com as quais esses podem dinamizar, inovar,
aprofundar e enriquecer a sua pratica em sala de aula, contribuindo para uma aprendizagem

mais ludica e significativa dos seus alunos. Dentro desse amplo repertério de ferramentas
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com potencial didatico, optou-se, para a realizacao do presente trabalho, pelo software
Geogebra, sobre o qual se discorrerda abaixo, devido a sua ampla gama de recursos e

possibilidades aliada a praticidade de uso e compreensao.

3.1.1 Sobre o Geogebra

O Geogebra, conforme nos apresenta Morello (2022, p. 7), é um software de
geometria dindmica desenvolvido por Markus Hohenwarter entre os anos de 2001 e 2002
para utilizacdo em escolas secundérias. Esse aplicativo esta disponivel gratuitamente ao
publico, podendo tanto ser instalado em computadores como também ser usado diretamente
da internet. E mundialmente conhecido, j4 tendo sido traduzido para mais de 50 idiomas e

sendo utilizado em cerca de 190 paises.

Esse aplicativo oferece uma ampla gama de ferramentas, recursos graficos e visuais,
que permitem ao usudrio explorar diversos campos da matematica, tais como: Geometria
Plana, Geometria Espacial, Algebra Elementar, Célculo Diferencial e Integral, Algebra
Vetorial, Algebra Linear, dentre outros. Para fim de exemplificacdo, as ferramentas do
Geogebra permitem ao usuério: determinar pontos (arbitrarios ou ordenados), determinar
retas (dados dois pontos, paralelas, perpendiculares, transversais, tangentes, entre outras),
semirretas e segmentos de reta, determinar circunferéncias e arcos de circunferéncia,
determinar circulos e setor circular, delimitar dngulos, determinar poligonos (regulares
ou nao), calcular drea de figuras, determinar conicas (elipse, parabola e hipérbole), fazer
intersecao de objetos, delimitar vetores, determinar graficos de fungdes reais, dentre outras

inimeras possibilidades.

Como se pode observar, é um recurso digital bastante rico em possibilidades de
aplicacao e que pode agregar bastante na préatica em sala de aula a medida que possibilita
uma abordagem mais lidica, dinamica e interativa de contetidos considerados, por vezes,
como “dificeis e desinteressantes”. O grande ntmero de ferramentas a disposi¢do dos
discentes e docentes aliado a uma tela de comandos bastante simples de se compreender e

explorar torna a experiéncia com o Geogebra extremamente atrativa e enriquecedora.

Em meio a um panorama onde os individuos estdao profundamente imersos nas
tecnologias digitais da informagcao, a utilizacao desse software como recurso didatico pode
favorecer a assimilacdo de conceitos e o desenvolver de competéncias a medida em que

torna o processo de aprendizagem mais proximo da vivéncia dos discentes.

Os alunos por crescerem em sociedade permeada de recursos tecnoldgicos,
sao habeis manipuladores da tecnologia e a dominam com maior rapidez
e desenvoltura do que seus professores. Mesmo os alunos pertencentes
as camadas menos favorecidas tém contato com recursos tecnoldgicos na
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rua, na televisdo etc., e sua percepgao sobre tais recursos é diferente da
percepcao de uma pessoa que cresceu numa época em que O convivio
com a tecnologia era muito restrito (Almeida, 2000, p. 108).

Na abordagem adotada no presente estudo, utilizou-se das ferramentas de Ge-
ometria Plana do Geogebra para abordar o tépico de Construgoes Geométricas, isto €,
buscou-se seguir as tradicionais regras do uso dos instrumentos euclidianos para as referi-
das Construgoes, porém, substituiu-se a régua nao-graduada e o compasso pelos recursos
digitais disponibilizados por esse software para determinar retas e circunferéncias a partir
de pontos e segmentos previamente conhecidos. Desse modo, procurou-se seguir a linha
dos trabalhos de Costa et al. (2013), Juinior (2013) e Alves (2020) através de uma nova
possibilidade de aplicacao.

3.2 CONSTRUCOES ELEMENTARES

Na presente se¢ao vamos iniciar a nossa abordagem das Construgdes Geométricas

por meio das ferramentas do software Geogebra, partindo das Constru¢des mais simples e

basilares que, posteriormente, serao retomadas para embasar e justificar Construgdes mais
) )

complexas.

Nessa primeira etapa, vamos limitar consideravelmente o nosso instrumental de
trabalho. Poderemos marcar pontos, tragar retas, segmentos de reta e circunferéncias a
partir de pontos conhecidos e determinar interse¢oes entre esses, que nos darao novos
pontos. Desse modo, utilizaremos a ferramenta Ponto para marcar pontos, Reta e Segmento
de Reta para tracar uma reta ou um segmento a partir de pontos conhecidos, Circulo dados
Centro e Um de seus Pontos e Compasso para determinar circunferéncias e Intersecao

para gerar novos pontos a partir do cruzamento desses entes geométricos.

E importante destacar que o funcionamento da ferramenta Compasso disponibi-
lizada pelo software distingue-se do uso classico do compasso euclidiano, uma vez que
enquanto aquela permite transportar segmentos a partir da construcao de uma nova
circunferéncia, esse somente admite construir uma circunferéncia dado o centro e um
de seus pontos. Nesse ponto de vista, o Compasso do Geogebra é mais similar ao que
utilizamos habitualmente na atualidade. Fundamentando-nos no trabalho de Alves (2020),
faremos essa adaptacao pontual visando simplificar algumas Construgoes e tornar mais
sintético o texto. Tal adequagao, porém, nao viola as regras dos instrumentos euclidianos,

podendo ser verificada através de algumas outras Construcoes auxiliares.

Ademais, apds apresentarmos o passo a passo da elaboracao de cada uma das refe-

ridas Construgoes, também elencamos uma breve argumentacao geométrica que justifique
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a validade das mesmas.

3.2.1 Construcao de um Segmento Congruente

Dado um segmento de reta AB qualquer, pretendemos construir um outro segmento

de reta, congruente a AB, a partir de um ponto P situado sobre uma reta r qualquer.

Figura 3.1 — Segmentos PC e PD sobre a reta r, congruentes a AB.
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Fonte: Autoria Prépria, 2024.

Descricao:

o Inicialmente, utilizando as ferramentas Segmento e Reta, vamos construir de maneira

arbitraria o segmento AB e a reta r e, a seguir, com a ferramenta Ponto, determinamos

o ponto P pertencente a r;

o Utilizando a ferramenta Compasso, vamos construir uma circunferéncia ¢ centrada

em P e cujo raio tem a mesma extensao que o segmento AB;
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o Por fim, determinamos a Intersecdo da reta r com a circunferéncia ¢, que nos dara
dois pontos, aos quais chamaremos C' e D. Selecionando qualquer um deles para ser

a segunda extremidade do segmento, concluimos a nossa construcao.

O resultado da construgdo é apresentado na Figura (3.1).
Justificativa:

Na construcao da circunferéncia ¢, utilizamos a extensao do segmento AB como
abertura para o raio dessa circunferéncia, logo, qualquer raio dessa é congruente a AB.

Ora, PC e PD sao raios de ¢, portanto,

PC=PD=AB.

3.2.2 Construcio de um Angulo Congruente

Dado um angulo oo de tamanho arbitrario, pretendemos construi-lo sobre uma
reta r qualquer de tal modo que um de seus lados pertenca a reta e seu vértice seja um

ponto P € r.

Descricao:

o Inicialmente, vamos construir um angulo de valor arbitrario e determinar uma
reta arbitraria. Para isso, usamos a ferramenta Ponto para determinar trés pontos
distintos, chamados A4, B e O. A seguir, utilizando as ferramentas Segmento e Angulo,
respectivamente, determinamos os segmentos AO e BO e formamos o angulo A/O\B ,
ao qual chamaremos «, e utilizando a ferramenta Reta, determinamos uma reta r,

arbitraria, sobre a qual definimos um Ponto P qualquer;

e Com a ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos, determinamos uma
circunferéncia ¢, centrada em O, que intercepta os segmentos AO e BO e fazemos a

Interseg¢ao de c¢; com ambos os segmentos, o que nos dara os pontos C' e D;

e Com a ferramenta Compasso, vamos construir uma circunferéncia cs de centro P
e raio congruente ao de c; e fazemos a Intersecio de co e r para obter dois novos

pontos, chamados F e F;

« Utilizando novamente o Compasso, vamos construir uma circunferéncia c3 cujo centro
é o ponto F' (poderia também ser o ponto F) e o raio tem a mesma medida do

segmento C'D. A seguir, fazemos a Intersecio de co e c3, obtendo os pontos G e H;
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« Com a ferramenta Segmento, vamos determinar o segmento G'P (também poderfamos

tomar o ponto H) e utilizando Angulo novamente, determinamos o angulo FPG , 20

qual chamaremos [, que é congruente ao angulo a.

O resultado da construgdo é apresentado na Figura (3.2).

Figura 3.2 — Angulo FPG congruente a A/O\B, sobre a reta r.
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Fonte: Autoria Prépria, 2024.

Justificativa:

Observemos os triangulos ACOD e AF PG. Note que os segmentos C'O e DO, por
serem raios da mesma circunferéncia ¢y, sao congruentes. Por argumento similar podemos

afirmar que os segmentos F'P e GP também sdao congruentes e, como cy foi construida

com o mesmo raio de ¢; temos que CO = DO = FP =GP.
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Além disso, como a circunferéncia cs foi construida com raio congruente ao
segmento CD, temos que GF = CD. Logo, pelo caso LLL, os tridangulos ACOD e AFPG

sao congruentes e, portanto, A/O\B = F{RJ

3.2.3 Construgao da Mediatriz de um Segmento

Dado um segmento arbitrario AB, pretendemos construir a reta mediatriz desse

segmento.
Figura 3.3 — Mediatriz m do segmento AB.
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Fonte: Autoria Prépria, 2024.
Descrigao:

« Inicialmente, utilizando as ferramentas Ponto e Segmento, determinamos dois pontos

arbitrarios, A e B, e formamos o segmento AB;

e Com a ferramenta Compasso, construimos duas circunferéncias, c¢; e co, centradas,

respectivamente, em A e B e cujos raios sdo congruentes ao préprio segmento AB;
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o A seguir, fazemos Intersecio das circunferéncias c¢; e co, encontrando dois novos

pontos, C' e D;

o Utilizando a ferramenta Reta, determinamos um reta m que passa pelos pontos C' e

D. Essa reta ¢ a mediatriz do segmento AB.

O resultado da construgdo ¢ apresentado na Figura (3.3).
Justificativa:

Como as circunferéncias ¢1 e co possuem raios congruentes, temos que AC = BC =
CD = AD, logo, o quadrildtero ACBD é um losango de diagonais AB e C'D. Em qualquer
losango, as diagonais sao perpendiculares e interceptam-se em seus pontos médios. Como
o segmento C'D pertence & reta m, temos que m ¢é perpendicular ao segmento AB e que o

intercepta em seu ponto médio, logo, m ¢é a mediatriz de AB.

3.2.4 Construgao de uma Reta Paralela

Dada uma reta r qualquer e um ponto P exterior a 7, pretendemos construir uma

reta paralela a r que contenha o ponto P.

Figura 3.4 — Reta p paralela a reta r.
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Fonte: Autoria Prépria, 2024.
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Descricao:

Inicialmente, utilizando as ferramentas Reta e Ponto, determinamos uma reta r

arbitraria e um ponto P exterior a r;
Utilizando novamente Ponto, definimos um ponto A qualquer sobre a reta r;

A seguir, utilizando a ferramenta Compasso, construimos uma circunferéncia c;

centrada em A e cujo raio é o segmento AP;
Fazemos a Intersecdo de c; e r e determinamos dois novos pontos, B e (|

Utilizando novamente o Compasso, vamos construir outras duas circunferéncias, cy e
c3, centradas, respectivamente, em B (ou em C') e em P e cujos raios sdo congruentes

ao segmento AP;

Fazendo a Intersecio de co e c3 encontramos o ponto A, que definimos anteriormente,

e um novo ponto que chamaremos de D;

Utilizando a ferramenta Reta, determinamos um reta p que contém os pontos P e D.

A reta p é paralela a r.

O resultado da construgao é apresentado na Figura (3.4).
Justificativa:

Note que as circunferéncias ¢y, c2 e c3 sdo congruentes, pois seus raios sao todos

congruentes ao segmento AP. Desse modo, temos que AP = DP = BD = AB, logo, o

quadrilatero ABDP é um losango e, consequentemente, um paralelogramo. Todo paralelo-

gramo possui seus lados opostos congruentes e paralelos, logo, AB || PD. Como a reta r

contém o segmento AB e a reta s contém o segmento PD, portanto, r || .

3.2.5 Construcao de uma Reta Perpendicular a uma Reta r por um Ponto

externo a r.

Dada uma reta r qualquer e um ponto P externo a r, pretendemos construir uma

reta perpendicular a r que contenha o ponto P.

Descrigao:

 Inicialmente, utilizando as ferramentas Reta e Ponto, respectivamente, vamos cons-

truir uma reta r arbitraria e um ponto P qualquer, externo a r;
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Figura 3.5 — Reta p, perpendicular a r, que contém o ponto externo P.
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Fonte: Autoria Prépria, 2024.

Utilizando a ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos vamos construir

uma circunferéncia ¢ centrada em P e cujo raio seja maior do que a distancia entre

Per;

o Fazendo a Intersecao entre c; e r, determinamos dois novos pontos, A e B;

o Conforme discutimos na subsecao (3.2.3), vamos construir a reta p, mediatriz do

segmento AB. A reta p contém o ponto P e é perpendicular & reta 7.

O resultado da construgdo é apresentado na Figura (3.5).

Justificativa:

Note que AP = BP sdo raios da circunferéncia ci, logo, o tridngulo AAPB

¢é isosceles. Em todo triangulo isésceles, a altura, a mediana e a bissetriz referentes a

base coincidem. No triangulo AAPB esse segmento pertence a reta p, portanto, p é a

perpendicular a r que contém o ponto P.
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3.2.6 Construgao de uma Reta Perpendicular a uma Reta r por um Ponto

pertencente a 7.

Dada uma reta r qualquer e um ponto P € r, pretendemos construir uma reta
perpendicular a r que contenha o ponto P.

Descricao:

o Inicialmente, utilizando as ferramentas Reta e Ponto, respectivamente, vamos cons-

truir uma reta r arbitraria e um ponto P € r;

o Utilizando a ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos, vamos construir

uma circunferéncia c¢; centrada em P e com raio de medida arbitraria;
o Fazendo a Intersecio entre c¢1 e r, determinamos dois novos pontos, A e B;

o Conforme discutimos na subsecao (3.2.3), vamos construir a reta p, mediatriz do

segmento AB. A reta p contém o ponto P e é perpendicular & reta 7.

O resultado da construgao é apresentado na Figura (3.6).

Figura 3.6 — Reta p, perpendicular a r, que contém o ponto interno P.
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Justificativa:

Note que AP = BP sao raios da circunferéncia c;. Logo, o ponto P é o ponto
médio do segmento AP. A reta p é a mediatriz do segmento AB, portanto, é a reta

perpendicular a r que contém o ponto P.

3.2.7 Construgao da Bissetriz de um angulo

Dado um angulo a qualquer, pretendemos construir a sua reta bissetriz.

Descricao:

o Inicialmente, vamos construir um angulo de valor arbitrario. Para isso, usamos a
ferramenta Ponto para determinar trés pontos distintos, chamados A, B e O. A
seguir, utilizando as ferramentas Segmento e Angulo, respectivamente, determinamos

os segmentos AO e BO e formamos o angulo AOB , a0 qual chamaremos a.

o Utilizando a ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos, vamos construir
uma circunferéncia c¢; centrada em O e com raio arbitrario, de modo que ¢; intercepte
—_—
os lados do angulo AOB;

o Fazendo a Intersecio de ci, respectivamente, com os segmentos AO e BO, determi-

namos dois novos pontos, C' e D;

o Utilizando as ferramentas Circulo dados Centro e Um de seus Pontos e Compasso,
vamos determinar duas circunferéncias secantes, co e c3, centradas, respectivamente,

em C' e D e que possuam o mesmo raio;
e Fazendo a Intersecao de cy e c3, determinamos dois novos pontos, F e F;

e Tomando o ponto O e o ponto E, compreendido na regiao interna do angulo AOB, e
utilizando a ferramenta Reta, construimos a reta b que contém esses pontos. Essa

reta é a bissetriz do angulo AOB.

O resultado da construgdo ¢ apresentado na Figura (3.8).
Justificativa:

Inicialmente, note que CO = DO, por serem raios da circunferéncia c;. Além
disso, como as circunferéncias co e c3 foram construidas com mesmo raio, temos que CE
= DFE. Logo, pelo caso LLL, temos que os tridngulos ACOE e ADOE sao congruentes.
Essa congruéncia nos garante que COE = DOE = 5 e, portanto, a reta b é bissetriz do
angulo AOB.
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Figura 3.7 — Angulo o.

Fonte: Autoria Prépria, 2024.

Figura 3.8 — Reta b, bissetriz do angulo a.

Fonte: Autoria Prépria, 2024.
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3.3 CONSTRUCOES INTERMEDIARIAS

As proximas Construgdes que abordamos sao um pouco mais complexas do que as
que foram trabalhadas anteriormente. Para realizar essas novas Construgoes sera necessario
retomar outras previamente discutidas. No Geogebra, existem ferramentas especificas para
isso e que agora poderemos utilizar, pois, ja& demonstramos a validade desses resultados

pelas regras dos instrumentos euclidianos.

3.3.1 Circunferéncia Circunscrita a um Triangulo

Dados trés pontos nao colineares A, B e C, pretendemos construir a circunferéncia

que contém os trés pontos.

Descrigao:

 Inicialmente, utilizando a ferramenta Ponto, vamos construir trés pontos arbitrarios

aos quais chamaremos de A, B e ()}

e Com a ferramenta Segmento, vamos construir os segmentos de reta AB, BC e AC

o Utilizando a ferramenta Mediatriz, vamos construir trés retas: a reta r, mediatriz do

segmento AB, a reta s, mediatriz do segmento BC e a reta t, mediatriz do segmento
AC:

o Fazendo a Intersecao das retas mediatrizes, determinamos um novo ponto que

chamaremos de O;

o Por fim, utilizando a ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos e
tomando o ponto O como centro, determinamos a circunferéncia ¢ que contém os

pontos A, B e C. A circunferéncia c é, portanto, circunscrita ao tridngulo AABC.

O resultado da construgao é apresentado na Figura (3.10).



Figura 3.9 — Trés pontos dados para tragar a circunferéncia que os contém.

Fonte: Autoria Prépria, 2024.

Figura 3.10 — Circunferéncia c circunscrita ao tridngulo AABC.
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Fonte: Autoria Prépria, 2024.
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Justificativa:

Sabemos que as retas r, s e t sdo, respectivamente, as mediatrizes dos segmentos

AB, BC' e AC'. Note que as retas r e s ndo sao paralelas pois, caso contrario, A, Be C

seriam colineares. Logo, 7 e s possuem um ponto de interse¢ao. Por serem as mediatrizes

dos lados AB, BC e AC, seus pontos distam igualmente das extremidades. Assim, temos

que AO = BO e BO = CO pois o ponto O pertence a r e a s. Analogamente, chegamos a
mesma conclusao para a reta t. Logo, o ponto O pertence as trés mediatrizes e equidista
dos pontos A, B e C. Portanto, ele é o centro da circunferéncia que contém A, B e C.

3.3.2 Circunferéncia Inscrita em um Tridngulo

Dados trés pontos A, B e C, que formam o tridngulo AABC, conforme apresentado
na Figura (3.11), pretendemos construir a circunferéncia inscrita nesse tridngulo, isto é,

que tangencia os trés lados deste.

Figura 3.11 — Tridngulo para a construgao da circunferéncia inscrita.

Fonte: Autoria Prépria, 2024.

Descrigao:

« Utilizando as ferramentas Ponto e Segmento, respectivamente, vamos determinar

trés pontos arbitrarios A, B e C e construir o tridngulo AABC;

o Com a ferramenta Bissetriz, vamos construir as retas r, s e t que sao, respectivamente,

as bissetrizes dos angulos A, B e C;
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Fazendo a Intersecao das retas r, s e t, encontramos um novo ponto que chamaremos

de O;

Utilizando a ferramenta Reta Perpendicular, vamos determinar a perpendicular em

relagio a um dos lados do tridngulo AABC (BC, por exemplo) que contém o ponto
0;

o Fazendo a Intersegio da reta perpendicular, que chamamos de p, com o lado BC,

determinamos um novo ponto que chamaremos de P;

e Com a ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos, determinamos uma
circunferéncia ¢, com centro O e que contém o ponto P. Essa circunferéncia tangencia

os trés lados do triangulo e, portanto, esta inscrita no mesmo.

O resultado da construgdo é apresentado na Figura (3.12).

Figura 3.12 — Circunferéncia c circunscrita ao tridngulo AABC.

Fonte: Autoria Prépria, 2024.

Justificativa:

Como as retas r, s e t sdo as bissetrizes dos angulos do triangulo AABC', entao

os pontos pertencentes a elas equidistam dos lados do angulo ao qual estao relacionadas.
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Desse modo, o ponto O, que é a intersecao das trés bissetrizes, equidista de cada um dos

lados desse tridangulo, portanto, é o centro da circunferéncia inscrita no mesmo.

3.3.3 Determinar o centro de uma circunferéncia

Dada uma circunferéncia c arbitraria, pretendemos determinar o seu centro.

Descricao:

e Inicialmente, com a ferramenta Ponto, vamos determinar trés pontos arbitrarios A,

Be C,

o Utilizando a ferramenta Circulo definido por Trés Pontos, construimos uma circunfe-

réncia ¢ que contém os pontos A, B e C e cujo centro é desconhecido;

e Com a ferramenta Segmento, vamos tragar uma corda, isto é, um segmento de reta

que une dois pontos quaisquer da circunferéncia, digamos AB ;
o Utilizando a ferramenta Mediatriz, vamos construir a reta r, mediatriz de AB;
o Agora, usando novamente a ferramenta Segmento, vamos tracar outra corda, BC'

o Utilizando a ferramenta Mediatriz novamente, vamos construir a reta s, mediatriz

do segmento BC;

o Fazendo a Intersecio das retas r e s, encontramos um novo ponto que chamaremos

de O. Esse ponto é o centro da circunferéncia c;

O resultado da construgao é apresentado na Figura (3.14).



Figura 3.13 — Circunferéncia ¢ para determinacao do centro.
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Fonte: Autoria Prépria, 2024.
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Figura 3.14 — Circunferéncia ¢ com o centro O determinado.

Fonte: Autoria Prépria, 2024.
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Justificativa:

Note que o ponto O ¢ a intersecao das retas r e s, respectivamente, mediatrizes dos
segmentos AB e BC, ou seja, ele equidista tanto dos pontos A e B como de B e C. Como
esses pontos foram tomados de modo arbitrario, teriamos que O equidista de quaisquer

outros pontos de ¢, logo, ele é o centro dessa circunferéncia.

3.3.4 Tracgar as tangentes a uma circunferéncia

Dada uma circunferéncia ¢ e um ponto P externo a ela, pretendemos determinar
as retas tangentes a circunferéncia que contém o ponto P. Caso nao se conheca o centro

da circunferéncia, utiliza-se a construcao descrita na subsegao (3.3.3).

Descricao:

o Com a ferramenta Segmento, construimos o segmento de reta que une o ponto P ao

centro da circunferéncia, que chamamos de O, formando, assim, o segmento OP;

o Utilizando a ferramenta Mediatriz, vamos tracar a reta r, mediatriz do segmento

OP;

o Fazendo a Intersecio da reta r com o segmento OP, determinamos um novo ponto

que chamaremos de M;

e Com a ferramenta Clirculo dados Centro e Um de seus Pontos, construimos a

circunferéncia ¢; que tem centro M e que contém os pontos O e P;

o Fazendo a Intersecio das circunferéncias ¢ e ¢1, determinamos dois novos pontos que

chamaremos de A e B;

o Com a ferramenta Reta, determinamos as retas t1,que contém os pontos A e P, e
ta, que contém os pontos B e P. Essas retas sao as tangentes a circunferéncia ¢ que

contém o ponto P.

O resultado da construgao é apresentado na Figura (3.16).



Figura 3.15 — Circunferéncia ¢ e ponto P para determinacao das tangentes.

Fonte: Autoria Prépria, 2024.

Figura 3.16 — Circunferéncia c e tangentes t; e t2 que contém o ponto P.
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Fonte: Autoria Prépria, 2024.
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Justificativa:

Observe que o ponto angulo OAP est4 inscrito em uma semicircunferéncia, en-
tao, pela propriedade do angulo inscrito, sua medida ¢ metade do arco correspondente
(180°). Logo, OAP = % =90°. Como a reta t; intercepta a circunferéncia c em A e é
perpendicular ao raio da mesma (AQ), concluimos que #; é tangente a c¢. Analogamente,

concluimos que a reta to também ¢é tangente a c.

3.3.5 Divisao de um segmento em partes iguais

Dados um segmento de reta AB, pretendemos dividi-lo em n partes congruentes.
Para dividir um segmento de reta em duas partes iguais, por exemplo, basta determinarmos
o seu ponto médio, procedimento esse que abordamos na subsecao 3.2.3. Agora, vamos
discutir como podemos dividir um segmento AB em trés partes iguais e, a partir daf,

generalizar para qualquer valor n de partes que se queira.

Figura 3.17 — Segmento para divisao em 3 partes iguais.

Fonte: Autoria Prépria, 2024.

Descricao:

o Inicialmente, utilizamos a ferramenta Reta para construir uma reta r que contenha

uma das extremidades do segmento AB, por exemplo, o ponto A;
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e Com a ferramenta Ponto, vamos determinar um ponto A; arbitrario sobre a reta r;

« Utilizando o mesmo procedimento da segao (3.2.1), vamos determinar outros dois

pontos sobre 7, aos quais chamaremos de As e A3, de modo que AA; = A1 As = Az As;
o Com a ferramenta Reta, vamos tragar uma reta s, que contém os pontos B e A3

o Utilizando, agora, a ferramenta Reta Paralela, vamos tragar duas retas paralelas, p;
e p2 a s, que contenham, respectivamente, os pontos A e Ay e que interceptem o
segmento AB nos pontos A} e Aj. Os segmentos AA}, A} Al e ALB sdo congruentes.

O resultado da construgdo ¢ apresentado na Figura (3.18).
Justificativa:

Note que as retas s, p1, e po formam um feixe de paralelas cortadas pela reta r e

pelo segmento AB. Assim sendo, pelo Teorema de Tales teremos que:

AA, A4
AjAy — ALA,

A1Ay  AJAY
AyAs ALB
Sabemos que, por construcao, AA; = A1 Ay = AsAs, isto é, AA; = A1 Ay = As As. Desse

modo,

AAL AN AA,
1= = 1= AAL = ALAL
AyAy T ALA, T Apay A T A
(S
I Al I Al
1= jﬁ; = ‘11;;2 1= ‘?41,2122 = AjAy = AyB.
Portanto,

AAL = AL A, = ALB.
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Figura 3.18 — Segmento dividido em 3 partes iguais.

p

Fonte: Autoria Prépria, 2024.

Por fim, podemos generalizar esse procedimento para dividir um segmento em n
partes congruentes. Basta construir n segmentos congruentes sobre a reta r e, utilizando

retas paralelas, dividir o segmento AB em n partes de mesmo comprimento.

3.4 EXPRESSOES ALGEBRICAS ATRAVES DE CONSTRUCOES

Na presente secao, tratamos de Construgoes Geométricas ligadas a expressoes
algébricas. Por meio da discussao a seguir tornar-se-a mais visivel a relacao entre elementos
algébricos e geométricos que, conforme exposto no Capitulo 2, era algo evidente e basilar
na matematica grega, mas que no atual modelo de ensino, pautado pela cada vez maior
separacao dos saberes, aparentam, para muitos alunos e até professores, ser realidades
desconexas e independentes. De modo similar ao que foi realizado na segao (3.3) do presente
Capitulo, nas discussoes a seguir utilizaremos Construc¢oes previamente apresentadas e

justificadas.
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3.4.1 Representaciao geométrica da expressao a2+ b?

Caso tenhamos x = v/a? + b2, onde a e b sdo os comprimentos de dois segmentos
conhecidos, note que = é a medida da hipotenusa do triangulo retangulo cujos catetos tem

medidas a e b.

Descricao:

o Primeiramente, vamos utilizar a ferramenta Reta para construir uma reta r arbitréria;

o A seguir, com a ferramenta Reta Perpendicular, vamos construir uma reta s perpen-

dicular a r;
e Fazendo a Intersecio das retas r e s, determinamos um ponto que chamaremos de O;

e Com as ferramentas Ponto e Segmento, vamos construir o segmento AO sobre r e o

segmento BO sobre s, de modo que AO =a e BO = b;

o Por fim, com a ferramenta Segmento, construimos o segmento AB que chamaremos

de z. Temos que x = v a? + b2.

O resultado da construgdo ¢ apresentado na Figura (3.19).

Figura 3.19 — Segmento z = Va2 +b2.

Fonte: Autoria Prépria, 2024.
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Justificativa:

Como as retas r e s sdo perpendiculares, temos que o triangulo AAOB é retangulo.

Logo, pelo Teorema de Pitagoras:

(AB)? = (AO)? +(BO)?

= 22 =%+ p?

= r=1/a?+ b2

Caso tenhamos x = v/a? — b2, onde a e b sao os comprimentos de dois segmentos conhecidos,

note que a ¢ a hipotenusa de um triangulo retangulo cujos catetos sao b e .

Descricao:

o Primeiramente, vamos utilizar a ferramenta Reta para construir uma reta r arbitréria;

o A seguir, com a ferramenta Reta Perpendicular, vamos construir uma reta s perpen-

dicular a r;
o Fazendo a Intersecio das retas r e s, determinamos um ponto que chamaremos de O;

e Com as ferramentas Ponto e Segmento, vamos construir o segmento BO sobre r de
modo que BO = b;

o Utilizando a ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos, vamos construir
uma circunferéncia ¢ de raio a e cujo centro é o ponto B, que intercepta a reta s no

ponto A;

o Com a ferramenta Segmento, vamos determinar os segmentos AB e AQO. Temos,

entdo, que AB=a e AO =z = Va2 — V2.

O resultado da construgdo ¢ apresentado na Figura (3.20).
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Figura 3.20 — Segmento z = Va2 — b2.

- —

Fonte: Autoria Prépria, 2024.

Justificativa:

Como as retas r e s sao perpendiculares, temos que o triangulo AAOB é retangulo.

Logo, pelo Teorema de Pitagoras:

(AB)? = (AO)?+ (BO)?
= a® =22+

= 2? =a® —b?

=1 =1/a%— b2,

3.4.2 Representacido geométrica de ay/n, onde n € N

Por essa construcao poderemos obter os termos da sequéncia a,av/2,av/3,av/4, ...

Comecemos pelo caso av/2.

Descrigao:
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o Inicialmente, com a ferramenta Reta, construimos uma reta r arbitraria;

o Com as ferramentas Ponto e Segmento, vamos marcar dois pontos, A e O, sobre r e

determinar o segmento AO, de modo que AO = a;

o Utilizando a ferramenta Reta Perpendicular, vamos construir a reta s, perpendicular

a r e que contém o ponto A;

o Com as ferramentas Ponto e Segmento, vamos determinar um segmento AB sobre a

reta s de modo que AB = a;

e Por fim, com a ferramenta Segmento, vamos determinar o segmento BO, que chama-

remos de z. Temos, entdo, que = = av/2.

O resultado da construgao é apresentado na Figura (3.21).

Figura 3.21 — Segmento z = ay/2.

Fonte: Autoria Prépria, 2024.

Justificativa:

Como as retas r e s sao perpendiculares, temos que o triangulo AAOB é retangulo.

Logo, pelo Teorema de Pitagoras:

(BO)? = (AB)*+ (AO)?
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= 2?=a*+ad?
= 22 = 24?

=1=aV?2.

A construcdo do segmento av/3 serd feita como continuacao direta da construcio

anterior.

Descricao:

e Com a ferramenta Reta Perpendicular, vamos construir a reta u, perpendicular ao

segmento BO e que contém o ponto B;

« Utilizando as ferramentas Ponto e Segmento, vamos construir um segmento BC'

sobre a reta u, de modo que BC = q;

o Novamente com a ferramenta Segmento, vamos determinar o segmento C'O, que

chamaremos de y. Temos, entdo que, y = av/3.

O resultado da construgdo ¢ apresentado na Figura (3.22).

Figura 3.22 — Segmento y = a/3.

Fonte: Autoria Prépria, 2024.
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Justificativa:

Como a reta u é perpendicular ao segmento BO, temos que o tridangulo ABOC é

retangulo em B. Logo, pelo Teorema de Pitagoras:
(CO)? = (BC)*+(BO)?
=92 = a2+ (av2)?
= y2 =a®+2a>
= y2 = 3a?

:>y:a\/§.

Da mesma maneira, a construcio do segmento av/4, bem como a dos demais

termos da sequéncia ay/n, vem como continuacao direta das anteriores.

Descricao:

o Com a ferramenta Reta Perpendicular, vamos construir a reta v, perpendicular ao

segmento CO e que contém o ponto C;

o Utilizando as ferramentas Ponto e Segmento, vamos construir um segmento C'D

sobre a reta v, de modo que C'D = a;

o Novamente com a ferramenta Segmento, vamos determinar o segmento DO, que

chamaremos de z Temos, entdo que, z = av/4 = 2a.

O resultado da construgdo ¢ apresentado na Figura (3.23).
Justificativa:

Como a reta v é perpendicular ao segmento CO, temos que o tridngulo ACOD é

retangulo. Logo, pelo Teorema de Pitagoras:
(DO)* = (CD)*+(CO)*

= 22 =a*+ (aV3)?
= 22 =a%+3d?
= 22 — 442

:>z:a\/4_1:2a.
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Figura 3.23 — Segmento z = av/4.

Fonte: Autoria Prépria, 2024.

Figura 3.24 — Segmentos a/n, com n € N.

Fonte: Autoria Prépria, 2024.
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3.4.3 Meédia Aritmética

Dados dois segmentos de comprimentos a e b, definimos a média aritmética de a e

b como:
a+b
m= )

2

Descricao:

o Primeiramente, com a ferramenta Reta, construimos uma reta r arbitraria;

o Com as ferramentas Ponto e Segmento, vamos determinar dois segmentos,AO e BO,

sobre r, de modo que AO =a e BO =b;

« De modo similar a construgao (3.2.3), determinamos a mediatriz m do segmento
AB;
o Fazendo a Intersecao das retas r e m determinamos o ponto M, que é o ponto médio

do segmento AB.

A média aritmética é a medida “TH’ =AM = BM.

O resultado da construgao é apresentado na Figura (3.25).

Figura 3.25 — Média Aritmética.

Fonte: Autoria Prépria, 2024.
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Justificativa:

A presente construgao, bem como a explicacao da sua validade, é andloga a da
subsecao (3.2.3).
3.4.4 Meédia Geométrica

Dados dois segmentos de comprimentos a e b, definimos a média geométrica de a

e b como:

g=ab.

Descricao:

o Primeiramente, com a ferramenta Reta, construimos uma reta r arbitraria;

o Com as ferramentas Ponto e Segmento, vamos determinar dois segmentos,AO e BO,
sobre 7, de modo que AO =a e BO =,

o Utilizando a ferramenta Mediatriz, vamos determinar a reta m, mediatriz do segmento

AB;
e Fazendo a Intersecao das retas r e m, determinamos o ponto M;

o Com a ferramenta Compasso, vamos determinar uma circunferéncia ¢, de centro M
e raio AM,

o Utilizando a ferramenta Reta Perpendicular, vamos determinar a reta p, perpendicular

ao segmento AB e que contém o ponto O;

e Fazendo a Intersecio da reta p com a circunferéncia ¢, determinamos dois pontos.

Escolhemos, arbitrariamente, um deles que chamaremos de P.

A média geométrica é a medida vab= OP.
O resultado da construgdo é apresentado na Figura (3.26).
Justificativa:

Note que o segmento AB é o didmetro da circunferéncia ¢ e que o tridngulo
AABP, pela propriedade do arco capaz, é retangulo em P. Aplicando a relagdo métrica
da igualdade entre quadrado da altura e o produto das projecoes dos catetosno triangulo

retangulo AABP, temos que

(OP)? = (AO)(BO) = (OP)* = ab= OP = Vab.
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Figura 3.26 — Média Geométrica.
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Fonte: Autoria Prépria, 2024.

Figura 3.27 — Média Geométrica - Tridngulo Retangulo.

Fonte: Autoria Prépria, 2024.
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3.4.5 O Segmento Aureo

Dado um segmento de reta AB e um ponto C interior a esse segmento. Denomi-

naremos o segmento AC' de segmento dureo interno de AB se tivermos

BC _ AC
AC  AB’

Figura 3.28 — Segmento Aureo Interno.

Fonte: Autoria Prépria, 2024.

Tomando AC =m, BC =ne AB =a=m+n, teremos
BC . AC n m 2 2

— = —=m =an=m :a(a—m):a

- - _ = 2
AC AB m _ a

—am:>m2—|—am—a2:().

Determinando as raizes da equacgao anterior na variavel m, temos

—a:l:\/m —a:I:\/E)?:a(—lix/g)

m = = .

2 2 2

5—1
Logo, AC=m = afT.

Se, por outro lado, tomarmos o ponto D, externo ao segmento AB, denominamos
o segmento AD de segmento dureo externo de AB se tivermos

BD _AB
AB  AD’



63

Figura 3.29 — Segmento Aureo Externo.

Fonte: Autoria Prépria, 2024.

Tomando AB =a, BD =m e AD = a+m, teremos

BD_AB  m__a _ 2 (a+m) +m? = m?+ 2=0
= — = a®*=m(a+m)=am+m*=m*+am—a*=0.
AB AD  a (a+m)

Determinando as raizes da equagao anterior na variavel m, temos

0P —A) ek VEE (1£VE)

2 2 2

Logo, BD = a(_lg\/‘g’) e, portanto,

AD:ABJFBD:HG(_L;\/E) _ (2a—a2+\/5a) B (a—|—2\/5a) ) a<1+2\/g)

Multiplicando as raizes das duas equagoes, teremos

aV5=1) a(V5+1) _a(5+v5—vE-1) _da® _ ,
2 .

AC-AD =
2 4 4
Pelo fato de termos considerado AB = a em ambos os casos, a tltima igualdade implica
que

AB%? = AC-AD = a?,
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ou seja, AB é a média geométrica entre AC' e AD.

Descricao:

o Inicialmente, vamos construir um segmento de reta AB utilizando as ferramentas

Ponto e Segmento;
e Com a ferramenta Reta, vamos construir uma reta r que contém os pontos A e B;

o Utilizando a ferramenta Mediatriz, determinamos a reta m, mediatriz do segmento
AB;

e Fazendo a Intersecdo das retas m e r determinamos um novo ponto, que chamaremos

de M,

o Com a ferramenta Reta Perpendicular, vamos determinar uma reta p, perpendicular

a r e que contém uma das extremidades do segmento AB, por exemplo, o ponto B;

o Utilizando a ferramenta Compasso, vamos construir uma circunferéncia c1, centrada

em B e cujo raio é o segmento BM;

o Fazendo a Intersecdo da circunferéncia ¢; com a reta p determinamos dois novos
pontos, aos quais chamaremos O e P. Escolhemos, entao, um deles, por exemplo, o

ponto O;

« Utilizando, novamente, a ferramenta Compasso, vamos construir uma circunferéncia

c9, centrada em O e cujo raio é o segmento BO,;
o Com a ferramenta Reta, vamos construir a reta u que contém os pontos A e O;

e Fazendo a Intersecdo da reta u com a circunferéncia co determinamos dois novos

pontos que chamaremos de A e Asg;

o Utilizando a ferramenta Compasso, vamos construir as circunferéncias c3, centrada

em A e cujo raio é o segmento AAj, e ¢4, centrada em A e cujo raio é o segmento

AAs;

o Fazendo a Intersecao de c3 e r determinamos dois novos pontos. Tomemos o ponto

contido no segmento AB e o chamamos de C/

o Fazendo a Intersecao de c4 e r determinamos dois novos pontos. Tomemos o ponto

consecutivo ao ponto B e o chamamos de D;
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Os segmentos AC' e AD que determinamos sao, respectivamente, o segmento aureo

interno e o segmento aureo externo do segmento AB.
O resultado da construgdo ¢ apresentado na Figura (3.30).
Justificativa:

Aplicando, na circunferéncia co, a propriedade da poténcia de ponto no caso onde,

por um ponto externo, sao tragadas uma secante e uma tangente a circunferéncia, teremos:
PT?=PA-PB= AB%>= AA,-AAy = AB%> = AC - AD,

ou seja, AB é a média geométrica de AC' e AD e esses, como haviamos demonstrado

anteriormente, sao seus segmentos aureos interno e externo respectivamente.

Figura 3.30 — Construcio dos Segmentos Aureos

Fonte: Autoria Prépria, 2024.
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4 NUMEROS CONSTRUTIVEIS

Nesse capitulo apresentamos, de modo breve, a no¢ao de Nimeros Construtiveis e
de Construtibilidade, topicos que derivam diretamente das Construcoes Geométricas. A
discussao aqui levantada fundamenta-se, sobretudo, em Wagner e Carneiro (2007) e Junior
(2013).

E importante pontuar que uma abordagem mais rigorosa do assunto exigiria
uma ampla fundamentacio em Algebra, sendo necessario apresentar algumas estruturas
algébricas com suas propriedades, bem como uma série de teoremas basilares para essa
discussao. Para os propositos desse trabalho, faremos uma abordagem mais geral, seguindo
a proposta dos referidos autores, deixando esse aprofundamento algébrico como uma

possibilidade de continuacao do debate acerca dessa tematica.

Pretende-se, com esse capitulo, evidenciar como o tépico de Construgoes Geo-
métricas impactou o saber matematico, sendo a base para novos conceitos, problemas e

resultados, o que justifica a relevancia do seu estudo e ensino.

4.1 DEFININDO OS NUMEROS CONSTRUTIVEIS

Definicao 1. Um ntmero real positivo a é chamado de construtivel se, utilizando somente
uma régua nao graduada e um compasso, for possivel construir, através de uma sequéncia
finita de passos, um segmento de comprimento a, a partir de um outro segmento u tomado

como a unidade.

Teorema 1. Dados dois niumeros reais positivos a e b, com a > b, construtiveis, entao

a+b, a—b, ab, ¢ e+/a também sio construtiveis.

Demonstracao

Tomando um segmento de reta arbitrario cujo comprimento seja considerado como

unidade, consideremos outros dois segmentos de reta de comprimentos construtiveis a e b.
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Figura 4.1 — Segmentos de reta de comprimentos u, a e b.

Fonte: Autoria Prépria, 2024.

a+0b é construtivel
Consideremos, entdo, um segmento AB tal que AB = a e tracemos um segmento C'D,
tal que CD = b, conforme visto na construcao 3.2.1 de modo que os pontos B e C
coincidam e estejam compreendidos entre A e D. Note que o segmento AD é formado
pela juncao dos segmentos colineares AB e C'D, portanto, AD = AB+CD = a+b.
(Ver Figura (4.2)).

a—b é construtivel
Ainda sobre a reta AB, construimos uma circunferéncia c¢; centrada em B e cujo
raio tem comprimento b. A intersecao da circunferéncia com a reta nos da o ponto
D e um novo ponto que chamaremos de E. Note que o segmento AE que formamos
resulta da sobreposiciao dos segmentos AB e BE, ou seja, AL = AB— BE =a—b.
(Ver Figura (4.3)).

ab é construtivel

Agora, sobre uma reta r, tracemos um segmento AB tal que AB = a. Pelo ponto A
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tracamos uma reta s concorrente com 7, sobre a qual marcamos o segmento unitario
AC. A seguir, sobre a reta s, marcamos o ponto D tal que AD = b (supomos, sem
perda de generalidade, b > 1). Tracemos, entdo, a reta ¢t que contém os pontos C e B
e uma outra reta ¢, paralela a t, que contém o ponto D e intersecta a reta r em um
ponto P.

Usando semelhanga nos triangulos AABC e AADP, temos que:

AC AB 1 a
AD —ap T pap o AP=a
(Ver Figura (4.4)).

7 € construtivel
Utilizando as mesmas retas r e s do item anterior, vamos agora construir uma reta
p que contém os pontos D e B e uma reta v, paralela a p, que contém o ponto C
e intercepta a reta r no ponto Q. Aplicando semelhanca nos tridngulos AADB e
AACQ teremos:

AD AB b a a
AC T AQ T 1 ag T rAQ=e=AQ=1
(Ver Figura (4.5)).

Va é construtivel

Agora, vamos considerar uma reta r e um segmento AB , tal que AB = a, sobre 7.
Tomemos um ponto C sobre r tal que a medida do segmento BC seja a unidade.
Tracemos uma semicircunferéncia centrada no ponto médio de AC, ao qual chamare-
mos M.

Passando pelo ponto B, tracemos uma reta p perpendicular a r e que intercepta a
semicircunferéncia no ponto que chamaremos D. Desse modo, formamos o tridngulo
AADC. Como esse tridngulo esta inscrito na semicircunferéncia, o angulo do vértice
D é reto e, portanto, o tridngulo AADC é retdngulo em D. Das relagoes métricas no

triangulo retangulo, tem-se que:

(BD)? = (AB)(BC) = (BD)?> =a(1) = BD = V/a.
(Ver Figura (4.6)).
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Figura 4.2 — Segmento de reta de comprimento a+b.

Fonte: Autoria Prépria, 2024.

Figura 4.3 — Segmento de reta de comprimento a —b.

-l

Fonte: Autoria Prépria, 2024.
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Figura 4.4 — Segmento de reta de comprimento ab.

&

Fonte: Autoria Prépria, 2024.

Figura 4.5 — Segmento de reta de comprimento 3.

Fonte: Autoria Prépria, 2024.
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Figura 4.6 — Segmento de reta de comprimento /a.

Fonte: Autoria Prépria, 2024.

A partir desses resultados, podemos concluir que os niimeros naturais, inteiros e ra-
cionais sio todos construtiveis. Além disso, nimeros irracionais do tipo v/2,v/3,v/5, V7,11

sd0, também, construtiveis. Podemos concluir, ainda, que nimeros como 3+ /5, \/ % —/7, 2\/ 11— %

sao construtiveis.

4.2 NUMEROS CONSTRUTIVEIS NO PLANO

Com base nos resultados demonstrados acima, é possivel ampliar a compreensao
sobre numeros construtiveis para o Plano Cartesiano. Trabalhamos aqui com a noc¢ao de
Pontos Construtiveis, isto é, um ponto P(a,b) contido no plano onde cada uma de suas

coordenadas, a e b é dada por um ntmero construtivel.

Os pontos obtidos por estas Construgoes (segundo as mesmas regras do
jogo) serdo chamados de pontos construtiveis do plano. Com este conceito,
é imediato que um ponto P = (a,b) serd construtivel se e somente se os
nimeros a e b forem construtiveis (Wagner e Carneiro, 2007, p. 96).
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Conforme vimos na subsegao (2.2), podemos construir um ponto através da
intersecao de duas retas, de uma reta e uma circunferéncia e de duas circunferéncias.

Discutiremos, a seguir, cada uma das situacoes.

Um reta, no plano coordenado, que contém os pontos A(ay, (1) e B(ag,f2) de

coordenadas racionais, admite a equagao da forma:

ar+by+c=0,
com a, be c€Q.

Por sua vez, o coeficiente angular m de uma reta que contém os pontos P(z1,y)

e Q(z2,y2) é expresso por:

Y2—1U

T2 — 1

Sendo A(aq, 1) e B(ag, B2), teremos

=5
m =

ag—ag

Substituindo m na equacao reduzida da reta
y—yp=m(x—1p),

e tomando o ponto A(aq, 1) como referéncia, teremos:

P2 — B

a2 — o

y—>501= (z—a1) = (y—F1)(az—a1) = (B2 — B1)(xz —a1)

= (a2y — a1y — Prag + fran) = (Bex — Paar — Srz + Bran)
= (B1—f2)r+ (2 — 1)y + (Bea1 — fraz) = 0.
Tomando a = 1 — P2, b =a2 — a1 e ¢ = Paa — frae, obtemos:
ar+by+c=0,

onde os coeficientes a, b e ¢ resultam de operagodes elementares com os racionais «aq, a9, 31

e (2. Logo, temos que a, b e ¢ € Q.



73

Sendo assim, determinar o ponto de intersecao de duas retas, no plano, equivale a

determinar a solucao um sistema

ar + by + ¢ =
ar + by + ¢ =

que resolvendo, obtém-se

Clb—cbl
r=———
abl —&1b
B (aq —alc)
y= artb—aby/)’
Portanto, x e y € Q, pois a,a1,b,b1,c e c; € Q.

Agora, uma circunferéncia de centro C'(«,3) com coordenadas racionais e que

contém o ponto P(aq,/31), de coordenadas também racionais, admite a equacao:

(r—a)+(y— B2 =12

Sendo r da mesma medida do raio dessa circunferéncia, isto é, a distdncia entre o

centro e um ponto qualquer da mesma. E, para P(aq, 1), teremos:

r=(a1—a)2+ (81— B)2 == (a1 — )2+ (81— B)>.

Substituindo o valor de r na equacao da circunferéncia e desenvolvendo-a, temos:

(z—a)’ +(y—F)* = (a1 —a)*+ (B B)*
= 22 =20z +a® + 9> 26y—|—ﬁ2—a1 201+ +51 2618+ B2
= 2% — 20z 4?4+ 9? — 2By + % — a2 4+ 2010 — ? —51+2515—52:
= 2% + 9% — 201 — 20y + 20104+ 2616 — aF — (7 =

Se tomarmos a = —2a, b = —2B e ¢ = 2010+ 2318 — o — B, teremos a equacio:
2 2 _
r*+y +ar+by+c=0,
com a,beceQ.

Desse modo, determinar a interse¢do de uma reta e uma circunferéncia no plano

coordenado equivale a solucionar um sistema da forma:
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224yt tar+by+c=0 (1)
arz+bhy+er =0, (2)

onde os coeficientes sao todos racionais.

Se esse sistema admitir solugao, poderd ser um ou dois pontos de interse¢ao (os
casos de reta tangente e secante a circunferéncia, respectivamente), sendo suas coordenadas
do tipo p+q/r,com p, ger €Qer>0.

De fato, isolando a variavel y na equacao da reta em (2), teremos:

al C1
= —. 3
y=n T (3)

Substituindo, entao, a expressao (3) em (1), teremos:

2
;z:2+(—a1:z:—cl> —|—ax+b<—alx—cl)—i—c:o

b1 bl bl bl
2 2
9 ai o aicy i arb c1b
="+ <foa: ‘+'2lffﬂf%—lff> +ax — 461*17—— ?;;’4—(3:: 0

= b%.TQ + G%QJZ +2a1c1x + C% + ab%a: —a1bbix — c1bby + Cb% =0

= (a3 +b3)2? + (2a1c1 + ab? — aybby)x + (3 — c1bby 4 cb?) = 0.

Se tomarmos A = a% + b%, B =2a1c1+ ab% —a1bby e C' = c% —c1bby + cb%, teremos

uma equagao para a abscissa x da forma:

Az’ + Bz +C =0,

cuja solucao ¢ da forma:

—B++vB%2—-4AC
2A '

xr =

De modo anélogo, a ordenada y serda dada por uma expressao similar envolvendo
as operagoes de adicao, subtracao, multiplicagao, divisao e extracao de raizes quadradas

com os coeficientes racionais a,ay,b,b1,c e cy.

Por sua vez, determinar um ponto através da intersecao de duas circunferéncias

no plano equivale a solucionar o sistema de equagoes:

2? +y? +ar+by+c=0 (4)
P+ +az+biy+c =0, (5)
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onde os coeficientes sdo todos racionais.

O sistema de equagodes 4 e 5 é equivalente a:

{ 4y’ +ar+by+c=0 (6)
(a—ap)x+(b—bry)+(c—c1) =0. (7)

Como sistema de equagoes 6 e 7 ¢ similar ao sistema de equacoes 1 e 2, entao

o método para obter a solugao é analogo e nos dara pontos cujas coordenadas da forma
p+qyr,comp, ger €Qer>0.

Se partirmos de todos os pontos do plano com coordenadas racionais, e
fizermos Construgoes com régua e compasso envolvendo apenas intersec-
¢ao de reta a reta, reta com circulo ou circulo com circulo, as coordenadas
dos novos pontos obtidos, ou continuam sendo racionais ou, no maximo
passam a ser da forma a+by/c, onde a, b e ¢ sdo racionais e ¢ > 0 (Wagner
e Carneiro, 2007, p. 98).

Se, a partir dos pontos anteriormente determinados, forem construidas novas retas
e circunferéncias e, através da intersecao dessas, encontrarmos novos pontos no plano, suas
coordenadas ou serao racionais ou serao da forma ay + b1, /c1, onde ay,b1 e c1, por sua
vez, também sao da forma a+ by/c, visto que foram determinados a partir de pontos de
intersegoes anteriores. Conforme Wagner e Carneiro (2007, p. 98) exemplificam, se, ao
final da primeira etapa de construcdo, obtivermos 1+ /2, poderfamos obter na segunda
etapa, por exemplo, o valor 4(1+4+/2) 4 51/3(1++/2).

4.3 A NAO-CONSTRUTIBILIDADE DE NUMEROS

Discutimos a seguir sobre quando um niimero nao pode ser representado na forma

apresentada anteriormente e, portanto, nao é construtivel.

Tomemos, inicialmente, o nimero o = v/5+1/1+ /7. Como ele esté expresso na

forma indicada na secao anterior, é construtivel. A partir dele podemos ter:

c=V5+\V1+VT=0-V5=\1+V7

= (0—V5)2=14+VT=0?-2VB0+5=1+V7
= 02 +4=2V50+7. (8)

. Elevando ambos os membros da equagao 8 ao quadrado novamente, obteremos:

(02 +4)% = 2V50 +V7)? = o' + 802 +16 = 2002 + 4V/350 + 7
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= 0% — 1202 +9 = 4/350. (9)

Elevando, novamente, ambos os membros da tultima igualdade da equacao 9 ao quadrado,

temos que:
(6% —120%+9)2 = (4v/350)? = (6° + 1440 + 81 — 2405 + 180 — 2160?%) = 56002

= (0% —240% 4+ 1620* — 21602 4 81) — 56002 = 0

= 0% —240% +1620* — 77602 + 81 = 0.

Concluimos, entdo, que o niimero o é raiz de um polinémio (x® — 2425+ 162z* —
77622 481 = 0) de coeficientes racionais, e, nesse caso, até inteiros. Com esse exemplo,
pretende-se ilustrar o fato de que um nimero que possa ser representado através das ope-
ragoes elementares (adigao, subtragao, multiplicagdo, divisao e extragao de raiz quadrada)
com numeros racionais sempre sera raiz de algum polindmio de coeficientes inteiros. Esse

fato nos leva ao seguinte teorema:

Teorema 2. Todo nimero construtivel € raiz de uma equagao polinomial (também chamada

de algébrica) de coeficientes inteiros.

Os numeros, reais ou complexos, que sao raizes de equagoes polinomiais com
coeficientes inteiros sao chamados niumeros algébricos, enquanto os que nao o sao recebem
o titulo de nimeros transcendentes. Se tomarmos, por exemplo, os niimeros /2 e v/3
é facil perceber que sdo raizes, respectivamente, dos polindmios 23 —2=0e 2° -3 =0
e, portanto, sao algébricos. Também néao é dificil verificar que 2+ /5 é algébrico, pois,

tomando a = 2+ /5, pelo mesmo processo realizado anteriormente, terfamos:
a=24+V5=>a-2=v5=(a—2)>=(V5)?

=a®—6a2+120—-8=5
=a®—6a’+1200—13 =0.

Portanto, o = 2+ /5 é raiz do polinémio 2% — 622 + 122 — 13 = 0.

Como pudemos observar, facilmente conseguimos encontrar inimeros exemplos de
numeros algébricos. Quando se trata, porém, dos niimeros transcendentes, sabe-se que ha
uma infinidade deles, embora seja bastante complicado demonstrar a transcendéncia de

um numero especifico.

O primeiro a exibir nimeros comprovadamente transcendentes foi Li-
ouville (1809-1882); somente em 1973, Hermite mostrou que o famoso
nimero e (base dos logaritmos naturais) é transcendente, e em 1882,
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Lindemann provou que o ndo menos famoso niimero 7 é transcendente,
isto é - repetimos - nao é raiz de equacdo algébrica alguma com coe-
ficientes inteiros. A demonstracdo de que 7 é transcendente é longa e
trabalhosa, além de envolver conhecimentos de diversas areas da Mate-
maética, principalmente de Célculo Diferencial (Wagner e Carneiro, 2007,
p. 100).

Para a presente discussao, o essencial é entender que todo niimero construtivel tem
que ser, antes de tudo, algébrico, isto é, os nimeros transcendentes nao sao construtiveis.
Podemos citar, em particular, que o nimero 7 nao é construtivel. Como, anteriormente,
haviamos discutido que o famoso problema da quadratura do circulo gira em torno da
construcao de m podemos agora justificar melhor a sua impossibilidade de ser solucionado.

Uma vez que m ¢ um numero nao-construtivel, concluimos que o circulo nao é quadravel.

Sabendo, pois, que todo ntimero construtivel é algébrico, naturalmente surge a
questao sobre a reciproca desse resultado: todo niimero algébrico é construtivel? Nesse

caso, a resposta € negativa.

Quando determinamos a equacao polinomial solucionada pelo nimero construtivel
o= \/3 +4/ 14 \/7 , verificamos que ela possui grau 8. O procedimento que adotamos para
encontrar essa equagao, envolvendo elevar ambos os membros ao quadrado sucessivas
vezes para eliminar os radicais, claramente nos conduzird a uma equacao cujo grau é uma

poténcia de 2.

Tal fato por si s6, no entanto, nao é suficiente para nos fornecer um resultado
definitivo. Tomemos, a titulo de exemplo, o nimero construtivel v/7. Se, por um lado, ele
é solucao da equacao 24 —7 =0, de grau 4 (uma poténcia de 2), é igualmente verdade
que também soluciona a equacido x° — 7z = 0, de grau 5. O ponto crucial é que, enquanto
o polinémio 2° — 7z pode ser fatorado em z(x —7), o polindémio 2* — 7 é irredutivel. O
ponto de interesse é: Todo ntimero algébrico « é raiz de um tnico (excetuando-se um
fator constante) polindémio de coeficientes inteiros irredutivel (nao fatoravel em outros
de menores graus positivos com coeficientes inteiros). O grau desse polindmio também

determinara o grau de a.
Motivados pelas consideragoes feitas anteriormente, citamos o seguinte resultado,
central na presente discussao:

Teorema 3. Um niumero so serd dito construtivel se for algébrico e possuir grau igqual a

uma poténcia de 2.

Os resultados aqui expostos nao foram todos rigidamente demonstrados visto que

o objetivo era ilustra-los por meio dos fatos e exemplos levantados para torna-los plausiveis
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e compreensiveis. A prova formal dos mesmos demanda um aprofundamento na parte de
Algebra, especificamente em teoria dos grupos, teoria das extensoes de corpos, teoria de

Galois e alguns tépicos de Algebra Linear.

4.4 DE VOLTA AOS CELEBRES PROBLEMAS GREGOS

Com base no que foi apresentado até aqui, vamos retomar os trés classicos
problemas gregos e comentar, brevemente, sobre sua nao-construtibilidade, que é equivalente

a dizer que nao sao construtiveis com régua e compasso.

Tratemos, primeiramente, do problema da duplicagdo do cubo. Vimos, anterior-
mente, que o impasse desse gira em torno da construcao do nimero /2. Ora, pelo que vimos
na secao (4.3), esse niimero, embora seja algébrico pois é solugdo da equagao polinomial

23 —2 =0, possui grau 3 (que nao é poténcia de 2) e, portanto, ndo é construtivel.

Podemos, ainda, provar, de uma segunda forma a nao-construtibilidade de /2,
conforme propoe Junior (2013, p. 21). Para isso, vamos demonstrar que esse nimero nao

pode ser escrito como a+by/c, com a,b e ¢ € Q.
Vamos supor que v = /2 seja construtivel e, portanto, existem a,b e ¢ € Q, nio
nulos, tais que v = a+ by/c. Dessa igualdade, temos:
y=a+by/e= (7)3 = (a+bve)? = 73 = a® + 3a®by/c+ 3ab e+ b3ey/c
= a3 +3a’b/c+ 3ab’c+ b3ey/e = 2 = (a3 + 3ab®c) + (3a®b+ b3c) /e = 2,

o que nos leva ao sistema:

a® 4+ 3abic =
3¢2b + e = 0.

Sendo v = a + by/c solucdo da equacdo polinomial 23 —2 = 0, entdo v, = V/2 =
a—by/c também o é, pois:
(11)? = (a—by/©)? = 73 = a® — 3a®by/c + 3ab’c — bPey/c
= a® — 3a%b\/c+ 3ab’c — b3ey/e =2
= (a® 4+ 3ab’c) — (3a*b+b3c) /e =2,

que nos leva ao mesmo sistema do caso anterior.

Dai, temos que

V=w=y=n=atb/ec=a-b/c
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=b/c=—-by/c=b=—-b=b=0.

Concluimos, pois, que b =0 e v =a, o que é absurdo, visto que postulamos b # 0.

Além disso, sendo ¢ # 0, poderfamos representar /¢ como

— (a®+ 3ab?c)
3a2b+b3c

\/522

o que é absurdo, pois, sendo /¢ um ntmero irracional, ndo poderia ser expresso por uma

razao de nimeros racionais.

, 3 ~ ) , . . .
Concluimos, portanto, que /2 nao é construtivel e, com isso, justificamos a

impossibilidade de duplicacao do cubo com régua e compasso.

Tratemos, agora, do problema da trissec¢ao do dngulo. Primeiro, vamos entender
o que significa dizer que um angulo é construtivel. De acordo com Wagner e Carneiro
(2007, p. 102), um angulo é dito construtivel com régua e compasso se, e somente se,
pudermos construir, no sentido estrito que aqui adotamos, o seu cosseno ou o seu seno.
Para exemplificar, temos que os angulos de 30° e 60° sao construtiveis, visto que sen 30°

= cos 60° = %, um numero racional e, portanto, construtivel.

De fato, podemos trisseccionar alguns angulos como, por exemplo, o de 90°, o que
equivale a construir o angulo de 30° que, como visto anteriormente. é construtivel. Porém,
nao é possivel trisseccionar qualquer angulo construtivel. Para trisseccionar o angulo de
60°, por exemplo, é necessario que o angulo de 20° seja construtivel, com como o seu

cosseno. Tomando, entao, # = 20° e a = cos € na féormula trigonométrica:
c05(36) = 4cos>0 — 3cos 6,

teremos que

1
c0s(60°) = 4a® — 30 = 5= 40’ — 3a

—=1=8a"—6a =81 —6a—1=0.

Note que o polinémio 8a? —6a — 1, caso fosse fatorado em outros dois de graus
positivos menores, teria um fator da forma ax —b, com a e b € Z, admitindo, entao g como
raiz o que, conforme Junior (2013, p. 23) apresenta, ¢ uma impossibilidade (a prova se da
por argumentos de divisibilidade). Logo, o = cos 20° é raiz de uma equagao polinomial

irredutivel de grau 3 e, como vimos na se¢ao (4.3), nao é construtivel.
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Concluimos, pois, que, ndo sendo possivel construir com régua e compasso o cos
20°, e consequentemente o angulo de 20°, é impossivel a trisseccao do angulo de 60°.

Portanto, é impossivel trisseccionar qualquer angulo o construtivel.

Tratando-se do problema da quadratura do circulo, a justificativa a respeito
de sua impossibilidade é bastante complexa e extrapola os fins do presente trabalho.
Nos limitamos, entdo, a discussdo levantada na segao (4.3). Na referida se¢ao, afirmamos
que todo ntimero construtivel é algébrico (raiz de um polindmio de coeficientes inteiros)
e comentamos que o problema da quadratura equivale a questdao da construtibilidade
do niimero 7. Sendo 7 um numero transcendente (nao algébrico), nao é construtivel e,
portanto, constatamos a impossibilidade de construir, com régua e compasso, um quadrado

com a mesma area de um circulo dado.
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CONSIDERACOES FINAIS

O ensino das vérias ciéncias, dentre elas a mateméatica, sempre decorre em um
dialogo harmoénico do perene com o novo, isto é, dos saberes que vao sendo construidos e
transmitidos ao longo da histéria humana com as inimeras possibilidades de abordagem e de
releitura que as inovagoes tecnologicas proporcionam. Nao se pode engessar o conhecimento
em um esquema acabado e imutavel, mas, ao contrario, usando criativamente de todo o
instrumental disponivel, ser capaz de apresentar, de novas e distintas formas, os saberes

acumulados no arcaboug¢o do conhecimento humano.

As Construgoes Geométricas, conforme discorremos ao longo do texto, tiveram
um papel de extrema importancia no desenvolvimento da matematica na antiga Grécia e,
consequentemente, em todas civilizagoes que posteriormente incorporaram as descobertas
dessa, sendo, inclusive, basilar para o surgimento de novos conceitos e discussoes como,
por exemplo, os Numeros Construtives. Apesar disso, ¢ uma tematica pouco explorada nos
curriculos atuais, tanto no ensino béasico como no superior. Estudéa-las ndo é uma forma de
desenterrar um conteudo ultrapassado apenas para fins de saber histérico, mas redescobrir

o saber geométrico como algo rico, amplo, criativo e, até mesmo, lidico.

A proposta de abordar esse tema servindo-se do software Geogebra como instru-
mento de trabalho foi uma tentativa de atrair a atenc¢ao, bem como a curiosidade, dos
estudantes para o estudo da geometria, usando-se dos recursos tecnologicos digitais, tao
familiares e presentes na vida dos discentes da “era da informagao”. Foi também uma
tentativa de contribuir com a pratica de professores que, embora tenham o interesse em
dinamizar a sua pratica em sala de aula por meio do uso das novas tecnologias digitais,

encontrem dificuldades ao buscarem um modo de concretizé-lo.

A escolha do Geogebra como instrumento basilar para a realizacao desse estudo se
mostrou profundamente acertada e eficaz. A grande diversidade de ferramentas, mecénicas
e recursos, bem como a praticidade de compreensao e de uso da interface desse software,
foram de grande valia no decurso do presente trabalho, sendo determinantes para atingir a

sua meta: abordar a tematica de maneira dindmica e acessivel.

O desafio principal de trabalhar com esse assunto é que, dada a extensao das
defini¢oes, proposicoes e teoremas dos ramos da geometria plana e da algebra, seria
extremamente arduo abordar com rigidez e formalidade cada um desses, além de que,
optar por esse caminho tornaria o trabalho demasiadamente longo e poderia tornar menos

evidente o objetivo central do mesmo. Em vista disso, optou-se por um tratamento mais
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conciso da tematica, dado o tipo de trabalho realizado bem como o seu publico alvo.
Entretanto, esse desafio, de nenhuma maneira, diminui a relevancia do trabalho mas, ao
contrario, evidencia diferentes possibilidades de tratamento dessa temética, tornando mais

rico e profundo o debate acerca da mesma.

Como possibilidades para continuacao das pesquisas e debates acerca da tematica
trabalhada, pode-se expandir a discussao geométrica através de uma fundamentacao
mais ampla e detalhada das defini¢oes, postulados e teoremas que embasam a Geometria
Plana. Ao mesmo tempo, se pode trabalhar o tépico de Nuimeros Construtiveis através
de uma construcio mais rigidamente elaborada no ambito da Algebra, definindo os
objetos, demonstrando os resultados e evidenciando, por meio da teoria algébrica, a intima
conexao desses com as Construgoes Geométricas. Tais aprofundamentos possibilitarao uma
compreensao mais ampla do tema, bem como poderao expandir a aplicacao da abordagem

apresentada também para o Ensino Superior.

Por fim, esse trabalho nao teve a pretensao de fornecer uma metodologia de
abordagem definitiva nem exaurir o assunto em toda a sua extensdo, mas contribuir com
a construcao e a difusdo do saber matematico que é, antes de tudo, extremamente belo e

profundamente fascinante.
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APENDICE A - PROPOSTA DE ATIVIDADES

O apéndice a seguir apresenta algumas propostas de atividades para serem realiza-
das em sala de aula, com o Geogebra, para abordar a tematica de Construgoes Geométricas,
buscando estimular os discentes a aplicar seus conhecimentos de geometria plana através

das ferramentas disponibilizadas pelo software.

As atividades foram elaboradas tendo como publico-alvo estudantes dos anos finais
do ensino fundamental e do ensino médio. Vale ressaltar, porém, que cada turma tem
uma realidade propria de saberes acumulados bem como de lacunas a serem trabalhadas.
Sendo assim, cabe a cada professor avaliar o nivel em que se encontram os seus alunos

para adequar a dificuldade das atividades a suas demandas.

Problema 1: Dado um segmento de reta AB, construa um tridngulo equildtero

cuja medida dos lados seja o dobro do comprimento de AB.

Solucgao:

o Inicialmente, marcamos dois pontos, C' e D, e, com a ferramenta Reta, vamos

determinar uma reta r que servird de suporte para nossa construcao;

e Com a ferramenta Compasso, vamos construir um circunferéncia ¢ centrada em C' e

cujo raio tem a mesma extensao que o segmento AB;
o Fazemos a Intersecdo da reta r com a circunferéncia c;, obtemos dois pontos, £ e F}

o Utilizando, novamente, a ferramenta Compasso, vamos construir duas novas circun-
feréncias, ¢y e c3, centradas, respectivamente, em E e F' e cujo raio tem a mesma

extensao do segmento EF’;

o Fazemos a Intersecao das circunferéncias co e c3 e obtemos dois novos pontos, G e

H;

o Selecionando um desses pontos, digamos G, e utilizamos a ferramenta Segmento para

construir os segmentos EG e FG;

o Obtemos, pois, o tridngulo AEFG que é equilatero e cujos lados medem o dobro da

medida do segmento AB.



Figura A.1 — Resoluc¢dao do Problema 1.
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Fonte: Autoria Prépria, 2024.

Problema 2: Dado um quadrado ABCD, construa um outro quadrado cuja area

seja o quadruplo da area do original.

Solugao:

 Inicialmente, vamos determinar dois pontos, £ e F, e, com a ferramenta Reta, vamos

determinar uma reta r que servird de suporte para nossa construgao;

o Com a ferramenta Reta Perpendicular, vamos construir uma reta p, perpendicular a

r e que passa pelo ponto F;

e Com a ferramenta Compasso, vamos construir uma circunferéncia ¢y, centrada em £

e cujo raio tem o mesmo comprimento que o lado do quadrado ABCD;

o Fazendo a Intersecdo da reta r com a circunferéncia ¢, determinamos dois pontos,
G e H,;



o Utilizando novamente a ferramenta Compasso, vamos construir uma circunferéncia

c2, centrada em £ e cujo raio tem mesma extensao que o segmento GH;

e Fazendo a Intersecdo da circunferéncia co com a reta r, vamos obter dois novos

pontos, I e J, dos quais escolheremos um, digamos J;

o Fazendo, agora, a Intersecdo da circunferéncia co com a reta p, vamos obter outros

dois pontos, K e L, dos quais escolheremos um, digamos K;

o Utilizando a ferramenta Reta Paralela, vamos tracar um reta ps, paralela a r e que

passa pelo ponto K;

« Utilizando, novamente, a ferramenta Reta Paralela, vamos tracar uma reta ps, paralela

a p e que passa pelo ponto J;
e Fazendo a Intersecao das retas po e p3, determinamos um novo ponto, M;

o Construimos, pois, o quadrado EJKM, que tem o quadruplo da area do quadrado
ABCD.

Figura A.2 — Resolug¢ao do Problema 2.
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Fonte: Autoria Prépria, 2024.

Problema 3: Dado um tridngulo retangulo AABC | transporte-o para uma reta

r usando o cateto menor como base.



Solugao:

Inicialmente, com a ferramenta Ponto, determinamos um Ponto D sobre a reta r;

Utilizando a ferramenta Compasso, vamos construir uma circunferéncia c¢; centrada

em D e cujo raio tem a mesma extensao que o cateto menor do triangulo;

Fazendo a Intersecao da reta r com a circunferéncia ¢, determinamos dois novos

pontos, £ e F, dos quais escolhemos um, digamos F

Com a ferramenta Reta Perpendicular, vamos construir uma reta p, perpendicular a

r, que passa pelo ponto F

Utilizando a ferramenta Compasso, vamos construir uma circunferéncia co centrada

em [ e cujo raio tem a mesma extensao que o cateto maior do triangulo;

Fazendo a Intersecao da reta p com a circunferéncia co, determinamos dois novos

pontos, G e H, dos quais escolhemos um, digamos H,;
Utilizando a ferramenta Segmento, vamos determinar o segmento de reta DH;

O tridngulo ADFH que determinamos é congruente ao tridngulo original, mas tem

como base o seu cateto menor sobre a reta 7.

Figura A.3 — Resolugao do Problema 3.

Fonte: Autoria Prépria, 2024.
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Problema 4: Dados dois segmentos de reta AB e CD, tais que AB=a e CD = b,

a > b, construa um retangulo cujos lados sejam a+b e a —b.

Solugao:

Inicialmente, com a ferramenta Reta, vamos construir uma reta r para servir de

suporte para nossa construcao;
Com a ferramenta Ponto, tomemos um ponto P sobre r;

Com a ferramenta Compasso, vamos construir uma circunferéncia c; centrada em P

e cujo raio tem a mesma extensao do segmento AB;

Fazendo a Intersecdo da reta r com a circunferéncia c;, encontramos dois novos
pontos, aos quais chamaremos P; e P». Tomemos, entdo, um desses pontos, digamos
Py;

Utilizando, novamente, a ferramenta Compasso, vamos construir uma circunferéncia

co centrada em Py e cujo raio tem a mesma extensao do segmento C'D;

Fazendo a Intersecio da reta r com a circunferéncia co, encontramos dois novos
pontos, aos quais chamaremos P3 (o ponto consecutivo a P;) e Py (o ponto situado
entre P e P);

Com a ferramenta Reta Perpendicular, vamos construir umas reta pi, perpendicular

a r e que contém o ponto Ps;

Com a ferramenta Compasso, vamos construir uma circunferéncia cg centrada em Pj

e cujo raio tem mesma a extensao do segmento P Py;

Fazendo a Intersegcio da reta p; com a circunferéncia cs, encontramos dois novos
pontos, aos quais chamaremos Ps e FPg. Tomemos, entdo, um desses pontos, digamos
Ps;

Com a ferramenta Reta Paralela, vamos determinar duas retas: po, paralela a r e

que contém o ponto Ps, e p3, paralela a p; e que contém o ponto P;

Por fim, fazendo a Intersecio das retas po e p3, determinamos um novo ponto que

chamaremos de Pr;

Construimos, entao, o retangulo PP3P;P; tal que PPy = PsP;=a+b e P3P; =
PP7 =a—>b.



Figura A.4 — Resoluc¢ao do Problema 4.
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Fonte: Autoria Prépria, 2024.

Problema 5: Dado um segmento de reta AB, tal que AB = a, construir um

trapézio retangulo cujas medidas das bases sejam 2a e 6a e cuja medida da altura seja 4a.

Solugao:

o Inicialmente, com a ferramenta Reta, vamos construir uma reta r para servir de

suporte para nossa construgao;
e Com a ferramenta Ponto, tomemos um ponto P sobre r;

o Com a ferramenta Compasso, vamos construir uma circunferéncia c; centrada em P

e cujo raio tem mesma a extensao do segmento AB;

o Fazendo a Intersecao da reta r com a circunferéncia c;, encontramos dois novos

pontos, aos quais chamaremos P e P». Tomemos, entao, um desses pontos, digamos



Pr;

Com a ferramenta Reta Perpendicular, vamos construir uma reta p; perpendicular a

r e que contém o ponto Pp;

Utilizando, novamente, a ferramenta Compasso, vamos construir uma circunferéncia

co centrada em P e cujo raio tem a mesma extensao do segmento P P»;

Fazendo a Intersecio da reta p; com a circunferéncia cy, encontramos dois novos
pontos, aos quais chamaremos P3 e Py. Tomemos, entao, um desses pontos, digamos
Ps;

Com a ferramenta Compasso, vamos construir uma circunferéncia cs centrada em Pj

e cujo raio tem a mesma extensao do segmento P Ps;

Fazendo a Intersecao da reta p; com a circunferéncia c3, encontramos dois pontos, o

préprio ponto P; e um novo ponto que chamaremos de Ps;

Com a ferramenta Reta Paralela, vamos determinar uma reta ps paralela a r e que

contém o ponto Ps;

Com a ferramenta Compasso, vamos construir uma circunferéncia c4 centrada em Ps

e cujo raio tem a mesma extensao do segmento Pj Ps;

Fazendo a Intersecio da reta ps com a circunferéncia c4, encontramos dois novos
pontos, aos quais chamaremos Pg e P;. Tomemos, entdao, um desses pontos, digamos
Fs;

Com a ferramenta Compasso, vamos construir uma circunferéncia c; centrada em Fg

e cujo raio tem a mesma extensao do segmento Pj Ps;

Fazendo a Intersegio da reta ps com a circunferéncia cs, encontramos dois novos
pontos, um situando entre os pontos P5 e Py, ao qual chamaremos Py, e outro

consecutivo a Fg, ao qual chamaremos Fy;
Por fim, com a ferramenta Segmento, vamos determinar o segmento de reta PPy

Construimos, entao, o trapézio retangulo Py Ps Py P> tal que PPy =2a, Pi1P; =4a e
Ps Py = 6a.



Figura A.5 — Resolucdao do Problema 5.
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Autoria Proépria, 2024.
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