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RESUMO

O presente trabalho aborda o "Problema das Trés Casas" como um enigma cldssico que explora
as limitacdes da geometria plana e as relagdes com a topologia e a teoria dos grafos. O objetivo
deste trabalho € demonstrar a impossibilidade de resolver o problema no plano bidimensional,
utilizando o Teorema da Curva de Jordan, e investigar a previsao de uma solu¢io no espaco
tridimensional. A motivagdo surgiu a partir de uma aula de Varidveis Complexas, onde foi
proposto o desafio de conectar trés casas a trés utilidades sem cruzar as conexdes. Apds
constatar a impossibilidade no plano, o estudo se aprofundou em teorias matematicas para
explicar essa restri¢do e explorar uma solugdo vidvel em R>. O trabalho apresenta uma andlise
detalhada da tentativa de solucdo no plano, fundamentagao tedrica com o Teorema da Curva de
Jordan, um estudo da origem do problema através da teoria dos grafos, e uma solugdo
tridimensional. Esta pesquisa destaca como a matemadtica pode revelar a complexidade por trés
de problemas aparentemente simples.

Palavras-chave: Matematica; Problema das Trés Casas; Curva de Jordan; Teorema; Grafos.



ABSTRACT

This paper addresses the "Three House Problem" as a classic puzzle that explores the limitations
of plane geometry and its relations with topology and graph theory. The goal of this paper is to
demonstrate the impossibility of solving the problem in a two-dimensional plane, using the
Jordan Curve Theorem, and to investigate the prediction of a solution in three-dimensional
space. The motivation arose from a Complex Variables class, where the challenge of connecting
three houses to three utilities without crossing the connections was proposed. After verifying
the impossibility in the plane, the study delved into mathematical theories to explain this
restriction and explore a feasible solution in R3. The paper presents a detailed analysis of the
attempted solution in the plane, theoretical foundation with Jordan's Theorem, a study of the
origin of the problem through graph theory, and a three-dimensional solution. This research
highlights how mathematics can reveal the complexity behind apparently simple problems.

Keywords: Mathematics. Three-House Problem. Jordan Curve.
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1 INTRODUCAO

O Problema das Trés Casas é um enigma cldssico que desafia a intuicdo e a percep¢ao
espacial. Podemos enunciid-lo da seguinte forma “Suponha que tr€s casas precisem ser
conectadas as companhias de dgua, gés e eletricidade, com uma linha separada de cada casa
para cada companhia. Sera que, existe uma maneira de fazer todas as nove conexdes sem que
nenhuma das linhas se cruze?”

Apesar de sua aparente simplicidade, o problema revela limitacdes fundamentais da
geometria plana e estd intimamente relacionado com a topologia e a teoria dos grafos.

Na Figura I temos uma representacio do Problema das Trés Casas. E importante
ressaltar que podemos rearranjar as casas e as empresas da forma que preferirmos, desde que

permaneg¢am no plano.

Figura 1 — Representacdo do Problema das Trés Casas.

Fonte: adaptado pelo autor a partir de (Martins, 2014).

A motivagdo para desenvolver este trabalho de TCC surgiu durante uma aula da
disciplina de Varidveis Complexas, oferecida no curso de Licenciatura em Matemética do IFPB
- Campina Grande. Na ocasido, fomos desafiados a resolver o conhecido Problema das Trés
Casas, acreditando inicialmente que uma solucdo intuitiva fosse possivel. No entanto, ao
aprofundarmos a investigacdo na geometria envolvida, ficou evidente que o problema era
insolivel no plano bidimensional. Essa percepcdo despertou um interesse maior pela
fundamentacdo matematica dessa impossibilidade, e sob a orientacdo do professor, fomos
incentivados a explorar teorias mais avangadas, como o Teorema da Curva de Jordan e os

principios da topologia. Essa jornada académica de descoberta foi o ponto de partida para o
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desenvolvimento deste trabalho, que busca entender e demonstrar matematicamente as
limitagdes e solugdes associadas ao problema.

Este problema estd relacionado a teoria dos grafos, inicialmente desenvolvida por
Leonhard Euler (1707-1783) em sua tentativa de resolver o famoso enigma das Pontes de
Konigsberg. No entanto, o foco deste trabalho ndo terd um aprofundamento na teoria dos grafos,
mas sim a interpretacdo do Problema das Trés Casas por meio dos grafos planares e o Teorema
da Curva de Jordan. A questao central deste estudo € investigar o motivo da insolubilidade do
problema no plano bidimensional fornecendo uma demonstracdo para explicar essa
impossibilidade. Além disso, serd explorada a possibilidade de resolver o problema no espaco
tridimensional R3, buscando compreender as condi¢des possiveis para chegar a uma solucio
nesse contexto.

A fim de encontrar uma resposta para nossa pergunta, estudaremos alguns assuntos
importantes ao longo do trabalho para chegarmos a uma conclusao a respeito do Problema das
Trés Casas. No capitulo 1 foram elaboradas algumas tentativas de resolver o problema seguindo
as regras, onde deveriamos ligar os servicos as casas sem que haja cruzamento entre as
tubulacdes. No capitulo 2 a fim de justificar matematicamente a impossibilidade do problema
recorremos ao Teorema da Curva de Jordan para fundamentar o resultado principal. No capitulo
3 exploramos um pouco da origem do nosso problema através da teoria dos grafos e a relagdo
de Euler. No capitulo 4, em busca de uma solucao, resolvemos mudar as regras do problema e
transporta-lo para o espaco tridimensional, onde conseguimos encontrar uma resposta para
nosso questionamento.

Este estudo ndo apenas ilustra a complexidade e a beleza do Problema das Trés Casas,
mas também mostra como a matemadtica, nos ajuda a interpretar e resolver problemas que, a

primeira vista, parecem insoluveis.
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2 ABORDAGENS INTUITIVAS INICIAIS.

O desafio do Problema das Trés casas € conectar as trés casas, as quais denotaremos
aqui por casa A, casa B e casa C, aos trés servigos, que denotaremos por X, Y e Z, sem que as
conexdes dos servicos prestados se cruzem. Intuitivamente parece ser facil de resolver, entdo

vejamos nossa primeira tentativa de resolver o problema.

Figura 2 — Ligacao do servico de gés (X).

Fonte: elaboragédo do autor.
Na Figura 2 fizemos a ligacdo do servigco de gas (X) a todas as casas (A, B e C).

Figura 3 — Ligacdo dos servicos X e Y a todas as casas.

Fonte: elaboracdo do autor.

Na Figura 3 fizemos as ligacdes dos servicos X e Y a todas as casas, faltando agora

ligarmos apenas o servico Z as casas A, B e C. Vejamos entdo o resultado na Figura 4.
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Figura 4 — Ligacao de todos os servigos a todas as casas.

Fonte: elaboracdo do autor.

Observamos que ao ligarmos o ultimo servigo (Z) a todas as casas ocorre o cruzamento
entre os servicos Y e Z, o que impacta na nio solucao do Problema das Trés casas, pois ndo
deveria haver cruzamento entre 0s servigos.

A titulo de ilustra¢do consideremos uma abordagem entre as ligagdes de forma diferente,
trocando a ordem das conexdes iniciais na tentativa de resolver o problema. Vejamos entdo a

Figura 5.

Figura 5 — Ligacdo dos servicos Y e Z a todas as casas.

Fonte: elaboracdo do autor.

Na Figura 5 optamos por iniciar a ligacdo do servigo Y as casas e depois a ligacdo do

servigo Z. vamos agora fazer a ligacdo do dltimo servico.
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Figura 6 — Ligacdo de todos os servigos.

Fonte: elaboracdo do autor.

Observamos que ao tentar mudar a ordem de ligag@o dos servigos ndo mudou 0 nosso
resultado, ainda assim continuamos com um cruzamento entre os servicos X ¢ Y, o que nao
pode ocorrer.

Como ultima tentativa intuitiva, vamos reorganizar as casas € 0S Servicos na tentativa

de encontrar uma solug@o.

Figura 7 — Reorganizacdo das casas e dos servigos.

Fonte: elaboragédo do autor.

Na Figura 7 mesmo ap0s a realocacdo das casas e dos servigos ficou constatado que
ainda acontece cruzamento entre os servicos. Portanto a pergunta que fica €, serd impossivel

encontrar uma solucgdo para este problema?
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A fim de responder esta pergunta iremos explorar a conexdo do problema com o

Teorema das Curvas de Jordan que serd estudado no préximo capitulo com maiores detalhes.
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3 O TEOREMA DA CURVA DE JORDAN.

O “Teorema das Curva de Jordan” recebe esse nome em homenagem ao matematico
Camille Jordan (1838 - 1922), que, no final do século XIX, através dos seus estudos sobre
andlise complexa, obteve o seguinte resultado: Dada uma curva fechada e simples, € possivel
dividir o plano em duas regides abertas, uma limitada e outra ndo, cuja fronteira comum entre
elas € a curva dada. Apesar de parecer um teorema intuitivo, sua demonstracao € um tanto
quanto complexa. A “prova” dada por Jordan (o primeiro a publicar, em 1887) ndo era
satisfatoria, o mesmo admitia o teorema vélido no caso das curvas serem poligonais; o primeiro
resultado satisfatério da prova deste teorema foi dado pelo matematico Oswald Veblen' (1880

- 1960), em 1905.

3.1 DEMOSNTRACAO DO TEOREMA DA CURVA DE JORDAN.

Com o intuito de entendermos melhor a relagdo que faremos entre o Teorema das Curvas
de Jordan e O Problema das Trés Casas, vamos incialmente definir e demonstrar este belissimo
teorema. Neste capitulo iremos assumir que o leitor possui familiaridade com certos tépicos,
além disso indicamos as referéncias (Castro et al.,1996), (Santos, 2010) e (Sobreira; Samuel,

2020) para uma leitura aprofundada.

Teorema 3.1.1 Sejam c : S - R? uma curva de Jordan e M < R? o seu traco.
Entdo, R? — M tem exatamente duas componentes conexas Gy, e Gy, onde uma delas é
limitadada, uma é ilimitada, e M é fronteira comum das duas.

A demonstracao desse resultado serd dividida em trés etapas, sendo que cada uma delas
constitui uma afirmacao para a qual apresentaremos uma demonstragao.

Afirmacio 3.1.2. Para qualquer componente conexa G de R*\M , temos que M =
0G.

Demonstracdo. Em primeiro lugar vamos verificar que G é aberto. Com efeito, sendo
R? — M abertoe G € —M,dadoa € R?> — M, existe ¢ > 0 tal que B (a,&) € R? — M. Mas
B (a, €) é um conexo que contém a, logo B (a, €) € G. Sendo assim, 0G = G N (R? — G).
Uma vez que G # R?,G ndo pode ser fechado (lembremos o leitor que os tnicos abertos-

fechados em R? sdo o @ e o proprio R? ). Assim sendo G # @. Logo, dado p € G implica

! Oswald Veblen foi um matemadtico, geémetra e topélogo estadunidense. Em cujo trabalho se encontra aplicagdo
a fisica atdmica e a teoria da relatividade. Provou o teorema da curva de Jordan, em 1905.
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p € G implica p € M. (claro, se p ndo pertence a nenhuma componente conexa de R? —
M.por definicio p ¢ R? — M). Desta forma, a primeira parte dessa afirmagio estd
demonstrada, ou seja dG < M. Seja agorap € M. Vamos considerar a bola aberta de centro
peraios > 0 arbitririoe mostrarque B (p,€) N G # @,ousejap € G.Com esse resultado
e de posse do fato de que p € R?> — G, temos que p € G N (R? — G) = 3G, de onde
segue que M C 4G, estando entdo demonstrada a afirmacdo. Escolhemos € > 0 de forma tal
que M c B (p,€). Seja S uma circunferéncia de raio r < ¢ e centro p. Sejam ainda A e B 0s
primeiros pontos de intersec¢do de S com M quando se percorre M, a partir de p, nas duas

direcdes possiveis.

Figura 8.

Fonte: retirado de (Castro et al.,1996)

Suponhamos, para melhor fixar as ideias, que p = ¢(0,1), A = c (cosfy, sen 8) e
B = c(cos 64,sen ;) com0 < 6, < 6; < 2m.

Consideremos N = {c(cos 6,sen8); 8, < 6 < 0.}, sendo evidentemente o traco
de um arco de Jordan. Seja q € G. Suponhamos que g € B(p, €), do contrdrio terfamos que
B(p,e) N G # @ e nada mais nos restaria a fazer.

Uma vez que N é o trago de um arco de Jordan, R? — N é convexo. Assim podemos
achar uma curvay : [0,1] » R? — N tal que y(0) = pey(1) =q. Sejam t, = sup{t €
[0,1]; y(t) € S}eqo = y (ty). Observemos que:

sty # lpois,sety = 1,entdo qo = y(1) = q € S, uma contradicio;

* gy € M pois, caso contrario, g, € (M N S) c N, o que contraria o fato de que
qo & N.

Facamos a restri¢do y |[ty,1] : [to, 1] & R? — N. Desta forma,
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Y ([to, 1) © R? — M, pois se y ([to,1]) N M # @, existiria um t; € (ty, 1) tal que
y(ty) € M — N e y(ty) pertenceria ao disco que tem S como fronteira. Consequentemente
existiriaum t, > t, tal que y(t,) € S o que se traduz em um absurdo em vista da defini¢ao
de t,. Assim, ¥ ([to, 1]) é um caminho todo contido em R? — M, estando, portanto, contido
em uma mesma componente conexa, ou seja G. Concluimos desta forma que g € B(p,€) N
G, ficando encerrada a demonstragao.

Afirmacao 3.1.3. Existe g, € R? — M tal que i(qo,¢) = *1.

Demonstracio. Como M é um conjunto compacto, existe uma semi-reta r ¢ R? tal

que M esta contido em um dos dois semi-planos abertos determinados por 7.

Figura 9.

Fonte: retirado de (Castro et al.,1996)

Denotemos por §; e &, tais semi-planos de forma que M C m,. Sejam P € m, e Sy
uma semi-reta de origem P que intercepta M.

Mostremos que M & s;. De fato, suponhamos que M seja uma curva fechada toda
contida em s;. Desta forma, M seria um segmento I = [c(cos 8,,sen 8,), c(cos 0,,sen 0]
com 0 < 0, < 6; < 2m. Neste caso, S! ficaria dividido em dois arcos I} =
{(cos 0,sen0); 8, < 0 < 0:}el2 = {(cosB,senB); 0 < 6 < Byoub; < 6 <
2n} com c(I7) = c(I;) = I, o que contradiz a injetividade de c.

Assim sendo existe uma outra semi-reta s, de origem P que encontra M. Uma vez que
siNM # @es,NM # @, consideremos a; € M Ns; tais que a distancia d(P, a;) seja
minima, (i = 1, 2). Desta forma, a; e a, sdo os primeiros pontos de interseccdo, a contar de

P,de s; e s, com M.
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Sejam 6; < 6, taisque c(cos 0;,sen8;) = a;,i = 1,2. Temos entdo que os pontos
(cos 0;,sen 0;) dividem S; em dois arcos 7 e [,. Sejam M; = c(I;), onde cada M; é o traco
de um arco de Jordan y; . Consideremos os conjuntos

N, = M; U [a,, P] VU [P,a4]eN, = M, U [aq,P] U [P,a;],

que evidentemente sdo tracos de duas curvas de Jordan ¢, e ¢,. Afirmamos agora que,
dadogq € N; U N,, tem-se

(5.1) i(q,c) = i(q,¢1) + i(q,cz)

De fato, oriente N; de modo que a, preceda P e N, de modo que a; preceda P. Nesse
caso, sendo ¢, e ¢, fungcdes angulares para ¢; € ¢, com respeito a g € a uma semi-reta a de
origem ¢, temos que os incrementos de ¢, e @, ao longo de [a,, P] U [P,a4] e [a4,P] U
[P, a,] sdo opostos. Desta forma obtemos a igualdade em (5.1).

Escolhemos agora ¢ € &, no interior do tridngulo a,Pa,. Afirmamos que i(q,c;) =
+1,i =1, 2. Com efeito, dada a semi-reta s de origem g passando por P, esta intercepta c; em
P. Assim, de acordo com o método de determinagdo gréfica do indice de rota¢do de uma curva
plana, segue que i(q,c;) = =1, dependendo da orientag@o escolhida.

A semi-reta oposta a s, denotada por s’ intercepta N; . Do contrdrio, se s' N N; = 0,
existiria a € s’ tal que a € N; . Nesse caso, se a € s' e s; Ns, Ns' = @, entdo a &

la,, Pl U [P,a;]. Como N; = M; U [a,, P] U [P, a,], segue que a ¢ Mi . Uma vez que s; N
M; # @ e M; é o trago de um arco continuo, segue que s, N M = @, pois s’ estd contida na
regido delimitada pelas retas s{, S, € 7, sem no entanto coincidir com nenhuma delas. Assim
sendo, é impossivel obtermos uma curva continua ligando s; a s, sem interceptar s’ . Chegamos
entdo a um absurdo, pois ja haviamos mostrado que s, N M # @. Assims'N N; #@es' N
M; # Q.

Sejam P; e l; ,i = 1,2, 0s pontos da intersec¢do de s’ com M; , respectivamente o mais
proximo e o mais distante de q. Admitamos ainda que P; seja o primeiro ponto em que s’
encontra M (observe que apesar de P; ser o ponto da intersec¢do de s’ com M; mais préxima
de g, isto ndo significa que ele é o primeiro ponto em que s’ encontra M). Tendo em vista que
s'"N n; € M; (poisdadoa € s"ea € N;,comoN; = M; U [a,, P] U [P,a,] segue que
a € M;), podemos escolher g, € §; N's' , com qy € (N; U N;) e tal que l; € [qo, P1], ou
seja qo pode ser escolhido de forma a estar na reta s’ a direita de [;. Além disso, q, pode ser
escolhido de modo que [l1,q0] N M, = @, o que garante que g, esta entre [; e P, ou seja, o
ponto mais distante de g na interseccdo de s’ com M; e o ponto mais proximo de g na

intersec¢do com M,.
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Desta forma, temos que i(qq, ¢;) = 0, pois a semi-reta de origem g, contida em s’ ndo
intercepta N;.

Mostremos que i(qq,c2) = i(q,c;) = 1. Para isso, consideremos o conjunto
reunido do segmento [q, [;], do arco de M; entre l; e P; e do segmento [Py, q]. Esse conjunto
é o traco de uma curva w:[0,1] - R? com w (0) = gy € w (1) = q. Observemos que
w ([0,1]) N N, = @, uma vez que

* [g0,l1] N N, = @, pois q, foi escolhido de forma que gy, [1] N M, = D e [qy, 1] C
s'Nnm.

*M; N Ny, = {a;,a3}.

* [P1,q] N N, = @, pois P; é o primeiro ponto onde a reta s’ intercepta M e é o ponto
mais préximo de q em relagdo a todos os outros pontos onde s’ intercepta M.

Visto que q e g, podem ser ligados por um caminho contido em R? — N,, segue que q
e o estio na mesma componente conexa de R? — N,, donde i(qo,c,) = i(q,c;) = +1.

Como i(qg,c) = i(qq, c1) + i(qo, c;) segue que i(qy, ¢) = *1. Portanto, existe um
ponto g, € R? — M tal que i(qg,c;) = +1.

Afirmacao 3.1.4. R? — M tem exatamente duas componentes conexas, uma ilimitida
de indice zero e uma limitida de indice +1.

Demonstracao. Consideremos inicialmente o caso particular em que o traco M contém
um segmento de reta que denotaremos por [a, b]. J4 sabemos que R? — M tem pelo menos duas
componentes conexas com fronteira comum M. Seja p € [a,b] tal que p # ae p #b.
Considere também o conjunto

A={llp - x|l; x €M — [a,b]}

e seja ¢ = inf A. Vamos mostrar que € # 0. De fato, como € é o inf A, existe uma
sequéncia x, € M — [a,b] tal que ||p — x,|| — &. Considere t; € S tal que c(t;) = p
e suponhamos, por absurdo, que ¢ = 0. Desta forma, pela continuidade da funcdo norma,
deveriamos ter x,, = c(t,) — p,ondet, & (t;, — 6,t; + &) paratodon € N ealgumd >

0. Como S! é compacto, existe tn; tal que tn; = to & (ty — 6,t1 + 6). Desta forma,
teriamos que ta; = to implicando c(tnj) - c(ty). Porém c(tnj) = tn; = D, donde
concluimos que c(ty) = p = c(t;) o que fere a injetividade de c. O absurdo surgiu do fato

de termos considerado € = 0 e portanto, devemos ter € > 0. Desta forma teremos
B(p,e) N {M — [a,b]} = O,

Logo, B(p, €) tem exatamente duas componentes conexas, digamos U; e U,.
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Neste ponto j4 podemos afirmar que R?> — M tem pelo menos duas componentes
conexas Gy e G4 taisque Uy € Gye U; C Gy.Seja agora G uma outra componente conexa de
R? — M.Comop € 0G devemos ter B(p,&) N G # @.Portanto G = Gy ouG = G;. Desta
forma, concluimos que R? — M tem exatamente duas componentes conexas.

Tratemos agora o caso geral. Seja G; uma componente limitada de indice +1. Sejap €
G4 e r uma reta passando por p. As duas semi-retas determinadas por p e r interceptam M pois,
caso contrdrio, o indice seria nulo. Sejam a e b os primeiros pontos, ao longo das semi-retas,
onde a reta intercepta M. Denotemos tais pontos por a = c(cos 8y,senfy) e b =
c(cos 84,sen ;) com0 < 6, <6, < 2m.

Consideremos agora os dois arcos I3 e I, de ST dados por

I = {(cos O,sen0); 8, <0 < 0,}

I, = {(cosB,senB8); 0< 0 <6Oyoub; < 0 <2m}

Sejam M; = c(I;) os tragos de arcos de Jordan correspondentes. Consideremos
também os conjuntos Ny = M; U [b,ale N, = M, U [a,b]. Observemos que N; e N, sdo
tracos de curvas de Jordan ¢; : ST - R? . Cada N; contém um segmento, logo R? — N; tem
exatamente duas componentes conexas, uma limitada L; de indice +1, e outra ilimitada [; de
iindice 0. Lembremos agora que, para todo q # N; U N,, tem-se i(q,c) = i(q,c1) +
i(q, c2).

Nossa intengiio é mostrar que I = R*> — (L; U Ly) e L = L; U L, U (a,b) sdo as
duas componentes conexas de R? — M. Notemos inicialmente que existe £ > 0 tal que
B(p,e)NM = @ e B(p,&) contém pontos de L, e L, e estd contida em L. Temos também
Ly NnL, = @ pois, se existisse g € L; N L, teriamos

i(g,c) = i(q,c1) + i(g,c2) = i(q,¢1) + (g2 C2),

onde gq; € L; sdo escolhidos de forma que q; € B(p,&). Como i(q;,c;)) = %1,
concluiriamos que i(q,c) € {—2,0,2}, o que é absurdo, visto que, como a bola é convexa,
i(q,c) = i(p,c) = %1. Portanto, podemos afirmar que L; € I, e L, C I;.

Vamos agora provar que L € conexo. Como L4, L, e (a, b) sdo conjuntos abertos, L é
aberto e portanto, € suficiente mostrarmos que L € conexo por caminhos. Devemos mostrar que,
dados x,y € L e quaisquer, existe sempre um caminho contido em L ligando x a y. Vamos
supor x € Ly e y € L,, pois os outros casos sao imediatos. Conforme visto anteriormente
existe e > Otalque B(p,e) N M = @ e B(p, <) contém pontos de L; e L, e esta contida em

L.Sejamx, € B(p,e) N Lieyy € B(p,&) N L,. Como L; é conexo por caminhos existe um
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caminho [; contidoem L; < L ligando x a xy. Analogamente, existe 3 ligando y a y,. Como
a bola é conexa por caminhos existe [, contido em B(p,¢) < L ligando x4 a y,. Portanto o
caminho [ que concatena [, [, e 3 estd contido em L e liga x a y. Claramente L; U L, U
(a,b) =L cR?— M.

Mostremos agora que I = R? — (L; U L) é conexo. Para tanto, observemos que
R? — L; é conexo porque L; é compacto e conexo. Também L; N L, = [a, b] é conexo. Essas
observacdes nos permitem concluir que I é conexo. Temos entdo que R2 — M = [ U L, com
leLconexosel N L = .

Assim, R? — M tem exatamente duas componentes conexas, uma ilimitida I de indice
zero e outra limitida L de indice 1. Em vista das trés udltimas afirmacdes, fica entdo

demonstrado o Teorema de Jordan.

3.2 RELACIONANDO O TEOREMA DA CURVA DE JORDAN COM O
PROBLEMA DAS TRES CASAS.

De acordo com as consideracdes anteriores, observamos os seguintes apontamentos:

Definicao 1 Uma curva fechada ¢ em um plano € definida simples se a curva nio tiver
auto intersec¢ao, ou seja, ndo se cruzar entre si.

Definicdo 2 Uma curva fechada ¢ em um plano é definida como ndo simples se a curva
possuir auto intersec¢ao.

Exemplo 1 Na Figura 10 temos uma curva fechada simples, observe que a mesma nao
tem nenhuma interseccdo, na Figura 11 temos uma curva ndo simples, pois intersecta a si

mesma.

Figura 10 — Curva fechada simples
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Fonte: adaptado pelo autor a partir de (Vasconcelos, 2013)

Figura 11 — Curva ndo simples.

Fonte: adaptado pelo autor a partir de (Vasconcelos, 2013).

Uma caracteristica importante das curvas fechadas e simples, se remete a uma
propriedade encontrada no Teorema da Curva de Jordan (Carmo, pag. 474, 2008):

Teorema da Curva de Jordan: Seja c:[0,1] » R? uma curva plana, simples e
fechada. R? — ¢([0,1]) resulta em exatamente duas componentes conexas e c([0,1]) € a
fronteira comum destas componentes.

Corolario 1 Se ¢ é uma curva continua simples e fechada no plano, entdo ¢ divide o
plano em duas regides distintas tendo ¢ como fronteira. Dados os pontos P e Q, em regides
distintas, se unirmos P e Q por uma curva continua | no plano, entio | intersecta c.

Analisaremos entdo a figura através do Teorema de Jordan.

Figura 12 — O Problema das Trés Casas dividido em trés regides.

!

Fonte: adaptado pelo autor a partir de (Cmglee, 2021).

Uma casa € temporariamente excluida. As linhas que conectam as casas restantes com
os servigos publicos dividem o plano em trés regides. Qualquer que seja a regido em que a casa

excluida seja colocada, o servigo publico com sombreamento semelhante esta fora da regido.
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Pelo Teorema da Curva de Jordan , uma linha que as conecta deve interceptar uma das linhas
existentes.

Concluimos entdo, pelo Teorema da Curva de Jordan, a impossibilidade de resolver o
Problema das Trés Casas em um plano bidimensional, uma vez que ao fazermos as ligagdes dos
servicos as casas, ao final sobrard uma casa, que pelo que analisamos anteriormente, ela estard
fora da fronteira ja tracada pela ligacdo dos servicos as outras casas, logo tornando-se
impossivel fazer mais uma ligacdo sem o cruzamento pela fronteira, o que explica a
impossibilidade de resolver o problema.

Serd abordado no préximo capitulo um estudo simplificado sobre o problema tratado

neste trabalho e a teoria dos grafos, a fim de fundamentar melhor este enigma matemaético.


https://en.wikipedia.org/wiki/Jordan_curve_theorem
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4 A TEORIA DOS GRAFOS E O PROBLEMA DAS TRES CASAS NO PLANO
(R?).

Ressaltamos, que neste capitulo, ndo haverd grande aprofundamento matematico, uma
vez que nosso objetivo serd apenas interpretar o Problema das Trés Casas através da teoria dos
grafos. Sendo assim, os apontamentos estudados anteriormente estdo baseados nas referéncias
(Vasconcelos, 2013), (Costa, 2011) e (Sautoy, 2018).

A teoria dos grafos teve suas origens com o notdvel matematico Leonhard Euler (1707-
1783), nascido em Basileia, no norte da Suica. Segundo (Sautoy, 2018), desde cedo Euler
demonstrou grande habilidade com nidmeros e célculos, olhando-os com a mesma naturalidade
com que respirava. Aos treze anos, ingressou na Universidade de Basileia, onde rapidamente
se destacou e se tornou discipulo de “Jean Bernoulli®”.

O Problema das Trés Casas pode ser representado por um grafo bipartido completo K3 3,
onde hd dois conjuntos de vértices: um conjunto representando as trés casas € outro
representando as trés utilidades (4gua, gés e eletricidade). O desafio consiste em conectar cada
casa a todas as utilidades sem que as conexdes se cruzem, usando apenas um plano
bidimensional.

Matematicamente, o grafo K33 € um exemplo cldssico de um grafo ndo planar, o que
significa que ele ndo pode ser desenhado no plano sem que as arestas se interceptem. Essa
impossibilidade é formalizada pelo Teorema de Kuratowski®, que afirma que um grafo é no
planar se ele contiver uma subdivisio de K3 3 ou K5 (0 grafo completo com cinco vértices). No
caso do Problema das Trés Casas, K3 3 € um subgrafo proibido para planitude.

Para melhor entender a limitagdo do problema em R?, podemos utilizar o Teorema de
Euler para grafos planares. Esse teorema estabelece que, para um grafo conexo planar com V
vértices, A arestas e F faces, a seguinte relagdo é valida:

V—-—A+F=2

No caso do grafo bipartido K3 3, sabemos que V' = 6 (trés casas e trés utilidades) e A =
9 (uma conexao de cada casa para cada utilidade). Ao aplicar a férmula de Euler, vemos que
ndo hd como satisfazer a equacdo com A = 9, pois seriam necessdrias cinco faces, F = 5,

porém neste problema cada face é formada por 4 arestas, logo seria necessario um total de 10

2 Jean Bernoulli, matematico e médico suico, nascido em 1667, natural de Basileia, e falecido em 1748. O
impacto dos resultados das suas investigacdes levou-o a ser conhecido como o "Arquimedes do seu tempo”

3 Kazimierz Kuratowski, foi um matematico polonés. Seu campo principal de pesquisas foi légica, trabalhou na
drea de topologia e teoria de conjuntos. Ele é mais conhecido por seu teorema dando uma condi¢ao necessaria e
suficiente para que um grafo seja planar.
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arestas para formar estas cinco faces, o que se torna impossivel pois sé temos 9 arestas
disponiveis para fazer as ligacdes dos servicos com as casas, o0 que prova que o grafo ndo pode
ser planar. Ou seja, ndo € possivel desenhar K33 no plano sem cruzar as arestas, 0 que
matematicamente justifica a impossibilidade de resolver o problema das trés casas no plano.

A relagdo entre o Problema das Trés Casas e grafos planares reside no fato de que o
grafo que representa o problema, K3 3, ndo pode ser desenhado de maneira planar, evidenciando
a impossibilidade de se resolver o problema no plano bidimensional. Essa conexao exemplifica
de forma clara o conceito de grafos ndo planares e a importincia de teoremas como o de
Kuratowski e de Euler para o estudo da planitude em grafos.

No entanto, observando o mundo real este problema tem solucao, pois os servicos de
dgua, gds e eletricidade em momento algum se cruzam definitivamente, portanto veremos
posteriormente, a analise deste problema no espago tridimensional (R?), onde restricdo de
planitude nao se aplica, permitindo que o problema seja resolvido em um espaco tridimensional,

o que explora as particularidades topoldgicas entre diferentes dimensdes.
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5 ANALISANDO O PROBLEMA DAS TRES CASAS NO ESPACO (R3).

Relatado nos capitulos anteriores, vimos que ndo tem solu¢do para o Problema das Trés
Casas, tanto por meio dos Grafos Planares como pelas Curvas de Jordan no R2.

Podemos ir além do R? para encontrar uma possivel soluciio para esse problema. Se
comecarmos a pensar no Problema das Trés Casas sendo um problema analisado no espago
tridimensional R3 .

A fim de exemplificar a resolucio do problema no espaco (R3), usaremos o corpo
geométrico toroide, Figura /3, mais conhecido como Toro, ele pode ser construido
matematicamente como o produto de dois circulos, o que significa que cada ponto de um circulo
¢ combinado com todos os pontos de outro circulo, criando uma superficie fechada e

tridimensional. O toro € um exemplo de um objeto topoldgico.

Figura 13 — Toroide.

Fonte: elaboragéo do autor.

Na topologia, um homeomorfismo, de maneira simplificada, seria preservar as
propriedades topoldgicas dos espagos, ou seja, ele transforma um espago no outro sem
"rasgar" ou "colar" partes, apenas distorcendo ou esticando. Por exemplo, uma xicara de café
com alca e um toro (rosquinha) sdo homeomorfos, porque € possivel deformar uma xicara em

um toro sem cortar ou colar. Veja a Figura 14.
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Figura 14 — Toro visto como a superficie de uma xicara.

$ePoc

Fonte: retirado de (Scient figure, 2015).

Ao representar o Problema das Trés Casas no Toro ao invés de no plano bidimensional,
vamos ter dois tipos da Curva de Jordan cujo complemento € conectado por arcos, sendo
possivel chegarmos a uma solu¢do do problema em estudo, quando utilizamos uma figura
geométrica contendo um orificio, como o Toro, permite representacdes de um grafo ndo planar.
A partir do momento que temos uma dimensdo a mais, este fato traz a possibilidade de
solucionar o problema. Como mostrado na Figura /5, temos a possibilidade de ligar as casas

com as utilidades através das “alcas” que temos na nossa figura.

Figura 15 — Representacdo do problema no toro.

Fonte: retirado de (Wikipedia, 2024).

Portanto, evidenciamos que ao mudar as regras do problema e levi-lo ao espaco

tridimensional (R?), conseguimos elaborar uma maneira criativa de chegar a uma solugio.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

No presente trabalho apresentamos uma solug¢io para o enigma das Trés Casas, para tal
feito foi necessdrio o estudo e andlise bibliografico dos assuntos abordados, tentando formalizar
de maneira mais clara possivel o entendimento de tais conceitos apresentados.

Assim, como resultado, vemos que realmente ndo existe solucao do problema no plano
bidimensional, isto foi provado através do Teorema da Curva de Jordan e a Teoria dos Grafos.
Entretanto, podemos ter uma solu¢do quando trabalhamos com esse problema no espaco
tridimensional, utilizamos como exemplo o corpo geométrico Toro, no mesmo podemos fazer
as devidas ligacdes sem que haja quaisquer cruzamentos.

Consideramos que, com as conclusdes que chegamos durante o trabalho o leitor possa
seguir estudando outras aplicagdes desta temadtica, como por exemplo, de que forma este
problema pode ser resolvido por meio da Fita de Mobius* ou quais caracteristicas seriam

necessdrias para tornar esse problema impossivel no espaco tridimensional (R3).

4 Uma fita de M6bius ou faixa de Mobius é um espago topoldgico obtido pela colagem das duas extremidades de
uma fita, ap6s efetuar meia volta em uma delas. Deve o seu nome a August Ferdinand M&bius, que a estudou
em 1858
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APENDICE A - NOTACAO

S - Circunferéncia de centro na origem e raio unitdrio
dG - Fronteira do conjunto G

G- O fecho do conjunto G

R2- Plano Cartesiano

R3- Espago Cartesiano

R2?\M - Diferenca entre os conjuntos R%?e M

[a, b] - Intervalo fechado de extremos a e b

w([a, b)) - Imagem da fun¢do w no intervalo [a, b]
d(P, < Q) - Distancia entre os pontos P e Q

[P — Q|| - Normade P — Q

inf A - infimo do conjunto A

sup A - Supremo do conjunto 4

(x,,) - Sequéncia x,,
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