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RESUMO

O processo de ensino e aprendizagem da Matematica associado ao estudo de matrizes é,
nao de forma generalizada, considerado dificil e muitas vezes desvinculado da realidade
humana por uma parte consideravel do alunado, pelo fato do engessamento de metodologias
tradicionais de capacitagao curricular que estao limitadas ao desenvolvimento de abordagens
didatico-pedagdgicas unicamente numéricas. Com base nisso, o presente trabalho busca
apresentar multiplas aplicagoes de matrizes, havendo um direcionamento especifico para
trés campos de estudos: Teoria dos Ntumeros, Criptografia e a Computacao Gréfica. O
estudo é uma pesquisa de natureza bdsica, exploratéria, de abordagem qualitativa e
procedimento bibliografico que contempla quatro aplicagoes de matrizes: Criptografia
- Cifras de Hill, imagens binérias, algoritmo de Euclides estendido e transformacoes
geométricas bidimensionais. Ademais, os resultados permitem a formacao de um ensino
de Matematica significativo ao mostrar como as matrizes podem estar incorporadas em

diversos objetos matematicos, principalmente aqueles mencionados nesta monografia.

Palavras-chave: Algoritmo de Euclides Estendido; Aplicacoes de Matrizes; Criptografia;

Ensino de Matematica; Imagens Bindrias; Transformacoes Geométricas.



ABSTRACT

The process of teaching and learning Mathematics associated with the study of matrices
is, not generally, considered difficult and often disconnected from human reality by a
considerable part of the student body, due to the rigidity of traditional methodologies
of curricular training that are limited to the development of solely numerical didactic-
pedagogical approaches. Based on this, this work seeks to present multiple applications of
matrices, with a specific focus on three fields of study: Number Theory, Cryptography and
Computer Graphics. The study is a basic, exploratory research, with a qualitative approach
and bibliographic procedure that includes four applications of matrices: Cryptography -
Hill ciphers, binary images, extended Euclid algorithm and two-dimensional geometric
transformations. Furthermore, the results allow for the development of meaningful Mathe-
matics teaching by showing how matrices can be incorporated into various mathematical

objects, especially those mentioned in this monograph.

Keywords: Extended Euclid’s Algorithm; Applications of Matrices; Encryption; Mathe-

matics Teaching; Binary Images; Geometric Transformations.
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1 INTRODUCAO

Com as crescentes mudancas no cenario social, econémico e sobretudo educacional
das escolas em pleno século XXI, que integra tecnologias e recursos humanos variados, é de
fundamental importéncia que a construcao do conhecimento seja sistematizada por ideias,
fatos e investigagoes cientificas que permitam atribuir significados para as miltiplas formas
de pensar, interagir e organizar saberes, desvinculando-se de técnicas de memorizacao do

ensino tradicional que outrora era considerado adequado.

O ensino de Matematica frequentemente deixa lacunas quando conceitos sdo
apresentados como verdades absolutas, limitando questionamentos e possiveis descobertas
cientificas por parte de alunos e professores. Isso ocorre porque, por razoes diversas, muitas
vezes nao ha o interesse em explorar a origem das bases tedricas dos contetidos abordados
em sala de aula. No entanto, é justamente essa investigacdo sobre as raizes dos conceitos
que pode despertar a curiosidade e o pensamento critico dos alunos, incentivando uma

compreensao mais profunda e significativa da Matematica.

Polya (1995) argumenta que o docente que almeja desenvolver nos discentes a
habilidade de solucionar problemas deve, antes de tudo, despertar neles a curiosidade para
enfrentar desafios. Além disso, é essencial oferecer oportunidades para que os alunos prati-
quem e exercitem essa habilidade de forma autonoma, construindo assim um aprendizado
mais produtivo. Em uma perspectiva semelhante, Santos (2008, p. 28) reforga essa ideia
ao destacar que “[...] as atitudes e falas do professor contribuem significativamente para a
formacao de opinides na escola basica, repercutindo e moldando os significados atribuidos

pelos alunos”.

Outra situagado recorrente nas aulas de Matematica é a mecanizacao de célculos
sem finalidades especificas. O aluno que faz o uso do livro didatico ou de qualquer
outro material pedagogico sem conhecer a génese de cada componente curricular acaba
ficando bloqueado ao desenvolvimento de habilidades bésicas, apresenta dificuldades de
interpretacao contextual, desmotivado devido a repeticao exacerbada de exercicios e com

raciocinio 16gico limitado (Jacobik, 2010).

As matrizes inicialmente, na Educacao Bésica, sao estudadas no segundo ano do
Ensino Médio, geralmente através da apresentacao de sua forma genérica, principais tipos
e algumas aplicagoes a depender do material disponibilizado pela escola, grade curricular
e prioridades estipuladas pelo professor regente no inicio do ano letivo para atender outras

caréncias estudantis. Além disso, no Ensino Superior, elas sao usadas como ferramentas de
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ensino, pesquisa e modelagem de situagoes-problema em disciplinas como Algebra Linear,

Célculo Numérico e Calculo Diferencial e Integral.

A motivagao central da construgao desta monografia foi a participagdo na monitoria
de Matematica Basica II, disciplina do terceiro periodo do Curso Superior de Licenciatura
em Matematica do Instituto Federal da Paraiba - Campus Cajazeiras, que abrange em
sua ementa técnicas de resolugao de sistemas lineares, determinantes e matrizes, mas
sem incluir diretamente as aplicacdes dos contetudos selecionados. A monitoria é uma
pratica académica destinada para apoiar os estudantes em fase inicial de aprendizagem
com atividades complementares (tira-davidas em horarios extraclasse, organizagao de
materiais, promogao de discussoes, trocas de ideias, etc) intermediadas por um tutor que

atua em parceria com o professor titular (Frison, 2016).

Ainda sobre a monitoria de Matematica Basica II, os encontros eram realizados
no formato hibrido (presencial e/ou online) com o predominio de resolugoes de questoes
de vestibulares, olimpiadas de Matematica e concursos. No entanto, como a maioria dos
exercicios nao eram contextualizados, exigindo uma interpretagdo mais objetiva, surgiu
a pergunta norteadora que possibilitou a investigacao deste trabalho: Como as matrizes
podem ser aplicadas em diferentes dreas do saber que utilizam a Matematica como

fundamento tedrico ou ferramenta de ensino?.

Quanto a organizagao, no segundo capitulo (2), ap6s a introdugao, sao apresentados
os principais tipos de matrizes, suas configuragoes, propriedades, topicos de Teoria dos
Numeros e um recorte historico do conceito de matrizes, comecando pelo desenvolvimento
de sistemas lineares para resolver problemas do dia a dia em diferentes civilizac¢oes, passando
em seguida para a formacao do célculo do determinante por varios matematicos ao longo

do tempo.

Posteriormente, no terceiro capitulo (3), quatro aplicagoes de matrizes sdo apresen-
tadas com o proposito de mostrar como elas podem ser empregadas em varios objetos de
conhecimento, de inicio temos as Cifra de Hill que possibilitam a codificacao e decodificacao
de mensagens secretas, a relagdo entre matrizes e imagens bindrias/booleanas, a combina-
¢ao da Identidade de Bézout e o célculo do Méaximo Divisor Comum com o Algoritmo de
Euclides estendido, encerrando com transformacgoes geométricas bidimensionais. Por fim,
no quarto capitulo (4) estdo as consideragoes finais, reforcando os objetivos da pesquisa,
algumas criticas e apontamentos de novas aplica¢oes que podem ser teméaticas de outros

trabalhos académicos.
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Objetivo geral

Apresentar as multiplas aplicacoes de matrizes em diferentes areas do conhecimento,
desde a Teoria dos Numeros, Computacao Grafica e a Criptografia, demonstrando a

versatilidade delas enquanto ferramentas matematicas.

Objetivos especificos

Compreender a aplicabilidade do uso de matrizes em algoritmos criptograficos, em

especial as Cifras de Hill;

Abordar como as matrizes sao usadas para representar e manipular imagens binari-

as/booleanas;

Determinar o maximo divisor comum entre dois nimeros inteiros z e y e a Identidade
de Bézout x-m+y-m = mdc(z,y), (m,n) € Z, usando o Algoritmo de Euclides
Estendido;

Explorar o papel das matrizes na realizacao de transformagcoes geométricas bidimen-
sionais, como a rotac¢ao, expansao, contragao e translagao, fundamentais em areas

como a Computacao Grafica e a Robética.

Metodologia

Este trabalho é caracterizado como uma pesquisa de natureza basica porque visa

construir novos conhecimentos a partir de verdades e interesses universais ja desenvolvidos

ou em desenvolvimento pela ciéncia, exploratéria em relagao aos seus objetivos pelo

fato de vale-se de uma investigacao que possibilita uma maior familiarizagdo com um

determinado assunto e de abordagem qualitativa com generalizagoes e entendimentos que

nao exigem métodos estatisticos ou probabilisticos (Prodanov, 2013). Ademais, é adotado

um procedimento bibliografico, para Gill (2002, p. 44):

A pesquisa bibliogréafica é desenvolvida com base em material ja elaborado,
constituido principalmente de livros e artigos cientificos. Embora em quase
todos os estudos seja exigido algum tipo de trabalho dessa natureza, ha
pesquisas desenvolvidas exclusivamente a partir de fontes bibliogréaficas.

As referéncias bibliograficas s@o, em maior parte, obras cujos contetdos sao

ministrados em cursos de Algebra Linear, Teoria dos Numeros, Histéria da Matematica
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e em programas de aperfeicoamento de professores como o Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional (PROFMAT).
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo sdo abordadas as bases tedricas que sustentam os resultados
apresentados no capitulo (3). As definigoes, propriedades, teoremas e outros objetos
matematicos associados ao estudo de matrizes e de alguns assuntos de Teoria dos Niimeros
sdo proveninentes de pesquisas em lezzi e Hazzan (2013), Lipschutz e Lipson (2011), Hefez
(2016) e Domingues e lezzi (2003). Ademais, no final do capitulo sdo apresentadas algumas

informagoes histoéricas.

2.1 Definicao de matriz e sua representacao genérica

Defini¢ao 1. Uma matriz é um agrupamento retangular de niimeros reais (ou nao), que
estao dispostos em m linhas e n colunas conforme a representacao da equagao (1), cuja

ordem, ou dimensao, é expressada por m X n.

ail a2 ... Qin
a1 a2 ... a
men: . . . :n (1)
am1l am2 ... Amn
Exemplos de matrizes:
1 4 1 10 8
1 85
Asxz3=12 10 0 B3yxo= 112 7 Coxz = 9 6 4
3 8 7 9 6

Observacgoes:

i) Quando a quantidade de linhas e colunas é igual, ou seja, m = n, a matriz é classificada

como quadrada e para este caso a sua ordem corresponde a tal igualdade.
i1) Podem ser formadas por parénteses ( ), colchetes [ | ou barras verticais duplas || ||.

ii1) Cada elemento genérico de uma matriz é denotado por a;j, ¢ é a indicacdo da linha, j
a coluna em que o elemento estd localizado e a corresponde a letra mintscula designada

para a matriz.

iv) As linhas sdo enumeradas de cima para baixo (1 a m), enquanto que as colunas sao
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enumeradas da esquerda para direita (1 a n).

v) As matrizes também podem ser formadas por determinadas leis de formagao em fungao

de i e de j. Na equagao (2) temos uma matriz C' = (cj;)4, 5 tal que ¢;; = %452,

2 5 10
C=|5 8 13 (2)
10 13 18

2.2 Operagoes aritméticas com matrizes

Os elementos de uma matriz ou sao alterados ou reposicionados para atender o
desenvolvimento de situagoes-problema com diferentes niveis de complexidade e necessidade.
Estas mudancas ocorrem com a subtragao, adicao e multiplicagao de matrizes conforme

exposto a seguir:

2.2.1 Adigao/Subtracao de matrizes

Definicao 2. Sejam A = [a;j] e B = [b;;] duas matrizes de ordem m x n. A soma ou a

diferenca dos elementos de A e B ira resultar em uma terceira matriz C' = [c;j], . :

ail a2 ... Gy bir b2 ... bip
ALB - a?1 CI/‘QQ .. a?n n bor boy ... boy,
am1 am2 ... Amnp bni bm2 ... bmn
a1 £b11  aipEbio aip £bip
ALB a1 £ba1  azr b a2n & boy
am1 £bm1  am2 £ bm2 A £ by
c11 C12 Cln
ALB C21 €22 C2n
Cml Cm2 Cmn

Duas ou mais matrizes s6 podem ser adicionadas ou subtraidas se possuirem

a mesma ordem, caso contrario, elas nao sao consideradas conformes, inviabilizando a
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realizacao das operagoes mencionadas. A mesma condicao ¢é utilizada para afirmar que
duas ou mais matrizes sao iguais, acrescentando a exigéncia de possuirem os mesmos

elementos em posicoes correspondentes.

17 8 7
17 4 7
Questao 1: Dadas as matrizes A = (1 2), B= (3 7), C=|3 4leD=|4 3].
4 4 0 6
Determine A+ B, B—A, C+De A-C.
Resolugoes:
1 4 7 5 14
i) A+B = + =
1 2 3 7 4 9
4 7 1 0
it) B—A = — =
3 7 1 2 5
7 8 14
i) C+D = |3 4|+|4 3|=|7 7
10
17 LT
w)A-C = -3 4] =
| (1 2) 39
4 4
Propriedades:
1. Amsxn £ Bmxn = Bmxn iAmxn?
2. Amxni (Banimen) - (Aanj:Ban) iCan;
3. Existe um elemento neutro Ny,x, (matriz nula) tal que Ayxn £ Npxn = Nmxn £

Amxn = Amxn;

4. Existe um elemento oposto — A, xp, de modo que Ay xn + (—Amxn) = (—Amxn) +

(Amxn) = Nmxn (matriz nula);

5. Existe um elemento de cancelamento L, x, tal que A;yxn & Limxn = Bmxn £ Limxn

se, e somente se, Ay,xn = Bmxn-

2.2.2  Multiplicagao de matrizes

Definicao 3. O produto de duas matrizes A = [a;;] e B =[b;] .. soépossivel se a

quantidade de colunas de A for igual a quantidade de linhas de B, resultando em uma

mXxn nxz
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matriz C' = [cj;], .., multipicando os elementos das linhas de A pelos elementos das colunas

de B. E importante destacar que a ordem de resolucao tomada no produto AB é relevante,
uma vez que as matrizes A e B podem ser comutaveis ou ndo. As operagoes abaixo sao a

generalizacao do produto AB.

all a2 A QA1n
a1 a2 ... Qa2 bi1 b2 ... by ... b1
bo1r bog ... boi ... bo,
A-B = J
;1 (07%) A (077
bui bpa e bnj . bns
Aml AaAm2 Amn
n n n n
S ag-bgr > arg by > ayy - bgj > ayy - b,
k=1 k=1 k=1 k=1
n n n n
D agk-brp D ask b > agg by > agg - by
k=1 k=1 k=1 k=1
A-B
n n n n
Y aip-bpr Y ak - bro > a - b > - by
k=1 k=1 k=1 k=1
n n n n
Dk brr D g bio > i b > i bz
k=1 k=1 k=1 k=1
c11 c12 c1j C1z
C21 €22 c2j 22
A-B
Ci1 G2 Cij Ciz
Cml Cm2 Cmyj Cmz

As multiplicagoes também podem ser realizadas através de subdivisoes dos ele-

mentos das matrizes A e B em submatrizes. Contudo, as colunas da matriz A e as linhas

de B devem ser divididas da mesma maneira.

Questao 2: Calcule o produto AB, sabendo que A=

as em matrizes menores.

Resolugao:

~N &~
co Ot N
O S W

5

4
=16 7|, subdivindido-
8

9
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As-B1+Ay-Bg A3 -Bo+ Ay+ By

1 21 |3 4] |b

A-B=|]4 5 |6 6] |7 (3)
78 Jo]) \l§ |9

A B— (A1)2xz (A2)2x1) [(Bi)axi (B2)2xi )
(A3)i1x2 (A4)ix1 (Bs)ix1 (Ba1)ix1
A - ) . )

A B 1-B1+As-Bg  A1-Bo+ Ay 34) (5>

40| |46 40 46
A-B=|194] 1109 | =1| 94 109 (6)
48| [172| 148 172

Propriedades:

L. (Amxp+ Bmxp)  Cpxz = Amxp - Cpxz+ Bmxp: Cpxz;

2. Apxm - Bmxm 7 Bmxm - Amxm (H& casos em que A e B sdo comutéveis);

3. Amxn (Bnxp Cpxz) = (Amxn - Buxp) - Cpxz;

4. k- (Amxn - Bnxp) = Amxn - (k- Bpxp) = (k- Amxn) - Buxp, k €R;

5. Existe um elementos neutro Ip,xm, tal que Apxm - Imxm = Imxm - Amxm = Amxm.

6. A existéncia do produto Ay,xn - Brxp = Omxp (matriz nula) nao significa que A e B

sao ambas matrizes nulas.

Quando a multiplicagao é realizada por um ntmero real h a partir de uma matriz
Apxn, & matriz resultante serda encontrada multiplicando-se h por todos os elementos de

Amxn segundo a generalizagao abaixo:

aip a2 ... din
WA = h a1 a2 ... 0Qa2n
Gml aAm2 ... amn

h-au h-alg h~a1n

oA — h-a21 h-(ZQQ h-agn

h-am1 h-amz h-amn
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Propriedades da multiplicagado de uma matriz por um valor real:

1. d'<Am><n+Bm><n):d'Aan+d'Ban7 dGR;
2. (d+6)'Aan:d‘Aan+e‘Aan, (e,d) GR,
3. d-(e-Amxn) = (d-€)- Apmxn, (e,d) €R;

4. Existe um numero real p tal que p- Apixn = Amxn.

1 2 8 7
Questao 3: Determine se as matrizes A = (4 ) e B= (17 6) sdo comutaveis e em

seguida calcule 2- A - B.

Resolucao: As matrizes A e B nao sao comutativas, pois
1 2 —
4B — (8 7 _ 42 5
4 8 17 —6 168 —20
BoA — 8 7 (12 _ 36 T2
17 —6 4 8 -7 —14

ooam — o (P 2) (8 7
4 8) \17 -6
ooap - (2 4). (8 7
8 16/ \17 —6

9. 4.5 — 84 —10
336 —40

Ademais,

2.3 Classificacao de matrizes

Na literatura existem diversos tipos de matrizes, cada uma com sua configuragao
e caracteristicas. Algumas que aparecem recorrentemente em problemas da Matematica

sao a transposta, inversa, identidade, nula, coluna e linha.
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2.3.1 Matriz transposta

Definicao 4. (51)T = [Sijlimxn

[55i],,«m Quando as linhas e as colunas de S7 sao permutadas para originar (Sl)T. No

é uma matriz transposta em relagdo a uma matriz (S7) =

tocante aos elementos de (S1) e (S1)7 temos que [1567] 0 = [5il,y 5, PATA quaisquer 7 e j.
Notacao matricial:
S11 S12 ... Sin S11 S21 ... Smil
$91 S99 ... 89 S12 S92 ... 89
S = "l oe ST = "
Sml Sm2 --- Smn Sin S2n .-+ Smn
Propriedades:
L. (Agxm)T = Amxn;
2. (Apxn Bmxn)T = Agxm + ngm;
T T
3. (y ) Anxm) =Yy Anxrmy €R;

4. (Amxn'Ban)T :BT 'AT

VXN nxm:?

5. I = Lnxn;

1 2 3 1 11
Questdo 4: Sejam A= |4 5 6|eB=|0 1 0]. Forneca G = (A")T +B?.(A-B)T.
789 3 41
Resolugao:
G = (AN +B%.(A-B)T
1 2 3 1 11 1 11 1 0 3 1 47
G = [45 6|+[0 10 010 114 2 5 8
789 3 41 3 41 1 01 3 69
139 308 477
G = 19 38 57

248 543 838
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2.3.2 Matriz inversa

Definicao 5. A, «, é denominada inversivel se existir uma segunda matriz Sy, x, que

satisfaca a equacao (7).

Snxn'Aan:Aan'Snxn:]nxn (7)
Se a existéncia de Sy« for viavel, entdo S, xn € a inversa de A, «, € é Unica. E
comum que os elementos de S;, x5, geralmente sejam determinados por 3 métodos: Sistemas

lineares, operacoes elementares ou inversibilidade por matriz adjuntal (ver equagao 8)

_adj(A)
~ det(A) ®)

A—l

Propriedades:

L. (Anxn : ann)_l = B;;n ’ A;>1<n’

Demonstragio. Se a inversa de (Ayxn - Bpxn) existir ela sera tinica de modo que
(Agin ) Bgin) ) (Anxn ’ ann) = (Anxn ' ann) ' <A77>1<n : Bgin) Note que:

(B;in ) A;Dl(n) ) (Anxn : ann) = Br;}n ) <A7;>1<n ) Anxn) *Bpxn = Br:in *Bpxn = Inxn
(AanBan)(B;inA;in) = Anxn' (ann'B_l )'A_l Anxn'A_l Inxn

nxn nxn — nxn

Portanto, (Apxp - ann)fl = Brfxln‘Ail

nxn:

2. (Apxn®Bnxn) 1 # AL +BL -

nxn nxn»

3. (AL ) = Ann:

nxn

Demonstracao. Trivialmente I;}n = Ihxn € Agin-Aan = Inxn (caso a inversa

exista). Logo,

A;}(R-Aan = Ian

(At Anxn) ™ = (Inxn) ™
Apin (Axn) ™ = Inxn
Apsn Ansen - (Akn) ™ = Anxen
(A;in)_l = Anxn

1 E sugerida a leitura de Howard e Rorres (2012, p. 111).
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1
4 (U Ann) =~ A u ER e u £ 0;

5. (Apkn)” = (Aln) ™
Demonstrag¢io. Admitindo que Agin-Aan = I«xn € sabendo que ngn = Inxn,
entao:

Agin-Aan = ]n><n

(A;inAnxn>T = Irj;xn

Arj;xn(Ar:in)T = Ipxn

(Amcn) ™ Al (A%)” = (A7) ™" i
(Apen)’ = (An)™!

[ |

6. A inversa de A, x, existe se o determinante? de A for diferentes de zero;

7. Se A1 existir, entao Ay xn - Buxp = Anxn - Cnxp se, € somente se, By xp = Cpxp-
- . 3 5
Questao 5: Encontre a inversa de D = Sk

b
Resolugao: Como det(D) # 0, entdao D é inversivel. Admitindo que £ = (a d) seja a
c

inversa de Dayo, entdo:

b 3 5) o b _(3a+5c sb+5d) (10
e VA “\7a19c +94)  \o 1
a b 3a+T7b 5a-+9b 1 0
E 'D = . = =
X2 <c d) 3+ 7d 5c+9d> 0 1)

Logo,

3a-+5¢c 3b+5d
7a+9¢ T7b+9d

|

2

uma matriz de ordem 2 ou superior.

3a+T7b Ha-+9b
3c+7d 5¢+9d

) = Foyo =

5
8
3

8

Em Iezzi e Hazzan (2013, p. 82-120) estao os meios de resolugdo quanto ao célculo do determinante de
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2.3.3 Matriz identidade

Defini¢ao 6. Uma matriz identidade (também chamada matriz unidade) U = [u;],. .,

apresenta todos os elementos da diagonal principal iguais a 1, enquanto que os demais sao

todos iguais a zero.

0
1 1 i—i
=1
e R UﬂXnZ[umnxn:{o, i#]
0 00 1

2.3.4 Matriz nula

Definigao 7. O = [o0;;]

Zero.

mxn € Uma matriz nula se todos os seus elementos o;; sao iguais a

0

0
Omxn=10 0 0 ... 0
000 ...0

2.3.5 Matriz coluna

Definicdo 8. E toda matriz C' = [cij],,«1 due apresenta apenas uma coluna.

C11
€21
€31

C41

Cml
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2.3.6 Matriz linha

Defini¢ao 9. L = [l;j],,,, ¢ uma matriz linha porque contém somente uma linha e n

colunas.

L=(h1 he ... l1)

2.4 Topicos de Teoria dos Niimeros

2.4.1 MDC: Maximo Divisor Comum

Definigao 10. De acordo com Hefez (2016, p. 74), “[...] um nimero inteiro d sera dito
um divisor comum de a e bse d|a e d|b”, assumindo que a e b sejam nimeros inteiros
iguais ou nao. A partir desta definicdo, um nimero inteiro f > 0 serd chamado mdximo

divisor comum (mdc) de outros dois, ou mais, inteiros a e b caso atenda dois critérios:

o 1° Critério: flae f|b;

o 2° Critério: Sep|aep|b, entdao p| f, p € Z.

O mdc é utilizado em contextos problematicos que necessitam da divisao em
partes iguais e com a maior quantidade possivel de elementos envolvidos. O recorte de
pecas metdlicas em industrias, a distribuicdo de funciondrios de uma empresa em turnos
de trabalhos e a cobertura de pisos com ladrilhos sao alguns exemplos em que o maximo
divisor comum torna-se importante para o cumprimento de exigéncias formais ou informais
relacionadas a economidade de recursos. A seguir estao as principais proposigoes, lemas,

propriedades e exemplos para o cdlculo do mde (Domingues; lezzi, 2003).

PROPOSICOES:

Proposicao 1. [Identidade de Bézout| Para todo par ordenado (x,y) € Z existe um
segundo par ordenado (c¢,d) € Z, nao tnicos, tal que mde(z,y) =z (c)+y- (d).

Proposigao 2. Se x e y forem nimeros inteiros coprimos entre si, entao a Identidade de
Bézout correspondene é z-(c)+y-(d) =1, (¢,d) € Z.

Proposigao 3. Caso s = mdc(z,y), (z,y) € Z, entdo mdc (:U,y)
s's

_ mdc(z,y) 1
— )
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LEMAS:

Lema 1. Sejam x e y niimeros inteiros, com x restritamente positivo. Se por hipdtese x

divide y, entao mde(x,y) = .

Demonstragio. De fato, é trivial que x | z, x > 0, e por suposigao é conhecido que z |y
(Critério 1). Se z e y apresentarem um divisor inteiro z em comum, ou seja, z |z e z |y
(Critério 2), é notério que z | z.

Lema 2. Pela divisao euclidiana (ver Definigao 12), dados « e y inteiros quaisquer existem
outros dois inteiros tnicos ¢ (quociente) e r (resto) de modo que r = x —y- ¢, resultando na

equivaléncia de que o maximo divisor comum g = mdc(z,y) apenas se, e s6 se, g =mdc(y,r).

PROPRIEDADES: Para todo (z,y) € Z, ndo ambos iguais a zero, sdo validas as

igualdades abaixo:

1. mdc(z,y) = mdc(y, x);

2. mdc(0,z) = mdc(x,x) = |x|;

3. mde(z,y) = mde(—z,y) = mdc(x, —y) = mde(—z, —y);
4. mde(z",y") = mdc(z,y)", n € N;

5. mde(z,y) = mde(z+y,y);

6. mde(x,y) =mdc(z+k-y,y), k € Z;

Demonstrag¢io. Seja d = mdc(x,y). Por linearidade, como d | z e d | y, temos que
d|(x+k-y), k € Z. Sendo assim, d ¢ um divisor comum entre y e (x+k-y). Para
provar que d = mdc(z+k-y,y), basta verificar que d é o maior dos divisores comuns
entre tais nimeros. De fato, se ¢ é um outro divsor comum entre x e (x +k-y), entao
clyec|(x+k-y), novamente, por linearidade, segue-se que ¢ | [(x +k-y) — (k-y)],
portanto ¢ | z, como ja sabfamos que ¢ |y, concluimos que ¢ é um divisor comum
entre z e y, mas tendo em vista que d ¢ o maximo divisor comum entre x e y, entao
¢ <d. Por fim, d =mdc(x+k-y,y). [

7. mde(n-xz,n-y) =n-mdc(z,y), n € N.
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Questao 6: Calcule o mdc(924,7980).

Resolucdo: Com a decomposicio em fatores primos verifica-se que 924 =22.3.7-11 ¢

7980 = 22-3-5-7-19. Os tnicos fatores em comum em ambos os ndmeros sdo 22, 3 e 7,
logo mdc(924,7980) = 2237 = 84.

2.4.2  Congruéncia modular

A congruéncia modular, ou aritmética modular, é uma das subareas de estudos da
Teoria dos Ntimeros que analisa as relagoes envolvidas entre os restos da divisao de niimeros
inteiros. Ela é aplicavel em problemas da Matematica que trabalham com calendarios,

padroes geométricos, sistemas criptograficos, notas musicais e outros fenénemos periédicos.

Definicao 11. Dados a,b € Z é dito que a é congruente, ou congruo, em relacao a b

moédulo m, m € Z7, se, e somente se, m dividir a diferenca entre a e b. Notacao:
a=b (modm)+—mla—0> 9)

Propriedades: Para quaisquer a,b,c e d € Z sao verdadeiras as congruéncias abaixo:

1. a=a (mod m);
2. a=b (mod m) e b=c (mod m) = a=c (mod m);
Demonstragio. As hipdteses apresentadas sao de que m |a—b e m | b—c. Diante
disso,
a—b=m-kkecZ (10)
b—c=m-g<—b=m-g+c,g€Z (11)
Percebe-se que é possivel substituir a equac¢ao (11) na equagao (10). Assim,

a—(m-g+c)=m-k
a—m-g—c=m-k
a—c=m-k+m-g
a—c=m-(k+g)

a—c=m-8,8E 7L

Portanto, por transitividade, a = ¢ (mod m). [

3. a=b (mod m) «— atc=b+c (mod m);
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4. a=b (mod m) = b=a (mod m);
5. a=b (mod m) e c=d (mod m) = a+c=b+d (mod m);
6. a=b (mod m)ec=d (mod m) = a-c=b-d (mod m);

7.a=b (mod m)ed|m = a=0b (mod d), d é um inteiro maior do que 1;

Demonstracio. A partir das duas hipoteses temos que

a—b=m-w,weZl (12)
m=d-f,f€Z (13)

A equacao (13) é substituivel na equagdo (12), entéo
a—b=(d-f)w
a—b=d-(f w)

a—b=d-r;reZ

Em conclusao, a =b (mod d) [

8. a=b (mod m) = a" =" (mod m), heN.

Questao 7: Determine o resto de 102-64 + 81 na divisao por 5.

Resolugao: Os nimeros 102, 64 e 81 deixam, respectivamente, restos iguais a 2, 4 e 1 na

divisao por 5. Com efeito disso, o resto desejado é 2, pois:

102-64+81=2-4+1 (mod 5)
102-64+81=8+1 (mod 5)
102:64481=9 (mod 5)
102-64+81=4 (mod 5)

2.5 Contexto histérico de matrizes

Os livros didaticos geralmente estruturam o ensino de matrizes em uma sequéncia
de contetudos especificos: Matrizes, determinantes e sistemas lineares. Porém, ao contrario
do que é explorado nos livros didaticos, as matrizes foram originadas a partir dos estu-
dos de sistemas lineares e dos determinantes. Alguns dos primeiros registros histéricos

de matrizes remotam aos séculos XVIII e XVI a.C. com os babilonios desenvolvendo
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e resolvendo problemas algébricos sobre sistemas de equagoes lineares, impiricamente,
utilizando duas variaveis e considerando situacoes cotidianas em torno da agricultura e de
relagoes comerciais, expressando as incognitas envolvidas por meio de palavras, tais como

2

“comprimento”, “largura” e “drea” (Boyer; Merzbach, 2012). Para fins de exemplificacao:

[...] em um texto da Babilénia antiga, achamos duas equagdes lineares
simultaneas em duas incégnitas, chamadas respectivamente “primeiro
anel de prata” e “segundo anel de prata”. Se as denotarmos por x e y,
em nossa notagao as equagoes sao /7 + y/11 =1 e 6z/7=10y/11 [..]
(Boyer; Merzbach, 2012, p. 44).

Dentre os principais padroes matematicos mais antigos encontrados por pesquisa-
dores que remetem a formagao de uma matriz, o Quadrado magico de Luo Shu (ver Figura
2.1) representa o que hoje em dia é uma matriz de ordem 3, cuja soma de seus valores em
qualquer direcao resulta em 15. Ele esta veiculado a lenda de que uma tartarura o criou a
partir de marcas em seu casco duante o reinado do imperador Yu em 2800 a.C. (Machado,
2013).

Figura 2.1 — Quadrado mégico de Luo Shu

AL
V5 S S

Fonte: Extraido de Eves (2011, p. 269)

Os chineses no periodo de 200 a.C. a 100 a.C demonstraram uma maior proximidade
com o atual conceito de matrizes em comparacao aos babilonios devido a publicacao da obra
“Nove Capitulos sobre a Arte Matemdtica” durante a Dinastia Han, exibindo problemas
comumente resolvidos na atualidade com um sistema de equagoes (O’Connor; Robertson,
1996). Exemplo extraido de Eves (2011, p. 268):

Trés feixes de uma colheita de boa qualidade, dois feixes de uma de
qualidade regular e um feixe de uma de ma qualidade sao vendidos por
39 dou. Dois feixes de boa, trés de regular e um de mé sao vendidos por
34 dou. Um feixe de boa, dois de regular e trés de ma sdo vendidos por
26 dou. Qual o prego do feixe para cada uma das qualidades?
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Outra questao proposta:

Havia trés tipos de milho: trés pacotes do primeiro tipo, dois do segundo
e um do terceiro, totalizando 39 unidades de milho. Dois pacotes do
primeiro, trés pacotes do segundo e um do terceiro somando 34 unidades
e, um pacote do primeiro, dois do segundo e trés do terceiro que totalizam
26 unidades. Sabendo que os pacotes de milho do mesmo tipo levam a
mesma quantidade de unidades, quantas unidades do milho contém um
pacote de cada tipo? (Silva, 2014, p. 11).

Segundo Silva (2014), o autor ao resolver a questao fez a disposi¢do dos ntime-
ros envolvidos, isto é, os coeficientes, em uma tabela retangular realizando-se algumas
operacoes elementares de modo a obter a quantidade de cada tipo de milho nos pacotes,
sendo esse procedimento hodiernamente conhecido como Eliminacao Gaussiana ou Escalo-
namento. Vejamos a seguir as transformagoes realizadas com ¢, € = = {1,2,3} os valores

correspondentes das colunas:

Figura 2.2 — Resolugao do problema dos trés tipos de milho

1 2 3 1 0 3 0 0 3 0 0 3

2 3 2 2 5 2 1 5 2 0 5 2

3 1 1 3 1 1 8 1 1 36 1 1
26 34 39 26 24 39 39 24 39 99 24 39

o = 3ca — 2c3

c1 =3c1—c3

c1 = 5c1 —4eo

Fonte: Adaptado de Silva (2014).

Foi somente em 1683 que a ideia do determinante como polindomio que se associa
a um quadrado de niimeros surgiu em razao da publicacao de um trabalho do mateméatico
japonés Seki Kowa, em que “[...] considerado o maior matematico japonés do século XVII,
chegou a essa nocao por meio do estudo de sistemas lineares, sistematizando o velho
procedimento chinés (para o caso de duas equagoes apenas)”(lezzi; Hazzan, 2013, p. 133).
Posteriormente, Leibiniz criou uma representacao para os coeficientes de um sistema linear
de 3 equagoes analogamente ao utilizado em matrizes para linhas e colunas de modo que
21 indicasse a segunda linha e a primeira coluna do elemento a2 de uma matriz, a fim de

identicar a posi¢ao dos elementos para o calculo do determinante.

Em sequéncia, de acordo com O’Connor e Robertson (1996), o matematico escocés
Colin Maclaurin apresentou alguns resultados para o calculo do determinante em sistemas
de equacoes lineares que resultassem em matrizes de ordem 2, 3 e 4 por meio da Regra de
Cramer, com a publicacao de sua obra “Tratado de dlgebra” em 1748, cabendo apenas a
Gabriel Cramer a generalizacao de tal regra para sistemas lineares de ordem n x n a partir

do artigo “Introdugdo a Andlise de Curvas Algébricas” (1750).
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As demais contribuicées foram dadas por Etienne Bézout, Alexandre Théophile
Vandermonde e Pierre Simon de Laplace, que criaram métodos para o célculo do determi-
nante em 1764, 1771 e 1772, respectivamente. Laplace sem usar o termo determinante,
fazendo a colocacao da palavra resultante no lugar, forneceu a expansao do determinante

para sistemas n X n por meio de um teorema que leva o seu nome (O’Connor; Robertson,

1996).

Ademais, os matematicos alemaes Carl Gustav Jacobi, em torno de 1830, e
posteriormente Leopold Kronecker, em 1850, e Karl Weierstrass, em 1860, dedicaram-se ao
estudo dos resultados associados as matrizes, mas com um enfoque especifico na ideia de
transformacoes lineares, cabendo a Jacobi, conhecido na época como “O grande algorista”,
o desenvolvimento de um teorema que permite a manipulagdo de uma fila de uma matriz
quadrada qualquer a partir da combinagao dos elementos de outras filas paralelas (Iezzi;

Hazzan, 2013; O’Connor; Robertson, 1996).

Além disso, em consonancia com essa conjuntura histérica, é importante destacar
que:

O termo Determinante foi utilizado pela primeira vez pelo matematico
alemao Carl Friedrich Gauss em Disquisitiones Arithmeticae (1801) ao
discutir formas quadraticas. Ele usou o termo porque o determinante
determina as propriedades da forma quadratica. No entando, o conceito
nao é o mesmo de hoje. No mesmo trabalho, Gauss estabelece os coefici-
entes de suas formas quadraticas em matrizes retangulares. Ele descreve
a multiplicacdo de matrizes (como composigio, pois ele ainda nao atingiu
o conceito de dlgebra matricial) e da inversa de uma matriz no contexto
particular das matrizes de coeficientes de formas quadraticas (Aquino,
2021, p. 18).

Arthur Cayley (1821-1895) e James Joseph Sylvester (1814-1897) foram os princi-
pais responsaveis pela definicdo de matriz, Sylvester criuo a nomenclatura ao publicar um
artigo na Philosophical Magazine e Cayley explorou o lado algébrico ao estudar sistemas
de equacdes lineares e transformacoes do tipo ' =a-z+b-y ey =c-x+d-y que sdo
mudangas entre os pontos (z,y) e (z’,y’) com (a,b,c,d) € R (Bernardes; Roque, 2016; Eves,
2011).
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3 APLICACOES

Este capitulo apresenta quatro aplicagoes de matrizes abrangendo os conceitos,
propriedades e topicos de Teoria dos Nimeros da fundamentagio tedrica (Capitulo 2).
Vale ressaltar que outras defini¢oes sao apresentadas, por meio de um viés nao axiomatico,

como forma de subsidiar determinadas caracteristicas de cada aplicacao.

3.1 Criptografia: Cifras de Hill

A Criptografia é uma das ramificagdes da Teoria da Informacao, drea do conheci-
mento proveniente da evolugao dos hardwares, softwares e das redes globais de transmissao
de dados, envolvendo coédigos denominados cifras, além de textos comuns que sao
mensagens nao codificadas e mensagens codificadas, sendo estas tultimas chamadas de
criptogramas (Hefez, 2016; Howard; Rorres, 2012). Em razao das crescentes formas de co-
municagoes e da continua troca de informagoes entre dispostivos eletronicos (computadores,
celulares, tablets, etc) surgiu a necessidade de codificar e decodificar mensagens, sobretudo
aquelas consideradas confidenciais para um determinado grupo de pessoas, popularmente

associadas ao emprego de servicos militares, acoes diplomaticas e programas de Estados.

O ato de transformar um texto comum em um criptograma é denominado de cifrar
ou criptografar, enquanto que o processo oposto é chama-se decifrar. Segundo Hefez (2016),
a Criptografia nao objetiva “esconder” fisicamente as informagoes que sao transmitidas
entre remetentes e destinarios, mas encontrar métodos para ocultar o real significado que
tais informagoes apresentam, permitindo com que apenas os individuos interessadoss nelas
consigam entender as cifras. As Cifras de César, em homenagem ao general romano Jilio
César, talvez seja um dos sistemas criptograficos mais famosos da histéria. Este mecanismo

substitui cada letra do alfabeto convencional por outra letra a partir de um padrao légico.

Quadro 3.1 — Cifras de César: Substituicoes de letras

Letras do
AlfabetoABCDEFGHIJKLM
Cifrade | )\ plplalyl |y |kl minlolr
César
Letras do
AlfabetoNOPQ’RSTUVWXYZ
Cifrade | o\ pl ool v|iwl|x|v|z|alB|c
César

Fonte: Autor
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Para elucidar a utilizacao do Quadro 3.1, caso o remetente decida enviar uma
informagao, hipoteticamente, com a frase “A matematica e a natureza” o destinario
receberia como retorno “D PDWHPDWLEFD H D QDWXUHCD?”, sendo necessario o

gabarito do Quadro 3.1 para decifrar a mensagem.

Outro sistema que usa operacoes matriciais foi o criado pelo matematico americano
Lester Sanders Hill (1891-1961) em 1929. As Cifras de Hill atribuem para cada letra do
alfabeto um nimero natural que conforme apresentado no Quadro 3.2 estao entre 0 e 25,

incluindo os extremos, fixando para Z o niimero 0.

Quadro 3.2 — Cifras de Hill: Correspondéncia entre letras e ntimeros.

Letras do
AMeatete | A B CID|E|F |G| H|T|J|K|L|M
Valor | 1o sy s 6|78 lol10]11]12]13
numerico
Letras do
Meatete | N[O PIQ R[S |T U |V W|X|Y|Z
Valor 1 hys g 17 1s |19 120 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 0
numerico

Fonte: Autor

Para explicar o passo a passo da codificagao e decodificagdo de uma mensagem
com este sistema, Howard e Rorres (2012) utilizam uma de matriz de ordem 2, mas neste
trabalho iremos fazer o uso de uma matriz de ordem 3 x 3, levando em consideragao o

conceito de congruéncia modular, visto na se¢ao (2.4.2), da Aritmética.
CODIFICACAO

1) Tome uma matriz Ms3 com entradas inteiras e determinante diferente de zero.

aj; a2 as
M= |as ax a3 (14)

azy az2 ass

2) Separe as letras que formam a mensagem que serd enviada pelo remetente em ternos
sequenciais, caso seja necessario complementar algum terno uma letra qualquer deve ser
adicionada, trocando em seguida pelos valores numéricos correspondentes fornecidos no

Quadro 3.2. Exemplo:
ME CHAMO IVANILDO

MEC HAM OIV ANI LDO
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1353 8113 15922 1149 12415

Tl T2 X3 T4 T5 T L7 T L9 X10 T11 12 L13 T14 T15

3) Com cada terno formado anteriormente, construa uma matriz Asx; e multiplique ela
pela matriz M a sua esquerda. Com as multiplicacoes realizadas, os elementos das matrizes
encontradas serdo as cifras correspondentes para cada conjunto de ternos de modo que

seja possivel obter um texto cifrado. Vejamos:

a1 a2 a3 T b1
asy azx azz |- |z2| = | b2 (mod 26) (15)
asy ag2 ass x3 b3
ail a2 a13 T4 by
ag1 ax as|-|xs|=|bs| (mod 26) (16)
asy as2 ass x6 be
ail a2 a3 x7 b7
a1 az as|-|xs|=|bs| (mod 26) (17)
as1 agz as3 T by
ail a2 a3 10 b1o
agy az az|-|rn | =|bu (mod 26) (18)
asy azz ass 12 b12
ail a2 a3 13 b13
ag1 age ags |- |xa|=|bua| (mod 26) (19)
asy as2 ass z15 b1s

O destinatario tera como resultado a mensagem by by b3 by by bg b7 bg bg b1 b11 b12
bi3 bi4 bis (letras ou nimeros). Para os valores que excederem 25 considera-se os restos

dos mesmos na divisao por 26.
DECODIFICACAO

A decodificacao é o processo contrario da codificagdo, ou seja, é a traducao das
cifras recebidas pelo destinatario. Os ternos obtidos anteriormente sdo advindos da matriz

C referente a equacao (20).

a1l al2 a3 Zi b;
cC=M- A= ag1 92 a23 | Tir1 | = bi+1 (mod 26) com 1 S 1 S 13 (20)
aszi as2 ass Tit2 bito

N—— ——
Matriz codificadora(M) Terno(A)  Cifras(C)
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Para que a mensagem seja lida pelo destinatario é obrigatério o uso da matriz
inversa da matriz codificadora médulo 26, cuja formagao é dada pela equagao (21), em
que R = det(M)™! é o inverso multiplicativo modular do determinante de M tal que
det(M)-R=R-det(M) =1 (mod 26).

M '=R-adj(M) (mod 26)! (21)

Por fim, para decodificar cada terno de cifras utiliza-se a equagao (22).

K=M"1.C (mod 26) (22)

Observagoes:

« Tanto o remetente quanto o destinario necessitam conhecer M e M ™! para realizar

trocas de mensagens instantaneas;

« No passo a passo apresentado foi utilizada uma matriz de Hill de ordem 3, mas para
matrizes de Hill de ordem n x n o processo é de forma analoga, cabendo o agrupamento

do texto comum em conjuntos de n letras com as devidas correspondéncias numéricas;

o As correspondéncias entre letras e numéros do Quadro 3.2 pode possuir variagoes

para a inser¢ao de novas simbologias, mas a mudanca implica na alteracao do médulo

26;
« M~ (mod 26) s6 existe se o mde(det(M),26) = 1.

Questao 08: Decodifique a mensagem QRDT K AGF', sabendo que ela foi formada pela
7 4

5

matriz codificadora C =

Resolugao: Do Quadro 3.2 verifica-se que a mensagem em ntimeros é 17 18 420 11 1 7 e
6, possibilitando formar os pares (17,18), (4,20), (11,1) e (7,6). Além disso, temos que

I 5 —4\ (85 —68\ (7 10
C :J-adj(C'):17-<_3 7):(_51 119): (1 15) (mod 26)  (23)

Matriz
Decodificadora

1 Nas congruéncias modulares envolvendo operacdes matriciais considera-se a aplicacao da Definicao 11

nos elementos das matrizes resultantes das operagoes.
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O inverso multiplicativo modular .J = det(C)) ™! do determinante de C, det(C') = 23,
é 17, pois 17-23=23-17=1 (mod 26). A decodificacao é baseada nas operagoes abaixo:

7 10 17 299 13

: = = (mod 26) (24)
1 15 18 287 1
7 10 4 228 20

: = = (mod 26) (25)
1 15 20 304 18
7 10 11 87 9

: = = (mod 26) (26)
1 15 1 26 0

710\ (7| _ {109\ _ (5
(1 15)'(6 97)2(19) mod 20) 27)

Resposta: Conforme os valores encontrados e o Quadro 3.2 o texto comum é
MATRIZES.

Sugestao de exercicio complementar: Decodifique a mensagem secreta SG-

7 29
DRUN formada pela matriz codificadora | 11 1 6 .
7 11

3.2 Imagens Binarias

Segundo Andrade (2020, p. 19), “a imagem digital é a representacdo numérica
de uma imagem bidimensional, constituida por uma matriz binaria (composta por zero
e um) de modo a permitir seu processamento, sua transferéncia, sua impressao ou sua
reproducao”. Quanto a tipologia, existem diversos formatos de arquivos de imagens digitais,
tais como o RGB (sistema de cores em tons de vermelho, verde e azul), o PGM (Portable
Gray Map) que esta associado a variagao dos tons de cinzas e o PBM (Portable Bitmap)

que lida com bitmaps monocromaticos (ver Figura 3.1).

Figura 3.1 — Carrinho de brinquedo em RGB, PGM e PBM, respectivamente.

Fonte: Autor
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Toda imagem presente em dispositivos eletronicos é compreendida computacional-
mente como um conjunto de pequenas partes constituintes denominadas de pizels, sendo
estes por sua vez formados por bits, as menores unidades de informagoes em um arquivo
tecnolégico. A quantidade de bits por pizel varia conforme o niimero de canais de cores
existentes em uma imagem, podendo ser 32 ou 64 bits por pirel para os casos em que
as imagens sao complexas, isto ¢, com muitas variagoes de cores ou apenas 1 bit para as
figuras em preto e branco. Adicionalmente, o niimero de tonalidades de cores que uma
imagem pode conter é dado por 2", em que n é o quantitativo de bits por pizel (bpp)
(Gonzalez; Woods, 2010)

Os bitmaps (mapa de bits, em portugués) sao os elementos formadores das cores
que uma imagem apresenta por meio de uma tabela de codigos. Uma imagem em que cada
pizel admite somente um tnico valor numérico (bit) 0 ou 1 tem 2 cores possiveis: preto (1)

o branco (0). A Figura 3.2 ilustra o operador somatério com 49 pizels.

Figura 3.2 — Operador somatdério

Fonte: Autor

A Figura 3.2 estd atrelada a uma matriz A = [a;5],, -, que respeita as operacdes
légicas booleanas e mudancas de seus elementos para formar outros tipos de matrizes. No
sistema de numeracao decimal a soma, subtracao e multiplicacao de elementos de matrizes
sempre irdo implicar em ndimeros formados pelo conjunto F' = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},
contendo 10 algarismos, com e sem repeti¢oes. Contudo, considerando a légica booleana,
quando duas ou mais imagens bindrias sao combinadas ou decompostas as suas respectivas

matrizes sdo modificadas conforme os operadores do Quadro 3.3 (Gonzalez; Woods, 2010).



42

Quadro 3.3 — Operadores Booleanos

Entradas Saidas

A B A+B (OR) | A-B (AND) | A-B (NAND) | A+ B (NOR) | Negagao (NOT)
0 0 0 0 1 1 yil|

0 1 1 0 1 0 o

1 0 1 0 1 0 —

1 1 1 1 0 0 A=0

Fonte: Autor

Para explicitar como tais operadores podem estar relacionados ao estudo de
matrizes e as imagens bindarias, sejam A, B e C' matrizes quadradas de ordem 5 cujas

representacoes booleanas estao na Figura 3.3.

Figura 3.3 — Imagens booleanas: Matrizes A (esquerda), B (centro) e C (direita)

Fonte: Autor

1 - Uniao de imagens binarias

A adicao das matrizes A, B e C' tera como resultado a matriz D conforme a
igualdade (28).

000O0O0 00 0O0O0 11111 11111
000O0O0 01110 11011 11111
D=1]10010O0(+)]0 1 1 1 0|+]1 000 1]=]1 1111 (28)
01110 01110 11011 11111
11111 00 0O0O0 11111 11111
A B C

Note que as operagodes booleanas utilizadas formam uma imagem binaria somente

com a cor preta (Figura 3.4).
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Figura 3.4 — Imagem booleana da matriz D

Fonte: Autor

O operador légico OR permite a correcao de defeitos visuais em contornos, regioes

com lacunas e segmentos estreitos por meio de um elemento estruturante (outra matriz).
2 - Imagem binaria complementar

O NOT (negagao) possibilita a inversao dos valores logicos 1 para 0, ou vice-
versa, trocando o preto pelo branco, realizando uma polarizagao das imagens bindrias.
Na Computacao Grafica esse processo de inversao permite uma melhor visualizacao de
imagens ao dilatar ou deletar regides pixelizadas. Tomando como referéncia a matriz C' e

sua condificacao binaria é possivel obter a Figura 3.5.

Figura 3.5 — Imagem binaria complementar da matriz C.

Fonte: Autor

3 - Interseccao de imagens binarias

Ao contrario da aritmética tradicional, a multiplicacdo de matrizes na logica

booleana é pizel a pizel, geralmente com imagens de mesmo tamanho, com o operador
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AND atuando como um filtro de erosao, alterando o valor légico 1 para O, removendo
dessa maneira elementos indesejados. Observe a multiplicagao das matrizes B e C' na

equagao (29).

000O0O0) (11111 00000
01 1 10f]1 1011 01010
Z=(01110|-]/1000T1=]00000 (29)
01 11011011 01010
0000O0O \1 1111 00000
B C

A matriz booleana Z origina a imagem bindria da Figura 3.6.

Figura 3.6 — Imagem binaria da matriz Z.

Fonte: Autor

Considerando uma imagem booleana como uma relagao binéria entre dois conjuntos
(matrizes) A e B, implicando em outro conjunto C' (matriz resultante) sao validas as

seguintes propriedades da Algébra Booleana (Daghlian, 2008):

1. A+ B=B+Ae¢A-B=B-A (Comutatividade)

2. A+ (B+C)=(A+B)+Ce A-(B-C)=(A-B)-C (Associatividade)

3. A+A=Ae A-A= A (Idempoténcia)

4. A+(A-B)=Ae A-(A+ B) = A (Absorgao)

5. A+(B-C)=(A+B)-(A+C)e A-(B+C)=(A-B)+ (A-C) (Distributividade)

6. A+0=Ae A-1= A (Identidades)
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7. A-B=A+Be A+ B = A-B (Leis de Morgan)
8. A=A (Involugao)
9. A+ A=1e A-A=0 (Complemento)

3.3 Algoritmo de Euclides Estendido

Definicao 12. O Algoritmo de Euclides é um metodo de divisdes sucessivas que permite
determinar o maximo divisor comum (mdc) de dois nimeros inteiros a e b. Na divisao

euclidiana, dados a,b € Z, a > b > 0, pode-se encontrar dois inteiros tnicos q; e r tal que
(Hefez, 2016):

a=b-qgqu+r;, 0<r;<b (30)

O método visa fornecer o mdc(a,b) aplicando-se consecutivamente a divisdo com
resto. Inicialmente ¢ realizada a divisao de a por b, em seguida a divisao de b pelo resto
parcial da divisao anterior (r1), posteriormente a divisao de r; por 7o (resto da divisdo de b
por r1) e assim por diante até chegar em uma divisdo com resto igual a zero 0, aparecendo
porque b > ry >ro >1rs > --- >0 nao pode conter mais do que b inteiros. Em uma notagao

algébrica, o algoritmo é resumido pela progressao de igualdades abaixo:

a = b-qu+r, 0<r;<b

b = ri-qg+ry, ro<nry

ry = 1r2-q3+r3, 13 <712

ry = r3-q4+7T4, T4 <73
Th—2 = Tp—1'Qn+7Tn, Th <Tp—1
Tn—1 = Tn'qn+1+0

Pelos lemas (1) e (2) e seus resultados:
mdc(a,b) = mdce(b,r1) = mde(ri,r) = -+ = mde(rp—1,7m,) = mdc(ry,0) =, (31)

Em um processo contrario, o mesmo algoritmo também é utilizado para determinar

os inteiros zg e yp para formar a equagao diafontina a-zg+b-yo = mdec(a,b) = r, (ver

Proposigao 1).

Questao 09: Determine o mdc(64,123) e encontre um par de inteiros (m,n) de modo que
64m + 123n = mdc(64,123).
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Solucgao: Pelo o Algoritmo Fuclidiano,

123 = 64-1+59
64 = 59-1+5
29 = 5-11+4

5 = 4-1+1
= 1-440
O mde(64,123) = 1. Ademais,
= 5—4-1
— (—59)+5-12

(—59)- 1346412
— 64-(25) 4123 (—13)

—_ = =

Os inteiros m e n sao, respectivamente, 25 e —13.

Através do exemplo anterior percebe-se que tanto o mdc(64,123) quanto os inteiros
m,n foram calculados separadamente. A versao estendida do Algoritmo de Euclides se
difere do antecedente pelo fato de indicar simultaneamente o mdc desejado e a Identidade

de Bézout vinculada a ele.

Conforme Hefez (2016) aponta, a extensao do algoritmo com a utilizacao de

operacoes matriciais elementares ocorre com base nas seguintes etapas:
12 Etapa: Considere a matriz (E1)2x3, de modo que a > b.

(El):(b (1] (1))7a=b'ql+7“1 (32)

a

22 Etapa: Subtraia da segunda linha (l3) a multiplicagdo da primeira linha (1) por ¢,
isto &, lo =1ls—q1 (1.

(E2):< b ! 0):<b ! 0),b:r1-q2+r2 (33)

a=b-q1 —q 1 rt —q 1

32 Etapa: Da primeira linha (/1) subtraia cada elemento pela multiplicagao de g2 pela

linha Is.



b—q-m 1+q-¢2 —qo ro 1+q1 ¢ —q
(E3) = = , 1 =T2-q3+73
1 —q1 1 1 —q1 1

42 Etapa: Realize a combinacao linar lo = 1o —q3-13.

9 I4+q1-q2 —q2
(F4) = , T2 =T34+
"3 —q1—q3—q1-q2-q3 1+q2-q3

52 Etapa: Execute [1 =11 —qq - ls.

(E5) = rg 1+q-(@+au+e-G-qg)+a-u —@—q-(1+q¢-q3)
3 - (—1—q2-93) — g3 14+q2-q3
rg ¢ f

(E5)=( ),7’3=T4-Q5+7’5

rs g v
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(34)

(36)

(37)

O algoritmo continua alternando as combinacao lineares entre [ e lo até chegar

em uma matriz EW que satisfaz duas situacoes:

0 t ]
( j),szpH,pez, (j.t) € Z
'm Yo 0

(EW) =

0 [ h

(T” 0 xo), W =2z2€Z, (h) <L

Questao 10: Através do Algoritmo de Euclides Estendido, determine o mde(311,235) e o

mdc(24,20), encontrando para cada mdc uma Identidade de Bézout.

Resolucao: Tomando a =311, b =235, a; = 24, by = 20 e tendo em vista que a > b e

ay > by, entao:

1)
235 1 0 —ly—1- 235 1 O =1 -3 7
(B1) = ) lo=ly—1-l1 (EQ)Z( ) l=l—31 (E3):(

311 0 1) 311=2351+76 76 —1 1/ 235=76-3+7 76

7 4 -3 —Ir—10- 7 4 -3 —7_1. 1
(E3) = )M)(Ezl):( )M(E@:(
76 —1 1) T6=710+6 6 —41 31) T=61+1 6 —d1

1 45 =34 —lo—6- 1 45 —-34
(E5) = lo=l=6h, (E6) =
6 —41 31 6=1-6 0 =311 235

(E1) = 20 1 0Y =151 (F2) = 20 1 0\ p=1,-51 (B3) = 0 6
Mg 0 1] 24=201+4 “\l4 -1 1) 20=45 I /|

|
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Portanto, mde(311,235) = 311-(—34) +235-(45) = 1 e mdc(24,20) =24-(1)+20-(—1) = 4.

1 n B
Questao 11: Dado que @, = (qln 0) e rg = b, prove que (Z) = H Q; - (Tn 1) com

n € N.

Demonstragio. De fato, pelo Algoritmo de Euclides temos que

a\ (bqit+r) (¢ 1 b

b b 1 0 71
b\ _[rir@etr2) e 1) (71
1 1 1 0 79
ri\  [r2rgzs+r3\  [g3 1 2
79 9 1 0 r3
r2\ _ (73-qatra)  [aa 1) (73
r3 r3 1 0 T4

Tn—2 _ Th—1-qn+7Tn _ qn 1 ) 'n—1
Tn—1 Tn—1 1 0 Tn

_ 1
Definindo T, = Z =Q1-Qa...-Qp- (T” 1) e Qp= (qn O)’ T, é valida para todo n

natural. Justificativa:

1) Passo base: Vn € N T} é verdadeira:

) ()= (-0

2) Passo indutivo: Partindo da suposi¢do que 7T;, é verdadeira para todon ==k, k € N, Tp11

também é verdadeira:
a k Tk—1
T = = H Qi [Hipétese de indugao]

Note que

Te=1) (@1 T +7Rr1\  [dk+1 1 T\ Ot Tk
— _ . = Qi1
Tk Tk L 0] \rg+1 Tk+1
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k
Tht1 = (HQZ) “Qry1- ( T ) =Q1-Q2 ... Qg (Tk_l) = (a)
i=1 Tk+1 Tk b

Hipbtese

n
Portanto, pelo Principio de Indugdo Finita (PIF), a igualdade (Z) =1]Q:- (Tn_l)

sempre ¢é verdadeira para qualquer n natural.

3.4 Transformacoes Geométricas 2D

No cotidiano, principalmente em ambientes digitais, é comum a visualizacao de
imagens bidimensionais que sao submetidas a diversas mudancas em suas composig¢oes
originais, podendo ser aumentadas, diminuidas, refletidas, distorcidas, entre outras altera-
¢oes. Tais transformacoes, matematicamente, sdo explicadas com a utilizacao de operagoes

matriciais e de transformacoes lineares.

Definigao 13. Se By, «, ¢ uma matriz, entao a transformacao linear matricial 7: R" — R™

serd valida se, e somente se, forem verificadas duas condic¢oes (Boldrini, 1980):

L T(Z+Y)=T(Z)+T(F), (7, 7) € R" [Aditividade]

2. T(a2)=al(7), comaecRe 7 € R" [Homogeneidade]
Em suma, a transformacao linear 7': R — R"" trata-se de uma associacao de
cada vetor x de R" [dominio de T a um vetor de R™ [contradominio de T'(x)] com o

uso de uma matriz B com m linhas e n colunas. Os vetores de ambos os espagos vetori-

ais apresentam trés caracteristicas em comum: Comprimento (ou norma), diregao e sentido.

Figura 3.7 — Transformacgao linear entre R e R™.

Fonte: Autor
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Questao 12: Seja T : R? — R? definida por T' ( . Determine

J)-

Resolucio: Os vetores v = (1,6) e v = (2,3) formam uma base? em R2, permitindo

a matriz da transformacao linear 7'

encontrar a partir de um vetor v3 = (z,y) uma combinacio linear:

(x,y) = h-(1,6)+k-(2,3),Y(k,h) eR
(x,y) = (h,6h)+(2k,3k)
(x,y) = (h+2k,6h+3k)

Com isso,
=1h+2k —3r+2y 6x—
T + :>(,k:):< :1:—|—ij y)
y = 6h+ 3k 9 9
Assim,
—3r+2 6x —
3r+2 6x —
Ty = (“5 )16+ (25Y) 129
3r+2 6x —
Ty = (—5—2) 4+ (Z52) 6.9
9x+9y —12x+ 54z + 8y — Yy
Ty = (25 ] )
42x —
T(x,y) = <w+y7 y)
R N
T(x,y) = |42 1|
9 ol Y
1 1
Resposta: A matriz da transformacao linear é | 42 1.
9 9
Considerando os objetos do mundo fisico e digital como espagos vetoriais, ou seja,
um conjunto de vetores, sao validos os axiomas abaixo, em que q = (a1,a9,a3,...,ay) €
%

b = (b1,b2,bs,...,by,) sdo vetores de R" e g, j escalares (Cunha; Castro, 2010).

- =
1. @+ b = b +d (Comutatividade da adicio)
— —
2. CH+(d+b)=(C+d)+ b, com € =(c1,ca,¢3,...,cn) € R" (Associatividade da
adicao)

2 Na Algebra Linear, uma base é um conjunto de vetores (X) que fazem parte de um espaco vetorial ()

que sdo linearmente independentes (LI) tal que X forme Y (Howard; Rorres, 2012).
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— — —
3.3°0 eR"tal que 0 + @ = @ (Existéncia do vetor nulo 0)
4.V deR"I-d eR" tal que @ +(—d) = K (Existéncia do vetor oposto — @)

5. 1-d = d (Elemento neutro da multiplicacéo)

6. g-(j-d)=(g5)- @

7. (g+)) d=9g-d+j-d
— —

8. g-(d+b)=g-d+g-b

Algumas das principais transformacoes geométricas lineares sao a rotacao, reflexao
e a expansao/contragdao uniforme. As explicagdes a seguir sdo originadas de Boldrini (1980),
mas com algumas releituras para possibilitar um entendimento mais objetivo e simples

das referidas mudancas geométricas no R.

Rotacao:

Definicao 14. E uma transformagao linear na qual os vetores sao rotacionados por um
determinado angulo a ao redor da origem do plano cartesiano. Para esta transformacao,
a matriz que permite a rotagdo dos vetores, no sentido anti-horario, é dada por M, (ver

equagao 38).

M, — (cos(a) —sen(a)) (38)

sen(a)  cos(«)
Demonstragao. Considere 7 um vetor de comprimento p e extremidade em (z’,7’). Admita

que 7 foi rotacionado no sentido anti-hordrio, alcancando a extremidade (z”,y") do vetor

- . .
t com o mesmo comprimento de Ei (ver Figura 3.8).

Figura 3.8 — Rotagao do vetor 7

" ? — (;L‘”, yu)

Fonte: Autor
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Em coordenadas polares :

o' =p-cos(f) (39)
y' =p- sen(p) (40)
Além disso,
" =p-cos(B+a)=p-[cos(B)-cos(a)— sen(B)- sen(a)] (41)
y" =p-sen(B+a)=p-[sen(B)-cos(a)+cos(B)- sen(a)] (42)

Substituindo as equagoes (39) e (40) nas equagoes (41) e (42), respectivamente, conclui-se

que

" =2’ cos(a)—vy - sen(a) (43)
y' =y -cos(a)+12' sen(a) (44)

Na forma matricial:

sen(a) cos(a) Yy

—
< R
I I
[
I

[cos(od - sen<a>] . H (45)

Questao 13: Um retangulo tem vértices localizados nos pontos A = (0,0), B = (5,0),
C'=(5,3) e D= (0,3), sendo as extremidades dos vetores @ = (z1,y1), ¥ = (22,12),
W= (x3,y3) e 7= (24,y4), respectivamente. Forneca a localizacao dos referidos pontos

ap0Os uma rotacgao de 120° no sentido anti-horario.

= : _/) / / _/> / / _¢ / / ﬁ / /
Resolugao: Denominando de v = (27,y7), v' = (29,¥5), W' = (x3,y3) e ¢ = (x%,yy) 08

vetores rotacionados em torno da origem, as suas extremidades serao dadas por:

xyoahy ay x| -cos(12()°) —sen(120%)| |x1 x2 x3 a4
Vi Ya Y5 i) sen(120°)  cos(120°) | |y1 v2 Y3 wa
: : 1 V3
poay a3 oyl |72 T2 | |05 50
W Y2 Y3 Wi V3 1| 0033
L 2 2
i i [, 5 —5-3V3 33
R B L R B
V1 Yo Y3 Y4 o V3 5V3-3 3
L 2 2 2
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Resposta: Os novos vértices do retangulo, conforme a Figura 3.9 e os cdlculos anteriores,

—5—3v3 5v3—3
ap6s a rotacido de 120° sao A’ = (0,0), B' = (—5 5\/§>, C' = ( \/_, V3 > e

2" 2 2 2
D = <_3\/§ _3>

Figura 3.9 — Rotagdo do retdngulo ABCD em 120° no sentido anti-horario

Yy

B
c’ b c
v
e
w
N
b
u
= , o
vla=4a v B
P
Legenda. :
2 BAB' = CAC' = DAD' =120°

Fonte: Autor

A Figura 3.10 mostra que a mesma matriz de rotagao também se aplica para

imagens/ilustragoes no R? com n-vetores, independentemente do formato ou posicio de
origem.

Figura 3.10 — Rotacdes no R?

Rotagae de 1507

C = Cenitro de rotagao

W34567

C' = Centro de rotagao
¢ Rotacao de 220° -3

Fonte: Autor

Reflexao:
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Definicao 15. Consiste em uma transformagao linear que muda a localizacdo de um
ou mais pontos que estao em um determinado quadrante ou eixo do plano cartesiano,

movendo-os para os seus respectivos pontos simétricos no quadrante ou eixo oposto.

Seja N (extremidade do vetor ¢) um ponto de coordenadas (z,y), refletido em
relagdo ao eixo das abcissas até atingir as coordenadas de M = (z,—y), extremidade do
vetor _l> com a mesma norma de 7, porém com direcao e sentido diferentes (ver Figura
3.11). A transformacéo linear mencionada de R? em R? é definida por T'(z,y) = (z,—y)

x 1 0 x

ouT = )
y 0 =1 |y

Figura 3.11 — Transformacao linear T'(z,y) = (z,—y) aplicada no ponto N
y

N = (=z,y)

=l

M = (z, —y)

Fonte: Autor

Questao 14: O tridngulo escaleno da Figura 3.12 é formado pelas extremidades dos
vetores OA = (2,2), OB = (7,2) e OC = (3,7). Encontre, através da matriz de reflexdo em
torno do eixo z, as coordenadas de A’, B’ e C’, pontos simétricos dos vértices originais do
triangulo ABC'.

Figura 3.12 — Tridngulo escaleno ABC

y
A
=37

oW e o 3 =

—4 -3 -2 -10 1 2 3 4 5 6 7 8
-1

-2

-3

Fonte: Autor
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Resolugao: Nomeando de A" = (z1,y1), B’ = (12,y2) e C' = (23,y3) as coordenadas solici-

tadas, entao:

1 o 3] 1 0} [2 7 3]

Y1oY2 Y3 0 -1 |2 27
-Zl?l ) $3_ . [ 2 7 3
Y1 Y2 Y3 -2 -2 7

Resposta: A'=(2,-2), B'=(7,-2) e C' = (3,-7).

Figura 3.13 — Tridngulo escaleno A’'B'C’

Yy

s

R e T B =g

-4 -3 -2 -10 2 3 4 5 6 7 8
-1

T =(3,-7)

Fonte: Autor

Para reflexdes em relacao ao eixo y, y = x e y = —x, tornam-se necessarias, de
: . -1 0] |01 0 -1
modo respectivo, as matrizes , e .
0 1 10 -1 0

Expansao/contracao uniforme:

Defini¢io 16. E uma transformacéo linear que multiplica ou divide as coordenadas de
um ou mais pontos do plano cartesiano por um valor real k£ positivo. Ao considerar os
espagos vetoriais submetidos pela expansao/contracao, Boldrini (1980, p. 147) menciona
que ela “[...] leva cada vetor do plano num vetor de mesma diregao e sentido [...]". A

expansao se dd quando k > 1 e a contracao para 0 < k < 1. Notacao:
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A Figura 3.14 é um exemplo da expansao do retangulo ABC'D com coordenadas
originais A = (1,1), B=(4,1), C' = (4,3.5) e D = (1,3.5) para k= 1,5.

Figura 3.14 — Expansao do retangulo ABCD.

y Y

F 3 A

7 7
Coordenadas : 6 Coordenadas : 6 !
> : ; : D o
A=(1,1) 5 A =(1515) 5
B=(41) B' = (6,1.5)
c=(4,35 4 D ¢'=652) 1|, 4
D=(1,35) 5 D'=(1552) 3| ?

B d
2 2
oJ B
L[ @ B !
- c
C
> T > T
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

1 1
ANTES DEPOIS

—9 -2

Fonte: Autor

Questao 15: Determine a matriz da transformagao linear de expansao uniforme T'(z,y) =
h-(x,y), h € R, tendo em vista que T'(1,2) = (3,6) e T'(3,4) = (9,12).

Resolugdo: Denominando € = (1,2) e & = (3,4) € R?, entdo é possivel encontrar uma

%
combinacao linear para um terceiro vetor j = (x,y) de modo que:
a-(1,2)+b-(3,4),Va,be R

: (a,2a)+ (3b,4b)
(x,y) = (a+3b,2a+4b)

(z,y) =

Reescrevendo a e b em fungao de x e y obtem-se que

1 3b= —4 3y 2x—
a—+ x :>(a,b):< T+ y’ x y)
20+4b=vy 2 2

Com efeito,

@) = () -0+ (5 6.0

Assim
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rew = 1(5) a0+ (55) )

T(z,y) = (W)T(sz(zx_y)?(&@
T(z,y) — (W)~(3,6)+<2$;y)-(9,12)

T(z,y) = (3z,3y)
- 13

3 0
Resposta: .
0 3

Translacao (Adicional):

Definicao 17. A translacao é uma tranformacao geométrica bidimensional, nao linear,
que faz o uso da adicdo de matrizes. Ela possibilita a movimentacio de vetores no R? para

uma determinada direcao e sentido, conservando a norma.

AN RN HES

A auséncia da linearidade é por causa das propriedades de aditividade e homo-

Notacao:

€ R? (46)

_>
geneidade (ver Definigao 13). Dados dois vetores b = [xl} e T = [332] observa-se que
Y1 Y2

Z))—l—T(?) e T(a- V) #a-T(V), com o € R:

T(0 +7) £ T

1)

T T n T2 7 T1+ 9 _ r1+x2+m (47)
Y1 Y2 Y1 +y2 Y1 +y2+n
Todavia,
e T . 2| _ r1+m To+m _ 1+ 29+ 2m (48)
Y1 Y2 y1+n Yy2+n y1+y2+2n
2)
T(a.[xl ):T( O"“D:[O"xﬁm (49)
T9 e R D) a-Tro+mn
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Contudo,

0T T .. r1+m :a-x1+a-m (50)

T To+mn a-Tro+a-n

N =

Na Figura 3.15 estao dois exemplos de translagoes com normas, sentidos e diregoes

especificadas.
. ~ 2
Figura 3.15 — Tranlagdes no R
y Yy
? A 6“ -
° : 6

5 5

4 4

3 3

o
2 2
1 1
> T > T
T s 5 -1 3 =2 4 T 2 3 1 5 & 77 -7 6 -5 -4 -3 -2 -1 12 3| 4 5 6 7

1 -1

_a -2 ®

Translagao de 4 unidades
3 para direta na horizontal -3
Translagao de 8 unidades

—4 —4 para baizo na vertical
_5 -5

6 —6

Fonte: Autor

Sugestao de pesquisa ao leitor: Boldrini (1980) ainda apresenta duas transfor-

magoes geométricas: O cisalhamento horizontal e a reflexao na origem.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foram apresentadas quatro aplicacoes de matrizes, mostrando como
elas estao integradas em problemas matematicos de caracteristicas tedricas e contextuali-
zadas, enfatizando também as defini¢oes, propriedades e observagoes que fundamentam
tais aplicagoes. No inicio da pesquisa, as primeiras impressoes eram de que as matrizes
representavam apenas mecanismos aritmeéticos para realizar operagoes elementares, vistas
no cotidiano em tabelas para organizar informacoes simples e agregadas. No entanto,
com os resultados encontrados na literatura, novas perspectivas de aprendizagem foram
formadas, conectando as matrizes a outras areas do conhecimento, como a Teoria dos

Numeros, a Computacao Grafica e a Criptografia, conforme o objetivo geral proposto.

Vale destacar que nao foram demonstradas todas as propriedades e defini¢oes,
uma vez que a delimitacao do objetivo geral e dos objetivos especificos foi feita com base na
decisao de mostrar como as matrizes estao inseridas nos resultados selecionados. Sobre os
objetivos especificos, foi possivel entender o funcionamento de sistemas criptograficos dentro
da Matematica e como as Cifras de Hill podem ser utilizadas em atividades que necessitam
da codificacao e decodificagdo de mensagens, estando também as matrizes presentes no
dia a dia em QR Codes e codigos de barras, exemplos de imagens binarias. Em relagdao ao
Algoritmo de Euclides Estendido é importante enfatizar que a sua aplicabilidade é mais
voltada para o Ensino Superior, enquanto que as transformagcoes geométricas bidimensionais
podem ser contempladas na Educacao Béasica e no Ensino Superior, havendo apenas a

necessidade de adaptar o ensino a partir do nivel de aprendizagem de cada turma.

Por mais que seja uma pesquisa de natureza bésica, espera-se dos leitores desta
monografia uma ressignificacdo do conceito de matriz, desassociando-a da ideia de ser
meramente um contetido visto no Ensino Médio, com operagoes aritméticas que permitem
a resolucdo de exercicios que nao refletem a realidade da Matematica no dia a dia. Em
particular, no ambito da Educacdo Bésica, o ensino de matrizes geralmente perpassa
pela analise de situagoes-problema no inicio ou no final dos capitulos dos livros didaticos,
trazendo questionamentos que necessitam de uma interpretacao ou dialogo coletivo entre
professor-alunos e alunos-alunos. Em uma breve pesquisa nos materiais do Plano Nacional
do Livro Didético do Ensino Médio (PNLD) observou-se que as aplicagoes de matrizes sao
abordadas por meio de uma abordagem informativa, com a apresentacao de exercicios pro-
postos que envolvem telas touchscreen, resolugoes de imagens, transformagoes geométricas

e planilhas eletronicas.

Por fim, como sugestoes de novas pesquisas académicas, indica-se o uso de matrizes
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na analise de circuitos elétricos, nos modelos econémicos de Leontief que ganhou o Prémio
Nobel de Economia em 1973, na organizacao de grandes volumes de informacoes com o

suporte de Inteligéncias Artificiais e na Teoria dos Grafos.
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