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RESUMO

Lidamos com problemas tanto de natureza matemaética, quanto de outras, em muitas si-
tuagoes. Tais problemas podem ser resolvidos diretamente, a partir das suas hipoteses ou
podem se apresentar de tal forma que seja mais facil aborda-lo de maneira reversa. Tra-
zendo para o ambiente matematico, se o problema atender a condi¢oes de ser modelado
por uma fun¢do que admita inversa serd possivel resolvé-lo em uma espacgo diferente do
original - muitas vezes mais facil de lidar - e via funcao inversa retornar para o espago
original recuperando, assim, suas caracteristicas iniciais. Este é uma modelo bastante co-
mum na resolucao de problemas matematicos em equagoes diferenciais e processamento de
imagens digitais. No presente trabalho foram comparadas as condigbes sobre as existéncia
da inversa de funcoes elementares e da transformada de Fourier bem como realizada a
aplicagao desta inversao no processamento de imagens digitais de forma que foi possivel
visualizar todo o processo pelas imagens geradas. Além disso, foram destacados resulta-
dos relevantes a formacgao do professor e também a formacao de bacharéis tanto para o
ensino basico, quanto para o ensino superior relativos a func¢oes elementares e a Transfor-
mada de Fourier o que caracteriza a importancia da abordagem e comparagao dos temas

propostos.

Palavras-chave: Funcao inversa. Transformada de Fourier. Processamento de imagem
digital.



ABSTRACT

We deal with problems of both mathematical and other natures in many situations. Such
problems can be solved directly, based on their hypotheses, or they can be presented in
such a way that it is easier to approach them in reverse. Bringing it to the mathematical
environment, if the problem meets the conditions of being modeled by a function that
admits an inverse, it will be possible to solve it in a space different from the original -
often easier to deal with - and via the inverse function return to the original space, thus
recovering its initial characteristics. This is a very common model in solving mathematical
problems in differential equations and digital image processing. In the present work, the
conditions regarding the existence of the inverse of elementary functions and the Fourier
transform were compared, as well as the application of this inversion in the processing
of digital images so that it was possible to visualize the entire process through the gen-
erated images. Furthermore, results relevant to teacher training and also to the training
of bachelors for both basic and higher education were highlighted regarding elementary
functions and the Fourier Transform, which characterizes the importance of approaching

and comparing the proposed themes.

Keywords: Inverse function. Fourier transform. Image digital processing.
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1 INTRODUCAO

A busca por solu¢ao de problemas apresentados por uma necessidade cotidiana, por
um problema real ou por uma conjectura cientifica move o mundo desde os seus primor-
dios. Em matematica, tao importante quanto obter a solucao de um problema posto é
garantir que, primeiramente ela exista, dependendo da situacao é desejavel que ela seja
unica ou ainda é importante verificar, de antemao, que o problema em questao nao apre-
sente solucao, evitando, dessa forma, que o tempo dos pesquisadores envolvidos nao seja
desperdigado.

Outro ponto bastante importante no fazer matematico é o que se chama de mudanca
de espagos. A facilidade de resolucao de um problema pode mudar dependendo do especo
em que ele seja abordado. As fungoes que admitem inversas carregam a vantagem de
serem os vetores dos elementos de um espago para outro. Neste contexto, as fungdes que
admitem inversas sao bastante relevantes, pois podem ser utilizadas como “pontes” entre
diferentes espacos, permitindo a andlise ou resolucao de problemas sob novas perspectivas.
No caso especifico deste trabalho, a transformada de Fourier sera o vetor da mudanca de
espacos para a filtragem da imagem digital.

Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) foi a pessoa que mais contribuiu para o
estudo e desenvolvimento das chamadas Séries e as Transformadas de Fourier. Ele fez
grandes contribui¢oes para a Teoria das Equagoes Diferenciais, sendo aluno de Laplace e
Legendre, em seu trabalho afirmou que uma fun¢ao pode ser escrita como um somatorio
de senos e cossenos.

As séries e Transformadas de Fourier, da mesma forma que sua inversa, sdo poderosas
ferramentas envolvendo o trato de fungoes e alguns problemas de alta complexidade, e
possuem aplicacoes, como por exemplo, no processamento de imagens, para a restauragao,
agucamento, suavizacao bem como reducao do custo computacional e entre outras coisas.
Sendo assim, devido a sua importancia, o estudo da Transformada de Fourier é justificado.

Além do mais, a condi¢ao de existéncia da inversa da transformada de Fourier depende
de por condigoes sensivelmente distintas daquelas requeridas pelas fungoes elementares,
como a funcao afim, a funcao quadratica, a funcao logaritmica, e entre outras.

Dessa forma, este trabalho tem por finalidade, investigar a condicao de existéncia da
inversa da Transformada de Fourier. Nesse processo, sera feita uma comparacao entre a
inversas de algumas fungoes elementares e a inversa da Transformada de Fourier. Ao final,
sera apresentada uma aplicagdo da Transformada de Fourier no uso de processamento de
imagens.

Para cumprir os objetivos, sera utilizado o respaldo de varios estudiosos, como Djairo
Figueiredo, para a fundamentacao de Transformada de Fourier; Elon Lages Lima, Os-

mundo Lima e entre outros para a base de fungoes e funcoes inversas; e Gonzales, Woods
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e outros para a fundamentagao da aplicacdo em imagens.

No primeiro capitulo, foi feita uma introducao sobre fungoes, abordando sua defini¢ao,
alguns exemplos, a classificagdo em injetiva, sobrejetiva e bijetiva e a definicao de grafico
de uma funcdo. Em seguida, a definicao de funcao inversa sera introduzida, bem como a
funcao inversa a esquerda e a direita.

Dando continuidade, ainda no primeiro capitulo, serao abordadas algumas fungoes que
normalmente sao vistas no ensino basico, com alguns exemplos, e uma forma de calcular a
inversa de cada uma delas. Também serd exposta a representacao grafica de cada funcao.

O segundo capitulo é composto com informacoes sobre a mateméatica de Fourier: séries,
transformadas e transformada inversa. Inicialmente é feita uma pequena introducao sobre
a série de Fourier, e em seguida, sera abordado o conceito de func¢oes periddicas e postos
alguns exemplos, pois a série de Fourier trata de fungoes periddicas (senos e cossenos).

Dando continuidade, serd relembrado brevemente a convergéncia de algumas séries.
Em seguida, sera explorado um pouco mais profundamente sobre os coeficientes de Fourier,
que sao necessarios para determinar a Série de Fourier de uma dada funcdo. Alguns
resultados de fungoes impares e pares também serao relembrados, a fim de facilitar futuros
calculos.

Logo apds, sera feita uma breve introdugao sobre a importancia da transformada de
Fourier, seguindo de sua definicdo. A Transformada exibe uma caracteristica prépria para
possuir funcao inversa. Nesse momento, essa caracteristica sera explorada.

O terceiro capitulo conta com uma aplicacdo da Transformada para imagens digi-
tais. Aqui, serd feita uma introducao sobre os fundamentos da imagem digital e alguns
conceitos importantes, como o de amostragem e quantizagao e como ¢ possivel se repre-
sentar imagens digitais. Também sera citado o uso da transformada no processamento de
imagens com exemplos praticos.

A metodologia utilizada é a de pesquisa bibliografica, que sera abordada em todos
os capitulos do trabalho. O resultado sera apresentado no capitulo de aplicacoes da
Transformada de Fourier, ndo de maneira a parte, mas como comentarios a cerca do
processamento de imagens por meio da Transformada de Fourier.

Para finalizar, serd feita uma conclusao com sugestoes para futuros trabalhos, e apre-

sentado as referéncias utilizadas no trabalho.



2 OBJETIVOS

2.1 OBJETIVO GERAL

Investigar a condigdo para a existéncia da inversa da Transformada de Fourier.

2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

o Classificar algumas funcoes elementares quanto a existéncia da fungdo inversa;
o Comparar condicdes para inversa de funcgao;

o Aplicar a inversa de Fourier para imagens;

15
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3 A INVERSA DE ALGUMAS FUNCOES ELEMENTARES

Entender o conceito de fungao inversa de algumas fungoes fundamentais é de suma
importancia para esse trabalho, mas antes é necessario estabelecer alguns breves conceitos,
como o de funcao propriamente dito, além de func¢oes: afim, quadraticas, polinomiais,

logaritmicas e exponenciais.

3.1 FUNCOES

Segundo Lima (2006) (7)), uma fun¢ao possui trés partes: Um conjunto A chamado
de dominio da funcdo, um conjunto B chamado de contradominio e uma regra (lei de
formagao) que permite associar cada elemento do dominio a um tunico elemento do con-
tradominio. Dessa forma, se um elemento do dominio estiver associado a mais de um, ou
a nenhum elemento do contradominio, nao é estabelecido uma funcao.

lezzi (1977) (B) define uma fungao como: “Dados dois conjuntos A e B nao vazios,
uma relagdo f de A em B (f : A — B), recebe o nome de fungao (ou aplicagao) de A
em B se, e somente se, para todo z € A, existe apenas um y € B, tal que (z,y) € f”. Ou

seja:

ftA — B

ComzeAe f(x)=y € B.

E importante que o dominio, o contradominio e a lei de formacao estejam bem estabe-
lecidos para que a funcao esteja bem definida, ou seja, para que nao exista ambiguidade,
para que nao haja uma quebra na definicao de funcao e para que a funcao faga sentido no
ambiente estudado. Um exemplo disso é a fungao f, tal que f(x) = i, se o seu dominio e
seu contradominio forem estabelecidos como o conjunto R, ndo existira um valor definido
para quando z = 0. Agora se o dominio for modificado para R*, a funcdo estard bem
definida, pois agora, o zero nao fara parte do conjunto dominio.

Uma observagao importante a se destacar é a diferenca entre as notacoes f e f(x). A
primeira trata-se da fungao, enquanto a segunda é o valor que f assume em um determi-
nado ponto x do seu dominio. Enquanto o simbolo f representa a fungao, f(z) é chamada
de imagem da funcgao, onde para cada valor de x no dominio, ird corresponder a um
valor f(x) no contradominio.

Segundo Lima (2022) (8), uma fungdo (f : A — B) é injetiva (ou biunivoca) quando
dados quaisquer 1, x em A, se f(z1) = f(x2), implica que x; = x5, ou equivalentemente,

se o1 # xq, implica que f(x1) # f(x2), como pode ser observado na Figura [l abaixo:
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Figura 1 — Injetividade

Ty @ —e 2

3 @ ® U3

® U4

Fonte: Autor

Uma funcdo (f : A — B) é sobrejetiva quando para todo y € B, existe pelo menos

um z € A, tal que f(z) =y, como mostra a Figura [2| abaixo:

Figura 2 — Bijetividade

¢
]

T @ & U2

T3 @ ® U3

Fonte: Autor

Uma fungao (f : A — B) é bijetiva (ou correspondéncia biunivoca) se ela for injetiva

e sobrejetiva simultaneamente, como mostra a Figura [3|

Figura 3 — Bijetividade

Fonte: Autor

Assim, considere a a funcao:

f:R — R
r — f(z) =27 (3.1)

Da forma como o seu dominio e seu contradominio estdao definidos, essa funcao nao

se enquadra nem como injetiva, nem como sobrejetiva, pois ela ndo atende as defini¢oes
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supracitadas para se classificar como um desses dois tipos. Tome por exemplo y = —1 que
pertence ao contradominio R. Nenhum z pertencente ao dominio, tal que f(z) = 2? = —1,
logo, nao pode ser classificada como sobrejetiva. Essa fungdo também nao é injetiva pois
tomando por exemplo, 71 =1 e 5 = —1, temos que f(x1) = f(z2) = 1, embora x5 # ;.
Se ela ndo ¢ injetiva nem sobrejetiva, tdo pouco poderia ser bijetiva.

Note que, é possivel alterar o dominio dessa funcao para os reais nao negativos. Assim

sendo, tem-se:

AR — R
v — f(z) =27 (3.2)

Dessa forma, ao analisar, tem-se que a func¢do é injetiva, pois dado f(z1) = f(z2),
implica que z1 = 5. Isso acontece porque houve um ajuste de dominio, logo, ndo existe
a condi¢do de tomar x; # x5 no dominio de f, tais que f(x;) = f(z3) diferentemente de
3.1} Contudo, a fungao definida desse modo ainda néao é sobrejetiva, pelo mesmo motivo
supracitado. Dessa forma, se ela ndo é sobrejetiva, igualmente nao sera bijetiva.

Ja a funcao:
f:R — R*
r — f(z)=2? (3.3)
E uma funcio sobrejetiva, pois todo y € B, existe pelo menos um =z € A, tal que

f(z) = y. Entretanto, ela nao é injetiva pela mesma causa da fungao

Agora, seja a fungao:

f:RY — R*
r — f(z) =2 (3.4)
Desta forma, a funcao é injetiva e sobrejetiva, pelo mesmo motivo de (3.2} e logo
ela é bijetiva. Note que, mudando o dominio de [3.1], temos [3.2] que é injetiva, e mudando
o contradominio de temos [3.4] que é bijetiva. Do mesmo modo, é possivel modificar

o dominio e o contradominio de algumas func¢oes para torna-las bijetivas.

3.2 GRAFICO DE UMA FUNCAO

Maciel e Lima 2005 (9) fala que dados dois conjuntos A e B, podemos construir o
produto cartesiano de A por B (A x B), que é um novo conjunto cujo os elementos sao

os pares ordenados (a,b), com a e b pertencentes a A e B respectivamente ou seja:

Ax B={(a,b);ac Aebe B}
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O grafico da fungao f : A — B é denotado pelo conjunto G(f), que é o subconjunto
de AX B, cuja a funcao é dada por:

G(f) ={(x,y) € Ax B; y = f(x)} (3.5)

O gréfico da func¢ao cibica definida como:

f*R — R
r — f(z) =23
Pode ser representado como a Figura [f] abaixo:

Figura 4 — Representacdo do Gréfico da Fungao Cubica

Fonte: Autor

3.3 FUNCAO INVERSA

Segundo Lima (2022) (8), sendo f : A — B uma funcdo e ¥ um subconjunto nao
vazio de B, chama-se de imagem inversa de Y por a fungdo denotada por f~1(Y), o

subconjunto de A definido por
YY) ={re A f(x) e Y}

Como mostrado na Figura

Se f : A — B é uma bijecao, entao temos uma funcao inversa de f bem definida,
que segundo Maciel e Lima (2005) (9), é denotada por f~!, com B sendo seu dominio,
A seu contradominio e a fungdo inversa associando cada y pertencente a B a um tnico
z pertencente a A, de modo que f(z) = y e f~'(y) = z. E importante ressaltar que
nem todos os autores denotam a inversa de uma funcdo f como f~!, as vezes pode ser
denotada por g, h, j e entre outros.

De acordo com lezzi (1997) (B) , se f é uma funcao bijetora, a relagao (lei de formagao)

inversa de f : A — B, serd a funcao f~': B — A.
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Figura 5 — Imagem Inversa

Fonte: Autor

Para um melhor entendimento, imagine que a funcao f seja o comando de arrumar a
casa, o seu inverso, f~!, seria o comando de desarrumar a casa. Note, que no primeiro
caso estamos saindo de uma casa desarrumada (dominio), para uma casa arrumada (con-
tradominio), ja na func¢do inversa, estamos saindo de uma casa arrumada (dominio), para
uma casa desarrumada (contradominio).

Observe que quando utilizados a funcao e sua inversa consecutivamente, estar se tra-
balhando com a composicao de funcoes, pois a priori, quando trabalhado com f, sai de A
para B, e quando trata se de f~!, sai-se de B para A. Dessa forma temos: (f~'of)(z) = z,

para todo , como mostrado na Figura [6]

Figura 6 — Func¢ao Inversa

B
f ! £

Fonte: Autor

A A

Tendo isso como base, sera mostrado agora o processo de calculo da func¢ao inversa de

f A — B, admitindo que f seja bijetiva: Primeiro, troca-se o x por y e vice-versa, pois

inicialmente, tinha-se uma funcao que associava um x a um y, agora, na fungao inversa,

tem-se uma funcao que associa um y a um x. E logo depois, isola-se o y. E| Um exemplo
é a funcao f: A — B tal que:

y=x+2 (3.6)

Com A = {1,2,3,4} e B = {3,4,5,6}, que pode ser representado pelo diagrama

mostrado na Imagem [7]

1 Esse algoritimo ird ser 1til com a comparacio da inversa da Transformada de Fourier
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Figura 7 — Exemplo de Funcgao
A B
f
Fonte: Autor
A inversa da Funcao é a funcao f~!: B — A tal que:
y=x—2 (3.7)

Pois, quando fazemos a substitui¢do em [3.6] tem-se:

r = y+2
r—2 =y
Sua representagao pode ser vista na Figura [§]

Figura 8 — Exemplo de Funcao Inversa

B A
f-l

-
N

Fonte: Autor

Note que “fez 0 oposto” de [3.6] enquanto a primeira funcio estava somando duas

unidades a cada cada x pertencente ao dominio, a segunda func¢ao subtraiu duas unidades

a cada cada x pertencente ao dominio.

Se uma funcdo f admite inversa e se for possivel esbogar seu grafico, os graficos da

funcao f e da sua inversa f~! apresentam uma caracteristica peculiar, eles sdo simétricos

com relacao a reta bissetriz dos quadrantes impares. Em f~!

o que era dominio vira

contradominio, e o que era contradominio vira dominio, o que causa uma simetria pelo

eixo da funcao f com sua inversa. Alguns exemplos serao dados posteriormente.

E vélido lembrar que o grafico de f é dado por e o grafico da funcio inversa f~!

é, segundo lezzi (1977) (B), dado por:
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G'(f ) ={(y,x) e Bx A; == f(y)} (3.8)

Para provar essa simetria dos graficos das fungoes, é necessario provar a simetria dos
pontos P(a,b) e Q(b,a) em relagdo a reta r de equacao y = x (bissetriz dos quadrantes
1 e 3). E para isso, é necessario provar que a reta que passa pelos pontos P e @ é
perpendicular & reta r e que as distancias dos pontos P e () a reta r sao iguais. Isso se
dé porque segundo Lima 2006 (7)), os pontos P e @ no plano sao simétricos em relagao a
reta r, também no mesmo plano quando r é a mediatriz do seguimento PQ.

De acordo com lezzi (1977) (5l) o ponto M , médio do segmento PQ, tem coordenadas
(%, %), portanto M pertence a reta r. Tem-se que os pontos P e () sdo equidistantes
da reta r, pois M é ponto médio do segmento PQ), isto é, MP = MQ, com M € r.

Agora, é necessério provar que a reta PQ é perpendicular a reta r. Para isso considere
o ponto R(c,c) da reta r, distinto de M. Deve-se provar s que o tridngulo PMR é
retangulo em M.

Calculando a medida dos lados do triangulo PMR, é possivel encontrar, segundo lezzi

(1977) (B):
J (55t ()

+Db)’ a+b\’

PM2:<a—a >+<b— )
2 2

2 2 2

MR2:<a;b—c> +<a—|2—b_c> = (a;b—c>

e observemos que:

I
7N

a4
no ||

o

—b\? b 2
PM2+MR2:2<a2 ) +2<6”2r —c)
2_92ab+b% a4+ 2ab+ b2
_ ; i 42 i g i — —2(a+b) - ¢+ 2c?

= a2 + b? — 2ac — 2bc + 2¢2
= <a2—2ac+62) + (b2—2bc+02) =
= (a—c)*+ (b —c)* = PR?

3.3.1 Funcao Inversa a Esquerda

Oliveira e Pinheiro (2009) (I1)) define que a fungdo g : B — A é uma fungdo inversa
a esquerda de f quando, para dadouma f: A — B, go f = I4. Ou ainda, diz-se que f

é invertivel (ou inversivel) & esquerda. Como mostrado no exemplo da Figura [9]
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Figura 9 — Funcao Inversa a Esquerda

gol=1l,
Fonte: Oliveira, Pinheiro 2009 (L))

3.3.2 Fungao Inversa a Direita

Oliveira e Pinheiro (2009) (II) também define que uma fungédo g : B — A é uma
inversa a direita de f quando, dada uma funcao f : A — B, a composicao g o f resulta
na fungao identidade Ig. Ou seja, diz-se que f é invertivel (ou inversivel) a direita, como

ilustrado no exemplo da Figura |10}

Figura 10 — Fungao Inversa a Direita

Fonte: Oliveira, Pinheiro 2009 (IT)

3.3.3 Fungao Afim

Uma funcao f é dita afim quando:

f:R — R

r — f(zr)=ax+Db

Com 0 # a,b € R.
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O grafico da funcao afim é uma reta, como pode ser visto na Figura [11| abaixo.

Alguns exemplos sao as fungoes f : R — R abaixo:

1. y=f(x) =2z -2

O processo para encontrar a inversa da funcao afim ja foi supracitado. No ensino
bésico, as fungoes afins nao constantes sao sempre invertiveis quando definidas sobre R,
mas é importante sempre verificar se a fungao esta bem definida no contexto do problema.

Dessa forma calculando as inversas das fungoes acima, tem-se respectivamente:

l.x=2y—2
_x—|—2
L
2. x =295y
_ZL’
Y75
2y
3. x="2
T
_5x
9=

De forma geral, para encontrar a inversa da funcao afim, primeiro é feito a troca de y

por x e x por y:

r=ay+b
Agora, isolando o y tem-se:
xr = ay+b
ay = x—>b
x—b
y =
a

Graficamente falando, tem-se a representacao da fun¢ao afim como mostrado na Figura

[Tk
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Figura 11 — Funcao Afim

Fonte: Autor

Por outro lado, tem-se a fungdo afim inversa, que pode ser representada graficamente

como a Figura (12}

Figura 12 — Funcdo Afim Inversa

Fonte: Autor

Note que ambos os graficos possuem simetria com relacao a origem, como dito ante-

riormente.

3.3.4 Fungao Quadratica

Uma fun¢ao f chama-se quadratica (ou fungao polinomial do segundo grau), quando:

f*R — R

r — f(z)=ar? +br+c

Com 0 # a,b,c € R.

Alguns exemplos sao as fungoes f : R — R abaixo:

L y= f(z) =2’
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2. y=f(z)=222+1
3. y=flx)=2*+2x —4

Para encontrar a fungdo inversa de uma funcdo quadratica é necessario, primeiro,
verificar seu dominio, pois uma funcao s6 tem inversa se for bijetiva. As func¢oes acima, da
forma que foram definidas, nao sao bijetivas. Entretanto, se seu dominio e contradominio
for definido apenas nos reais nao negativos ou nos reais nao positivos (dependendo da lei
de formagao), encontra-se a bijetividade EI Assim sendo:

Sejam as funcoes f : Rt — RT abaixo:

Por serem bijetivas, as inversas da funcdo acima, sdo respectivamente funcoes f~! :
Rt — R* tal que:

De maneira geral, para encontrar a inversa de uma funcao quadratica bijetora, to-
mando por exemplo, o dominio e o contradominio como sendo os reais nao negativos,

primeiro elas sao reescritas da seguinte forma:

r = ay’+by+c
af+by = xz—c (3.9)
Agora, para isolarmos o y, utilizaremos completamento de quadrados para transformar

o primeiro membro da equacao em um trindomio quadrado perfeito, e escrever como um

produto notavel, ou seja na forma:

k? 4 2kw + w? = (k + w)?

Note que o ay? faz o papel de k2, mas para funcionar, a precisa ser maior que zero.
Assim, substituindo temos:

K = ay2

kE = yJay?

k= Vay

E importante ressaltar que quando se trabalha nos reais ndo positivos ou nos reais ndo negativos,
a bijetividade pode ndo ocorrer. Por exemplo exemplo, em f(x) = 2%, mesmo sendo definida como
f:R™ — R™, ela nem sequer é funcao.

2
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Nesse caso, entra outra restrigdo, pois como o dominio e o contradominio pertencem

ao0s reais nao negativos, logo y também precisa ser maior que zero. Ja o by faz o papel de
2kw. Assim:

2kw = by
2Vayw = by
by

w =

2y/ay
b
2Va

E por fim, temos o w?. Dessa forma, é necessario adiciona-lo em para ter-se um

w =

trindmio quadrado perfeito. Logo:

Adicionando a[3.9 tem-se:

2 2
, b b

Agora, é possivel reescrever toda a expressao como:

b\ b\
(Ve ziz) == (o)

Agora, é necessario realizar algumas manipulagoes algébricas para encontrar o valor

de y:

y = NG (3.10)

Dessa forma, pode-se concluir que é a funcgao inversa de uma funcdo quadratica
bijetora que tem por dominio e contradominio o conjunto dos niimeros reais nao negativos.
O processo ¢ analogo para outros conjuntos de dominio e contradominio desde que suas

restricoes sejam respeitadas e que a funcao seja bijetiva.
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De maneira geral, temos os graficos das funcoes f quadraticas e das funcoes 1, as
quais f : R — R*, podendo ser representados pelas Figuras [13 e [14}

Figura 13 — Fungdo Quadratica

Fonte: Autor

Figura 14 — Funcdo Quadratica Inversa

Fonte: Autor

Note, que ambas as fungoes sao simétricas em relagao a origem, como mostra a Figura

Figura 15 — Simetria entre as funcoes

13 abaixo:

Fonte: Autor
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3.3.5 Funcao Exponencial e Logaritmica

Uma funcao f chama-se fungao exponencial, quando:

f:R — R}

r — f(z)=ad"

Com0<a#1eR.

Alguns exemplos sao as fungoes f : R — R, tais que:

O inverso da func¢ao exponencial é a fungdo logaritmica, pois, por meio de como os
dominios e os contradominios sao definidos, tem-se a bijetividade. Uma funcao g chama-se

funcao logaritmica quando:

g:R, — R

r — g(z) =log.x

Com 0 >a#0€R.

Alguns exemplos sdo as fungoes g : R} — R, tais que:

Ly = f(z) = logya
2. y=f(z) = log(%)x
3. y=flz) =logm

Essas funcoes sao, respectivamente, as inversas das fungoes exponenciais dos exemplos
anteriores. De maneira geral, para encontrar a inversa de uma fung¢do exponencial do tipo
y = a”, primeiro, repetimos o mesmo passo que usamos nas func¢oes anteriores. Dessa

forma:

r=a’ (3.11)

Pela defini¢ao de logaritmo, temos:

log,,j=ne&m"=j (3.12)
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Com m #1e0 < m,j € R. Perceba a semelhanca de com a defini¢cdo presente
na equacao [3.12) onde o a faz o papel do m, o y faz o papel do n e x faz o papel do j.
Dessa forma, reescrevendo tem-se:

y =log, x (3.13)

Onde ¢ possivel concluir que B.13] é a fun¢do inversa da funcdo exponencial.
Graficamente falando, temos a representacao da funcao exponencial como mostrado
na Figura

Figura 16 — Fungao Exponencial

Fonte: Autor

De maneira geral, o comportamento do grafico de uma funcao logaritmica pode ser

representado pela Figura [17] abaixo:

Figura 17 — Fung¢do Logaritmica

Fonte: Autor

Note, que ambas as fungoes sao simétricas com relagdo a origem, como mostrado na

Figura [1§] abaixo:
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Figura 18 — Fung¢do Logaritmica e Fung¢ao Inversa

Fonte: Autor

Ao fim desta secdo notamos duas caracterizagoes marcantes das fungdes que admitem

inversa:

a. a composicao de uma funcao com a sua inversa resulta da identidade;

b. quando possivel esbogar o grafico da fungao e da sua inversa eles se caracterizam pela

simetria com relagao a reta bissetriz dos quadrantes impares.

Estas sao caracteristicas apresentadas em livros do ensino bésico, comumente em to-
picos do primeiro ano do ensino médio que podem ser ampliadas para quando analises
de curvas forem abordadas em outros conteidos. Para além do ensino basico, é de ex-
trema relevancia que o aluno que ingressa em cursos superiores de exatas carregue esse
conhecimento prévio, pois nos cursos de calculo e correlatos tais habilidades sao bastante
requisitadas e ampliadas pelos resultados mateméticos inerentes a estes cursos. E no-
toria a importancia da abordagem e reforco destes resultados em diversos momentos da

formagao matematica do aluno.
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4 FOURIER: SERIE, TRANSFORMADA E ALGUNS RESULTADOS

Nesta secao abordaremos alguns elementos relativos a andalise de Fourier com o intuito
de comparar - entre as funcoes elementares e as fungoes que admitem Fourier - as condi¢oes
que garantem matematicamente que dada uma funcao é possivel obter a sua inversa, neste
caso, a transformada inversa de Fourier.

A Série de Fourier trata-se de uma série trigonométrica utilizada para representar
funcoes infinitas e periddicas sofisticadas na forma de fungoes trigonométricas simples de
senos e cossenos, o que facilita a sua visualizagao e manipulagao. Ela é utilizada para
manipular e resolver varios problemas, principalmente nos problemas de carater periodico.

A Série de Fourier é utilizada para fung¢oes peridédicas, que nesse caso devemos respon-

der para quais fungoes podemos expressar na forma:

1 o
flz) ~ 240 + Z (an cosﬂ; + b, sen nzx)

n=1

4.1 FUNCOES PERIODICAS

Funcoes periddicas representam uma tipologia de fungoes que sao matematicamente
definidas por sua repeticdo em intervalos regulares ao longo da variavel independente,
apresentando um periodo constante. Essas fungbes sdo essenciais na representacao e
previsao de comportamentos ciclicos em sistemas fisicos, biolégicos e sociais. No século
XIX, o matematico Jean Baptiste Joseph Fourier encontrou uma forma de decompor
algumas dessas fungdes em séries trigonométricas convergentes, conhecidas como séries
de Fourier. A Série de Fourier é uma série trigonométrica. Dessa forma, é de suma
importancia se fazer um estudo individual sobre fungoes periddicas.

Matematicamente falando, Figueiredo (1977) (8)) diz que uma fun¢ao f : R — R é
periddicade periodo nT se f(x +T) = f(z) e o menor periodo positivo é chamado de
periodo fundamental.

Como por exemplo, podemos determinar o periodo da fungao f(x) = sen"7* da
seguinte formas:

nm(x+T) nwx

Se —————— = sen ——, para todo x € R (4.1)

Note que, o lado esquerdo de pode ser reescrito como:

nr(z+T) nrr +nrl ((mrx) N (mrT))
sen 7 = sen 7 = sen 7 7

Ou seja: sen(a + b). Desse modo, podemos utilizar a transformagao trigonométrica

sen(a + b) = senacosb + cosasenb. Dai, reorganizando e substituindo em [4.1} temos:
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nmwx nr’l L nmwx nm’l nmwx
sen cos coS sen = sen —
L L L L L
Assim, para r = %, temos:
nﬂ% nr’l nﬂ% nm’l mr%
sen —=" cos + cos —sen —— = sen —="
L L L
T nal’ n s nal s
sen — cos —— 4 cos —sen —— = sen —
2 L 2 L 2
nr’l nr’l
1-cos +0-sen—— = 1
L
O que implica em cos ”T” =1le sen”T”t = 0 , por meio da identidade trigonométrica

sen? 6 + cos®> @ = 1. Dessa forma:

t t
cosn% =1 o senn% =0
nmt nmt
— =2 — = 2
L m L i

Como se quer o periodo fundamental que satisfaca as equagoes, temos:

2rL, = nmt
2L

t = —
n

4.2 CONVERGCENCIA DE SERIES

Figueiredo (1977) (3)), define uma série como a soma de termos de uma sequéncia (ay,).

A série converge, se suas somas parciaisﬂ também convergirem, ou palavras de Figueiredo:

Uma série numérica 372 ; a, converge se a sucessao das reduzidas, tam-
bém chamadas de somas parciais, converge. Lembremos que a sucessao
das reduzidas é aquela cujo termo geral é

A, = Z an ( reduzida de ordem n ).
j=1

Como o presente trabalho trata com a Série de Fourier, é valido relembrar alguns

resultados sobre convergéncia de série:

1 Aqui, serd admitido que o leitor j4 tem familiaridade com o tema, entretanto, o livro de Célculo de

James Stewart é uma sugestao para quem quiser se aprofundar na tematica.
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4.2.1 Série Geométrica

Dado um £ € N e um r € R, uma série geométrica ¢é definida como:

o
St
k=0

E se |r| < 1, ouseja, se —1 < r < 1, a série converge, caso contrario, a série diverge.

4.2.2 P-Série

Dado um n € N e um p € R, uma p-série é definida como:
=1
np
n=1 n
Nesse caso, se p > 1 a série converge, se 0 < p < 1, a série diverge, e se p = 1,

tem-se um caso particular, onde a série agora pode ser chamada de Série Harmonica,

a qual diverge.

4.3 COEFICIENTES DE FOURIER

Os coeficientes ag, a, e b, de Fourier sao primordiais nesta teoria, pois eles determinam
completamente a funcao modelada pela série de Fourier associada, isto é, se temos os
coeficientes, temos a série e consequentemente a funcao em questao.

Assim, nesta secdo o ponto principal serd a determinacdo das expressdes para o0s
coeficientes de Fourier. Note que estamos trabalhando até o momento com uma funcao

do tipo:

1

flz) = 5“0""2 (ancos 7 + b, senmLm> (4.2)

Os termos ag, a, e b, sao chamados de coeficientes de Fourier. O seu cdlculo é
necessario para ter uma modelagem de problema mais preciso.

Dessa forma, Figueiredo (1977) (3]) afirma que é possivel expressar os coeficientes ag,
a, e b, em funcao de f. Dessa forma, para o coeficiente ag, primeiramente integra-se |4.2|

Assim:

L 1 L = L nmwx L nmw
/ f(x)dx = 500 /_L dx + 2_: (an /_LCOS dequn /_L sen Ldm) (4.3)

L
L 1 oo

/ f@)dz = Sao(2L) + 3 (0 + b,0) (4.4)
—-L n=1

/L f(x)de = L a0:>aozz/7Lf(x)da;
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Note que para a passagem de para [£.4] foi preciso resolver uma uma integral de

cosseno e uma de seno. Assim:

L L
Para: /_Lcosn—zfndm u:? du:%da@ idx:%du

/L (u) - d <n7r:v> L " Lnm o Lo L
cos(u)-du=sen| —) - —| =|[sen— | — [sen ———
I U Y 1 L nwl_r L L nmw
L L
— —_ - —_ = 0 - — = O
(sen(nm) — sen(—nm)) - -

L L
Para: / sen @dx U = nre du = njdm = dr = —du

-L L L L nm
/L p (mrx) Lr L ( nrlL ( n7rL>)
Ssen u U = — COS | — . — = — | — COS — — COS =
L L nwl_r, nw L L
L
—.0=0
nm

Note que, para todo n natural, o valor do sen(nrw) é zero. O mesmo é valido para o
sen(—nm). Ja para a integral definida do seno, o seu valor é zero, pois se trata de uma
funcao fmpar (trataremos com mais detalhes nas préximas subsegoes).

Para os demais coeficientes, deve-se ter conhecimento com algumas relacoes de orto-

gonalidade, sendo elas:

L
/ cos 8 sen T g = 0, se nm>1 (4.5)
~L L L
L L = >1
/ cos % cos T gy = S e (4.6)
~L L L 0, se m#m,n,m>1
L L = >1
/ sen % sen T g = S e (4.7)
- L L 0, se m#m,nm>1

Utilizar-se-a a identidade trigonométrica cosa cosb =
provar o caso Logo:

[ o (52 ) (5250
L o) L (S es

Note que, para m # n, é preciso resolver do lado direito, duas integrais de cosseno,

1(cos(a — b) + cos(a + b)) para

assim:

L _ _
Para / cos m dx , fazemos u = m edr = #du
-L L L (n—m)m
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Substituindo:
I B L
/ cosudu = | sen (n = m)m . L
-L L (n—m)r|_,
= #(Sen(n —m)7 +sen(n — m)m) (4.9)
(n—m)m
" (2sen(n —m)m)
= —————(2sen(n —m)w
(n—m)m
L L
Agora, para / oS W dz , fazemos u = W edr=————du
-L L L (n+m)m
Substituindo:

-l s )

[ ot (s 50

-L L n+m)m

— m@ sen(n — m)m)

(4.10)
Agora, substituindo [£.9) e em temos:

1 L L
3 {(71—(2 sen(n —m)m) + m@ sen(n + m)ﬂ)}

2L
(n+m)m

= o e =

J& para n = m, partindo de [4.8] temos:

s ([0 [eos (7)) =5 (1 (o (57)) - (520

= ; ([L —(=L)]+ (27€/7r(2 sen(2n7r))>) =L

Por sua vez, para calcular o coeficiente a,,, segundo Figueiredo (1977) (3]), primeiro

nmx
multiplica-se a equacao por cos I dessa forma, tem-se:

m)m

1 2L
=5 m[sen(n —m)m| + [2sen(n + m)ﬂ}

B 1 2L

nwx 1 nwx

f(x).cosT = 5CLO-COST + Z (ancosmlix +bnsenm£x> COS n;x

n=1

Integrando, tem-se:
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L
:%/ COSdeU—i-Z(an/ cosw coswjtb/ Senmcosn;md:r) (4.11)
L

L L nmT

nmwx
Para cos ——dz = 0 (o calculo ja foi explicado anteriormente). Para / co8 ——+
-L

nmwx . ) )
cos de, tem a relagao de ortogonalidade , para o caso de n = m, assim sendo:

cosS — -cos —dx = L

/L nwx nwx
L L L

L nmx nmwx
Agora para / sen —— cos de tem o caso de ortogonalidade 4.5, Logo:
L

L
/L nwL nwx p 0
g L,
> se 7 cos 7 T =

Substituindo os célculos em tem-se:

L oo
/ f(z) - cos —dz = @-O+Z(an~L+bn-O) (4.12)
~L L 2 —

L
/ f(:z:)-cos@da: = a,-L
-L

a, = L/ Cos—dx (4.13)

Dadas as relagoes de ortogonalidade todas as parcelas do lado direito de [£.12]sdo nulas
exceto para m = n, portanto temos como resultado a Equacao em

Finalmente, para o coeficiente b,,, multiplica-se a equagao H por sen n—zx e integra-se.
Assim: ; .
/ f(z) - sen de =

—L

L o
:C;D/_Lsennzxdx%—nz::l (an/ cosnT sen -t +by, / Sen— ennzxdm) (4.14)

L
Para [} sen "% sen "T£dx, tem-se o caso de ortogonalidade |4.7, com n = m, logo:

sen — sen —dx = L

/L nwx nwx
L L L

O célculo das outras integrais presentes em [{.14] j& foram resolvidas anteriormente.

Dessa forma, ¢ possivel reescrever COmMo:

L 00
/ f(z) - sen nLLxdx = % 0+ (an-0+b,-L) (4.15)
—-L n=1

L
/ f(zx) - sennLLxdx = b, L
-L

b, = L/ sen—dx (4.16)
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Dadas as relagoes de ortogonalidade todas as parcelas do lado direito de sao nulas

exceto para m = n, portanto temos como resultado a Equacao em

4.4 SERIE DE FOURIER

Uma funcao f : R — R serd seccionalmente diferenciavel (ou diferencidvel por partes)
se ela for seccionalmente continua e se a funcao derivada f’ for também seccionalmente
continua.

O Teorema de Fourier diz que:

Seja f : R — R uma funcao seccionalmente diferenciavel e de periodo 2L. Entao a

série de Fourier da funcao f,

1 o0
flz) ~ 500 +) (an COS? + b, sen m;x)

n=1

Converge em cada ponto z.

4.4.1 A série de Fourier de Funcoes Impares e Pares

Uma funcao é dita par se f(z) = f(—z). Uma fungdo é dita impar se f(z) = — f(—=x).
E importante destacar algumas propriedades de funcdes pares e impares ja estudadas em

algumas literaturas. Figueiredo (1977) (3) descreve algumas como:
I) A soma de duas fungoes pares é par, a soma de duas fun¢oes impares é impar;
IT) O produto de duas fungoes pares é par;
III) O produto de duas fung¢oes impares é par;

IV) O produto de uma fungao par e uma func¢ao impar é impar.

Como consequéncia das propriedades anteriores, segue que:

1) Se f é par entao:
2) Se f é impar, entdo:

Para provar o 1), basta fazer:

[o=[orfi=2]r

Isso ¢ possivel porque em uma funcio par f(—xz) = f(x), dessa forma, [°, f = [T f.

Ja para 2), temos que f(—z) = —f(z), o que implica em [°, f = — fOL f, assim:

[or==fef 1=
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Note que os coeficientes a,, e b, da Série de Fourier, sao da forma:

an L/ cos( 7 )dxeb L/_LLf(x)sen(nZl‘) dx.

Se f(z) for par, f(z) cos ("”) também o serd, pois o produto de funcoes pares, é uma

nmr

7 ) é impar, pois o produto de

fungao par. De maneira anéloga, temos que f(x )sen(

uma funcao par por uma impar ¢ impar. Logo:

a, L/f cos<L>d:ceb =0

Agora, se f(x) for impar, cos ( “T*) também o serd, pois ¢ um produto de uma
g

funcao par por uma impar. Da mesma forma f(z)sen (T"’”) é par por ser o produto de

duas fungoes impares. Com isso:

a,=0¢eb, = 7 / ) sen (nzw) dx

No primeiro caso, temos a Série de Fourier como uma série de cossenos, e no segundo

caso, como uma série de senos.

4.4.2 CAlculo de algumas séries de Fourier

Um exemplo de utilizagdo dos coeficientes, é para calcular a representacdo em Série
de Fourier da funcao da onda dente de serra, com L = 7, e sua forma analitica é dada
por:

f(x) =2z, com —7m <z <me f(x+2m)= f(x)

Como ¢é mostrado na Figura [19] abaixo:

Figura 19 — Fungdo Dente de Serra

Fonte: Autor
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Como a fungao apresenta uma simetria impar, tem-se que os coeficientes ag e a,, sao
iguais a 0, com base no resultado do capitulo anterior. Entao deve-se determinar apenas

o coeficiente b,. Assim, substituindo em encontra-se:

1 T
b, = —/ (x) - sen MY
™ J—m ™
1 T

b, = — [ (x)-sennxdx

™ J—m
2 T
b, = —/ (x) - sen nxdx
7 Jo
(4.17)

Houve uma mudanca nos limites de integracao porque a fungao seno e a funcao x sao
funcoes impares, e o produto de duas fungoes impares é par, entao é valido os resultados

da secao anterior sobre func¢oes pares e impares. Disto, tem-se que [u-dv =1u-v [v-du,

__cosnzx

2t obtem-se:

e fazendo u = x, du = dz, dv = sennz e v = [sen (nz)dr =

2_ T
b, = 2 x(_cosnx) _/ _cosnxdx]
T n 0 n
2_ —ZT COSNT  Senne §
b, = — + 5
T n T
L 0
2 _
b, = 2 ( xcosnx+0) ]
T n
L 0
2 (—WCOSTHT)
b, = - |—=
T n
-2
b, = —cosnw
n

Logo, a série de Fourier para esta fungao pode ser escrita como:

(S

flz)~> - cosn

n=1
E seu grafico pode ser representado como a Figura [20, onde quanto mais termos,

melhor ficara sua aproximacao.
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Figura 20 — Série de Fourier da Fungao Dente de Serra

Aproximagao da série de Fourier

4 termos
— 10termos
40 termos
Eixos
Eixos

f(x)

Fonte: Autor

Outro exemplo é a funcao de onda quadrada, expressa como:

fz) =

-1 —7m<2<0 e flx+2m)=f(x)
1 0<r<m

Que pode ser observada na Figura

Figura 21 — Func¢ao Onda Quadrada

Fonte: Autor

Para o ag, tem-se:

ag =

Calculando-se o a,,:
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an:ll;/22f(x)-cos ("75) da

o= [ oo (U)ot [Teos () ]
an:i[/_ow—cos(nx)dx—l—/o cos (nz) da

a, =0

Calculando-se o b,,:

nmwx

L/ f(z) - sen —dx

1
bn = — / —sen n—da: + sen dx]
™ -7 ™
1 - 0 s
bn = — / —sennxdr + / sen nxdm]
|/ -0
1[/1 0 1 T
by=—|(— - =
- (n cos(m:)) B + ( - cos(nx) 0) ]
171 1 —1 1
b, = — |~ 0)— = — —_ (== .
e cos(n - 0) ncos(n( m)) + < . cos(nm) ( ~cosn 0)}
171 1 1
b, = — |— — —cos(—nm) — — cos(nm) + }
Tln n n n
b — 12 2cos(nr)
"onn n
b 2 — 2cos(nm)
" nm

Assim, sua série de Fourier pode ser escrita como:

> 2 — 2cos(nm)
DT

E o seu grafico pode ser representado pela Figura [22] abaixo:



Capitulo 4. FOURIER: SERIE, TRANSFORMADA E ALGUNS RESULTADOS 43

Figura 22 — Série de Fourier da Fungao de Onda Quadrada

Aproximacao da série de Fourier

4 termos
10 termos
40 termos
Eixo

Eixo

0.5

(x)

05

T

0 2 4 6

Fonte: Autor

4.5 TRANSFORMADA DE FOURIER

A transformada de Fourier é muito util quando relacionada a problemas que envol-
vem equagoes deferenciais parciais (EDP) dos tipos: vibragao de cordas infinitas e semi-
infinitas, problemas da conduc¢ao do calor em barras infinitas e semi-infinitas e o problema
de Dirichlet para a equacao de Laplace em um semiplano ﬂ No entanto, neste trabalho,
utilizaremos a transformada de Fourier para a filtragem ou mascaramento em processa-
mento de imagens digitais o que serd tratado no Capitulo [5]

De maneira geral, a Transformada de Fourier (TF) (utilizando a terminologia de sis-
temas), facilita a resolugdo de alguns problemas um pouco mais complexos. Suponha
que temos uma fun¢do em um dominio onde sua manipulacao é dificil. A TF funcionara
como uma “méquina” (ferramenta matematica), a transformando em uma funcao corres-
pondente apods ser operada ou transformada. A esquematizagdo pode ser encontrada na
Figura [23]

Serd utilizado daqui para frente a notacao F'(§) = F|[f(x)]. Estes sistemas possuem
trés propriedades, segundo Figueiredo (1977) (3), entretanto, algumas delas sdo bastante
direcionadas para EDPs, como a aplicagao é no processamento de imagens entao algumas

delas serao apenas enunciadas para compor o formalismo teérico do trabalho, sendo elas:

I) O sistema é linear, ou seja, é aditivo e homogéneo:

« Flf(2) +9(2)] = FIf ()] + Flg(2)]

o« Flaf(z)] = aF[f(z)]

IT) O sistema “destrdi” derivadas. De acordo com Figueiredo (1977) (3):

2 Para mais informacdes, consultar o material de Figueiredo 1977 (3
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Figura 23 — Esquematizaciao da TF

Fonte: Autor

Se f: R — C, entdo F [D" f] = (i€)"F[f],

II1) O sistema ¢ inversivel: Se F(£) = F[f(x)], entdo f(z) = F F ()]

4.5.1 Definicao da Transformada de Fourier

Ao se trabalhar com a série de Fourier, é comum utilizar valores reais e valores com-
plexos. Em primeiro momento sera trabalhada a definicdo da transformada com valores
reais como sendo:

Seja f : R — R, define-se a Transformada de Fourier por:

Fe)=nt [ T e (1) d (4.18)

—00

Note que em tem-se uma integral imprépria, que é entendida como:

00 M
—iz€ _ : —izé
/_oo e " f(x)dr = M}]{[IEOO € f(x)dx (4.19)
Para que 4.19 esteja bem definida é necessario que:

I) f seja seccionalmente continua em cada intervalo [—M, N]

) J25 [ f () |d < o0

Essas condigoes implicam, respectivamente que a func¢ao é limitada e integravel, e que
o limite existe.

Observe que, V € > 0, 3 k > 0 tal que:

/| |f(2)]de < e
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< [ M@l

‘ /|m|>k e f(x)dx

Abrangendo de forma mais geral uma classe de fungoes f, para qual a transformada
de Fourier estd bem definida, temos:

O conjunto das fungoes f : R — R, tais que as integrais improprias de f e |f| existem
¢ chamada de espago £'(R). Cada fungio pertencente ao espago é chamada de fungao
L'(R) ( de agora em diante, seré utilizada a notacao £'). Para que isso ocorra, é necessario

que f e |f| sejam integraveis para todo intervalo [— M, N| e que os limites abaixo existam:

M

[ o
e
M
lim |f(x)|dz

M,N=Soo J_N
Observe que se f for seccionalemnte continua em cada intervalo [—M, N]| e se o segundo
limite existir, a funcao sera L. E comum a utilizagao esse espacgo pois a transformada
resulta em algo com melhores propriedades, no entanto, é possivel trabalhar com outras
fungoes para quais a converge.
Agora, para trabalhar com fungoes f : R — C, tome uma funcao f da forma
f(z) = u(z) + v(z)i, onde u é a parte real da fungdo e v é a parte imaginaria. Entao a

sua integral serd da forma:

/f(x) = /u(x)dx +1 / v(x)dx
Em4.18| aparece o termo "e” " que pela férmula de Euler, pode ser escrito da forma:

e = cos (€z) — isen (£x). E com isso tem-se:

/_O:o e f(x)dr = /_O:o cos (§x) f(z)dx — i/_oo sen (&x) f(x)dx

Onde a funcio f: R — C é uma L' se |f|, a parte real e a parte imaginéria (que sio
f: R — R) forem £'. Assim, se f : R — C for uma funcio £!, a transformada de

Fourier é definida como:

FI© = P&y = nF [ e fa)da (4.20)

—00
A transformada de Fourier é um operador linear, pois quando utilizada a proprie-

dade aditiva e homogénea em conjunto, observa-se que:

Flaf + Bg] = aF[f] + BF|g]

Com f, g pertencentes a £, e a e 3 niimeros complexos.
Note que a Transformada de Fourier é uma generalizacdo da Série de Fourier (SF),

pois esta trata-se apenas de fungoes periddicas, ja a TF trata-se de outras fungoes, nao
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necessariamente periédicas. Outra maneira de correlacionar a SF e a TF é fazendo uma
analogia com seus coeficientes. Embora nao aparecam de maneira explicita, tem-se que
os coeficientes da SF sao calculados de maneira discreta, e quando o periodo T tende ao
infinito (vai tornando-se nao periédico), a separagao entre as frequéncias discretas da SF
diminui, e a soma discreta dos coeficientes se aproxima de uma integral continua. Esse

processo leva naturalmente a definicao da TF.

4.6 TRANSFORMADA INVERSA DE FOURIER

De acordo com Figueiredo (1977) (), o espaco S é um subconjunto de £, chamado de
conjunto de fungoes de decrescimento rapido. Uma funcao f : R — C é uma funcao S se
for infinitamente diferenciavel se lim||,oc ™ D" f () = 0, para todo m,n > 0 pertencente
aos inteiros.

Dessa forma, se a transformada de Fourier é dada por:

1 > T
f@) = 7= | ere) e (4.21)

quando dada uma func¢do de S, f : R — C e sua transformada é definida por F(&).

A fim de provas, seja um operador de § em S definido como:

Flol(s) = (2m) 772 [ e g(tyat

—00

Pois segundo Figueiredo (1977) (3), ao aplicar-se o operado da seguinte forma:

FFlfl=f, feS (4.22)

Assim fica mostrada a injetividade, pois, ainda de acordo com Figueiredo (1977) (3)), a
transformada serd injetiva se dado F|[f1] = F[f2], para duas fungoes f; e fo pertencentes
a S, fi = fa2, pela linearidade de F (Propriedade I, citada acima). Em outras palavras,
se F[f] =0, entao f = OEl

Para a TF ser sobrejetiva, significa que dada uma funcao F'(§) em S, existe um f(z)
em S, tal que F[f] = F.

Para provar , é necessario substituir o F'(£) pela expressao que aparece em m,
e assim, segundo Figueiredo (1977) (3)), tentar uma mudanga de ordem de integragao.

Logo, tem-se:

o0

(27r)_1/2/

—00

et (2m) " P dydé [ e f(y)dyde (4.23)

Integrando em relacao a & e introduzindo o fator 6_52/”2, comn = 1,2,3---,

tem-se:

3 Um operador linear sers injetivo se, e s6 se, o nucelo for somente o vetor nulo
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() [ e ayde [ e () dyds = (o) (1.24)

A Expressao define uma funcio f,, de S, pois e ¢ /" F [f] é uma funcdo de S e
fo=F {6*52/ ava f]} A mudanca na ordem de integracio em [4.24| pode ser justificada

pela aplicagdo da Proposicao A6.11 do livro de Figueiredo (1977) (3) E|, pois, com
Fy, &) = @8 5 =€/ £(y) | tem-se

|1 0ldy = [ ldy

| 1wl =15 [~ e,
dai,
/ / f(y,)|dyd§ < oo / / f(y, €)|dédy < oo
Logo,
fulw) = @) [T () [ e gy,

Dessa forma, é possivel calcular a integral interna de modo que:

[ cosl(e = )gle et i [ senl (o — y)ele < de =

—0o0

—2/ cos[(z — y)€le /" d¢

Usando a Relagdo (27) do Apéndice do capitulo 6 do livro de Figueiredo (1977) (3)) [

, tem-se que a integral a cima é igual a
o N2.2
ny/me” @Y/,

Assim,
= [ 2t e gy

Com isso, tem-se que:
kn(z) = 9 L= 1/2pemain?/4

o0

@) = [ kale =) ()dy.

— 00

4 A proposicao fala que: seja f : RXR — R uma funcdo continua tal que as integrais abaixo convirjam

/ / (z,y)|dzdy e / / (z,y)|dydx.

Entao, as integrais iteradas da f convergem e

/_Z /_Z f(z,y)dydr = /_0:0 /_O; f(z,y)dxdy.

5 A relagdo fala que [j° e~ cos(axf)dr = %ﬁe_gz/‘l
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Agora é necessario mostrar que k, é uma sucessao de nicleos de Dirac Iﬂ Logo:

onde

k(z) = 9=l —1/2 ,—2%/4

E a funcdo k(x) satisfaz as propriedades de ser continua, positiva e

/Oo k(x)dx =1,

Essa igualdade é provada por meio da relagao (28) do Apéndice do livro de Figueiredo
(1977) () [l (Essa fungdo k(z) é conhecida como a funcdo de Gauss, e, em Teoria das

Probabilidades, como a densidade da distribuigdo normal). Logo,

i fu(w) = f (@) (4.25)
Por outro lado, pode ser escrita na forma:

fn(x) _ (27T)_1/2 /00 6i£€6_52/n2F(£)d£

—y
e se for mostrado que

lim [ e €/ F(e)de = /_ T e (e)de

n—o0 —00 %)

esta relagdo, juntamente com [£.25] dard a férmula [£.21] Portanto deve-se mostrar que:
/ ¢ € (1— /") F(€)de
tende a 0 , quando n — oco. Dado £ > 0, tome &, tal que

[ IF(©)ldg < /4
1€1>€0

o que é possivel, pois F' é de S. A seguir, com &, fixado, tome ngy tal que
1—e &/ < ¢/ (AMEy), para |€] < & e n > ng, onde M = max |F(€)|. Logo, a integral

em (18) é majorada por

Joo, (=) 1P + [ Z (1= /) | (&) dg

19
=2 1€]>¢o0 [E©)lde + 4M&o

M -2¢ - ¢. QED.

6 A funcédo delta de Dirac, denotada por (), é uma fungio generalizada definida como:

o -{% 2

Os nicleos de Dirac sio sequéncias de fungoes K, () que aproximam a funcgéo delta de Dirac no
limite n — oo

7 A proposicao fala que fooo e~ dr = V)2
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5 UMA APLICACAO DA TRANSFORMADA PARA IMAGENS DIGI-
TAIS

Antes de falar das aplicagoes das transformadas nas imagens, é necessario uma breve
introducao sobre alguns fundamentos da imagem digital, pois geralmente, a transformada
de fourier é utilizada na restauracao ou aplicacao de algum filtro ou méscara para modi-

ficar a imagem de maneira mais conveniente para o intuito proposto.

5.1 FUNDAMENTOS DA IMAGEM DIGITAL

5.1.1 Elementos da Percepgao Visual

Gonzalez e Woods (2010) (4) fala que o processo de formagao de imagem no olho
humano é um pouco diferente do processo de captura de imagem em uma camera foto-
grafica. Enquanto na cAmera, a lente tem uma distancia focal fixa e ha uma variagdo da
distancia entre a lente e o plano-imagem, no olho humano ocorre o inverso: a distancia
entre a lente e o plano-imagem (a retina) é fixa, e o que varia é o formato do cristalino
(estrutura do olho).

Embora o processo de formacao de imagem no meio digital seja inverso do modo de
formagao de imagem no olho humano, Gonzalez ¢ Woods (2010) (4)), afirmam que o ser
humano desempenha um enorme papel no processamento digital de imagens pois, apesar
de o processo ser computacional, aplicando féormulas, a escolha da técnica utilizada muitas
vezes se baseiam em critérios mais abstratos, que maquinas nao podem analisar, como
por exemplo, a adaptacao ao brilho.

O olho humano tem uma grande capacidade de distinguir diferentes niveis de inten-
sidade (da ordem de 10! e 0o mesmo ¢ vélido para o brilho). De acordo com Gonzalez e
Woods (2010) (4): “Consideraveis evidéncias experimentais indicam que o brilho subje-
tivo é uma funcao logaritmica da intensidade de luz incidente no olho”, ou seja, o olho

humano pode se adaptar a uma gama variada de niveis de intensidade.

5.1.2 A luz e o espectro eletromagnético

Isaac Newton, percebeu o fenémeno de dispersao da luz branca, através de um prisma
de vidro, que ocorre quando ela passa por esse objeto e é separada em um espectro continuo
de cores, variando entre a luz visivel (cobre a faixa que vai de 0,43 pm (violeta) até 0,79
pum (vermelho)), que compoe uma parcela muito pequena do espectro eletromagnético. A
faixa visivel é dividida em violeta, azul, verde, amarelo, laranja e vermelho, onde cada cor
vai passando gradativamente para a outra, sem uma interrupcao abrupta. Ja o espectro

eletromagnético é dividido em Raios gama (com o comprimento de onda muito menor do
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que o do espectro visivel), Raios X, Ultravioleta, Espectro visivel, Infravermelho, Micro-
ondas e Ondas de Radio (com o comprimento de onda muito maior do que o do espectro
visivel), segundo Gonzalez e Woods (2010) (4)).

Cada faixa do espectro eletromagnético é utilizado para uma (ou algumas) determina-
das areas. Por exemplo, a radiagao gama é utilizada para obtengoes de imagens na area
médica, astronomia e em ambientes nucleares. Os raios X também podem ser utilizados
para obtencao de imagens na area médica, bem como a radiacao infravermelho, que gera
imagens com base na “assinatura de calor”.

Gonzalez e Woods (2010) () fala que é possivel criar imagens em uma certa faixa se
um sensor capaz de detectar energia irradiada por essa faixa do espectro eletromagnético
puder ser desenvolvido. FEntretanto, esse nao é o tnico método utilizado para gerar
imagens, temos por exemplo, as imagens de ultrassom, formadas pelo som refletido de

um objeto.

52 AMOSTRAGEM E QUANTIZACAO DE IMAGENS

Segundo Gonzalez e Woods (2010) (4)), a maioria dos sensores, captam do ambiente
informagoes na forma de uma onda de tensao continua. Entretanto, para converter essa
informagao em uma imagem digital, é preciso transformar esses sinais continuos em um
formato discreto, pois normalmente, os computadores nao trabalham com sinal continuo.

Para isso, é feito um processo que conta com a amostragem e a quantizacao.

5.2.1 Conceitos basicos

Uma imagem pode ser expressa como uma func¢ao. De maneira geral, chamamos de
amostragem, a digitalizacao dos valores de coordenada. Uma imagem pode ser continua
em relagao a amplitude (nivel de intensidade) e com relagao as coordenadas x e y. Para fim
de exemplos, seja uma imagem continua em f que sera convertida para o formato digital,
como ¢é mostrado na Figura [24] Para que isso ocorra, é necessario fazer a amostragem da
funcdo nas coordenadas x e y e na amplitude. A digitalizacdo da amplitude é chamada

de quantizagao.
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Figura 24 — Amostragem e Quantizacio
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Fonte: Gonzalez, Woods (2010) (4)

5.2.2 Representacao de imagens digitais

Seja f(s,t) a representacdo continua de uma imagem, definida em duas varidveis s
e t. Suponha que essa funcao tenha sido convertida em uma imagem digital por meio
dos processos de amostragem e quantizagdo. A amostragem dessa imagem pode ser re-
presentada por uma matriz f(x,y), composta por M linhas e N colunas. Assim, f(0,0)
corresponde ao valor da imagem digital na origem. De maneira geral, conforme Gonzalez
e Woods (2010) (4)), a fungao f(z,y) representa a intensidade da imagem nas coordenadas
(x,y).Ao associar a intensidade da imagem a um eixo adicional, a fungao f(z,y) pode ser
interpretada em um espago tridimensional, no qual f(z,y) = z. Nesse contexto, a varidvel
z representa a intensidade da imagem e define o chamado dominio espacial, enquanto
x e y sao denominados variaveis espaciais ou coordenadas espaciais.

Até entdo, temos trés formas bésicas de representar f(x,y). Uma é com os eixos x e y
determinando a localizagdo espacial e com o eixo f(z,y) = z representando os valores de
f (intensidade), como mostrado na Figura [25| (a). Dessa forma, temos a imagem sendo
representada nos eixos das ordenadas e das abscissas, e a intensidade no eixo f(z,y) de
modo que quanto “mais branco” estiver a imagem, maior sera seu valor nesse eixo. Uma
observacao importante a se fazer é que esse tipo de representacao é comumente utilizada
ao se trabalhar com conjuntos em escala de cinza, no qual os elementos sdo expressos na
forma de trés varidveis, (x,y, z). Ela também pode ser utilizada para imagens com um
sistema mais complexo de cores, entretanto sao de dificil interpretacao pelos seus muitos
detalhes.
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Figura 25 — 3 Representacoes de imagens
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Fonte: Gonzalez, Woods (2010) (4)

A segunda representacao é semelhante com o que o olho humano vé em uma fotografia
de forma fisica ou em um monitor, como mostra a Figura (b). Segundo Gonzalez
e Woods (2010) (4)): “ Aqui, o nivel de cinza de cada ponto é proporcional ao valor
da intensidade f desse ponto. Nessa figura, temos apenas trés valores de intensidade
igualmente espacados. ” Dessa forma, cada ponto da imagem s6 possui trés opgoes de
valores, 0; 0,5 e 1, que é representado como preto, cinza ou branco. E importante ressaltar
a escolha da origem no canto superior esquerdo, com o sentido positivo do eixo = sendo
estendido para baixo, e o sentido positivo do eixo y sendo estendido para a direita. Essa
representacao se da porque muitos dispositivos eletronicos “exibem” a imagem comegando
no canto superior esquerdo e vao se movendo para a direita, uma linha por vez.

Ja a terceira, Figura (c), é a representacao matricial dos valores numéricos de
f(x,y). Esse tipo de representagao transmite pouca informagao para nds, entretanto, em
algumas analises de valores numéricas, ela se mostra bastante significativa, pois as matri-
zes numéricas sao muito utilizadas para o processamento e desenvolvimento de algoritmos.

De acordo com Gonzalez e Woods (2010) (4)), a representacao matricial de uma imagem

pode ser dado da seguinte forma:

f(070) f(071) f(O,N—l)
A:f(x,y): fl,O) f(l?l) f(lvN—l)
f(M—-1,0) f(M-1,1) -+ f(M—-1,N—-1)

Ambos os lados da equacao sdo equivalente. O lado direito é uma matriz de niimeros
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reais, na qual, cada niimero pode ser chamado de pixel, pel, elemento de imagem ou
elemento pictorio. Por meio da matriz, também é possivel uma representagao vetorial.
Por exemplo, podemos ter um vetor coluna v de tamanho MN X 1, de modo que os
primeiros M elementos de v correspondam a primeira coluna da matriz, os préximos M
elementos a segunda coluna e assim sucessivamente. Ou ainda, é possivel utilizar as linhas
ao invés das colunas, desde que se mantenha a consisténcia.

Levada (6]) também descreve o conceito matematico de imagem, mas antes, é necessario
entender o conceito de sinal, podendo ser tratado como “Descri¢ao de como um parametro
varia no tempo (temperatura no dia, variagao do dolar no més, valor de uma agao ao longo
de horas)”, como descreve o autor supracitado. Para ele o sinal pode ser representado

matematicamente por uma funcao que pertence ao conjunto S:

S:{f:R—>C:/_O:0|f(t)|2dt<oo).

Esse conjunto é descrito como dominio do tempo. Ja no que se refere a imagem, é
descrita por Levada (6l) como: “Do ponto de vista matematico, uma imagem é um sinal

bidimensional, pertencente ao conjunto [:”
I:{f:]RQ—)C:/ / |f(x,y)|2dxdy<oo}.

5.2.3 Resolucao Espacial e de Intensidade

Segundo Gonzalez e Woods (2010) (4)), “Intuitivamente, a resolu¢do espacial é uma
medida do menor detalhe discernivel em uma imagem.”, ou em outras palavras, é a quan-
tidade de detalhes que se pode distinguir em uma imagem. Dessa forma, quanto mais
detalhada, maior é sua resolucdo. Quando falamos de forma quantitativa, a resolucao
espacial pode ser expressa de varias maneiras, dente elas, por meio de pares de linha por
unidade de distdncia e pontos (pixels) por unidade de distdncia. Os pares de linha por
unidade de distancia mede quantos pares de linhas (uma linha preta e uma branca) podem
ser distinguidos em uma determinada distancia. Para melhor compreensao, imagine um
diagrama com linhas verticais pretas e brancas, dispostas de maneiras alternadas. Cada
linha possui uma largura W. Dessa forma, um par de linhas possui largura igual a 2.
J4 o nimero de pares de linha por unidade de distdncia é dado na forma de TR Se
por exemplo, uma linha tem uma largura igual a 0,5 mm, entao a quantidade linhas por

mm sera igual a = 1. Se for expressa dessa forma, podemos dizer que resolugao

espacial ¢é a mai%)r %Eantidade de pares de linhas que se é possivel ter uma distingao.
Editoras e industrias graficas no entanto, costumam trabalhar com pontos (pixels) por
unidade de distancia.

Quando se é falado em resolucao de intensidade, refere-se a variagoes sutis de

intensidades capazes de ser distinguidas. Gonzalez e Woods (2010) (4) fala que é relati-
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vamente possivel definir a quantidade de amostras para gerar uma imagem digital, mas
0 mesmo nao se aplica a intensidade da imagem. Geralmente, o nimero de intensidade é

igual a 2F .

5.3 TRANSFORMADA DE FOURIER NO PROCESSAMENTOS DE IMA-
GENS DIGITAIS

De acordo com Mazet (2025) (L0), existem quatro tipos de transformada de Fourier,

e cada uma tem sua utilidade no processamento de sinais:

o a “série de Fourier” (SF) aplica-se a sinais de tempo continuo e periddicos,
o a “transformada de Fourier” (FT) aplica-se a sinais de tempo continuo e aperiédicos,
e a “série discreta de Fourier” (DFS) se aplica a sinais periddicos e de tempo discreto,

o ea “transformada de Fourier em tempo discreto” (DTFT) se aplica a sinais de tempo discreto
e aperiddicos.

A série e a transformada de Fourier ja foram definidas nos capitulos anteriores. A
Série Discreta de Fourier, se tiver um sinal de tempo discreto periddico com periodo

N, pode ser definida como:

N—

,_.

1 ;
= X etd 2wkn/N
N k=0

N-1
_ Z x[n]e—ﬂwkn/N
n=0

Um sinal de duracao limitada pode ser considerado como um sinal periédico com
periodo N. Neste caso, é chamada de Transformada Discreta de Fourier (DFT),
também conhecido como DTFT.

Para o processamento de imagens, a transformada de Fourier decompde a imagem
em uma combinacdo de oscilagoes com diferentes frequéncias, fases e orientagoes. A
transformada discreta de Fourier de uma imagem que possui tamanho M XN é uma

imagem F' definida como:

M-1N-1
Fom, mpe 27 (57 +5)
m=0 n=0
E sua inversa é definida como:
1 M-1N-1
f(m,n) Z Z F(u,v) +32“(%+%)
u=0 v=0

Como a Transformada de Fourier utiliza uma exponencial complexa, entao a transfor-
mada discreta de Fourier de uma imagem também pode ser complexa. Sendo assim, ela

nao pode ser expressa como uma Unica imagem, mas sim como uma amplitude (mddulo)
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e a fase (argumento), que representam a distribuigao de energia no plano. A amplitude

também pode ser chamada de magnitude.
E possivel ver a aplicacio da Transformada de Fourier nas Figuras [26] ¢ [27] a seguir:

Figura 26 — Aplicacdo da Transformada
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Fonte: Mazet 2025 ([I0)

Veja que apoés aplicar a transformada, as “listras” viram “pontos”, e isso facilita o
rocesso computacional, pois se o intuito for apagar essas “listras”, por exemplo, o com-
) ) b
putador iria trabalhar com coisas bem mais simples.

Figura 27 — Aplicacdo da Transformada 2
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Contudo, na maioria das vezes, a fase (ou argumento) costuma ser desprezado por ser
um pouco dificil de interpretagao e nao dar nenhuma informagao nova sobre a estrutura da
imagem no dominio espacial como exemplificado na Figura[2§. Sendo assim, é trabalhado

com o espectro de Fourier, que utiliza apenas a magnitude, como mostrado na Figura [29]

Figura 28 — Aplicacao da Transformada na Imagem de um Esquilo
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Fonte: Mazet 2025 (L0)
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Figura 29 — Espectro de Fourier

Fonte: Camara-Chavez 2025 (1))

Observe, que quando ha uma modificacdo na imagem, ha também uma modificacao

na transformada, como mostrado na Figura

5.4 FILTROS, MASCARAS E RESTAURACAO

Segundo Mazet (2025) (I0) , quando é aplicado um filtro (também chamado de més-

cara) em uma imagem, significa que é aplicado um operador linear em cada pixel para
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modificar a sua intensidade. Dessa forma, o filtro pode ser representado como uma ma-
triz ou, de maneira equivalente, como uma imagem. Sendo assim, primeiro se inicia o
processo de convolugao E| que é uma operagao utilizada para calcular o efeito do pixel na
imagem, e em seguida, o filtro é utilizado no espectro de Fourier. Ja para a restauragao, é
preciso ter um conhecimento prévio do fenémeno que o degradou, e a partir de um modelo
matematico, esse fendomeno é “invertido” para recuperar a imagem original.

Para exemplo, tome uma imagem com ruido como a Figura ou a. Mazet (2025)
(10) descreve trés tipos de ruidoﬂ O Ruido branco gaussiano aditivo , o Ruido de Poisson
e o Ruido de sal e pimenta. Para definir ruido, Gonzalez (2010) (4) define primeiro a
faixa dinamica como sendo razao entre a intensidade maxima mensuravel e a intensidade
minima detectével. O limite superior (intensidade maxima) é chamada de saturagao, e o
limite inferior (intensidade minima) é chamada de Ruido.

As Figuras supracitadas e apresentam o ruido periédico (apresentam um tipo
de padrao de repetigao) que possuem estruturas especificas na Transformada de Fourier.
E possivel remover essas estruturas no dominio de Fourier ao cancelar os coeficientes por
meio de uma mascara.

Observe a Figura com a imagem de um palhago. Fala-se que a imagem (do palhago)
estd no chamado, dominio do espaco. FEla apresenta um ruido periédico que pode ser
observado na forma de “listras” na diagonal. Quando é utilizado a transformada de
Fourier, a caracteristica do ruido também ¢é observado na sua magnitude, que pode ser
observado, nesse caso, como quatro pontos proximos ao centro. Nesse caso, é dito que o

espectro de Fourier estd no dominio da frequéncia.

Figura 30 — Ruido na Imagem do Palhaco

Fonte: Cadmara-Chavez 2025 ()

Ja na Figura é possivel observar o filtro agindo sobre a imagem transformada,
retirando o ruido.
Apos a aplicagao do filtro no ruido, a Transformada Inversa de Fourier ird converter

a magnitude (ou o espectro de Fourier que estd no dominio da frequéncia) novamente em

1 Esse processo nao serd trabalhado de maneira profunda, para mais informacoes, consultar Mazet

presente nas referéncias.

2 Para mais detalhes sobre esses tipos de ruido, ver na literatura de Mazet.
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Figura 31 — Filtro Sendo Aplicado No Ruido

Fonte: Camara-Chévez 2025 ()

uma imagem no dominio do espago. Na Figura |32, é mostrado a imagem com a reducao

de ruido.

Figura 32 — Imagem com Reducdo de Ruido

4

Fonte: Camara-Chévez 2025 ()

J& o processamento que ocorreu nessa imagem € o esquema presente na Figura

abaixo.
Figura 33 — Esquema Geral de Processamento no Dominio da Frequéncia.
Imagem
|T(fcg);m Imagem Transformada Processamento Transformada Inversa Proceisada
£l
a(xiy)

Fonte: Camara-Chévez 2025 (2)

Primeiro, a imagem ¢ Transformada para o dominio da frequéncia (espectro de Fou-

rier), em seguida, é feito o processamento da imagem (como a aplica¢ao de filtros, por
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exemplo), em seguida, a Transformada Inversa é aplicada na imagem processada para

retornar ao dominio da frequéncia.
Algo semelhante ocorre na Figura , onde é aplicada uma mascara (também chamada

de filtro) no ruido, e dessa forma, hd uma redugao.

Figura 34 — Aplicacdo de Mascara para reducdo de Ruido
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Fonte: Mazet 2025 (L0)

A priori, tem-se uma imagem de uma lua com um ruido periédico na forma de “listras”
na horizontal no dominio do espago. No espectro de Fourier (dominio da frequéncia), esse
ruido é apresentado na foma de uma listra na vertical. Em seguida, é aplicado um filtro
nesse ruido na frequéncia do tempo, e a Transformada Inversa de Fourier ird converter

novamente a imagem no dominio do espago com a redugao de ruido.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Problemas de naturezas e areas diversas apresentam métodos de solugoes com aborda-
gens distintas. Ha problemas que podem ser solucionados de maneira direta - partindo das
suas hipoteses e chegando a sua tese, ha problemas em que o maior anseio é determinar se
hé alguma solucao e ha problemas que se for possivel ser apresentado em outro ambiente
(em linguagem matematica) outro conjunto ou outro espago podem ter sua complexidade
bastante reduzida.

Problemas de engenharia reversa, por sua vez, analisam o produto final para entender
como ele é produzido e com isso poder trabalhar sobre os processos e alterar, ajustar e
otimizar o produto.

Este trabalho tem como objetivo comparar as condi¢bes impostas para garantir a
existéncia de inversa, tanto para funcoes elementares quanto para a transformada de
Fourier. Ao longo do texto ao passo que os resultados matematicos foram apresentados
surgiram tanto semelhancas, quanto diferencas entre os processos de obtencao da inversa.

A garantia da existéncia da inversa pode trazer consigo a saida para solucionar algum
problema dado. A agdo de “levar e trazer” elementos de um conjunto em outro gera a
mudanca de espagos o que pode diminuir a dificuldade de lidar com o problema e contribuir
para a sua resolugao.

Para fungbes elementares a garantia da inversa estda na bijetividade da funcao. No
caso de fungoes que atendem as caracteristicas da modelagem via métodos de Fourier
essa garantia matematica se da por elementos matematicos um pouco mais elaborados
(ndo necessariamente mais faceis ou dificeis, pois obter a lei de formagao de uma inversa
pode ser um trabalho hercileo). A condigdo da inversa na transformada de Fourier requer
que a f seja integravel e absolutamente integravel.

Um exemplo desta situagao foi abordado quando a transformada de Fourier foi utili-
zada no processamento de imagens digitais. O que no dominio do espaco era um trabalho
longo e computacionalmente custoso pois o tratamento seria realizado na vizinhanca de
cada pixel da imagem, a aplicacao da transformada e consequentemente a mudanga para
o dominio ou espago das frequéncias, leva o problema a uma circunstancia para processa-
mento da imagem mais facil e direta devido as caracteristicas intrinsecas desse espago. O
processamento, principalmente para elementos periédicos, tais como ruido periédico, tem
tratamento mais imediato no dominio da frequéncia.

Discussoes dessa natureza sao salutares em salas da aulas de cursos de formacao de
professores e também de formacao de bacharéis pois ampliam o conhecimento obtido
até o ensino basico. Estudar outras abordagens, condi¢bes sobre entes matematicos,
espagos distintos daqueles mais usuais enriquecem e sedimentam o fazer matematico do

aspirante a sala de aula e a pesquisa cientifica, mesmo que em muitos casos traga consigo
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as dificuldades inerentes ao rigor matematico desses novos ambientes.
Uma pesquisa cientifica abre campos e indagacoes ao longo do seu desenvolvimento,
o que a torna atraente e frutifera para que seja continuada. Dessa forma, estabelecemos

como alguns elementos noteadores para trabalhos futuros o que segue:

« aprofundar os estudos para as fungoes inversas das fungoes elementares e verificar o
grau de dificuldade de dada uma funcao bijetiva obter a lei de formagao da bijecao

inversa;

« estudar a transformada de Fourier complexa e sua similaridades ou generalidades

com a transformada real;
 incluir nos estudos as fungoes integraveis a Lebesgue;

o ampliar o estudo da transformada de Fourier para os conjuntos discretos analisando

os resultados relacionados;

« investigar as condig¢oes de existéncia da transformada inversa para outras transfor-

madas tais como Laplace, cosseno discreta, Z.
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