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RESUMO

A matematica é uma ciéncia com carater sensivelmente distinto de outras quando nos
referimos aos resultados alcancados, uma vez que a caracteristica das demonstragoes ma-
tematicas sao o lastro para essa afirmacao, pois a conclusao obtida por uma demostracao
¢ irrefutavel. Neste trabalho abordaremos a técnica de demonstracao por redugao ao ab-
surdo com o objetivo de mostrar que, embora nao seja tao usual no senso comum, algum
ente matematico nao apresente uma dada propriedade é tao importante quanto garantir
que ele a possua. Por exemplo, um niimero irracional nao possui a caracteristica de poder
se escrito com uma razao entre nimeros inteiros. Associada a essa ideia surgem outras:
como o principio da nao contradi¢ao e a do terceiro excluido que originam-se na logica
aristotélica. Para exemplificar o método de demonstragao selecionado, foram escolhidos
resultados a respeito da irracionalidade de alguns nimeros famosos e também de outros
nem tanto assim, contudo todos bastante importantes no meio matematico. Embora algu-
mas ferramentas matematicas necessarias ao entendimento completo do texto nao sejam
apresentadas no ensino basico a abordagem deste texto contribui de forma relevante para
a formagao de professores pois apresenta uma poderosa ferramenta para o dia-a-dia de
quem lida com matematica tanto em sala de aula quanto em pesquisa cientifica e uma
parcela consideravel do trabalho é completamente acessivel a alunos que cursam a partir

dos dois ultimos anos do ensino fundamental.

Palavras-chave: Demonstragao. Redugao ao absurdo. Nuimeros irracionais.



ABSTRACT

Mathematics is a science with a significantly different character from others when we refer
to the results achieved, since the characteristics of mathematical demonstrations are the
basis for this statement, as the conclusion obtained by a demonstration is irrefutable. In
this work we will approach the demonstration technique of reduction to absurdity with the
aim of showing that, although it is not so common in common sense, showing that some
mathematical entity does not present a given property is as important as ensuring that it
possesses it. For example, an irrational number does not have the characteristic of being
able to be written with a ratio of whole numbers. Associated with this idea, others arise,
such as the principle of non-contradiction and the excluded middle, which originate in
mathematical logic. To exemplify the selected demonstration method, results were chosen
regarding the irrationality of some famous numbers and also others that are not so famous,
but all of them are very important in mathematics. Although some mathematical tools
necessary to fully understand the text are not presented in basic education, the approach
of this text contributes significantly to teacher training as it presents a powerful tool
for the day-to-day life of those who deal with mathematics both in the classroom and
in scientific research and a considerable portion of the work is completely accessible to

students studying from the last two years of elementary school.

Keywords: Mathematical proof. Proof by contradiction. Irrational numbers.
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1 INTRODUCAO

Demonstrar uma proposi¢ao na matematica significa estabelecer uma série de argu-
mentos légicos e rigorosos que comprovem sua veracidade, partindo de defini¢oes, axio-
mas e teoremas previamente aceitos. As técnicas de demonstraciao sdo variadas e estao
intrinsecamente relacionadas a natureza do problema. Em alguns casos, métodos como a
demonstragao direta ou a indugao matematica podem ser inviaveis, exigindo o uso de ou-
tras abordagens, como a contrapositiva ou a reducao ao absurdo. A escolha da estratégia
adequada ¢ fundamental para garantir um raciocinio solido e claro.

O método de redugao ao absurdo remonta a antiguidade, tendo sido amplamente
utilizado desde os periodos aureos da Grécia Classica, especialmente nos desenvolvimen-
tos logicos e mateméaticos dos pensadores da época. Como corrobora De Morais Filho
(2012), esse modelo argumentativo possui importancia fundamental na construcao do ri-
gor matematico, permitindo a validagao de proposi¢des por meio da refutagdo de suas
negacoes. Sua aplicacdo nao apenas consolidou demonstracoes classicas, mas também
continua sendo uma ferramenta essencial na matematica contemporanea, evidenciando
sua atemporalidade e relevancia nas argumentacoes matematicas.

Entretanto, esse modelo argumentativo apresenta um elevado grau de abstracao, uma
vez que se fundamenta em principios filoséficos estritamente tedricos. Conforme destacado
por De Morais Filho (2012) e Tendério (1993), sua estrutura légica depende essencialmente
da negacao de uma hipotese inicial, sem a necessidade de construcao direta da afirmacao
em questao. KEssa caracteristica confere a redugao ao absurdo um papel central no for-
malismo matematico, ao mesmo tempo que exige do leitor um alto nivel de compreensao
l6gica e dominio dos fundamentos tedricos que sustentam essa abordagem.

Ao empregar esse método de argumentacao, diversos mateméaticos contribuiram signi-
ficativamente para a consolida¢ao do rigor na matematica, utilizando-o de forma precisa e
criteriosa em distintas areas da disciplina (Boyer, Merzbach, 2012). Desde Euclides, cujas
demonstragoes em teoria dos niimeros, especialmente a prova da infinitude dos niimeros
primos, marcaram o inicio do formalismo matematico (Euclides, 2009), passando por Le-
onhard Euler, que estabeleceu a irracionalidade de e, esse modelo argumentativo tem sido
um pilar fundamental na validagao de resultados matematicos (Garbi, 2009). Nos tempos
modernos, Ivan Niven aperfeicoou essa abordagem ao apresentar uma demonstragao sim-
ples e elegante da irracionalidade de m, reafirmando a importancia e a longevidade desse
método no avango do conhecimento matematico (Niven, 1946).

A estrutura do presente trabalho segue uma organizacgao sistemética, iniciando-se pela
introducao, que delineia o tema da pesquisa, sua relevancia e seus objetivos. Em seguida,
expoe-se a metodologia, onde sao descritos os procedimentos adotados para a condugao da

investigagao, com énfase na abordagem analitica e nos critérios que orientaram a selecao
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das demonstragoes apresentadas.

Na sequéncia, desenvolve-se o referencial tedrico, que fundamenta o estudo por meio da
exposicao das principais teorias e demonstracoes matematicas pertinentes, estabelecendo
o embasamento conceitual necessario. Posteriormente, sao apresentados os resultados,
seguidos da andlise e discussao, onde se examina a articulacao dos elementos estruturais
do método de reducao ao absurdo e sua aplicagao na demonstragao da irracionalidade de
determinados niimeros.

Por fim, nas consideragoes finais, sintetizam-se as principais conclusoes da pesquisa,
ressaltando suas contribui¢oes para o aprofundamento do tema e indicando possiveis des-
dobramentos para investigagoes futuras. Essa organizacao visa assegurar um desenvolvi-
mento coerente e progressivo do estudo, permitindo ao leitor uma compreensao clara do

percurso investigativo e de seus achados.

1.1 OBJETIVO GERAL

Identificar, destacar e analisar a fundamentagao loégica para o modelo de argumentagao
por reducgao ao absurdo, bem como apresentar uma aplicacao em algumas demonstracoes

relacionadas & natureza de ntimeros irracionais.
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2 METODOLOGIA

A presente pesquisa configura-se como um estudo tedrico de natureza qualitativa,
cujo objetivo principal é a analise do método de redugdao ao absurdo e sua aplicacao
em demonstragoes matematicas, com énfase na natureza de alguns niimeros irracionais.
Para tanto, realiza-se um levantamento bibliografico em livros, artigos cientificos e outras
fontes académicas especializadas, com o intuito de fundamentar teoricamente as discussoes
apresentadas.

Inicialmente, procede-se a apresentacao e definicdo de alguns principios da filosofia
classica que sustentam esse modelo de argumentacao. Posteriormente, é feita uma expo-
sicao conceitual do método de reducao ao absurdo, abordando sua formulagao légica, rele-
vancia no desenvolvimento da matematica e aplicabilidade em diferentes demonstragoes.
Em seguida, analisam-se demonstragoes classicas baseadas nesse método, com especial
atencao aquelas relacionadas a natureza de algus ntimeros.

No escopo desta investigacao, sao apresentadas as demonstracoes da irracionalidade
V2 e /3 sendo proposta uma generalizacio desses casos quando /P para todo niimero p
primo e, findando esta classe de nimeros irracionais, é apresentada uma conjunto mais
abrangente de irracionais na forma de 1/¢" sob algumas condigoes. O trabalho encerra-se
com as demonstragoes da irracionalidade dos niimeros ¢ (ntimero de ouro), e (nimero de
Euler) e 7 (nimero “pi” & 3,14).

A apresentagdo das demonstragoes é conduzida de forma rigorosa e sistematica, res-
peitando a formalizacao matematica e evidenciando a estrutura légica do raciocinio. Para
favorecer a compreensao e a clareza expositiva, realiza-se uma anélise detalhada dos prin-
cipais passos demonstrativos, destacando as estratégias empregadas e suas implicacoes
tedricas.

A selecao das fontes bibliograficas pauta-se na busca por referéncias reconhecidas
na literatura matemadtica, como Santos (1998) e De Morais Filho (2012), garantindo a
solidez dos argumentos e a consisténcia da abordagem adotada. Além da exposicao das
demonstragoes, a pesquisa contempla uma discussao acerca da importancia do método de
reducao ao absurdo no contexto da matematica, examinando sua recorréncia em diferentes
areas e sua relevancia na construcao do conhecimento matematico, como presente nas
obras de Andrade (2020), Santos (2003) e Sobrinho Filho (2015).

Dessa maneira, a presente pesquisa pretende nao apenas apresentar e sistematizar
demonstragoes matematicas baseadas na reducao ao absurdo, mas também promover
uma reflexdo sobre a influéncia desse método na formalizacao e validacao de resultados

matematicos ao longo da histéria.
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3 DO MODELO DE ARGUMENTACAO POR ABSURDO

O que tratamos como trivialidade na matematica é, na verdade, um principio logico
fundamental, o principio da identidade: tudo é idéntico a si mesmo, como é corroborado
em (Tenorio, 1993). Apesar desse principio ser de uma simplicidade evidente, dele ainda
partem dois outros principios que, no campo da logica classica, sao esteios fundamentais,
sendo eles o principio da nao contradicao e o principio do terceiro excluido.

Como ja notério, o principio da nao-contradigao, afirma que nao deve existir contra-
digdo no raciocinio. Por exemplo: Seja uma proposicao A. A nao é —A (1é-se: nao-A), ou
seja, A é sempre igual a A, como apresentado em (Tenério, 1993), podemos entender esse
principio como a negativa do principio da identidade, de fato, algo nao pode ser e nao ser
ele.

O segundo principio supracitado, o principio do terceiro-excluido, pode ser visto como,
segundo Tenério (1993), como “a forma disjuntiva do principio da identidade: uma coisa
é ou nao ¢”. Dentre essas duas situagoes opostas, nao se apresenta a chance de uma
terceira, a qual, portanto, é excluida: A ou —A, nunca, A e =A. Com isso, note que
o principio do terceiro excluido é uma “decorréncia” ou uma reescrita do principio da
nao-contradi¢do, que por sua vez ja ¢ uma decorréncia do principio da identidade.

Fundamentado nesse principio, desenvolveu-se um modelo de demonstracao com um
elevado grau de abstracao, caracterizado pelo uso de argumentos indiretos e raciocinios
sofisticados. Esse tipo de abordagem tornou-se um recurso fundamental na matematica,
permitindo estabelecer resultados de maneira rigorosa principalmente em contextos onde
a verificagdo direta se mostra invidvel. Segundo De Morais Filho (2012), h4 registros do
uso desse modelo argumentativo ja por volta do século IV a.C., amplamente empregado
por matematicos da Escola Pitagoérica e, posteriormente, formalizado em obras classicas
da matematica grega, como os Elementos de Euclides, evidenciando sua importancia no
desenvolvimento do pensamento matematico ao longo da histéria.

Alguns dos mais famosos teoremas sao sustentados por um modelo argumentativo de
reducao ao absurdo, um desses célebres teoremas garante a nao finitude dos nimeros
primos, atribuido a Euclides de Alexandriaﬂ a demonstragdo do Teorema da Infinitude
dos Niuimeros Primos é tida como uma das mais belas argumentacoes na matematica, no
Livro IX de Os Elementos, esse teorema aparece na Proposi¢ao 20 como “Os nimeros
primos sao mais numerosos do que toda quantidade que tenha sido proposta de niimeros
primos” (Euclides, 2009, p. 342)ﬂ Para o presente trabalho, nos deteremos a analoga

demonstracao atualizada em (Boyer e Merzbach, 2012).

1 Euclides de Alexandria (circa 300 a.C.), considerado o primeiro autor a explicitar o trato matematico

considerando um rigoroso modelo axiomatico.
Note que Euclides mantém um estrito tratamento geométrico e de relagao entre grandezas para a lida,
isso se d4, em parte, por nao existir um simbolismo algébrico formalizado na época.
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Teorema 3.0.1. O conjunto dos numeros primos € infinito.

Demonstracao. Suponha por contradi¢do que o conjunto dos niimeros primos ¢ finito e p
o maior desses nimeros, entdo temos que P = {2,3,5,7,...,p}. Considere
¢=(2-35-7----p+1>p.

Note que ¢ é estrategicamente definido dessa forma, pois é uma unidade maior do que o
produto de todos os primos, ou seja, ele nao é divisivel por nenhum py € P. De fato, ao
dividir ¢ por qualquer um desses primos, restara sempre 1.

Com isso, decorre dois posiveis casos para q:

1. Ou ¢ é um nimero primo e isso contradiz a suposic¢ao inicial de que o maior nimero

primo é p; 4

2. Ou ¢ nao é um numero primo e existe algum nimero primo que o divide, porém
qualquer fator primo de ¢ deve ser maior do que p, pois todos os primos menores ou
iguais a p nao o dividem. Isso também contradiz a suposicao inicial de que p era o

maior primo. 4

Ambos os casos estao reduzidos a absurdos, isso se da pelo fato da negacao da tese ser

falsa, ou seja, conclui-se que o conjunto dos niimeros primos ¢ infinito. Q.E.D.

Vale salientar que a demonstragao apresentada nao é diretaEL pois em nenhum mo-
mento é construida a infinitude do conjunto dos niimeros primos, mas apenas é mostrado

que esse conjunto nao é ﬁnit(ﬂ7 fato este citado também em (Boyer, 2012).

3.1 METODO DE DEMONSTRACAO POR REDUCAO AO ABSURDO

De maneira geral, o modelo argumentativo em questao consiste em assumir, tempo-
rariamente, a falsidade da tese de uma afirmacao e, a partir dessa suposicao, aplicar um
processo dedutivo 16gico consistente que conduza a uma inconsisténcia matematica (ou
absurdoED. Considerando a validade do principio do terceiro excluido nesse contexto, a
negacao da tese nao pode ser verdadeira, o que implica que a afirmacao inicial deve ser
verdadeira.

De forma formal, segundo De Morais Filho (2012), esse processo dedutivo pode ser

sintetizado da seguinte forma:

Para demonstrar uma sentenca condicional Se H, entdo T por absurdo,
admite-se que H e —T ocorram. Com essa suposicdo, deve-se dedu-
zir uma sentenca contraditoria qualquer —=Q A @, chamada absurdo ou
contradigdo.

Como serd percebido, esta é uma recorrente caracteristica desse método argumentativo.

Esse raciocinio é valido exatamente pela existéncia do Principio do Terceiro Excluido no espago 1égico
vigente.

Vale salientar que o absurdo referido é uma sentenga contraditéria qualquer da forma (-Q A @), ou
seja, a negacao de algo e o proprio algo coexistindo.
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A hipoétese adicional =T, considerada nesse método, chama-se hipdtese
de absurdo ou hipétese de contradicdo.

Uma introdugao ao estudo nessa area ¢ a demonstracao da Proposicao . No presente
trabalho, sua demonstracao fara uso de operadores logicos. Para um estudo aprofundado
sobre o tema, recomenda-se a familiaridade com tais operadores, como apresentado em
(De Morais Filho, 2022).

Proposicao 3.1.1. Sex,yc Rex-y=0, entaoxr =0 ouy = 0.

Demonstragio. Inicialmente identifiquemos a hipdtese (H), a tese (T) e a prépria negacao
da tese (= T):

H: z,yecRez-y=0.
T: 2=00uy=0.
-T: z#0ey#0.

Vamos supor, por absurdo, que a sentenca Se H, entdo —T ocorra, ou seja, estamos
afirmando que o produto de dois nimeros reais diferentes de zero € zero. Mas ja é sabido
que, no Principio Fundamental da Multiplicacdo nos ntimeros reais, se a # 0 e b # 0,
entao o produto a - b # 0.

Chegamos entao na sentenga contraditéria supracitada, (Q A = Q), onde
Q: Sex,yc Rex-y=0,entdoxz#0ey #0.
—Q: Sex,ycRex-y+#0,entdoz #0ey #0.

Com isso, podemos perceber que a sentenca Se H, entdo =T é um absurdo, donde con-
cluimos que a hipétese inicial é verdadeira e, de fato, Se x,y € R ex-y =0, entdo z =0
ouy = 0. Q.E.D.
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4 DA NATUREZA DE ALGUNS NUMEROS IRRACIONAIS

E sabido, em um primeiro curso de Analise Real, que os niimeros reais, consiste na
unido entre os nimeros racionais e irracionais, ou seja, R = QU (R \ Q). Como versa So-
brinho Filho (2015), Richard DedekindE] garante exatamente isso ao construir os niimeros
reais a partir dos racionais, onde a ideia buscada por ele é definir um ntimero real como

uma particdo do conjunto dos racionais em duas partes:

o Um subconjunto inferior L contendo todos os racionais menores que um certo ni-

mero real.

e Um subconjunto superior U contendo todos os racionais maiores que esse nimero.

Com isso, considerando a reta real, é possivel preencher as descontinuidades deixadas
pelos racionais com alguns niimeros que nao podem ser escritos como uma razao entre
inteiros. O fato desses nimeros irracionais surgirem durante a construcao dos reais é de
suma importancia para o presente trabalho, pois ao lidar com os reais sendo a uniao entre
esses dois conjuntos, garante-se a existéncia do principio citado no capitulo anterior, o
Principio do Terceiro Excluido.

Ou seja, um numero real, ou é racional, ou ¢ irracional, nao ha uma terceira opcao;
isso garante que a negacao da racionalidade de um ntmero, implicard na irracionalidade
do mesmo. Esse fato é essencial para a utilizacdo do modelo argumentativo de reducao
ao absurdo para demonstrar a irracionalidade (ou nao-racionalidade) de alguns nimeros
reais. Para a presente pesquisa, é fundamental uma definicao precisa do que se entende

por numero racional. Considere-se, entdo, o conjunto dos niimeros racionais:

Defini¢iao 4.0.1 (Conjunto do Ntimeros Racionais). E o conjunto de todos os nimeros

que podem ser escritos como uma fragao 3, onde a e b sdo inteiros e b # 0. Em simbolos:

Q:{Zya,bez,b¢o}.

Assim, denomina-se niimero racional qualquer elemento pertencente ao conjunto Q.

Diante do exposto, o presente trabalho versa sobre uma classe especifica de niimeros
irracionais: os radicais nao exatos. Além disso, serao analisados trés célebres nimeros ir-
racionais — ¢, e e ™ — apresentando um breve historico sobre cada um e uma demonstracao

rigorosa de sua irracionalidade, detendo-se a natureza de tais niimeros.

L Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831 - 1916), mateméatico alemao célebre por suas contribuigdes a

algebra abstrata e sua formal definicdo de nimero real, juntamente com Georg Cantor.
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4.1 SOBRE RADICAIS

Um resultado base e importante para a sequéncias de proposicoes a seguir é o Lema

de Euclides, sendo enunciado da seguinte forma.
Lema 4.1.1 (Lema de Euclides). Se albe (lé-se: a divide bc) e mdce(a,b) = 1, entdo alc.

A demonstragao para esse resultado é construida partir de uma série de outros re-
sultados, como nao é escopo do presente trabalho tratar sobre esses resultados, uma
demonstracao do Lema (4.1.1)) pode ser encontrada em (Santos, 1998).

Proposicdo 4.1.1. /2 é um nimero irracional.

Demonstracido. Considere /2 um ntmero racional, ou seja, v/2 pode ser escrita como
uma fracao de a e b inteiros, com b # 0. Dessa forma, tome /2 = 7 € Q e considere em
particular, a e b relativamente primos (mdc(a,b) = 1). Por manipulagao algébrica, tém-se

2 2
ﬂ=§$(ﬁ>2=(z> S2= s =

Como 2 divide o lado esquerdo da equacio, entdao 2|a?, decorre do Lema (4.1.1)) que 2|a,
dessa forma, a pode ser escrito como a = 2k para algum ntimero k inteiro. Fazendo as

devidas substituicoes, obtemos que
2 = (2k)* = 20 = 4k = b? = 2k°

Repetindo o mesmo raciocinio, tem-se que 2|b. 4

Isso é um absurdo, pois contradiz o fato de a e b serem coprimos, entao a negacao inicial
da tese é falsa e concluimos que v2 € R\ Q. Q.E.D.

Proposicdo 4.1.2. /3 € um nimero irracional.

Demonstracio. Considere v/3 racional, ou seja, v/3 pode ser escrita como uma fracéo de
a e b inteiros, com b # 0. Dessa forma, tome /3 = 7 € Q e considere em particular, a e
b relativamente primos. Por manipulagao algébrica, tém-se

VB= 2o (VB) = (4) s =

Como 3 divide o lado esquerdo da equacio, entdao 3|a?, decorre do Lema (4.1.1) que 3|a,
dessa forma, a ¢ um miltiplo de 3 e pode ser escrito como a = 3k para algum ntimero k

inteiro. Fazendo as devidas substitui¢oes, obtemos que
307 = (3k)* = 3b? = 9k? = b? = 3k?

Repetindo o mesmo raciocinio, tem-se que 3|b. 4

Isso é um absurdo, pois contradiz o fato de a e b serem coprimos, entao a negag¢ao inicial
da tese é falsa e concluimos que v/3 € R\ Q. Q.E.D.
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Analogamente as demonstracoes apresentadas, podem ser provadas as irracionalidades
de v/5, V7, V11 e de forma geral /P com p primo. Como apresentado abaixo.

Proposicao 4.1.3. Se p é um nimero primo pertencente ao conjunto Z*, entio \/p é

um numero irracional.

Demonstragao. Seja, por contradicao, /p € Q, entdao /p ¢ da forma \/p = § onde
a,b € Z e b # 0. Suponha, sem perda de generalidade, que a e b sdo relativamente

primos. Considere a seguinte manipulagao algébrica

2
a 2 a

VP=1=Wh) = <b) = pb* = a’
Isso implica que p|a® pelo Lema (4.1.1]) temos que pla, ou seja, a = pk para algum inteiro
k, seja entao

pb? = (pk)® = pb* = p*k? = b = pk”
Isso mostra que p também divide b%, mas isso ¢ um absurdo, pois contradiz a suposicao
inicial de que a e b s@o coprimos. Com isso, conclui-se que, se p é um nimero primo

pertencente ao conjunto Z*, entao /p ¢ um niimero irracional. Q.E.D.

Para proceder a proxima demonstracao, faz-se necessario enunciar o seguinte resultado

fundamental.

Teorema 4.1.4 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo nimero inteiro maior que
1 pode ser escrito de maneira unica, salvo a ordem dos fatores, como um produto de

numeros primos.

Assim como a demonstracao do Lema de Euclides (4.1.1]), uma prova para esse resul-
tado requer uma série de proposicoes que nao sao escopo do trabalho, para isso, deixa-se

como consulta (Santos, 1998).

Proposicao 4.1.5. Se ¢ € Z ndo for uma poténcia perfeita e = for uma fragio nao

inteira, entdo a raiz Vg™ € irracional.
Y

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que %/q" seja um nimero racional. Entao existe

uma fracao irredutivel 3, com a,b € Z e b # 0, tal que

q- = b
Elevando ambos os lados a poténcia m, obtemos
m a\™ n a™
(V) :<b> R
Multiplicando ambos os lados por 0™, temos:
q"b" = a™.

Agora, analisemos os fatores primos de ambos os lados da equagao.
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o O lado direito, a™, é uma poténcia m-ésima de um numero inteiro. Isso significa

que todos os expoentes em sua decomposi¢ao em fatores primos sao multiplos de m.

e O lado esquerdo, ¢"b™, pode conter fatores primos cujos expoentes nao sao miltiplos

de m, pois ¢ ndo é uma poténcia perfeita.

Essa diferenca nas decomposi¢oes primarias implica que os dois lados da equacao nao
podem ser iguais, consequéncia esta do Teorema Fundamental da Aritmética (4.1.4) o
que gera uma contradigao. Portanto, nossa suposicao inicial era falsa, e concluimos que
{/q", nas condi¢oes dadas, ¢ irracional. Q.E.D.

Perceba que a Proposicao (4.1.5) mostra que: Se a raiz de wum nimero inteiro nao é um
numero inteiro, entdo ela € irracional.. Sendo um caso especifico disso, o Corolario (4.1.6))

que garante que se um nimero a € Z* nao é um quadrado perfeito, entdao /a € R\ Q.

Corolario 4.1.6. Se a é um inteiro positivo e ndo pode ser escrito como a = x° para

algum x inteiro. Entdo \/a é um nimero irracional.

Uma demonstracao para esse corolario pode ser facilmente obtida ao fazer uso do

resultado da Proposigao (4.1.5)).

4.2 SOBRE ALGUNS CELEBRES NUMEROS IRRACIONAIS

4.2.1 Sobre ¢

O namero ¢, intrigou os estudiosos da matematica por muitos anos, com suas pro-
priedades e “apariagoes” consideradas magicas, tal proporcao é utilizada ainda hoje na
arquitetura, nas artes, no estudo de estruturas matematicas; além do aparecimento em
proporg¢oes naturais, como nos padroes de crescimento de uma planta, na reproducao de
alguns animais, entre outras situagoes. Segundo Livio (2006), vemos que sua presenca em
tantos aspectos da realidade torna o niimero ¢ um dos mais emblematicos e misteriosos da

matematica, sendo frequentemente associado a perfeicdo estética e a harmonia universal.

Suponha que eu lhe pergunte: o que o encantador arranjo de pétalas
numa rosa vermelha, o famoso quadro “O Sacramento da Ultima Ceia”,
de Salvador Dali, as magnificas conchas espirais de moluscos e a pro-
criacdo de coelhos tém em comum? E dificil de acreditar, mas esses
exemplos bem dispares tém em comum um certo niimero, ou proporcao
geométrica, conhecido desde a Antiguidade, um nimero que no século
XIX recebeu o titulo honorifico de “Numero Aureo”, “Razdo Aurea” e
“Secao Aurea” (LIVIO, 2006. p. 13).

Segundo Euclides, no livro VI dos Elementos, “Uma reta é dita estar cortada em
extrema e média razao, quando como a toda esteja para o maior segmento, assim o maior

para o menor”. Segundo Andrade (2020), um segmento em “extrema e média razao” pode
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ser entendido como sendo a Proporcio Aurea daquele segmento, sendo a supracitada, a
mais antiga definicio de “Razdo Aurea” que tem-se relatos histéricos. Tal definicdo de

Euclides pode ser modernamente interpretada como a seguinte.

Definicao 4.2.1. Tome o segmento de reta AB, dividido em dois segmentos pelo ponto
C (Figura . Se C' ¢ tal que ﬁ—g = %, entio C' é a “Segio Aurea” ou “Divisdo Aurea”
de AB.

Figura 1 — Divisao Aurea

A C B

Fonte: Elaborada pelo autor.

Considerando a defini¢ao (4.2.1)), faga-se, conforme a figura (1), AC =z e CB = 1.

Entao temos que
AB_AC<:>2E+1_£<:>2 1—0
ACTCBT Tz 1Tt T

Resolvendo essa equagao para a incognita x, encontra-se:

14+5 1—+5

I = € To =

2

Como z é a medida de um segmento de reta, x5 pode ser desprezado, pois trata-se de um
valor negativo. Assim, a solucdo positiva, z1, é o valor numérico do niimero de ouro ¢.

Diante disso,

1++/5
b= +2f

Tal ntimero, tao embleméatico, nao poderia se tratar apenas de um simples racional.

Proposicao 4.2.1. ¢ é um numero irracional.

1+v5
2

ja sabido, pode-se, sem perda de generalidade, considerar a e b coprimos, entdo tem-se

Demonstracao. Suponha por absurdo que ¢ = ¢ um racional da forma a/b. Como

que
1+v5 a 2a
=& Vvdi=—+1
y —peVi=g
Como é de conhecimento geral, o conjunto Q é fechado para a operacao de multiplicacao

e adicao. Entao, %‘1 + 1 pode ser escrito como um racional p/q. Dessa forma, obtém-se

2
Vi=—41=Lao 5=y
b q q

Tem-se que /5 pode ser escrito com uma fracdo de niimeros inteiros, o que, pela Propo-
sicao (4.1.3), ¢ um absurdo. Donde conclui-se que ¢ é um ntmero irracional.  Q.E.D.
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4.2.2 Sobre e

Seja o seguinte problema, proposto por Jacques Bernoullﬂ no século XVII (Garbi,
2009).

Como cresceria um depésito bancario ao longo do tempo se os
juros, ao invés de serem creditados anualmente ou semestralmente,
o fossem em intervalos de tempo cada vez menores, até que os
acréscimos pudessem ser considerados instintaneos e sobre eles,
imediatamente, também incidissem proporcionalmente as mesmas

taxas de juros?

Por exemplo, suponha-se que alguém invista uma quantia de 100 & juros de 10% ao ano,
ao término de um ano, claramente, o investidor tera uma quantia de 110. Entretanto, se
os juros forem creditados em um intervalo menor que o de um ano, tome semestralmente,
e reaplicados, a evolugao distinguira do crédito tinico da seguinte maneira: apds seis meses
a quantia sera de 105 (100 + metade de 10%), ao final dos doze meses serd de 110,25 (105
+ 5% de 105).

O valor com crédito semestral dos juros é distintamente maior do que o de creditagao
unica. A indagacao de Bernoulli era se este crescimento teria algum limite caso os juros
fossem sendo creditados em periodos cada vez mais curtos. Sim, existe esse limite e é

definido da seguinte forma:
s (1+) =
O estudo desse problema, por Leonhard Eulelﬂ, levou ao chamado nimero “e”. Com
um aprofundado estudo e continuando trabalhos iniciados por outros pesquisadores, Euler

desmistificou os segredos desse ntimero e encontrou aplicagdes para o mesmo em diversas

dreas das ciéncias (Garbi, 2009).
Proposicao 4.2.2. e é um numero irracional.

Demonstracao. A seguinte demonstragao é a célebre prova apresentada por Joseph Fou-

rieif!] fazendo uso da expansdo de Taylor para o niimero e. Sendo ela

1 1
Jacques Bernoulli (1654-1705), irméo, rival e inimigo de Jean Bernoulli, cuja pergunta sobre juros
compostos deu origem ao nimero e.
Leonhard Euler (1707 - 1783), considerado o mais proficuo dos matemaéticos, estima-se que suas obras
ultrapasse 800 trabalhos, versando sobre as mais diversas areas da matematica, fisica, engenharia e
da miusica.
Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768 - 1830), matematico e fisico francés célebre por trabalhos sobre a
decomposicao de fungoes periédicas em séries trigonométricas convergentes.

2
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Por absurdo, suponha e racional, isto ¢, e = ¢, sendo a e b nimeros inteiros positivosﬂ

Multiplicando os dois membros da igualdade (4.1) por b!, obtém-se

bl b b! b! b! b!
=0+ +=+=+- -+ ——+ = 4.2
¢ T T T T T T e T o) (42)
a b! , . , o
Mase:gﬁe-b!:a-z:a-(b—l)!,que é, garantidamente, um nimero inteiro.
a-(b—1) = b'+b'+bfl+bfl+--~—|—b+1 + ! + ! (4.3)
" 2 3 b+1 (b+1)(b+2) " ‘
€z
€z A

FEscolio: A passagem da equagao (4.2)) para a (4.3)) separa a soma em dois termos. O
primeiro termo representa uma soma de valores inteiros, enquanto o segundo termo con-
tém fragoes com denominadores crescentes, levando a um nimero que pode ser estimado

superiormente por uma série infinita de fragoes decrescentes.

Para o raciocinio ser concluido, basta mostrar que A € (0, 1), j& que o primeiro membro
da equacao é um numero inteiro e isso nao acontece com o segundo membro.
Como A é o resultado da soma infinita de termos positivos, significa que A > 0. Basta

verificar que A < 1. As seguintes desigualdades sdo verdadeiras:

1 1 1 1
G+2)b+1D) ~b+12 b+3)b+20b+1) b+ 17

Utilizando essas desigualdades, temos a seguinte estimativa para A:

1 1 1 1 1 1

B RS R N P R S R O e e A

Como b é um inteiro positivo, temos uma soma dos termos de uma Progressao Geométrica

~ 1 , ‘.
com razao 37 que ¢ menor que 1. Dai:

/b+1)  1/(b+1) 1
AT+ D b+ b

Entao

1
A<5<1 = Aec(0,1) 4

Chegou-se ao absurdo ansiado, portanto a negacao da tese é falsaee € R\ Q. Q.E.D.

Um estudo da expansao de Taylor para o niimero e pode ser aprofundado em (Vas-
concelos, 2013).

5

Note que, pela expansao de Taylor, e > 2, entdo pode-se, sem perda de generalidade, considerar
a,bcZ+.
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4.2.3 Sobre 7

Sem duvidas, m é distantemente o numero irracional mais conhecido e pesquisado,
desde a era antiga com as tabuletas de argila da Mesopotamia, até o advento do célculo
computacional com os supercomputadores. Como corrobora a citagado abaixo, tal fama

nao se restringe aos matematicos, mas também estende-se a grande maioria.

E dificil conceber algum tema matematico que seja mais popular junto
de ndo matematicos do que o estudo das propriedades do ntimero 7.
De facto, [...], 7 é um dos poucos conceitos matematicos cuja mengao
provoca uma reacao de reconhecimento e de interesse por parte de quem
néo estd profissionalmente ligado ao assunto (José Carlos Santos, 2003).

A maioria das pesquisas relacionadas as propriedades desse niimero, versa sobre a
precisa determinacao de suas casas decimais. Como tido em Santos (2003), a tentativa
de determinar suas casas decimais remonta desde a Mesopotamia, grande progresso nessa
lida ocorreu durante o classico periodo da Grécia Antiga, com Arquimedes de Siracusaﬂ

Ainda em Santos (2003), o processo de aproximagao envolve a determinacao de dois
poligonos regulares, um inscrito e outro circunscrito, a um circulo cuja area deseja-se
calcular. Com apenas hexagonos, Arquimedes conseguiu determinar que 3 < 7w < 4, mas
ele nao parou por ai, fora duplicando sucessivamente o niimero de lados do poligono até

alcancar 96 (2* - 6), o que lhe permitira concluir que

10 1
3ﬁ <Tm < 3?, ou seja, 3,14084 < 7 < 3,142858

Figura 2 — Método da exaustao utilizado por Arquimedes.

(a) 6 lados (b) 12 lados (c) 24 lados

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os avancos cresceram exponencialmente com o advento da andlise matematica, subs-
tituindo os rudimentares métodos geométricos. Com o uso das séries, em especial das
séries rapidamente convergentes, e dos produtorios infinitos, foi possivel determinar com

acurada precisao mais de 70 casas decimais de 7.

6 Arquimedes de Siracusa (287 a.C. - 212 a.C.), matemético e polimata da Grécia Cldssica, célebre

por suas contribui¢bes a estatica, hidroestatica e engenharias; além de ser grande influenciador no
desenvolvimento da ciéncia morderna, sendo inspiracao para grandes nomes, como: Galileu, Huygens,
Newton, entre outros.
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Os estudos sobre as propriedades desse niimero nao se limitaram apenas aos aspectos
numéricos. Em 1768, Johann Lambert]l| publica um resultado fundamental acerca de sua
natureza, m ¢ irracional. Seguindo nessa area, em 1946 foi divulgada uma inovadora
demonstragao —escopo do presente trabalho—, onde em apenas uma pagina, Ivan N ivenEL
fazendo uso da analise de funcoes analiticas e calculo elementar, demonstra belissima e

rigorosamente a irracionalidade de 7.
Proposicao 4.2.3. © é um numero irracional.

Demonstragio. (Niven, 1946) Suponha, por absurdo, que 7 seja um ndimero racional.

Entao existe uma fracao irredutivel §, com a,b € Z* e b # 0, tal que

Definamos o polinémio

e a funcao auxiliar
F(z) = f(z) — f@>x) + fD(z) — ...+ ()" f®(z), comn € Z",

Como n!f(z) tem coeficientes inteiros e termos em x de grau nao inferior a n, segue que

f(z) e suas derivadas f()(z) assumem valores inteiros para x = 0 e para z = m = 2, j&
— f(a_

que f(z) = f(§ —x).

Pelo calculo, temos a identidade
CZE {F'(z)sinx — F(x)cosz} = F"(x)sinz + F(z)sinz = f(z)sinz.
Integrando de 0 a 7, obtemos
/07r f(z)sinzdr = [F'(z)sinz — F(z) cosz]y = F(m) + F(0). (4.4)

Como F(7) e F(0) sio combinacoes lineares de valores inteiros de f@(7) e f@(0), segue

que F(m) + F(0) é um ntmero inteiro.

No entanto, para 0 < x < 7, tem-se a estimativa

m™a
n!

n

0< f(z)sinz <

Como o lado direito pode ser arbitrariamente pequeno para n suficientemente grande, a
integral em (4.4) também é arbitrariamente pequena. Isso contradiz o fato de que ela é
um nimero inteiro.

Portanto, nossa suposicao inicial era falsa, e concluimos que 7 deve ser irracional. Q.E.D.

7 Johann Heinrich Lambert (1728 - 1777), matemético suico famoso por ser o pioneiro na demonstracio

da irracionalidade de .
Ivan Morton Niven (1915 - 1999) matemético canadense especialista em teoria dos nimeros, autor de
diversos livros na area.
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As demonstracgoes de irracionalidade na matematica envolvem uma diversidade de
técnicas, que vao desde argumentos classicos por reducao ao absurdo, como os do pre-
sente trabalho, até métodos mais sofisticados da teoria dos ntimeros. Entretanto, como
sustenta (Santos e Santos, 2024), ainda existem nimeros cuja natureza racional ou irra-
cional permanece indeterminada, entre os exemplos mais notaveis estdao a constante de
Euler-Mascheroni v, a constante de Catalan G e diversas séries e produtos infinitos que
surgem em diferentes contextos da andlise e da teoria dos nimeros. A auséncia de uma
classificacdo definitiva para esses, nimeros ressalta a complexidade inerente a estrutura
dos nuimeros reais e demonstra que a investigacao sobre a irracionalidade continua a ser

um campo de pesquisa fértil.
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5 ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Ao analisar a demonstracao da Proposicao , observa-se que o emprego do mé-
todo de reducao ao absurdo conduz a um tratamento indireto da proposi¢cao em questao.
Nesse modelo argumentativo, a demonstracao nao estabelece diretamente a veracidade
da tese, mas sim a impossibilidade de sua negacao, levando a inevitavel conclusao de que
a afirmacao original deve ser verdadeira, gracas ao principio do terceiro excluido. Esse
aspecto é particularmente relevante, uma vez que nem toda proposicao mateméatica pode
ser demonstrada por meio desse procedimento, sendo necessario que sua negagao implique
uma contradi¢ao dentro do sistema axiomatico adotado.

Ainda na demonstragao da Proposigao (3.1.1]), torna-se evidente a importancia de uma
formulacao precisa da negacao de uma tese matematica, ou seja, a adigao de uma hipotese
de absurdo a argumentagao; uma vez que ¢ essa nega¢ao que conduz a obtencao da con-
tradicao almejada. Dessa forma, a clareza na formulagao da negagdo ndo apenas garante
a consisténcia logica da demonstracao, mas também evidencia a estrutura fundamental
desse modelo argumentativo.

A anélise das demonstragoes apresentadas no Capitulo (4]) evidencia que o método de
reducao ao absurdo, por si s, nao é suficiente para conduzir a argumentagao matematica
de forma independente, exigindo a complementacdo com outras técnicas e resultados
auxiliares. Na Secao , por exemplo, a demonstragao da irracionalidade de certas
raizes depende do Teorema de Euclides. Na demonstracao da irracionalidade de ¢ ,
recorre-se a Proposicao (4.1.3]), além de propriedades fundamentais dos niimeros racionais.
Ja na prova de que e é irracional , faz-se uso de propriedades de séries infinitas,
enquanto na demonstragao da irracionalidade de 7 , a mais sofisticada do estudo,
torna-se necessario um arcabougo teérico mais robusto, envolvendo calculo infinitesimal,
andlise real e polindmios. FEsse panorama refor¢a que, embora a reducao ao absurdo
seja um método poderoso, sua aplicacao eficaz exige criatividade e um suporte tedrico

adequado.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A reducao ao absurdo é um dos métodos mais antigos e amplamente consolidados na
matematica, com suas origens na tradicao grega, especialmente nos trabalhos de Euclides
de Alexandria. Sua aplicacao foi profundamente explorada ao longo dos séculos, estando
presente em demonstragoes de importancia fundamental, como a prova da infinitude dos
numeros primos e a irracionalidade de diversos ntimeros transcendentais. Este modelo
argumentativo mantém-se de extrema relevancia na matematica contemporanea, assegu-
rando a validade de proposi¢oes por meio da refutacao da negacao dessas proposigoes, o
que atesta sua robustez logica e sua importancia tanto no desenvolvimento teérico quanto
no ensino da disciplina.

A presente pesquisa investigou o método de reducao ao absurdo, analisando sua es-
trutura logica e sua relevancia na matematica, com énfase em demonstragoes de irra-
cionalidade. Foram apresentadas provas classicas, como a irracionalidade de v/2, além
de demonstracoes mais sofisticadas, envolvendo os nimeros m, ¢ e e. A andlise dessas
demonstragoes evidenciou que, embora a reducao ao absurdo seja uma ferramenta ar-
gumentativa poderosa, sua aplicacdo nao é autossuficiente, exigindo o suporte de outros
teoremas e técnicas auxiliares, como propriedades de séries infinitas, anélise real e teoria
dos ntmeros.

Além de reforcar a importancia desse método na matematica, o presente trabalho deixa
como recomendacao para pesquisas futuras a investigacdo de demonstracoes alternativas
para a irracionalidade dos niimeros abordados, a apresentagao da irracionalidade de outros
grupos de numeros, a generalizacao do método para outras classes de niimeros, como
os algébricos e transcendentais, e um estudo comparativo entre a abordagem indireta e
métodos construtivos na teoria dos nimeros. Adicionalmente, a exploracao da aplicagao
pedagdégica desse tipo de argumentacao pode contribuir para o ensino da matemaética,

especialmente no desenvolvimento do raciocinio logico.
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