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RESUMO

Este trabalho busca fazer uma introdugao ao estudo de buracos negros simetricamente esféricos
e sem rotagcdo, com foco nos buracos negros de Schwarzschild e de Reissner-Nordstrém. Para
isso, ¢ feito uma revisdo nos fundamentos da teoria da relatividade especial e da teoria da
relatividade geral de Einstein, abordando as transformacdes relativisticas do comprimento e do
tempo, a estrutura do espago-tempo e o aparato matematico para desenvolver as equacdes de
campo de Einstein. Para o buraco negro mais simples, serd analisado o comportamento da
métrica no horizonte de eventos e na singularidade. Ja no buraco negro com carga elétrica, serd
analisado o comportamento da métrica nos dois horizontes de eventos, um mais externo e outro
mais interno (Cauchy). Também sera feita uma comparagdo entre os dois buracos negros
estudados, verificando que o buraco negro de Reissner-Nordstrom ¢ uma generalizagdo do

buraco negro de Schwarzschild, pois sem carga elétrica, os dois apresentam a mesma solugao.

Palavras-chave: Relatividade; espago-tempo; equacdes de Einstein; solugdo de Schwarzschild;

buracos negros; solu¢des de Reissner-Nordstrom.
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1 INTRODUCAO

O ser humano sempre se sentiu atraido pela natureza e seus fenomenos, buscando
compreende-la e explica-la. Alguns dos fenomenos mais marcantes para a humanidade sao
aqueles que envolvem a gravitagdo e seus efeitos no espago-tempo.

Em 1915, o fisico tedrico alemao Albert Einstein desenvolveu a Teoria da Relatividade
Geral, e as equacdes de campo que relacionam a geometria do espago-tempo com a matéria e a
energia. Um ano depois, em 1916, o fisico e astronomo alemao Karl Schwarzschild chegou a
solugdo exata das equagdes de campo de Einstein, o que posteriormente forneceu uma descrigao
matematica de buracos negros ideias.

Os buracos negros sao objetos astrondmicos tdo densos € massivos que nem mesmo a
luz ¢ capaz de escapar caso ultrapasse uma regido limite, chamada de horizonte de eventos.
Uma enorme concentragdo de matéria compactada em espagos mintusculos define um buraco
negro. Todo buraco negro possui rotacao, o mais rapido conhecido — chamado GRS 1915+105
— possui mais de 1.000 rotagdes por segundo. Geralmente os buracos negros sdo definidos em
trés categorias, de acordo com sua massa: massa estelar, supermassiva e intermediaria.

Um buraco negro do tipo estelar ¢ formado quando uma estrela possuindo cerca de 20
vezes a massa do Sol fica sem combustivel e seu ntcleo colapsa. As massas desses objetos
podem variar de algumas a centenas de vezes a massa do Sol.

Os buracos negros supermassivos estdo presentes em quase todas as grandes galéxias,
localizados em seus centros. Estima-se que esses objetos possuam cerca de centenas de milhares
a bilhoes de vezes a massa do Sol. No centro da nossa galdxia ha um buraco negro, o Sagitario
A*, que possui 4 milhdes de vezes a massa do Sol. Embora a origem desse tipo de buraco negro
seja misteriosa, sabe-se que pode crescer alimentando-se de objetos menores, como buracos
negros estelares ou estrelas de néutrons.

J& os buracos negros do tipo intermedidrio se encontram no meio termo entre os estelares
e os supermassivos. Como a diferenca de tamanho entre os dois ultimos ¢ enorme, entdo
acredita-se que ao longo do tempo, colisdes entre buracos negros estelares tenham criado
buracos negros intermedidrios. Suas massas devem variar de cerca de dezenas de milhares a
centenas de milhares a massa do Sol [5].

Em abril de 2019, foi divulgada a primeira imagem registrada de um buraco negro,
localizado no centro da galaxia Messier 87 (M87), a cerca de 55 milhdes de anos-luz da Terra.

A imagem foi divulgada pela colaboragdo internacional do Event Horizon Telescope (EHT).



O buraco negro descrito pela solu¢do de Schwarzschild € o mais simples a ser analisado,
pois possui simetria esférica, ndo possui rotacdo, nem carga elétrica. Diferentemente, a solugao
encontrada pelo engenheiro e fisico alemao Hans Reissner, em 1916, e pelo engenheiro e fisico
finlandés Gunnar Nordstrom, em 1918, respectivamente, conhecida como solugao de Reissner-
Nordstrom, descreve um buraco negro com carga, sendo, portanto, uma generalizacdo da
solucao de Schwarzschild.

O segundo capitulo destina-se a fazer uma breve revisao sobre a relatividade especial,
apresentando os postulados de Einstein, as relagdes relativisticas para o tempo € o espago, € 0
espaco-tempo de Minkowski.

O terceiro capitulo traz uma revisdo da teoria da relatividade geral, trabalhando
conceitos do principio de equivaléncia e da geometria de referenciais acelerados, como também
a solucdo de Schwarzschild para as equacdes de Einstein.

No quarto capitulo sera trabalhado o buraco negro de Reissner-Nordstrom, onde sera
visto sua solucdo e a interpretacao dos seus horizontes de eventos.

No quinto e ultimo capitulo sera abordado as consideragdes finais do trabalho. Foi
adotado a assinatura (—, +, +, +) para a métrica do espaco-tempo e a velocidade da luz ¢ em

unidades naturais.



2 TEORIA ESPECIAL DA RELATIVIDADE

Em 1905, Albert Einstein publicou quatro artigos de grande importancia. Um deles
sobre a analise do movimento browniano, outro sobre o efeito fotoelétrico, que lhe rendeu o
Prémio Nobel, e dois postulados sobre sua teoria especial da relatividade, que propunha
correcdes nos conceitos de espago e tempo conhecidos na época. Salvo indicagdo em contrario,
todas as citacdes e informagdes apresentadas neste capitulo foram extraidas de Young e

Freedman [7] e Griffiths [3].

2.1 POSTULADOS DE EINSTEIN

Um sistema de referéncia inercial estd em repouso ou em movimento com velocidade
constante, ou seja, ndo ha aceleragdo. Como exemplo, pode-se imaginar uma pessoa jogando
sinuca no vagao de um trem que se movimenta em trajetoria retilinea e com velocidade
constante. Nesse caso, a pessoa poderia jogar tranquilamente do mesmo modo como se o trem
estivesse parado na estacdo. A trajetéria das bolas ndo sofreria desvios ap0s as tacadas. Dessa
forma, caso as cortinas das janelas estivessem fechadas a pessoa dentro do vagdo ndo saberia
dizer se o trem estd em movimento ou nao. Por outro lado, a pessoa saberia informar se o trem
aumentasse ou diminuisse sua velocidade ou se fizesse alguma curva, pois sentiria o balango e
apods as tacadas, as bolas sofreriam desvios estranhos em suas trajetorias. Logo, as leis da
mecanica ndo sdo as mesmas em sistemas de referéncia acelerados.

Durante o século XIX, muitos fisicos acreditavam na existéncia de um meio invisivel que
permeava todo o espago, chamado éter. Caso esse meio existisse, a velocidade de propagacao
da luz seria diferente dependendo da direcdo de propagacao do ‘vento do éter’; por exemplo, se
este se propagasse no sentido de propagagdo da luz, sua velocidade seria maxima, e caso se
propagasse no sentido oposto, seria minima. Portanto, a ideia na época era medir a velocidade
da luz em diferentes diregcdes, visando detectar o vento do éter. Para isso, usando um
interferometro Otico de otima precisdo, foi realizada uma experiéncia, conhecida como
experiéncia de Michelson-Morley. Com o experimento, ficou comprovado que a velocidade da
luz era exatamente a mesma em todas as dire¢des, o que indicava a nao existéncia do éter [7].

Foi a partir de Einstein que o resultado do experimento obteve seu valor real, indicando que
a velocidade da luz ¢ uma constante universal, igual em qualquer dire¢do e independente do
movimento do observador ou da fonte. Einstein obteve sua teoria especial da relatividade a

partir de seus dois postulados:



1. Principio da relatividade: As leis da fisica aplicam-se em todos os sistemas de
referéncia inerciais;
2. A velocidade universal da luz: A velocidade da luz no vacuo € a mesma para todos os

observadores inerciais, independentemente do movimento da fonte [3].
2.2 RELATIVIDADE DA SIMULTANEIDADE

Imagine que um vagao de trem est4 viajando com velocidade constante e em trajetoria
retilinea. No teto do vagdo ha uma lampada que esta equidistante da extremidade traseira e
dianteira, como mostrado na Figura 1. Na ilustragdo, ocorrem dois eventos: luz chega a

extremidade dianteira (a) e luz chega a extremidade traseira (b).

Figura 1: Trajetoria da luz em um vagao.

(b) e 4; _______ »| (a)

© ©

Fonte: GRIFFITHS, 2011, p. 337.

Quando a lampada ¢ acesa, a luz se espalha em todas as dire¢des com velocidade c. Para
um observador dentro do trem, a luz chegara nas extremidades traseira e dianteira a0 mesmo
tempo. Logo, para esse observador, os dois eventos ocorrem simultaneamente. Porém, para
um observador no solo a luz percorrera uma distancia menor para atingir a extremidade

traseira, pois 0 vagdo esta se movimentando para frente, de acordo com a Figura 2.

Figura 2: Trajetdria da luz para um observador fora do vagéo.

»| (a)
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Fonte: GRIFFITHS, 2011, p. 337.

Para o observador no solo, os dois eventos ndo sdo simultdneos, pois o evento (b)
acontece antes que (a). A partir dessas observagdes, pode-se chegar a seguinte conclusao: Dois
eventos que sdo simultineos em um sistema inercial nio sido, em geral, simultineos em

outro.

Para tal observagdo, seria necessario que o trem estivesse a uma velocidade muito

grande para que fosse possivel perceber a diferenca de tempo dos eventos.
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2.3 DILATACAO DO TEMPO

Imagine agora que o raio de luz que sai de uma lampada presa ao teto do vagao ira
percorrer sua trajetoria até chegar ao chao do vagao exatamente abaixo da lampada. Sendo h a
altura do vagao e c¢ a velocidade do raio de luz, para um observador dentro do trem, o intervalo
de tempo que o raio de luz levaria para chegar ao chao seria:

_ h
At = —.
c

2.1)

Para um observador no solo, o intervalo de tempo para que o raio de luz chegue no chao ¢

maior, pois a luz percorreria uma distancia maior, ja que o vagio esta em movimento.

Figura 3: Representacdo geométrica da trajetdria da luz para um observador no solo.

_____ —"

I

I

|

: hl\
L VAt

SOOI,

Fonte: GRIFFITHS, 2011, p. 338.

De acordo com a figura 3, a distancia que a luz percorre é \/h? + (vAt)?. Entao, o intervalo de

tempo para o observador no solo sera

Vh? + (vAt)?

At = ————.
c
Resolvendo para At, obtemos
h 1
At = ———,
CJ1—v2/c?
€ com 1sSo,
At = /1 —v?/c?At. (2.2)

E possivel verificar que o intervalo de tempo entre os dois eventos — (a) luz sai da lampada e
(b) luz atinge o chdo — ndo ¢ o mesmo para os dois observadores. O intervalo registrado no

relogio do observador no trem, At, é menor pelo fator
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1
Y= — (2.3)

Ny

Entdo, pode-se chegar a seguinte conclusdo: Relégios em movimento andam mais devagar.
2.4 CONTRACAO DO COMPRIMENTO

Imagine agora que a lampada esté posicionada em uma extremidade do vagao e na outra
ha um espelho, de modo que a luz incida no espelho e retorne ao ponto de partida, como

mostrado na Figura 4.

Figura 4: Trajetdria da luz antes e depois de incidir no espelho.

> Espelho
Lampada

© ©

-

v

Fonte: GRIFFITHS, 2011, p. 341.

Para um observador no trem, o tempo para um sinal de luz bater no espelho e retornar a origem
¢

_ A

onde Ax ¢ o comprimento do vagdo para o observador no trem. Para um observador fora do
trem e no solo, ¢ necessario levar em consideracdo o movimento do trem. Seja At; € o tempo

para a luz chegar ao espelho e At, € o tempo para ela retornar, entdo:

Ax + vAt, Ax — vAt,
Atl = f, Atz = f

Resolvendo para At e At,:

Ax Ax
Aty =——, At, = .
c—v ct+v
Logo, para a viagem de ida e volta, o tempo ¢
At = Aty + At —ZAx ! 2.5
ot 27 % ¢ (1 —v?/c?) @3)

Esses intervalos estdo relacionados pela formula de dilatacao do tempo, Equacao (2.2):
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At = /1 —v?/c?At.

A trajetdria a luz para um observado no solo pode ser analisada de acordo com a
Figura 5:

Figura 5: Representacdo dos espagos percorridos pela luz.
vAt, VAL,

! 1
! 1
! -~ | | I
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Fonte: GRIFFITHS, 2011, p. 341.

Aplicando as equacgdes 2.4 e 2.5, € possivel obter a formula da contragdo do espago para um

observador no solo:

1
A% = ———Ax. (2.6)

J1—v2/c?
Portanto, o comprimento do vagao ndo ¢ o mesmo medido por observadores diferentes.
Para um observador no trem, o comprimento do vagao ndo sofre nenhuma alteragdo, mas para
um observador no solo, o comprimento do sofre uma contra¢do. Com isso, € possivel concluir

que: Objetos em movimento sao encurtados.

No entanto, esse encurtamento sé ocorre na direcdo em que O corpo esta se

movimentando, ou seja, dimensoes perpendiculares a velocidade nao sofrem contracio.

E possivel notar que o0 mesmo fator,
1

ey

esta contido nas duas formulas, tanto na de dilatacdo do tempo, quanto na de contracdo do

comprimento.
2.5 AS TRANSFORMACOES DE LORENTZ

Um processo fisico € constituido de um ou mais eventos. Podemos entender um evento
como algo que acontece em uma posi¢ao (x,y, z), em um determinado instante de tempo (t).
A figura 5 ilustra um evento E de coordenadas (x,y,z,t) em um sistema inercial S. Para
calcularmos as coordenadas (X,¥,Zz,t) desse mesmo evento em outro sistema inercial S,

precisamos adequar as coordenadas de S para S.
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Sabendo que S desliza ao longo do eixo x com velocidade v e que as origens (O e 0)

coincidem no instante (t = 0), entdo O estar4 a uma distincia vt de O no instante t, conforme

a figura abaixo.

Figura 6: Representacio dos sistemas de coordenadas O e 0.

vy Y
=> v
, E
l
_ I
vt |©O L} 1 A
e | . » -
(@ — 7 X
A L
/ X
Fonte: GRIFFITHS, 2011, p. 344.
Com isso, as coordenadas de S ficam:
(1) X =x — vt;
i) y=w 2
(i) z=z
(iv) t=t.

Estas dedugdes cléassicas sdo as chamadas transformagdes de Galileu e podem ser utilizadas
para baixas velocidades. Porém, no contexto da relatividade especial, é necessario fazer as

devidas adaptagdes para incorporar a relatividade da simultaneidade, a dilatacao do tempo e a

contragao do comprimento.

Entdo, Einstein substituiu as equagdes de Galileu pelas famosas transformacdes de Lorentz.

Nelas, ha as informagdes geométricas na teoria especial:

(v)  x=y(x—vt);
vi) y=y; (2.8)

(vil) z =z

Pode-se notar que as Ginicas coordenadas que sofrem alteragdes relativisticas sdo X e t,

pois sofrem contragdo e dilatacdo, respectivamente. Como nao hd movimento nas direcdes de

y e Z, as coordenadas ndo sofrem alteragoes.
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2.6 A ESTRUTURA DO ESPACO-TEMPO
2.6.1 A estrutura do espago-tempo

Quadrivetores: Para assumir um aspecto mais simples, as transformacgdes de Lorentz

podem ser expressas em termos de quantidades

x® =ct =7 (2.9)
= ct, == :

Se numerarmos as coordenadas x, y, z de forma que

teremos o seguinte aspecto para as transformagdes de Lorentz
X0 =y(x° - pxh,

=y - px®),

(2.10)
X% = x?
x3 = x3
ou, na forma matricial:
x° y —vB 0 0 x°
xt -y vy 0 0 xt
= = 2.11
x? 0 0 1 0 x? @1
x3 0 0 0 1 x3
Operando com os indices gregos de 0 a 3, pode-se escrever em uma unica equagao:
3
XM = Z(A’;) xY, (2.12)
v=0

sendo A a matriz de transformagdo de Lorentz, onde sobrescrito ¢ indica a linha e o subscrito v
indica a coluna. Um quadrivetor ¢ definido como qualquer conjunto de quatro componentes que

se transformam do mesmo modo que (x°, x!, x%, x3) sob as transformagdes de Lorentz:

3
at = 2(1\5) a’. (2.13)
v=0

Os quadrivetores possuem um andlogo ao produto escalar, porém os componentes de indice

0 tém sinal negativo:
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—a’b° + a'b + a?b? + a3b3. (2.14)

Este € chamado produto escalar quadridimensional. O vetor a, ¢ chamado de vetor
covariante, que difere do vetor contravariante a* apenas pelo sinal do componente de indice 0.
Para levantar ou baixar o indice temporal é necessario acrescentar o sinal negativo (a, = —a®).
J4 para os indices espaciais, ndo h4 alteracdo (a; = al,a, = a?,a; = a®). Com isso, pode-se
escrever o produto escalar por meio do simbolo de somatoria,

3

Z a, b*,

u=0
ou, somente

a,b*. (2.15)

Esta ¢ a chamada notagdo de Einstein ou soma de Einstein, e indica que a somatoria esta
implicita sempre que o indice se repetir em um produto — no indice covariante e no

contravariante. Entdo, temos:

a,b* = a*b, = —a’b° + a’b* + a?b? + a®b3. (2.16)

Intervalo invariante: Se um evento 4 ocorre em (x2,x1,x2,x3), e o evento B em
(x5, x5, x5, x3). Entdo a diferenca,

Axt = xy — xp, (2.17)

¢ o quadrivetor deslocamento. O produto escalar de Ax* consigo gera uma grandeza chamada

de intervalo entre dois eventos:

I = (Ax),(Ax)*

I = —(Ax%)? + (AxD)? + (Ax?)? + (Ax®)? = —c2t2 + d?, (2.18)

onde t € a diferenga de tempo entre dois eventos e d a separagdo espacial. Ao transformar para
um sistema em movimento, o tempo entre A ¢ B € alterado (t # t), e também a separacdo

espacial (ci #* d), porém, o intervalo / permanece 0 mesmo.

Diagramas espaco-tempo: Para construir o grafico do movimento de uma particula,
costuma-se tracar a posi¢ao versus o tempo (x na vertical e t na horizontal). Assim, a velocidade
pode ser lida como a inclinagdo da curva. Porém, na relatividade a conveng¢do ¢ inversa e

costuma-se colocar a posi¢do no eixo horizontal do grifico e o tempo (x° = ct) no eixo
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vertical. Uma particula em repouso ¢ representada por uma linha vertical, um fotén na
velocidade da luz ¢ descrito por uma linha a 45°, e um foguete a uma velocidade intermediaria

segue uma linha com inclinagdo ¢/v = 1/f, conforme a Figura 7.

Figura 7: Representacdo de uma particula, de um féton e de um foguete proximo a velocidade da luz.

. e
ct '/ /:I/ %
F t .
oguete |/ Foéton ) - :
I
/ \ o
: v |
|
/ Ve | X
] / :
[ |- |
r A |
P ¥ Particula |
- “ em repouso !

Fonte: GRIFFITHS, 2011, p. 351.

Na Figura 8 esta representado o diagrama de Minkowski. A trajetéria de uma particula
em um diagrama de Minkowski ¢ chamada linha do universo. A linha do universo nunca pode
ter uma inclinagdo menor que 1, pois nenhum objeto material pode viajar mais rapido que a luz.
Logo, o movimento se restringe a regido delimitada pelas duas linhas de 45°, conforme a Figura

8.

Figura 8: Diagrama da linha do universo de Minkowski.
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Fonte: GRIFFITHS, 2011, p. 351.

Na ilustragdo, o seu ‘futuro’ € a regido que indica todos os pontos acessiveis que alguém
pode chegar a partir da origem do tempo t = 0. O seu ‘passado’ € a regido que indica todos os
pontos dos quais alguém possa ter vindo. A regido fora das delimitagdes do futuro e do passado

representa o ‘presente’, em que alguém nao pode chegar e nem veio de la.
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3 TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL E SOLUCAO DE SCHWARZSCHILD

A Teoria da Relatividade Geral (TRG) descreve a gravitagao relacionando-a com a
geometria do espago-tempo. A geometria do espago-tempo ¢ descrita através de um campo
tensorial, chamado de tensor métrico ou simplesmente métrica. Esse tensor ¢ determinado pelo
conteudo de matéria e energia presente no espago-tempo, através das equagdes de campo da
TRG (também conhecidas como equagdes de Einstein). As citagcdes e informagdes apresentadas

neste capitulo foram extraidas de Carrol [2] e Nussenzveig [6].

3.1 PRINCIPIO DE EQUIVALENCIA
Considerando um referencial inercial S nas proximidades da superficie da Terra, a
segunda lei de Newton pode ser escrita, para uma particula de massa m,

d*x
mﬁz —mg + F, (3.1

sendo g a aceleragdo da gravidade e F; as forgas ndo gravitacionais atuando na particula.
Considerando agora um referencial S que se desloca em relagdo a S com movimento

retilineo e com aceleragdo A, temos que a aceleragdo da particula em relagao a x ¢

d*x  d*x
Tl G2
entdo ficamos com
d*x
m F-I_ A)l=-mg+F,, (3.3)
e, no caso particularem que A = —g
d*x
mﬁ = Fl- (34)

Através dessa analise, ¢ possivel perceber que em um referencial em queda livre no
campo gravitacional, desaparecem os efeitos do campo gravitacional sobre a particula. Esse
efeito de “auséncia de peso” acontece com os astronautas em Orbita. A equagdo obtida
anteriormente mostra o referencial S’ como um referencial inercial na auséncia de campo
gravitacional. Em um campo gravitacional —g uniforme, as leis da mecanica possuem o0s
mesmos resultados como na auséncia de campo, porém em um referencial uniformemente

acelerado igual a —g, ou seja, ndo € possivel distinguir as duas situagoes.



18

Em 1908, Einstein formula o Principio de Equivaléncia como uma conclusao a todas as

leis da fisica:

Num recinto suficientemente pequeno para que o campo gravitacional dentro
dele possa ser tomado como uniforme, em queda livre dentro desse campo,
todas as leis fisicas sdo as mesmas que num referencial inercial, na auséncia

do campo gravitacional. (Einstein, 1908 apud Nussenzveig, 2014, p. 186-187).

Pelo principio de equivaléncia, concluiu-se que referenciais acelerados (nao inerciais)

sao equivalentes a referenciais inerciais na presenca de um campo gravitacional.
3.2 GEOMETRIA EM REFERENCIAIS ACELERADOS

Imagine um disco de raio 7, que possui velocidade angular w em torno de um eixo de
rotagdo 0. A velocidade wr < ¢, mas ainda suficientemente grande para que os efeitos
relativisticos sejam considerados. Supondo que se mega o raio do disco com “réguas” de uma

unidade de comprimento ao longo de OP, com isso teremos r réguas, conforme a Figura 9.

Figura 9: Disco em rotagdo.

wr P

Fonte: NUSSENZVEIG, 2014, p. 191.

Se essa medicdo for feita ao longo da circunferéncia, teremos C réguas para o disco em

repouso num referencial inercial,

C
— = 2m. (3.5
r

Levando em consideragdo os efeitos relativisticos, quando o disco possui uma rotagao
angular w, as réguas ao longo do raio, se movimentando numa direcdo perpendicular a

velocidade, ndo sofrem alteragdo em seu comprimento, mas as réguas que estdo ao longo da

circunferéncia e sdo transportadas na mesma dire¢do da velocidade sofrem contracdo de
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comprimento. Entéo, é necessario alinhar um nimero €' > C de unidades de comprimento para

cobrir toda a circunferéncia, o que nos da

!

— > 2m. (3.6)
r

Para um disco em rotagdo, a geometria euclidiana ndo ¢ valida. De acordo com o
principio de equivaléncia, no referencial de repouso S, existe um “campo gravitacional” (campo
das forcas centrifugas e de Coriolis) que deve afetar a geometria (temporal e espacial) do
espago-tempo. A geometria torna-se nao euclidiana, o que corresponde a ter uma curvatura no
espago-tempo.

A curvatura espacial pode ser classificada em plano com valor nulo, hiperbolico com
valor —1, ou seja, um universo aberto, e esférico com valor 1, também chamado de universo
fechado. A curvatura varia de ponto a ponto, ou seja, ¢ uma curvatura do espaco-tempo

quadrimensional e pode ser obtida através da métrica g,,,,, onde
ds* = g, (x)dx*dx? (u=0,1,2,3), (3.7)

com x = (x%x1,x2,x3). A defini¢io da geometria através da métrica é caracteristica da
geometria riemanniana.

A métrica g, contém os efeitos gravitacionais e varia de acordo com X, ou seja, de
acordo com a geometria do espago-tempo, em especial na sua curvatura. Einstein relacionou
essa curvatura com a presen¢a de matéria (equivalente a energia) através das equagdes da
relatividade geral. A linha do universo de uma particula no espago-tempo curvo ¢ uma

geodésica — que € uma curva de comprimento minimo entre dois pontos de um espago curvo.
3.3 EQUACOES DE EINSTEIN

Nas equagoes de Einstein da relatividade geral, a gravitacdao ¢ associada a curvatura do
espago-tempo e essa curvatura € relacionada a presencga de matéria. Na expressao do fisico John
Wheeler, “a matéria diz ao espago-tempo como se encurvar, € 0 espaco-tempo diz a matéria

como se mover” [6]. As equacdes de Einstein sdo definidas como
(3.9)

onde
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1
Gy = Ryy — ERg#v (3.9)
substituindo (3.9) em (3.8), obtemos
1 8nG
R#V_ERgHV ZFT‘W' (310)

que relaciona a geometria do espago-tempo com a presenca de matéria/energia. Da equagdo

(3.10), temos:

Gy : Tensor de Einstein;

R,,: Tensor de curvatura de Ricci obtido através da contragdo do tensor de Riemann;
T,v: Tensor Energia-Momento;

9uv: Métrica do espago-tempo;

R: Escalar de curvatura de Ricci, dado por R = g*VR,,;

G: Constante gravitacional de Newton.
3.4 SOLUCAO DE SCHWARZSCHILD

Seja M a massa de uma particula em repouso que produz um campo gravitacional
central. Sera adotado um sistema de coordenadas esféricas (7,8, ¢) tomando a origem na
particula. A uma grande distancia da particula (r — o), o campo gravitacional tende a zero e

a métrica do espaco-tempo sera a de Minkowski,
ds? = —c?dt? + dr? + r?d6? + r?sen?0d ¢p>. (3.11)

Pela presenca de M, a métrica deve ser alterada a uma distancia finita, o que produz uma
curvatura no espago-tempo. Como a particula estd em repouso (estatica), os coeficientes da
métrica ndo dependem do tempo, e por se tratar de uma simetria esférica, também nao
dependem de 8 e ¢. Dessa forma, utilizando as unidades naturais, temos ¢ = 1, e o elemento

de linha ficar4 da seguinte maneira

1
ds? = —f(r)dt® + mdrz +1r2d0?% + r?sen?6d¢?, (3.12)

onde f(r) é a fungdo a determinar através da resolugdo das equagdes de Einstein.
Em 1916, o fisico e astronomo alemao Karl Schwarzschild obteve uma solucao das
equagoes de Einstein da relatividade geral, o que forneceu a chamada solugdo de Schwarzschild,

dada por
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d52=—(1—r—5)dt2+

: dr? + r2d6? + r?sen?6d¢?, (3.13)

-5
T

onde,
rs = 2GM. (3.14)

€ o raio de Schwarzschild, que ¢ associado a massa M. Na métrica de Schwarzschild, ha duas
problemadticas, pois em r = 0, as componentes gqo € g11 divergem, e, para r = 15 (raio de
Schwarzschild) a componente g, se anula e g4 diverge.

Em 1939, J. R. Oppenheimer e H. Snyder estudaram o comportamento de uma estrela
quando se encontra na etapa final, ou seja, quando todo combustivel nuclear, que alimenta a
reagdo termonuclear e fornece a energia estelar, se exauriu. Nesse caso, ndo ha como a estrela
produzir calor e pressdo necessarios para contrabalancear a atragdo gravitacional.

Para um objeto compacto, de massa maior que duas a trés vezes a massa do Sol, sem a
energia necessaria, o objeto entra em colapso gravitacional: seu raio diminui até ser igual a 75,
e torna-se menor que 75 € dessa forma, o objeto continuaria colapsando até o centro, formando
assim, um buraco negro [6].

Para compreender melhor a geometria estudada, serd analisado seu comportamento
através de cones de luz. Para isso, serdao consideradas curvas radias nulas, ou seja, aquelas em

que 0 e ¢ sdo constantes e ds? = 0. Entdo, ficamos com:

ds?=0=—(1 —ZGMd2 _ dr?
5“‘(_r>t+ 26M 4T (3.15)
1=-=
do qual se obtém
dt__l_ 1
dr (1 ~ ZGM)' (3.16)
r

Esse resultado, mede a inclinag@o dos cones de luz no diagrama espago-tempo do plano
t x r. Para r - oo, a inclinagdo ¢ 1, enquanto a medida que r se aproxima de g = 2GM,

dt/dr — +oo, entdo, os cones de luz “se aproximam”, de acordo com a Figura 10:
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Figura 10: Grafico demonstrando o comportamento dos cones de luz no diagrama espago-tempo.

t

2GM
Fonte: CARROL, 1997, p. 182.

Dessa forma, para o sistema de coordenadas atual, a luz que se aproxima de r = 2GM
parece que nunca chegara, porém, se parecera a uma assintota em relagdo a r. Isso é uma ilusdo,
pois o raio de luz (ou uma particula massiva) nao tem dificuldade em chegar a r = 2GM. Para
um observador distante, os sinais enviados do objeto que estd indo em dire¢do a rg seriam cada
vez mais lentos.

Nas coordenadas atuais ha o problema de que dt/dr — oo ao longo de geodésicas que
se aproximam de r = 2GM, ou seja, o avanco na direcdo r parece ser cada vez mais lento em
relagdo a coordenada t. E possivel corrigir esse problema fazendo uma alteragéio na coordenada
t, substituindo-a por uma coordenada que “se move mais devagar” ao longo das geodésicas.

Primeiro, vamos considerar:
t=+4r"+0C, (3.17)

onde 7, € a coordenada de tartaruga e ¢ definida por

r
r*=r+zaM1n(2GM—1). (3.18)

Essa coordenada esté relacionada quando r = 2GM. Para a coordenada de tartaruga, a métrica

de Schwarzschild fica
2GM
ds? = (1 — T) (=dt? + dr*?) + r2d02. (3.19)

De acordo com (3.19), agora, os cones de luz ndo parecem se fechar em nenhum dos

componentes métricos, mas tende ao infinito em r = 2GM. No entanto, na superficie que
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desejamos interpretar, para r = 2GM, resulta em deslocarmos o horizonte ao infinito, como

mostra a Figura 11.

Figura 11: Grafico demonstrando o comportamento dos cones de luz utilizando a coordenada de tartaruga.

L
~S— ~—

N N
ZEN ZAN

r=2GM

[*:- o0

Fonte: CARROL, 1997, p. 184.
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4 BURACO NEGRO DE REISNNER- NORDSTROM

Hans Jacob Reissner ¢ Gunnar Nordstrom, nos anos de 1916 e 1918, respectivamente,
chegaram de forma independente a uma solugdo das equagdes de Einstein, que ficou conhecida
como solucdo de Reissner-Nordstrom (RN). Essa solucdo descreve o espaco-tempo ao redor de
uma distribuicdo esfericamente simétrica com massa e carga elétrica. Considerando que a carga
elétrica seja zero, a solugdo de RN fica reduzida a solucao de Schwarzschild, publicada em
1916.

As solugdes de RN e Schwarzschild também podem descrever o espago-tempo de
buracos negros estaticos com simétrica esférica. Os buracos negros de RN ou buracos negros
carregados sdo uma generalizacdo da solu¢do de Schwarzschild e podem apresentar dois
horizontes de eventos: um horizonte externo e outro interno, denominado de Cauchy. As
citagcdes e informacgdes apresentadas neste capitulo foram extraidas de Brito et al. [1] e Lima

Neto [4].
4.1 CAMPO ELETROMAGNETICO

Para seguirmos com a solu¢do de RN, iremos trabalhar com o seguinte quadrivetor

potencial:

AR = (A%, AL, A2, A%) = (%,Z) - (go 0, o), @.1)

onde A° = % ¢ o potencial escalar, A = (A%, A2, A3) o potencial vetor e Q é a carga (em unidades

gaussianas) da fonte elétrica e gravitacional.

Também sera definido o tensor eletromagnético ou tensor de Maxwell F,,, como

94, 04,

Fuv = 94 T 9xE T oxv

uv ulv — avA (42)

ou na forma matricial

0 FOl FOZ FO3
[Fy 0O F, P
fv =\ Ry By 0 Byl (4.3)

F30 F31 F32 0

onde E

w = —F,, por ser um tensor antissimétrico. Por esse motivo suas componentes na

diagonal sdo nulas.
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Como o buraco negro tratado ¢ estatico e simetricamente esférico, podemos considerar
a posicao da carga como sendo a origem do sistema de coordenadas, de acordo com a Figura

12.

Figura 12: Campo radial eletrostatico de uma particula pontual carregada Q.

Fonte: LIMA NETO, 2013, p. 22.

Como o campo elétrico dependera apenas da coordenada radial, entdo podemos

redefinir o tensor eletromagnético da seguinte forma

0 F,; 0 0
F. = Fiob, 0 00 4.4)
w 0 0 0 O

0 0 0 O

Pelas equagdes de Einstein, o tensor Gy, € diretamente proporcional ao tensor energia-
momento T,,, que define um tensor genérico. Porém, para este caso, devemos trabalhar com

um tensor especifico, o tensor energia momento do eletromagnetismo, que ¢ definido por

1 a 1 2
Tyv = E(Fual;;/ - Zgva >’ 4.5)
onde
F? = F#VF’“W. (4.6)

4.2 SOLUCAO DE REISSNER-NORDSTROM

O elemento de linha que descreve a solu¢do de RN é o mesmo utilizado na solugdo de

Schwarzschild:
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1
ds® = —f()dt® + o dr® +r2d6% +risen®0d¢”, (4.7)

onde f(r) ¢é a fungdo a determinar através da resolugdo das equagdes de Einstein. A solugdo de

f(r) é determinada da seguinte maneira:

C GQ*
=14+ -4+ —= 4.8
f(r) + " + o (4.8)
com C = —2GM. Também ¢ possivel escrever f(r) da seguinte forma:
—(1-M(1-= (4.9)
fo=(-7)(1-7)
sendo
ry = GM £ G*M? — G*Q?, (4.10)

onde M é a massa da fonte gravitacional. Sendo a solucdo valida para todo r > 0 e M2 > Q2,
temos um espaco-tempo de um buraco negro carregado. Com isso, 1, ¢ a posi¢ao radial do
horizonte de eventos (externo) e r_ a posi¢do radial do horizonte de Cauchy (interno). Com
isso, podemos escrever a métrica da seguinte forma:

dsz=—(1—r?+)(1—r?_)dt2+

1
(1_T_+) (1_T__)dT2+T2d92+T‘2dQ2, (4.11)
Tr Tr
com dQ? = sen®0d¢?.

No cenario em que o buraco negro ¢ descarregado (|Q| — 0), temos r, - 2GM e r_ —
0. Para o caso de um buraco negro carregado (|Q| — M), temos que os limites 1. = GM.

E possivel analisar as geodésicas radias nulas, em que ds = df = d@ = 0, e com isso,
construir um diagrama dos cones de luz do espago-tempo de RN, nas coordenadas t e 7.
Desconsiderando as coordenadas angulares 8 e @, os cones de luz se apresentam na intersegao
das geodésicas tipo-luz ingoing (que tendem a entrar no buraco negro) e outgoing (que tendem

a sair do buraco negro), de acordo com a Figura 12:
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Figura 12: Diagrama ilustrando os cones de luz no espaco-tempo de RN.

ct

Fonte: BRITO et al., 2020, p. 3.

Dentro da hipersuperficie r =71, todas as trajetdrias tipo-tempo e nulas
necessariamente seguem na direcdo de r = 7_.
Analisando os efeitos através de um observador estatico no infinito espacial:

(1) as geodésicas demoram um tempo infinito para cruzar o horizonte de eventos;

(i)  um raio de luz que emerge do horizonte de eventos sofre um desvio para o
“vermelho (redshift) infinito” devido ao movimento relativo entre a fonte de luz e o
observador;

(iii)  um objeto massivo que cai no buraco negro parece diminuir sua velocidade a zero a
medida que se aproxima do horizonte de eventos.

Utilizando os sistemas de coordenadas naturais, esses sdo os mesmos efeitos observados

em um buraco negro de Schwarzschild.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O trabalho propds revisar conteudos ja vistos durante a graduacao de Licenciatura em
Fisica e também fazer um estudo introdutorio sobre a TRG e sobre os buracos negros mais
simples. Através das equacdes de Einstein, foi possivel como as solu¢des propostas por
Schwarzschild e Reissner-Nordstrom podem ser usadas para buracos negros simetricamente
esféricos e sem rotacao, ou seja, buracos negros ideias.

A pesquisa bibliografica forneceu um basico aprofundamento nos estudos sobre a
gravitacdo e seus efeitos no espaco-tempo, servindo também para futuras pesquisas de alunos
do curso de fisica ou estudantes interessados sobre o tema.

Portanto, este trabalho promoveu uma base para um futuro projeto de pesquisa ou
especializacdo na érea, através de uma pods-graduacdo ou mestrado, contribuindo assim,

significativamente para minha carreira académica.
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APENDICE A
METRICA ESFERICAMENTE SIMETRICA (SCHWARZSCHILD)

Considerando ¢ = 1, o elemento de linha de Schwarzschild ¢ definida da seguinte

forma:

1
ds? = —f(r)dt* + %drz +1r2d6?% + r?sen?0d¢?,

sendo as coordenadas
1 2 2 2
Joo=—f(); 911 = f_(r); J22 =71°; g33 = r-sen”0.

0S SIMBOLOS DE CHRISTOFFEL

Os simbolos de Christoffel sdo definidos por:

1 09va 09 09y
P _ _ pA v "o H
lw =39 <6x” Ty T oxr )

Parap = 0e A = 0, temos

FO :1 00 agvo agOu_aguv
w2 ox* ~ 9xv  0x° )

Para {5 i (1), temos o seguinte resultado:

ro =1 00 (9910 6g00_6g01
01759 (9x0 T axt ~ 9x0

5 D))

fl
Ty ===
01 =57
Seguindo o mesmo método, temos que
fl
o1 = I = ﬁi
ri = ff ;



2f
f/
I = _ﬁi
Ty, = —f7;
Iy, = —frsen?6;

1
I, =T3 = ;1

I'% = —senfcosb;
3 3
I3 =I5 ==;
cos6
I35 =I5, = .
senf

OS TENSORES DE RICCI

Os tensores de Ricci sdo definidos da seguinte maneira:

_org,  arg
T 9xd axY

+ F/fv Fo?/l - F;?/lrg}v-
Para {5 i 8, teremos

A A
00 = 5374~ Gx0 ' r00taa ~ foalao:

Resolvendo separadamente as partes, ficamos com

gy 0Tg, dTgy OTg g, Oy,
ox*  9x°  dx!  9x2  9x3  9x!

g _ 0 (ff'\_1 ., S
W‘E( )—z(ff D=5

2

gy _ [ L”

oxA 2 2

A A A A A A
I T§oT4 = TooTga + Toolta + Tgolsq + Tool3a = Toolta
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A
F(%Faz = F&orfo + F010F111 + F010F122 + F010F133

en SES PPN LI
FOO%‘TﬁJ’T(__)JFT?JFT?

Iz

Fgoro/})t =
D) THT = Toaldo + Toalio + T&Tsy + Toaldo = Toaldo + Toal'ty

TET2 = (T&Tgo + ToiTdy + TeaTEy + TaTay) + (Mot + Toi Ty + T Td + TaTH)

LET = (TTd) + (ThoT) = (;7%) N (%%)

fr

Loalao = -

Com isso, ficamos com

e e

fo =+ 577
ffff
foo ==+

Seguindo os mesmos métodos, temos que

AN
2f rf

11 —

R22=—f'1"—f+1

Ry3 = sen?0(—f'r — f + 1).

O ESCALAR DE RICCI
O escalar de Ricci ¢ definido como:
R = g"'R,.
Substituindo os valores obtidos anteriormente, temos que

R = g°Ryo + g"'R11 + g**Ryy + 9% R33
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_ Y S 1N,
R——?<T+T>+f<————)+r—2(—fr—f+1)

2f rf
1 2 !
+m[sen O0(—f'r—f+1)]
Rz_f”_4_fl_z+£

r rz  rz

EQUACOES DE EINSTEIN

As equagdes de Einstein no vacuo sao definidas por:
1
R#v - Eg#vR = 0.
Para {’5 i 8, temos

1
Roo — EgooR = 0.

Fazendo as devidas substitui¢des, ficamos com

" ! 1 4, 2 2
(i) -5en(-r =2 =T ) =0

T r r2  r2

freff i 2 L
2 r 2 T r2 r2

Simplificando e manuseando a equacao, temos

rf'+f—-1=0
df
T'E—l—f
df _ (dr

fl—f_ r

—In(1—-f)=Inr+InC

In(1—f)"1 =In(r0)



34

mer
L _C
f_T'
=1 ¢
f_ r

onde C = 2GM. Com isso, obtemos a solugdo de Schwarzschild através das equacdes de

Einstein. Portanto, o elemento de linha fica

2GM 1
ds? = — (1 — T) dt? + wdrz +1r2d0?% + r?sen?0d 2.
1 —
r




APENDICE B

SOLUCAO DE REISSNER-NORDSTROM

Para seguir com a solu¢ao, serd considerado ¢ = 1.

TENSOR ELETROMAGNETICO

Para {5 i (1), temos

Para F? = F,,F*¥, temos

F? = E,,F* = Fy, FO' + F;(F1°

F? = —Fo1Fo1 — F10Fi0

F? = —2(1:'01)2
2
F? = _£
ré

Agora, calculando o tensor energia-momento do campo eletromagnético T, temos que

1 a1 2
T,uv = E(F/'szv - Zg,LLVF >'
p=0
Para {v = 0, ficamos com
a=1

1 1 1 5
Too = E(F01F0 _ZQOOF )

1 11 1 2
Tooza Fo1Fo19 _ZQOOF .

Substituindo os dados obtidos anteriormente, temos

_1[eif 1 2Q°
TOO_E[?*_‘*_Z(_D( )l

r4
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1(Q*f 1Q°f
o =g\ "2

1Q%*f
Too = 4m (2 r4>

1 Q¥

T, .
00 = 8w rt

EQUACOES DE EISNTEIN
1
R, — Egle = 8nTy,

Para {'5 i 8, temos

1
Ry — EQOOR = 81 Tyo.

O tensor de curvatura de Ricci Ry, € o escalar de curvatura R sdo os mesmos encontrados no

apéndice A. Com isso, ficamos com

" 1 4f" 2 1 Q2
LI f)< pr-L B Tz)—8ﬂ6<—Q—f>

2 r  rz 8r r*t

fre I 2 f2 f _GQ*f

2 T 2 r T2 rz rt
U160y
T r2 ' p2 rt
) GQ?
T'f +f= —r—z.

Resolvendo para f, temos:

f(T‘)=1+?+

comC = —2GM.

Com isso, o elemento de linha pode ser escrito da forma

2GM G
ds2=—<1 + Q)dt2
re 1—

dr? + r2d6? + r?sen?0d ¢p>.

2GM , GQ*
r r2

r
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