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RESUMO

Este trabalho apresenta uma andlise da aplicacdo da mecanica quantica na
compreensdo das estruturas eletronicas de solidos cristalinos, com énfase na formagao de
bandas de energia. Parte-se dos fundamentos histéricos e tedricos da mecanica quantica,
incluindo a Equacdo de Schrédinger, o principio da incerteza, a dualidade onda-particula
e a interpretacdo probabilistica da funcdo de onda. A partir disso, é desenvolvido o
formalismo necessdrio para compreender a estrutura de bandas em materiais sélidos,
utilizando modelos como o poco de potencial delta de Dirac e o teorema de Bloch. A
estrutura de bandas € analisada sob diferentes modelos — elétron quase livre e ligacao
forte — permitindo classificar materiais como condutores, semicondutores e isolantes, de
acordo com a largura do band gap. O trabalho também aborda o método k-p, utilizado
para calcular as dispersdes energéticas em semicondutores, especialmente préximos ao
ponto I' da zona de Brillouin. Por fim, discute-se o papel fundamental da mecéanica
quantica no desenvolvimento de tecnologias como transistores, LEDs, lasers e
dispositivos de computacdo quantica, destacando sua relevancia tedrica e pratica para a
fisica do estado sélido e a inovacdo tecnoldgica. Através da andlise dos potenciais
periddicos e da aplicacdo de métodos tedricos, conclui-se que o conhecimento das
estruturas de bandas € essencial para compreender e projetar materiais com propriedades

eletronicas especificas.

Palavras-chave: mecénica quintica; estrutura de bandas; equacdo de Schrodinger;

materiais semicondutores; teorema de Bloch; método k-p.
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1. INTRODUCAO

Desde os primérdios do século XX, a mecanica quantica consolidou-se como a
principal teoria para a descricdo do comportamento da matéria em escalas atdmicas e
subatdmicas. A partir das limitacdes da mecanica cldssica em explicar fendmenos como
o efeito fotoelétrico, a radiacdo do corpo negro e a estabilidade atdomica, surgiu a
necessidade de um novo arcabouco tedrico.

Max Planck, ao introduzir a quantizacao da energia, deu origem a um conjunto de
ideias que seriam refinadas por nomes como Einstein, Bohr, Heisenberg e Schrodinger.
A formulacdo da Equagdo de Schrodinger proporcionou uma estrutura matematica capaz
de prever com precisdo as propriedades fisicas de sistemas quanticos. Essa equacao,
tanto em sua forma dependente quanto independente do tempo, permite o cdlculo da
funcdo de onda associada a particulas, revelando informagdes fundamentais como
energia, posi¢do provdvel e comportamento dinamico.

A interpretacdo probabilistica, proposta por Max Born, trouxe uma nova
perspectiva sobre o determinismo da fisica, introduzindo a incerteza como aspecto
intrinseco a natureza. Ao aplicar esses principios a matéria condensada, em especial aos
s6lidos cristalinos, a mecanica quantica revelou-se essencial para a compreensdao da
estrutura eletronica dos materiais.

Conceito de estrutura de bandas surgiu como uma consequéncia direta da
aplicacdo da Equacgdo de Schrodinger a elétrons em potenciais periddicos. A teoria explica
como, em materiais s6lidos, os estados energéticos se agrupam em bandas e como a
existéncia de lacunas (band gaps) entre essas bandas determina a condutividade elétrica
de materiais como metais, semicondutores e isolantes.

Neste contexto, o presente trabalho tem como objetivo central investigar o
comportamento de particulas quanticas em potenciais periddicos, a partir da Equagdo de
Schrodinger e do método k - p. A abordagem adotada busca relacionar os fundamentos
da mecanica quantica com aplica¢des préticas na fisica do estado sélido, com énfase na
andlise das bandas de energia em semicondutores. A relevancia dessa investigacdo se

justifica pela importancia crescente das tecnologias baseadas em materiais



2. REVISAO DE MECANICA QUANTICA

A Mecanica Quantica foi desenvolvida no inicio do século XX por diversos fisicos
notaveis. Entre eles, destacam-se nomes como Max Planck, Niels Bohr, Werner
Heisenberg, Erwin Schrodinger e Albert Einstein. O objetivo desse ramo da Fisica foi
explicar fendmenos que a mecanica cldssica ndo tem capacidade de solucionar.

O ponto de partida foi dado por Marx Planck, em 1900, ao propor que a energia
ndo é emitida de forma continua, mas sim em pequenos pacotes denominados quanta.
Essa hipotese foi essencial para solucionar o problema do corpo negro e marcou o inicio
da chamada teoria quantica. Posteriormente, Albert Einstein aprofundou essa ideia ao
aplicar o efeito fotoelétrico, fendmeno no qual elétrons sdao ejetados de superficies
metdlicas quando expostas a luz. Einstein percebeu que a luz também possui um carater
corpuscular, sendo compostas por particulas chamadas fétons. Essa contribuicdao foi um
divisor de dguas para consolidar o conceito de quantizacao da energia e lhe rendeu o
Prémio Nobel de Fisica em 1921.

Outros cientistas, citados anteriormente, também desempenharam papéis
fundamentais. Niels Bohr, por exemplo, propés um modelo atdmico em que os elétrons
orbitam o nicleo em niveis de energia quantizados. Werner Heisenberg introduziu o
Principio da Incerteza, segundo o qual € impossivel conhecer simultaneamente, com
precisdo absoluta, a posicdo e a velocidade de uma particula. Um dos marcos mais
importantes da teoria foi a formulacio da Equacdo de Schrodinger, que descreve
matematicamente o comportamento de sistemas quanticos ao longo do tempo. Essa
equacao ¢ amplamente utilizada na fisica moderna e constitui a base da Mecanica
Quantica ondulatéria.

A Equacdo de Schrodinger possibilida compreender como a posi¢do de uma
particula muda no tempo. Essa equagdo descreve a funcdo de onda de um sistema que
contém informacgdes possiveis sobre o estado fisico da particula, como sua regido de
oscilacdo, energia e probabilidade de estar em um determinado local.

Dependendo da situacao fisica, a equacao pode ser escrita de duas formas principais:

I.  Dependente do tempo — usada quando o estado da particula muda ao longo do
tempo, ou seja, quando hd uma evolu¢do dindmica do sistema. Essa € a forma

geral da equacdo e é usada, por exemplo, quando uma particula estd em

movimento ou estd sofrendo influéncia de um campo variavel.



II.  Independente do tempo —usada quando o sistema estd em um estado estaciondrio,
como no estudo de estados ligados a potenciais estdticos. Ou seja, as propriedades
observaveis, como a energia, ndo mudam com o tempo.
Além disso, a Teoria Quantica foi imprescindivel no processo de explicar questdes
fundamentais sobre o Estado Sélido da Matéria através da andlise dos 4tomos presentes
nas propriedades fisicas dos materiais semicondutores existentes no nosso meio, dentre
esses, destacam-se os sélidos cristalinos, materiais cujas particulas (dtomos, ions ou

moléculas) se organizam em uma estrutura regular, repetitiva e tridimensional. Alguns
exemplos cldssicos sdo os metais como o ouro, prata, ferro e o cobre. Outro exemplo sdo
os cristais de sal (NaCl), em que os fons de sddio e cloro se arranjam em uma rede regular.

Em materiais magnéticos, os dtomos interagem entre eles e geram campos
magnéticos. De modo geral, quando estamos lidando com escalas da ordem de tamanho

de moléculas ou com energias baixas, precisamos trabalhar com as principais equacdes
da Mecanica Quantica para obter resultados que condizem com a nossa realidade.

Os resultados dos niveis de energias sdo obtidos na Fisica Quantica através de
célculos probabilisticos, esses sdo uns dos fatores principais que o difere da Teoria
Newtoniana. O caso de uma particula em um Poco de Potencial Infinito, onde ndo se tem
a capacidade de saber o ponto exato em que a particula se localiza, mas se pode perceber,
através da probabilidade, o local em que a particula estd oscilando.

A mecanica quantica € a teoria fundamental que descreve o comportamento da
matéria e da radiacdo em escalas atomicas e subatdomicas. Diferente da mecanica classica,
que se baseia em trajetdrias deterministicas, a mecanica quantica introduz conceitos como
quantizacdo de energia, dualidade onda-particula e principio da incerteza.

Desde sua formulacdo no inicio do século XX, a teoria revolucionou a fisica,
permitindo avangos na eletrOnica, computacdo quantica e nanotecnologia. Assim, o
desenvolvimento da Mecanica Quantica foi resultado de um esfor¢o coletivo e continuo,
que reformulou profundamente a maneira como os fendmenos fisicos sdo compreendidos

em escalas microscopicas.

2.1. QUANTIZACAO DA ENERGIA

A quantizacdo de energia foi inicialmente proposta por Max Planck em 1900 para

explicar a radiacdo do corpo negro. Posteriormente, Albert Einstein utilizou essa ideia



para descrever o efeito fotoelétrico, introduzindo o conceito de fétons. A energia de um
féton € dada por:

E =h.f, (1.1)

onde h € a constante de Planck e f € a frequéncia da radiacdo.

2.2 DUALIDADE ONDA-PARTICULA

Louis de Broglie propds que particulas, como os elétrons, também apresentam
propriedades ondulatérias. Segundo sua hipétese, a cada particula estd associado um
comprimento de onda dado pela equacao:

1.2
. (1.2)

)

T | s

onde A € o comprimento de onda, A € a constante de Planck e p é o momento linear da
particula. Essa ideia foi confirmada experimentalmente pelo experimento de difracdo de
elétrons realizado por Davisson e Germer, demonstrando o comportamento ondulatério

dos elétrons ao interagirem com uma estrutura cristalina.

2.3 PRINCIPIO DA INCERTEZA DE HEISENBERG
Werner Heisenberg demonstrou que é impossivel determinar simultaneamente a
posicdo e o momento de uma particula com precisdo absoluta. Esse principio é expresso
por:
h (1.2)

>_
AxAp_z,

< . . h o
onde f € a constante de Planck reduzida, definida como i = —. Esse principio tem
2m

implicacdes profundas para a natureza probabilistica da mecanica quantica.

2.4 INTRODUCAO A EQUACAO DE SCHRODINGER

A evolucao temporal de sistemas quanticos € descrita pela equacdo de Schrodinger

dependente do tempo:

9 A
ih= W(r,0) = A¥(r,0), (14)



onde W(r, t) € a funcdo de onda e H € o operador Hamiltoniano do sistema. A solucdo
dessa equacdo permite determinar as probabilidades associadas aos diferentes estados
quanticos — como os estados estaciondrios, excitados, emaranhados e coerentes -, de

acordo com o que serd visto no decorrer deste trabalho.

INTERPRETACAO E APLICACOES
A interpretacdo de Copenhague, proposta por Niels Bohr e Werner Heisenberg,

sugere que a funcdo de onda colapsa ao ser medida, determinando um estado especifico.
Entre as aplicagdes tecnoldgicas da mecanica quantica, destacam-se:
» Computacgao quantica: utilizacao de qubits pararealizar cilculos exponencialmente mais
rapidos que computadores cléssicos.
» Sensores quanticos: medicdes de precisdo extrema em campos magnéticos e
gravitacionais.
* Criptografia quantica: seguranca baseada na impossibilidade de clonar estados
quanticos arbitrarios.

A mecanica quantica transformou a fisica e possibilitou avancos tecnolégicos
significativos. Apesar de seu cardter contraintuitivo, suas previsdes sdo confirmadas
experimentalmente com altissima precisdo. Com o desenvolvimento de novas tecnologias

quanticas, espera-se que sua aplica¢do se expanda ainda mais no futuro.

2.5 EQUACAO DE SCHRODINGER
A Equacdo de Schrodinger (ES) € utilizada para descrever e prever o
comportamento de particulas em escala quantica, como os elétrons, permitindo
compreender tanto suas oscilagdes quanto seus niveis ou bandas de energia. Sua deducdo
matematica é considerada complexa, uma vez que o elétron ndo se comporta apenas como
particula, mas também apresenta caracteristicas ondulatérias, conforme proposto na
dualidade onda-particula. Quando existem funcdes que satisfazem a equacgdo, é possivel
determinar a regido de maior probabilidade em que o elétron se encontra, bem como
identificar sua energia associada.
Na abordagem interpretativa associada a ES, o sistema quantico € representado
por uma funcdo de onda, simbolizada por ¥ (psi), que contém todas as informagdes

acessiveis sobre o estado do sistema. Dessa forma, o ¥ implica necessariamente resolver



a ES, que permite descrever a dinamica e as propriedades observdveis da particula
analisada, podendo ser expressa como:
oY o’w (1.5)

ih___ = — p*zmox + VW,
ot

Desse modo, temos a equac@o para determinar o comportamento de uma particula livre,
onde # ¢ uma constante reduzida, m é a massa ¢ V ¢ o potencial associado ao sistema
quantico. A funcdo de onda determinada pela expressao (1.1) determina a fungcdo de onda
para qualquer instante de tempo fazendo uma analogia a mecénica cldssica de acordo com

a Segunda Lei de Newton.

2.6 AINTERPRETACAO ESTATISTICA

A fungdo de onda existe para identificar a regidao do espaco em que a particula esta
localizada, tendo em vista que ndo € possivel determinar o seu ponto exato. Diante disso,
a interpretacdo probabilistica apresenta essa indeterminacdo, mas € capaz de fornecer
célculos probabilisticos sobre possiveis resultados do espago em que a particula oscila.
De modo geral, o estado de uma particula é representado pelo célculo probabilistico de
Born, que € justamente a probabilidade de encontrar a particula em determinado ponto x,
no instante t.

b 1.6
[ ®(xt)]? dx. (10

Nesse caso, temos a probabilidade de encontrar a particula entre a e b em funcao
do instante de tempo t. Para entender essa interpretacdo probabilistica, analisaremos um

grafico que representa [P'|> em relacdo a posi¢ao x.



Figura 1 — Fun¢do de onda

\ l}!‘; !

Fonte: GRIFFITHS, David J, 2011. p. 2.

A regido delimitada entre os pontos a e b representa a probabilidade de encontrar
a particula. Observando o ponto A, percebe-se que essa probabilidade ¢é
significativamente maior, pois a funcdo de onda apresenta maior amplitude. J4 no ponto
B, a probabilidade tende a zero, pois, nesse local, ndo ha espaco para a particula oscilar.
Ou seja, quanto maior for a drea sob a curva da func¢ao de onda, maior serd a probabilidade

de encontrar a particula naquela regido.

Ao medir a regido em que uma particula oscila e ela for encontrada no ponto maximo
da regido C, ocorre um colapso na func¢do de onda. Quando repetida a medi¢do de forma
répida, o resultado devera ser o mesmo. Entdo, o grifico a seguir representa um colapso

istantaneo e imediato na .



Figura 1.2 — Colapso da fun¢do de onda

GRIFFITHS, David J, 2011. p.4

A Figura 1.2 ilustra o fendmeno conhecido como colapso da funcdo de onda,
representando graficamente |Y(x)[?, isto ¢, o quadrado do modulo da fungdao de onda,
imediatamente apds a medi¢do da posi¢do de uma particula, que foi detectada no ponto
C. Antes da medicao, o estado da particula € descrito por uma funcdo de onda estendida
no espago, que fornece a distribuicdo de probabilidade de sua posicdo. No entanto, no
instante em que € realizada uma medicao precisa da posicao, a funcdo de onda sofre uma
mudanga brusca e descontinua, concentrando-se fortemente no ponto onde a particula foi
encontrada. Este fendmeno ¢ interpretado como o colapso da funcdo de onda, conceito
fundamental da interpretagdo de Copenhague. Na figura, observamos que |P(x)* exibe
um pico estreito e elevado exatamente na coordenada C, indicando que a probabilidade
de encontrar a particula em qualquer outro ponto é praticamente nula apds a medicao.
Isso reflete a localizagdo exata da particula no espaco, embora, segundo o Principio da
Incerteza de Heisenberg, esse conhecimento preciso sobre a posi¢do implique uma grande

incerteza em relagdo ao seu momento linear.

2.7 NORMALIZACAO

A normalizacdo € um conceito essencial que surge a partir da necessidade de garantir
que as fun¢des de onda W(x, t) estejam ajustadas de forma correta ao espacgo fisico. Ou

seja, consiste em ajustar a funcdo de onda de modo que exista uma integral de densidade



de probabilidade ao longo de todo o espaco, em que a particula oscila, que seja igual a 1.

Matematicamente, essa integral pode ser expressa como sendo:

+00
S 1PEYPdx=1. (1.7)

—00

note que [¥(x, t)]? é a densidade de probabilidade de encontrar a particula no espago x, no
tempo t. Se uma funcdo de onda ndo satisfaz essa condi¢do inicial, ela pode ser
multiplicada por A que € a constante de normalizacdo para que a integral acima seja
atendida. Essa constante garante a regularidade da funcdo de onda para que esteja ajustada
com o objetivo de descrever uma distribuicdo probabilistica fundamentada. De modo
geral, a normalizacdo garante que as probabilidades feitas a partir da funcdo de onda
sejam condizentes com a realidade fisica, ou seja, se uma func¢do de onda nio estiver
normalizada, os resultados obtidos através dos cdlculos probabilisticos, dos momentos e
das energias seriam incorretos, prejudicando sua intepretacdos; logo, esse processo
(normalizacdo) garante que o comportamento de particulas sejam fisicamente
consistentes desempenhando um papel de acordo com as interpretagdes e previsdes da
teoria quantica fazendo com que isso garanta que a particula tenha € 100% de chance de
estar em algum lugar no espaco.

Se a densidade de probabilidade for igual a zero em determinada regido do espacgo,
ndo ha probabilidade de encontrar a particula naquele ponto especifico. Contudo, isso nao

prejudica o processo de normalizacdo, desde que |'¥(x, t)[> = 1. Note que

400 +o0
A wxopdc= [ 2w oledx. (1.8)
at . ot

—00

Na primeira expressao, a integral € uma fun¢do que depende apenas do tempo por
isso o uso d/dt, mas na segunda expressao, o uso da derivada parcial 0/0t € coerente pois
funcdo depende do espaco e, também, do tempo. Aplicando a regra do produto na equacao

acima, temos:

0 0 oW P (1.9)
—|PP= — (P+*¥P)=Px* —+ P,
dt dt at at

Aplicando a equacdo de Schrodinger
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,halp_ ) i (1.10)
Mot tmoaxr T R

e substituindo o complexo conjugado

oW —ihW x| (1.11)

"o T om o TRV

entdo apds a substituicdo W*, temos

1 2 2
Ojwp= T I _ ¥y (112
ot 2m Ox? Ox?

0 ih G L

- G_X[Zm ‘P*a_x_ 0x

).

Fazendo as devidas manipulagdes matematicas e colocando os limites de integracao que

vai de -o0 a +oo, podemos calcular a integral da equagado 1.8, assim:

d .+ ih ¥ OV«
WGl = (= W (1.13)
t —00

m ox ox

Substituindo os limites de integracdo quando x vai de —oo a +00, a fun¢do de onda ¥(x,

t) tende a zero e se fosse zero terifamos uma funcao ndo normalizdvel, portanto,

+o00
dif |®(x t)|2dx = 0. (1.14)
t —00

2.8 EQUACAO DE SCHRODINGER INDEPENDENTE DO TEMPO

A Equagdo de Schrodinger independente do tempo constitui uma das expressoes
fundamentais da mecénica quintica. Além de descrever o comportamento de uma
particula sujeita a um determinado potencial, essa equacdo permite a determinacdo do
estado quantico de um sistema. Representa a forma estaciondria da equagdo geral de
Schrodinger, sendo aplicada na andlise de sistemas em estados de energia bem definidos,
também denominados estados estacionarios (GRIFFITHS, 2018).

Para determinar o potencial VV(x), que ndo depende do tempo, é necessdrio resolver
a Equacdo de Schrodinger por meio do método de separagdo de varidveis. Esse

procedimento possibilita a decomposi¢do da fungdo de onda em componentes espaciais e
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temporais, o que facilita a resolu¢do do problema quéntico em situagdes nas quais o

potencial € estatico (SILV A, 2020).

ow hz 92w (1.15)

lhﬁ= _%67 + VW

Aplicando o método de separacdo de varidveis, temos:

Y(xt) = P o), (1.16)

onde ¥ (mintsculo) € uma fun¢do de onda que depende apenas do espaco X e @ € uma

funcdo de onda dependente apenas do tempo t. Para solugdes separdveis fazemos

¥ dep oW 4w

& e awe”

Substituindo essa forma na equacdo de Schrodinger:
do h? d?@
it = 2mae ® tVYe

e dividindo ambos os lados da equagdo acima por W(x)@(t):

1de 2 1 d2w (1.17)

hoar ™ " amwae® TV

Chegamos a uma equacdo onde o lado esquerdo € dependente apenas do tempo (t) e o
lado direito dependente somente do espaco (x). Como essas duas expressdes sio iguais,
elas devem ser iguais a uma constante de separacdo que chamaremos de energia E. Logo

a equado da esquerda ficard

1do
ih gz =E,
isolando 4e;
dt
de IE (1.18)
& =we

a equacdo da direita ficara
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h? 1 d*W

“omwae TVTF

multiplicando os dois lados da equagao por W, temos
h? 1 d*¥ (1.19)

Agora temos duas equacdes diferenciais ordindrias separadas, onde a primeira € a equacao

temporal

L do
th(t) = Eq@(t)

e multiplicando a equacao temporal por dt:

ihde(t) = Ee(t)dt,

logo

de(t) E

= —] —
@ (t) p 4t

Apés as manipulacdes matemadticas feitas anteriormente e integrando ambos os lados da

equagao anterior, temos:

ot) = e (1.20)

aplicando a Equacdo de Schrodinger na sua forma dependente do tempo (eq. 1.4), onde
WY(x, t) é a fungdo de onda, h é a constante de Planck reduzida Aéo operador
Hamiltoniano do sistema. Para um sistema unidimensional com um potencial V(x), o

Hamiltoniano é:

h? d? (1.21)

_%ﬁ + V(x).

A
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Se o potencial V(x) ndo depender explicitamente do tempo, a separacdo de varidveis

permite escrever a funcdo de onda como

P(xt) = W(X)e%_ (1.22)

Como visto anteriormente, ¢ (x) € a solucdo espacial e E representa a energia da particula.
Substituindo na equagdo original, obtemos a Equacdo de Schrédinger Independente do
Tempo:

h2 d2p(x) (1.23)
— ot V(x)px) = Ee(x).

Essa equacdo diferencial descreve os estados estaciondrios do sistema, permitindo

determinar os estados quanticos acessiveis e seus respectivos niveis de energia.

2.9. INTERPRETACAO FiSICA

A fungdo de onda @(x) contém toda a informacdo sobre o estado quantico da particula.
O médulo |@(x)[? representa a densidade de probabilidade de encontrar a particula em
uma dada posi¢ao x.

Dependendo da natureza do potencial V(x), podemos obter solugdes que descrevem
estados ligados (quando E < 0) ou estados de espalhamento (quando E > 0). Para
potenciais bem comportados, as solu¢des devem satisfazer as seguintes condicdes de
contorno, como Vvisto no anteriormente:

1. Normalizagdo: [ |@(x)|? dx = 1, garantindo que a particula exista em algum lugar do
espaco.

2. Continuidade: @(x) e 42 devem ser continuos, a menos que V(x) tenha singularidades.
dx

Em seguida, aplicamos essa formulag@o ao caso do poco de potencial delta de Dirac, um

exemplo fundamental para sistemas de ligacdo na mecanica quantica.



14

2.10. O POCO DE POTENCIAL DELTA DE DIRAC

O poco de potencial delta € definido como:

V(x) = —Vo8(x). (1.24)
onde V> 0 determina a forca da interacdo e J(x) é a funcdo delta de Dirac. Esse potencial
representa um poco infinitamente fino, mas suficientemente profundo para permitir um

estado ligado.

Figura 1.3 — Funcdo delta de Dirac

(x-a) [\

,Area |

>

a X

Fonte: GRIFFITHS, David J, 2005. pg. 54.
Substituindo esse potencial na Equacdo de Schrodinger Independente do Tempo, temos:

h2 d2p(x) (1.25)
— Vob(x)p(x) = Ep(x).

Procuramos uma solu¢do para um estado ligado, ou seja, com E < 0. Definimos E =

h2k? ~
— —, comk > 0, de modo que a equagdo para x # 0 torna-se:
2m

d2 (1.26)
— = k2p(x).
) @(x)

A solugdo geral para essa equacao € da forma:

@(x) = Aek, x <0, (1.27)

©(x) = Ae K, x> 0. (1.28)
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Para garantir a normalizacdo, a funcdo deve decair para [x| = o, o que impde A = B.

Assim, temos:

@ (x) = Cekx, x <0, (1.29)
©(x) = Cek, x> 0. (1.30)

A continuidade em x = 0 exige que ¢(0) = ¢(0%), o que ja é satisfeito. No entanto, a
descontinuidade da derivada da funcdo de onda imposta pelo potencial delta leva a

condi¢do:

de de 2mVo (1.31)
(Gl = g 1o)==z

Calculando as derivadas, obtemos:

2mlo (1.32)
kC—-kC = — e C,
cancelando C (pois C # 0), obtemos a relacao:
2mVo (1.33)
k= — 2
27,2
Como E = — "* , temos a energia do estado ligado:
2m
mVo? (1.34)
E=-— TR

Essa solucdo indica que o potencial delta sempre suporta um estado ligado,

independentemente da intensidade Vo.

A Equacdo de Schrodinger Independente do Tempo € essencial para entender os
estados estaciondrios de sistemas quanticos. O estudo do potencial delta de Dirac ilustra
como mesmo um potencial infinitamente fino pode gerar estados ligados, sendo um
modelo relevante em diversas areas da fisica, como fisica de semicondutores e teoria de
espalhamento. Esse exemplo reforca a natureza probabilistica da mecédnica quantica e a

importancia das condi¢cdes de contorno na determinacdo dos estados fisicos permitidos.
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3. ESTRUTURAS DE BANDAS

A estrutura de bandas permite a compreensdo do comportamento eletrdnico de
diferentes materiais, como metais, semicondutores e isolantes, e fundamenta o
desenvolvimento de dispositivos eletronicos e optoeletronicos.

A origem da estrutura de bandas est4 na interacdo entre os elétrons e o potencial
periddico gerado pelos dtomos em uma rede cristalina. Diferentemente de atomos
isolados, onde os elétrons ocupam niveis discretos de energia, em sélidos, esses niveis se
combinam formando bandas continuas de estados eletronicos permitidos.

A mecanica quantica fornece a base tedrica para descrever esse fendmeno. Por
meio do teorema de Bloch e do modelo de elétrons quase livres, é possivel derivar
matematicamente a existéncia dessas bandas de energia e prever as propriedades elétricas
e Opticas dos materiais.

O presente trabalho busca apresentar uma anélise sobre a formacao da estrutura
de bandas, abordando os principais conceitos tedricos e suas aplicagdes na fisica dos

materiais.

3.1 0 PROBLEMA QUANTICO EM UM POTENCIAL PERIODICO

A compreensao da estrutura de bandas comeca com o estudo do comportamento
de um elétron sujeito a um potencial periédico, que representa a influéncia da rede
cristalina. Esse potencial € expresso como:

V(x +a) = V(x). (1.35)
onde “a” ¢ o parametro de rede, ou seja, a periodicidade da estrutura cristalina. A figura
a seguir representa um esquema que exemplifica um potencial periédico em uma

dimensao:

A

VA

A equagdo de Schrodinger independente do tempo para esse sistema € dada por:

A
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Rt de()

+ Vo(x) = E@(x), (1.36)

2m  dx?

diferentemente de sistemas com potenciais confinantes ou livres, aqui a funcdo de onda
¢@(x) ndo pode ser assumida como um simples estado estaciondrio. Para resolver essa
equagao, considera-se o teorema de Bloch, que estabelece que a solu¢do pode ser expressa
como:

Qr(x) = etui(x), (1.37)
onde uk(x) é uma funcdo periddica que satisfaz ur(x + a) = wr(x) . Essa formulago
indica que os estados eletronicos em um sélido possuem quase-momentum k, associado
ao espaco reciproco do cristal. O teorema de Bloch permite descrever a relacdo de
dispersdo dos elétrons no material, levando a nocao de bandas de energia e lacunas (band

gaps) entre elas.

3.2 REPRESENTACAO DA REDE DE DIRAC.

A rede de Dirac surge em sistemas onde os elétrons obedecem a uma relacao de
dispersdo linear, como no grafeno e em alguns materiais topolégicos. Diferente de
semicondutores convencionais, onde a relacdo de dispersao tem formato parabdlico
préximo ao minimo da banda de conducdo, os elétrons em materiais de Dirac seguem

uma relagao linear préximo aos pontos de contato das bandas.

3.3 FORMACAO DAS BANDAS DE ENERGIA

A partir do teorema de Bloch, a energia dos elétrons em um cristal ndo assume
qualquer valor continuo, mas sim um conjunto de valores permitidos organizados em
bandas de energia, separadas por gaps energéticos (lacunas de energia). Esse fendmeno
resulta diretamente da periodicidade do potencial cristalino e das restricdes impostas
pelas solucdes da equagdo de Schrodinger em sistemas periddicos. A formacdo dessas
bandas pode ser compreendida por meio de dois modelos tedricos fundamentais:

1. Modelo de elétrons quase livres, e

2. Modelo de ligacao forte.

O primeiro assume que os elétrons se movem quase livremente pelo cristal, sendo

ligeiramente perturbados pelo potencial periddico da rede. Essa abordagem parte da ideia
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de um gés de elétrons livres e aplica a teoria de perturbagdes para incorporar os efeitos
do potencial da rede.

Quando aplicamos o teorema de Bloch nesse contexto, observa-se que a interacao
com o potencial periédico provoca pequenas aberturas (gaps) nos pontos de Brillouin
onde ocorre interferéncia construtiva dos estados eletronicos. Esse modelo explica bem
0s metais, nos quais os elétrons apresentam comportamento mais livre.

Por outro lado, o modelo de ligacao forte considera os elétrons fortemente ligados
aos nucleos atdmicos e propde que os orbitais atdmicos se sobrepdem levemente,
permitindo o tunelamento (salto quantico) entre sitios vizinhos. A sobreposicdo leva a
formacdo de bandas discretas de energia. Esse modelo € mais apropriado para descrever
materiais isolantes e semicondutores, onde os elétrons estdo localizados e o gap

energético € significativo.

3.4 MODELO DO ELETRON QUASE LIVRE.

No modelo do elétron quase livre, considera-se que os elétrons no sélido se
movem de maneira semelhante a particulas livres, mas com pequenas perturbagdes
causadas pelo potencial periddico. A equacdo de dispersao para um elétron livre é dada
por:

- (1.38)

2m’

porém, a presenca do potencial periddico gera interagdes nos pontos de Brillouin ou zona
de Brillouin que € definida como a regido do espaco reciproco mais proxima da origem
do que de qualquer outro ponto da rede reciproca que serd definido no decorrer deste
trabalho. Geometricamente, corresponde a célula de Wigner-Seitz construida no espaco
reciproco.
Essa zona desempenha um papel crucial na descri¢do das propriedades eletronicas
dos solidos, pois representa os limites naturais para os valores do vetor de onda.
Nos contornos da zona de Brillouin, ocorrem condi¢des de ressonancia,
conhecidas como reflexdes de Bragg, que resultam no acoplamento de estados eletronicos
com vetores de onda opostos. Como consequéncia, surgem lacunas de energia (band

gaps), o que rompe a continuidade da equagdo de dispersdo do elétron livre. Esse
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fendmeno explica a origem da estrutura de bandas nos sélidos, diferenciando condutores,
semicondutores e isolantes com base na presenca e no tamanho dessas lacunas.

Esse modelo intermedidrio entre elétrons livres e elétrons fortemente ligados é
fundamental para a compreensdo das propriedades eletronicas dos materiais cristalinos.
“A construcao da zona de Brillouin e a andalise das solugdes da equagdo de Schrodinger
dentro dela s@o essenciais para prever o comportamento eletronico nos sélidos
periodicos” (KITTEL, 2005, p. 177). Isso resulta na separacio dos estados eletronicos em

bandas permitidas e proibidas. Nos pontos de Brillouin k = + T , 0 espalhamento dos
a

elétrons pelo potencial periddico causa a formacdo de um gap de energia. Isso explica a
existéncia de materiais condutores, semicondutores e isolantes, dependendo do tamanho

desse band gap.

3.5 CLASSIFICACAO DOS MATERIAIS SEGUNDO A ESTRUTURA DE BANDAS

A estrutura de bandas permite classificar os materiais s6lidos de acordo com sua
capacidade de conducdo elétrica. Essa classificacdo se baseia na largura do band gap, que
separa a banda de valéncia (ocupada por elétrons) da banda de conducdo (onde os elétrons
podem se mover livremente).

Os principais grupos de materiais sio:

. Metais: ndo possuem gap de energia significativo, permitindo a conducao
elétrica mesmo em temperatura ambiente. Os elétrons ocupam parcialmente a banda de
conducgdo, possibilitando a movimentacio de cargas sob a agdo de um campo elétrico.

. Semicondutores: possuem um gap de energia moderado (tipicamente entre
0,1 e 3eV), permitindo controle da condug@o por dopagem ou temperatura. Exemplos
incluem o silicio (Si) e o germéanio (Ge).

. Isolantes: possuem um band gap grande (superior a 5 eV), impedindo a
excitacdo térmica dos elétrons para a banda de conducdo. Materiais como o diamante e a
silica sdo exemplos de isolantes tipicos.

A Mecanica Quantica, ao prever a existéncia dessas bandas de energia, permite
compreender fendmenos fundamentais na eletronica moderna, incluindo o funcionamento
de transistores, LEDs e células solares.A estrutura de bandas de energia é um dos
resultados mais significativos da aplicacio da mecanica quantica a sistemas de muitos
elétrons. O conceito de fungdes de Bloch e a introducdo de gaps energéticos explicam o

comportamento elétrico dos materiais e fundamentam diversas tecnologias. A abordagem
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de GRIFFITHS, David J. 3 ed. 2018, enfatiza a elegincia da mecanica quantica ao
explicar fendmenos macroscopicos a partir de principios fundamentais. O estudo da
estrutura de bandas ndo apenas permite entender a natureza dos s6lidos, mas também
possibilita o desenvolvimento de novos materiais com aplicagdes tecnoldgicas

inovadoras.

Figura 1.4 — Representacdo esquemdtica da teoria de bandas em metais, semicondutores

e isolantes
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Fonte: “Ciéncia e Engenharia de Materiais: Uma Introducdo”, John Wiley & Sons,
2002.
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3.6 ESTRUTURA CRISTALINA

A estrutura cristalina refere-se a organizacdo periddica e tridimensional dos d&tomos,
fons ou moléculas em um sélido. Essa organizacdo € representada pela célula unitdria,
que se repete infinitamente no espaco, formando a rede cristalina. A figura abaixo
representa o cloreto de s6dio, NaCl, ou sal de cozinha.

Figura 1.4 — Estrutura Cristalina NaCl.
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Fonte: Kittel, Cap. 1 (cristais), Cap. 19 (amorfos) e Cap. 22 (ligas).
Disponivel em: https://www.if.ufrj.br/~capaz/fmc/cap3-estrutura.pdf

Existem sete sistemas cristalinos fundamentais — ctbico, tetragonal, ortorrdmbico,
monoclinico, triclinico, hexagonal e romboédrico — que definem a geometria do arranjo
atdmico. Em materiais semicondutores como o silicio (Si) e o germanio (Ge), a estrutura
cristalina do tipo diamante é responsavel por suas propriedades eletronicas peculiares.

Essa organizagdo periddica influencia diretamente propriedades como condutividade
elétrica, comportamento 6ptico e resisténcia mecanica, aspectos fundamentais para o
estudo da fisica do estado sélido (KITTEL, 2005; ASHCROFT; MERMIN, 1976).

3.7 REDE RECIPROCA

A rede reciproca € uma constru¢do matematica derivada da rede direta, sendo
utilizada para descrever a periodicidade de sélidos no espago dos momentos. Enquanto a
rede direta descreve a posi¢do dos 4tomos no espaco real, a rede reciproca esta associada
aos vetores de onda permitidos em um cristal. Essa formulacdo € essencial para o
entendimento da difracdo de raios X, ja que a condi¢cdo de Bragg pode ser expressa
naturalmente nesse espaco. O conceito € igualmente fundamental para a formulagdo do
teorema de Bloch, que descreve as fungdes de onda de elétrons em potenciais periddicos
(GRIFFITHS, 2018; KITTEL, 2005).

3.8 ZONA DE BRILLOUIN

A zona de Brillouin € definida a partir da rede reciproca e corresponde a regido do espaco
delimitada por planos perpendiculares aos vetores que ligam a origem aos pontos mais


http://www.if.ufrj.br/~capaz/fmc/cap3-estrutura.pdf
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proximos da rede reciproca. A primeira zona de Brillouin é, portanto, equivalente a célula
de Wigner-Seitz no espago reciproco. Nos limites dessa zona ocorrem reflexdes de Bragg,
que geram aberturas de gaps de energia (band gaps). Esse conceito € central para
compreender a formacdo das bandas eletronicas e a classificacdo dos materiais em
condutores, semicondutores e isolantes (ASHCROFT; MERMIN, 1976).

A compreensdo da estrutura cristalina, da rede reciproca e da zona de Brillouin é
indispensavel para a fisica dos semicondutores. A estrutura cristalina determina a
periodicidade que d4 origem as bandas de energia; a rede reciproca fornece o formalismo
matematico para descrever ondas eletronicas em sélidos; e a zona de Brillouin delimita
as regides criticas para a formacdo de gaps energéticos. A interacdo desses conceitos
permite entender o funcionamento de dispositivos eletrdnicos e optoeletrdnicos, como
transistores, LEDs e células solares, mostrando a relevancia da mecanica quantica para a
inovacdo tecnoldgica (GRIFFITHS, 2018; KITTEL, 2005).

Figura 1.5 - Primeira Zona de Brillouin para rede reciproca quadrada.
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Fonte: Adaptado de WIKIPEDIA: Zona de Brillouin. Disponivel em:
https://pt.wikipedia.org/wiki/Zona_de_Brillouin#/media/Ficheiro:Zona_de_Brilloui

n.svg
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4. METODO K.P
O estudo das propriedades eletronicas dos sélidos cristalinos é uma drea
fundamental da fisica do estado sélido. Dentre os diversos métodos utilizados para
descrever o comportamento de elétrons, por exemplo, em potenciais periddicos V(x),
destaca-se o método de k - p, que tem sua fundamentacdo no Teorema de Bloch. Tal
método é amplamente empregado para o cdlculo de estruturas de bandas em
semicondutores, permitindo o tratamento de elétrons proximos a pontos especificos da

zona de Brillouin. Entdo, a partir da equacdo de Schrodinger, podemos deduzir

matematicamente:
hz 02p(x) (1.39)
T o Ep(x) — V(x)e(x)
logo
- 2 vep() + V() = E(0). (110)

A partir dai, podemos reescrever as fungdes de onda na forma:

W, 1 (x) = etkxuni(x), (1.41)

onde unk(x) é periddica com o mesmo periodo de V(x). Entdo, podemos aplicar o

resultado anterior na ES para um potencial periddico e bandas de energias; logo,

2
—Zh_vzwn,k(x) + V) Pr(x) = Eni®ni(). (1.42)
m

Substituindo (1.41) em (1.42) obtemos (vide apéndice).

p? R e (1.44)
[E + V(.X) + Ek P+ ]'U.n,k(x) = En,kun,k(x)

2m

Desse modo, podemos escrever a Hamiltoniana em duas partes e de modo geral, temos

(Ho + HQupp = Epjiyye (1.45)

Associando as duas equagOes anteriores, percebemos que

pZ
HO = —+ V(x),
2m

e que
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h? h2k?
Hi = ;kp‘k 2m

A abordagem por teoria de perturbacido representa o método mais acessivel para
determinar as bandas de dispersdo em um material, utilizando o formalismo k - p. Emum
sistema semicondutor que apresenta duas bandas principais (banda de condu¢do e banda
de valéncia), € possivel estimar o valor da lacuna de energia por meio de medigcdes
Opticas, como as realizadas via espectroscopia. Com base nesse conhecimento
previamente obtido, a teoria k - p torna-se uma ferramenta eficaz para o cdlculo da

dispersdo das bandas nas proximidades das extremidades das bandas de energia.

4.1 BANDAS DE ENERGIA PELO METODOK - p

7z

O estudo da estrutura de bandas em semicondutores € essencial para a
compreensdo das propriedades eletronicas dos materiais. Dentre os diversos métodos
utilizados para esse fim, destaca-se a aproximagao k - p, que permite uma andlise efetiva
das bandas préximas ao ponto I' da zona de Brillouin, especialmente em semicondutores
do tipo III-V', como os compostos com estrutura cristalina Zinc-Blende.

Inicialmente, pode-se considerar um modelo simplificado que desconsidere os
efeitos de acoplamento entre o momento angular do elétron e seu spin, ou seja, o
acoplamento spin-6rbita. Nesse cendrio, o Hamiltoniano do sistema é representado pela

seguinte equagao:

p? v h2 o h . (1.46)
[ﬂ + V(x) + kKt p] Unk = Enklnk,
onde
2
p
om + V(x).

2
corresponde ao Hamiltoniano do elétron no potencial periédico do cristal, *_Kk?
2m

representa a energia cinética associada ao vetor de onda k, e o termo -k - p refere-se ao
m

acoplamento k - p, responsavel por descrever interacdes de perturbacdo préximas ao
ponto k = 0. As funcgdes unk sdo as funcdes periddicas de Bloch, e &nk representa a
energia dos estados eletronicos para cada vetor de onda.

No contexto da aproximacdo k - p, a descricdo da estrutura de bandas em

semicondutores III-V, como o GaAs, envolve a consideragdo detalhada das interacdes
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entre os estados proximos a banda de condugdo e aqueles da banda de valéncia. Em
particular, no ponto I', a banda de conducdo I'1c € representada por estados de simetria
|S), enquanto a banda de valéncia T's € composta por trés estados degenerados associados
a orbitais do tipo p: [X), |Y) e |Z).

Esses trés estados formam uma base vetorial para descrever a banda de valéncia
superior em auséncia de acoplamento spin-6rbita. No entanto, mesmo sem considerar o
spin, a degenerescéncia desses estados pode ser quebrada por interagdes perturbativas,
como a interacdo k - p, responsavel por acoplar os estados da banda de condu¢do com os
estados da banda de valéncia. Essa interacdo € essencial para descrever a dispersao
energética com precisdo nas vizinhangas do ponto k = 0.

De forma geral, o acoplamento entre o estado de conducido |S) e os estados |X),
[Y) e |Z) ocorre por meio de elementos de matriz do tipo (S| p |X), (S|p |Y) e (S|p |Z),
os quais sdo diretamente proporcionais ao vetor de onda k. Essa estrutura leva a formacao
de uma matriz Hamiltoniana efetiva que pode ser tratada por técnicas de diagonalizacgao,
resultando em bandas com diferentes dispersdes energéticas. Entretanto, com o objetivo
de tornar a andlise mais manejavel, adota-se, nesta etapa, uma simplificacdo do modelo:
apenas duas das trés bandas associadas a representacao I'4 serdo consideradas.

Tal abordagem reduz a dimensionalidade da matriz Hamiltoniana, facilitando a
obtencdo de solucdes analiticas ou semianaliticas, sem perder a esséncia fisica do
acoplamento entre bandas. Portanto, neste modelo simplificado, os estados @1 =|X) e ®;
=|Y) serdo utilizados como base para a constru¢do do Hamiltoniano efetivo. A exclusdo
de |Z) é apenas para uma simplificagdo para construg¢do da banda de energia ade valéncia.

A seguir, serd apresentada a obtencdo de uma expressao aproximada para a banda
de valéncia em semicondutores, utilizando o método k-p. Essa abordagem permite
descrever de forma eficiente a dispersdao energética das bandas proximas ao ponto I' da
zona de Brillouin, destacando os principais efeitos do acoplamento entre os estados
eletronicos. Por meio dessa aproximacao, € possivel analisar as propriedades eletronicas
essenciais da banda de valéncia, como a curvatura da banda e a massa efetiva dos buracos,
elementos fundamentais para a compreensdo do comportamento dos portadores de carga
no material.

Desse modo, o acoplamento entre as bandas de valéncia e as bandas de conducao
serd aplicado no ponto de vista de uma perturbacdo. Entdo, o elemento de uma matriz

exata uma das duas funcOes de ondas de banda de valéncia sera tratada como sendo
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" y Z”ik‘”kf (1147)
ij = Hij + —_—
E—E,

I
sendo i, j ndmeros inteiros, K = 1., a parte exata é H;; e

g e (1.48)
YUNH 5 Hopp”

Analisando a parte exata, temos:

Hi = (X|H|X), (1.49)
em que
p? h? h (1.50)
H—[?n'F V(X)+ﬁk +;kp]

e aplicando o método de k - p na equagdo anterior para as bandas de energia X e Y

H P 14 " k2 ! k k (151)

agora podemos aplicar o produto escalar em cada termo:

XL HIX) = (XIC + VE)IXHX] LK XX Lk,p, + (152

kypy)[X).

Assim, encontramos o Hamiltoniano Ho

(X H [X) = (X| H X)X K2 XO+(X] 2k p +k p OIX), (1.53)
2m m X

logo, o primeiro termo € a energia no orbital P

XIHX)=Ep+ " ke+X| Lk p +k p)X). (1.54)
X x Yy

2m m

Sendo que,

(X[p|X) = (Y|p[Y) =0. (1.55)
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2
Hii = Ep + e (1.56)
2m
2
Hz2 = Ep + o k2, (1.57)
2m

Agora, trabalharemos a parte perturbativa da eq. 1.47

HiHy  HyHp  HiygcHio VHyg )P (1.58)
> F —F — E - E - T FE
, 1K 0 0 0
h*p?  h’k* h (1.59)

Hu, = XI5 +om +;(kxpx+kypy)|rlc>=

"+ yls) + Tk edp T )+ "k Galp I ). (1.60)

2m 2m m m

Como (X|p«|T'1c) = iP; (Y[pylT1c) = iP; (X|pyIT'1c) = 0; (Y|py|T'1c) = O; entdo

h*p2  h2%k* , h h (1.61)
Hllc = (x| om + m k +m (kxpx + kypy)|T1c) = ir;ka,

logo
h (1.62)
Hi1, = i Pkx
m
Substituindo na equacdo (1.58), temos:
> Hy Hyq _ h*p* 2 (1.63)

. E1— Ek szo X
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Assim
hZ2 h*Pp2
H11 = Ep+ k2 + k.
2m szo
(&
hZ2 h*Pp2
H'z; = Ep + k2 + k2
2m m2E0 y

Analisando a matriz 1.48, resta encontrarmos H'12 e H'21.

1°) Parte exata

Hiz = (X|H|Y),

chegaremos na forma:

2

hz
Hiz = (X| (T + V) V) +(X] (5,7 K) 1)

+ Xk P 4k P 4k PYY).
m x x y y z z

Como
(Xi|H|X;) = 0,
entao,
Hi2=0 e Hy1=0.
2°) Parte perturbativa
> HyHypy — Hy1cHieo :Hllcﬂch.

F—F— E —E E
k 1 K 1 1c 0

(1.64)

(1.65)

(1.66)

(1.67)

(1.68)

(1.69)

(1.70)

(1.71)
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Lembrando que  (X|Px|T1c) =iP; (Y|Py|T1c) = iP; (X|pylT1c) = 0; (Y|Py|T1c) =

0; entao

h“PzZ  h2k* h_
HZlC == (Yl Zm + Zm +m (kxPx+ kypy)ll-‘lc> ==

sy + " rlsy+ "k (Y|P |I‘1)+h_k (Y|P |r1>.
x x c y y c

2m 2m m m
n’P2  h2k* b A
Hav, = (Y| 3+ 2+ m (P + kP ITie) = £ —Phy.

h
Haz1, = i Pky.

Aplicando osresultados Hiz € H2i,  naexpressio:

H B GEPRYGEEPRY  p2pr
T 1lc 1ce2 m * m VY

Eo Ey m2Eo kxky’

logo
h*P?

sz 0

Hiz =—

Agora podemos agrupar todos os termos de matriz na forma

(1.72)

(1.73)

(1.74)

(1.75)

(1.76)

(1.77)
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Ep + w kz + npe k. 0+ ( npe kxky) (178)
_ PTom 2m%Eo ZEo |
H= 2p2 h2 2p2
0+ (- kxky) Ep + k2 + k,?
h m-Lo 2m Zszo )

2
1°) Partes exatas: Ep + h_kz e 0.
2m

o 5 hZPZ
2°) Perturbacodes: +

5 hZPZ
k" ¢ (———k [).
2m2Ey m?Ey ¥ »)

Restringindo nossa andlise para k, = 0, podemos encontrar a relacdo de dispersio

diagonalizando a matriz H. Ou seja

h? p2 (1.79)
Ep+— (14+ ) kz2-2 0
P 2m( Eo) z
| hZ |=O'

0 Ep+ - k2 — )
2m X
com isso,

h? P? h? (1.80)
[Ep+__ (1+-)k2—2][E +__k2—21]=0.

2m Eo * Proom

Desta forma temos dois autovalores, A1 = EValéncia ¢ }, = EValéncia  Egtes autovalores
1 2

sao, respectivamente

el 2 2
A =gvaenaa =,y M7 PPy
1

2 (1.81)
2m Eg x

. h? (12)
Ay = EZValenCIa = Ep +% kz
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Figura 1.6 — Relacdes de dispersdo para cada um dos autovalores de

H. A curva vermelha representa EV@léncia e a azul representa A2 =

Valéncia
E} :

Fonte: préprio autor

A figura 1.6 representa duas possiveis relacdes de dispersao. Note que por causa
das simplificagdes adotadas, estas bandas sdo aproximadas por pardbolas, tipicas de

relacdes de dispersdes para elétrons livres, onde a curva vermelha representa

E Valéncia e a azul representa  E Valéncia .
1 2
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5. CONCLUSAO

A realizacdo deste trabalho possibilitou um aprofundamento tedrico acerca da
Mecanica Quantica aplicada a fisica do estado s6lido, com especial énfase na estrutura de
bandas eletronicas e sua relevancia para a compreensao dos semicondutores. O ponto de
partida foi a andlise da equagdo de Schrédinger independente do tempo, a qual fornece a
base matemadtica para a descricio do comportamento das particulas em potencial
quantico. Esse arcabouco tedrico permitiu compreender que os elétrons em sélidos ndao
se comportam como particulas isoladas, mas sim como entendidas sujeitas as condicdes
impostas pela periodicidade da rede cristalina.

Nesse sentido, o Teorema de Bloch desempenhou papel central ao demonstrar que
as fungdes de onda em um cristal podem ser expressas como o produto de uma onda plana
por uma fun¢do periddica. Tal resultado foi decisivo para explicar a formacgdo de bandas
de energia, uma vez que a interacao dos elétrons com o potencial periddico do cristal gera
zonas de energia permitida e proibida. Essa abordagem, além de fundamentar a distin¢do
entre condutores, isolantes e semicondutores, fornece elementos essenciais para o
desenvolvimento de novos materiais e tecnologias.

Outro aspecto de destaque foi a discussdo do método k-p, ferramenta aproximada e
poderosa para o cdlculo de dispersdes eletrdnicas em diferentes pontos da zona de Brillouin. Ao
simplificar o problema da determinagdo dos autovalores da equagdo de Schrodinger em sdlidos,
o método k-p permitiu relacionar diretamente as propriedades quinticas do material as suas
aplicagdes praticas, sobretudo no campo da microeletrdnica e da optoeletronica. Dessa forma,
estabeleceu-se um elo entre a teoria quantica fundamental e o projeto de dispositivos
semicondutores, tais como LEDs, células solares, computadores quanticos e transistores de alta
eficiéncia.

No decorrer da pesquisa, verificou-se ainda a importancia dos semicondutores
compostos III-V e de estruturas cristalinas especificas, como a zinc-blende, para a
engenharia de materiais. Tais compostos apresentam propriedades eletrOnicas e Opticas
ajustdveis, tornando-se estratégicos no desenvolvimento de dispositivos de comunicacao,
lasers semicondutores e tecnologias de energia renovavel. Essa conex@o entre teoria
quantica e aplicagdes praticas ressalta a relevancia do estudo da estrutura de bandas, ndo
apenas em termos académicos, mas também em seu impacto socioecondmico.

Outro ponto importante foi a €énfase na zona de Brillouin como ferramenta para a
andlise da dispersdo eletronica nos s6lidos. A compreensdo desse conceito forneceu

subsidios para a andlise grafica da relacdo energia-momento, elucidando a origem de
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lacunas de energia e suas implicacdes na conducdo elétrica. A clareza dessa abordagem
permitiu evidenciar que o comportamento macroscopico dos semicondutores € uma
consequéncia direta das propriedades quanticas microscopicas.

Apesar das contribuicdes apresentadas, reconhece-se que o presente trabalho tem
suas limita¢des. A abordagem esteve concentrada em aspectos tedricos e conceituais, sem
avancar em simulagdes computacionais detalhadas ou em andlises experimentais. Nesse
sentido, futuras pesquisas podem incluir a aplicagdo de métodos numéricos, como a teoria
do funcional da densidade (DFT), ou experimentos de caracterizagdo Optica e eletronica,
de modo a complementar e validar os resultados aqui discutidos.

Por fim, conclui-se que o estudo da estrutura de bandas e da mecanica quantica
em semicondutores constitui um eixo fundamental para o avanco cientifico e tecnolégico.
A consolida¢do dos conceitos explorados neste trabalho demonstra que a fisica quantica
€ ndo apenas uma teoria abstrata, mas um instrumento essencial para a inovag¢do. O
continuo desenvolvimento nessa drea tende a impulsionar novas descobertas, desde
dispositivos mais eficientes e sustentdveis até tecnologias disruptivas que moldardo a
sociedade do futuro.

Assim, este trabalho cumpre seu objetivo de integrar os fundamentos tedricos da
mecanica quantica com a aplicabilidade pratica nos semicondutores, reforcando a
necessidade de aprofundamento constante nesse campo de pesquisa para acompanhar os

avancos tecnolégicos e responder as demandas contemporaneas da ciéncia e da inddstria.
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APENDICE A

2

[— %VZ + V()] Prr(x) = Eni®ni(x),

substituindo o Teorema de Bloch na expressdo Wn(x), temos:

2
[~ V2 + VO] erttni(x) = Enk e¥5ttni(x)

A periodicidade estar aplicada nas fun¢des de ondas unk(x), que sdo também chamadas

de fungdes de Bloch.

Sabendo que (eq. 1.41)

2

p
Hy = m + V(x),

E aplicando na expressao anterior:

2
[_% + V()] e*uni(x) = Enk e**uni(X)

onde p = iV e sabendo que unk(x) possui a mesma periodicidade que V(x), deixamos

a expressao anterior da seguinte forma:

2

[—% + V(x)] Pnr(x) = EniWni(x)

Como visto anteriormente, um potencial € dito periddico quando se repete por algumas

posicdes fixas a:
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V(ix+a) =V(x),

Como existe proporcionalidades em todos os pontos da rede, a densidade de

probabilidade serd a mesma em todos esses pontos

Wr(x +a)l = 1Wr(x)I?

Sendo assim, existem diferencas entre estas funcdes. Essas distingdes é causada por uma

fase que tem a capacidade de descrever o estado de uma particula. Ento,

Wr(x + a)l = eika Pi(x)

fazendo o W * W na funcao

Wi(x +a)l = etkaWPy(x)e kaP sy (x)

Podemos expressar (eq. 1.42)

lpn,k(x) = eik.xun,k (x)

Onde as fungdes de Bloch
Unk(x)
Possui a periodicidade da rede
ur(x + a) = wr(x).
Aplicando as funcdes de Bloch e resolvendo a equagdo de Schrodinger inserida dentro de

uma célula unitdria com condi¢des de contorno periddicos e substituindo

W, k(x) = etk yy, i (x),

Temos:



37

2
[—p_ + V(%) Wni(x) = EniWPni(x).

2m

Sabendo que
p = —ihV

e substituindo em p,

2

[=—V2 + V()] Wni(x) = Enj®ni(x).
2m
Agora, podemos substituir o valor de
W,k (x)

Na equagao anterior, logo:

hz
[—%VZ + V(X)]eik'xun,k(x) = En,klpn,k(x)

Sendo

VO, = V(e u,,)

Agora, aplicamos uma simples derivada usando a regra do produdo:

len,k = eik'xvun,k +ik eik-xun'k
VW, = V(R Vu,, + ik e®*uy )
V2, = V(ek*Vunk) + V(ik eF*uny)

VW, = V(ek*Vunk) + ikV( ey k)

Aplicando novamente a derivada através do operador e expandindo a expressdao de modo

que
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VW, = eV, + ike  Vuy + ik[eR Ve + ikeFun ]

Organizando a expressao:

VW, = e® WV, + ik(Vug)e™™ + ike™*Vu,, + i*k%e™*u,,

Sabendo que i = - 1, entdo

qu"n,k = eik-xvzun‘k + ik(Vun,k)e”"x + ikeik'xVun_k _ kZeik-xun'k

VW, = Vu,e™™ + 2ikVu, e™* — k*u, e
Colocando os termos comuns em evidéncia, temos:
VW, = Unieikx(V2 + 2ikV — k?2)
Agora, podemos substituir
VAW,

na equacdo de Schrodinger

hz
[-=—V? + V(®)]e*Unk(x) = Eni®ni(x)
2m
Substituindo a equagdo ficard na forma:

hz
[— o (V2 + 2ikV — k2) V(x)]e®**uni(x) = Enke**uni(x)
m

Aplicando a propriedade distributiva e dividindo os dos lados da equagdo por eikx:

hz 2ikh? h2k2

— 2 _ —
[ va + om \Y om + V(x)]un,k(x) En,kun,k(x)

Sabendo que
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p = —ihV
Logo
v p
T
e que
P> p?

Vi= — =
(ih)? 2m
Agora podemos substituir na expressao principal,

p? 72 H2k2
[—(=5 )+ ko p A+ VOO lunk(x) = Ensatni(x)
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