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RESUMO

O presente trabalho trata de uma pesquisa bibliografica, que versa sobre o objeto matematico
transformacgdo Linear, que é uma parte integrante da dlgebra linear devido a sua importancia
nas mais diversas dreas por se tratar de um dos conceitos principais na Algebra Linear por suas
multiplas aplicagdes, ndo apenas na area de exatas, mas também nas diversas dreas do
conhecimento. Este trabalho tem como norte desenvolver esse tema transformacao linear nos
seus aspectos mais introdutivo, como: defini¢des, exemplos, teorema e demonstragcdo, fazer
também um breve historico sobre a dlgebra linear e mostrar através de citagdes de aplicacoes
da importancia da Algebra Linear e suas aplicacdes nas dreas de computacio grafica, fisica e
engenharia. Para alcangarmos nossos objetivos, iniciaremos com o estudo de espagos vetoriais

e suas propriedades para chegarmos entio nas transformagdes lineares e suas aplicagdes.

Palavras-chave: Espacos Vetoriais, Transformacdes Lineares, Algebra linear, Teorema e

Demonstracao.



ABSTRACT

This paper is a bibliographical study of the mathematical object linear transformation, an
integral part of linear algebra due to its importance in a wide range of fields. It is one of the
core concepts in linear algebra due to its multiple applications, not only in the exact sciences
but also in various fields of knowledge. This paper aims to develop the topic of linear
transformation in its most introductory aspects, such as definitions, examples, theorems, and
proofs. It also provides a brief history of linear algebra and demonstrates, through citations of
applications, the importance of linear algebra and its applications in computer graphics, physics,
and engineering. To achieve our objectives, we will begin with the study of vector spaces and

their properties, then move on to linear transformations and their applications.

Keywords: Vector Spaces, Linear Transformations, Linear Algebra, Theorem and Proof.
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1. INTRODUCAO

Inicialmente serdo apresentados os aspectos iniciais relacionados a este trabalho, abordando, na
sequéncia, os seguintes topicos: a contextualizacdo; a justificativa, os objetivos; a metodologia;
o publico alvo ao qual esta direcionado o tema central do nosso trabalho; os conhecimentos

prévios para o desenvolvimento desta proposta e a estruturacdo dos tépicos subsequentes.

1.1. CONTEXTUALIZACAO

As transformagdes lineares sdo conceitos fundamentais na Algebra Linear, desempenhando um
papel crucial na resolu¢do de problemas e na modelagem em vdrias dreas da ciéncia, tecnologia
e matemadtica. Pois a partir delas, é possivel manipular e analisar estruturas lineares
precisamente para compreender as relacdes que ocorrem entre os espagos vetoriais. Dai, vemos
que elas sdo de suma importancia no estudo da Algebra, Estruturas Algébricas, Algebra Linear,
Célculo, Equacdes Diferenciais e muitos outros pelo fato de possibilitar a simplificacdo de
sistemas complexos de maneira eficiente. Elas t€m se tornado cada vez mais essenciais pelo
fato de ser possivel fazer a conexdo entre a teoria e a pratica em muitas disciplinas, permitindo
nao apenas a modelagem, mas também a resolu¢do e andlise de uma vasta gama de problemas

tanto tedricos quanto praticos.

1.2. JUSTIFICATIVA

O contetido transformagdes lineares é ministrado na disciplina de Algebra Linear no 42 periodo
do curso de Licenciatura em Matematica. Porém, elas sio um conceito matematico muito
abstrato a suas aulas ficam limitadas apenas na teoria, dificultando a compreensao de suas
aplicacdes praticas. Com isso, os alunos ndo conseguem perceber toda a beleza que hd nas
transformagdes lineares. Contudo, elas sdo essenciais para entender e manipular estruturas
lineares em matemadtica e em vdrias dreas. Sua compreensdo € necessdria para que se possa
desenvolver solucdes em tais dreas. A escolha deste tema se deve a importancia das
transformagdes lineares em modelar e resolver problemas em diversas disciplinas. E explorar
suas aplicagdes permite compreender melhor como essa ferramenta é utilizada para resolver

problemas que favoreca a sua aplicacao.
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1.3.0BJETIVOS
1.3.1 OBJETIVO GERAL

Este trabalho tem por objetivo investigar e analisar os fundamentos das transformacdes lineares

e mostrar a importancia em diversas dreas do conhecimento.

1.3.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS
e Analisar aspectos histéricos da Algebra Linear;
e Compreender os conceitos das transformagdes lineares;
e Saber calcular a imagem e o nucleo de uma transformagao linear;
e Aplicar o Teorema do Nicleo e da Imagem;

e Mostrar as aplicacdes das transformacdes lineares em vdrias areas.

1.4. METODOLOGIA

A metodologia utilizada neste trabalho sobre transformagdes lineares e desenvolvida através
deum pesquisa bibliogrifica e envolve uma abordagem tedrica e aplicada, a fim de explorar as
defini¢des, teoremas e propriedades das transformacgdes lineares, bem como analisar as
aplicacdoes em diferentes dreas do conhecimento. Seréd realizada uma revisdo da literatura,
fornecendo uma base sdlida para o desenvolvimento do trabalho. A pesquisa foi conduzida com
base em uma revisdo bibliografica de livros e artigos cientificos. Os resultados alcancados
corroboram com a ideia de que as transformacdes lineares sdo importantes para nossa vida.

Além de mostrar uma vasta aplicabilidade em situacdes reais.

1.5. PUBLICO-ALVO

O trabalho € voltado para alunos do curso de licenciatura em matemadtica, para professores de

matematica e pessoas que se interessem pelo assunto.



1.6. CONHECIMENTOS PREVIOS

Consideramos que € necessario que os leitores tenham o conhecimento de matematica bésica,
funcdes, matrizes, sistemas lineares, espacos vetoriais, bem como: seu dominio, sua imagem,
base para o espaco vetorial, dimensao do espago vetorial e as propriedades que envolvem todos

esses temas.

1.6.1. Espaco vetorial
Definicao 1.6.1. Dizemos que um conjunto, ndo vazio, V € um espaco vetorial sobre um corpo
K, quando € satisfeita as operagdes de adicao e multiplicacdo, definidas da seguinte forma:
1. Adicao
Definida da seguinte maneira:
+:VXV->V
u,vyPL,u+v
2. Multiplicacao
Definida da seguinte maneira:
T KXV-oV

(a,u)>a-u,

e as seguintes condi¢des sdo satisfeitas para as duas operacoes:
1. Adicao:
I. Comutatividade: Para todos u, v € V' temos que,
u+v=v+u.
II. Associatividade: Para todosu, ve w € V' temos que,
u+(v+w)=@U+v)+w.

III. Existéncia do elemento neutro: Existe O € V, denominado vetor nulo de V, ou vetor zero,

talque O+ u=u+ 0=u, com qualqueruem V.

IV. Existéncia do oposto: Dado qualquer u € V, existe (—u), também pertencente a V,

denominado negativo de u, tal que

u+(-u)=(u)+u=0.



2. Multiplicacao:

I. Associatividade da multiplicag¢do por escalar: Para todo a,b € K e u € V, temos que,
a(bu) = (ab)u.
IL. Distributiva de um escalar em relacdo a soma de vetores: Paratodoa €K; u,v eV,
temos que,
a(u+v)=au+av.

II1. Distributiva da soma de escalares em relacdo a um vetor: Paratodo a,b € Keu €V,

temos que,
(a+b)u=au + bv.
IV. Existéncia do elemento neutro: 3 1 € K tal que para todo u € V temos que,

lu=nu.

Exemplo 1.6.1. O conjunto V = R? é um espaco vetorial com as operagdes usuais de adicdo e
multiplicagdo por um nimero real.
Solugao:

Sejamu = (x4, y;) e v = (x3,5,) € R? ¢ a € R. Assim,

u+v=_(x,y1)+ (x2,52)
=(x1+ x2, 51+ ¥2)

av = a(xy,y2)

= (axy, ay;)



1.6.2. Subespaco Vetorial

Definicao 1.6.2. Seja V um espago vetorial sobre um corpo K e W um subconjunto ndo vazio
de V. Dizemos que W € um subespaco vetorial de V, se forem satisfeitas as seguintes

condicoes:

1) 0 € W, onde 0 € o vetor nulo;
i) VuveEW,u+vew,
1) Va€ Keu€eW,au€eW.

Exemplo 1.6.2. Sejam V =R? ¢ W = {(x,y) € R?| y = 3x}. Verificar se W é um subespago

vetorial de V.
Solu¢do: Note que, W = {(x,3x) / x € R}
) 0 € W, pois o vetor nulo (0,0) € W.
De fato,
0=(0,0) = (0,3.0) € W.
M Vw,w,eW

Sejam Wy = (x1,y1), W; = (x5,¥,) € W, logo;

Wi+ Wy = (xg,y1) + (x2,2) =
= (x1 + X2, Y1 + ¥2)
= (x1 + xZ, 3(x1 + 3x2))
= (t,3t) EW,

POiS,xl,xz E]Ret=x1+x2 € ]Re3t=3(x1+x2)6 R.

) Sejam v = (x,y) € W, logo; y = 3x.
Sendo assim,
k.v=k.(x,y) =
=(k.x, k.y)
= (kx, k. (3x))
= (kx, 3(kx)



Pois, p = kx € R e 3p =3.(kx) € R.

Portanto, por I), IT) e III) o conjunto W é um subespago vetorial de V=R?.

1.6.3. Combinacao Linear

Definicao 1.6.3. Seja V um espago vetorial sobre R. Dizemos que um vetor u € V é uma

combinacdo linear dos vetores uq, ..., U, € V, se existirem escalares a4, ..., &, € R tais que
U= au + -+ apu, = Nt au;.

Exemplo 1.6.3. No espago vetorial R3, escreva o vetor u = (4,0, 5) como combinacio linear

dos vetores u; = (1,3,2) eu, = (1,—1,—1).

Solugdo: Devemos determinar v tal que:
V= auq + au;
(4,0,5) = a,(1,3,2) + a,(1,-1,1)
(4,0,5) = (a3, 3a1, 2a1) + (az, —az, a)
(4,0,5) = (a1 + 3,301 —ay,2 a; + ay)

Assim,
aq + a, = 4
3(11 —Qy = 0
2“1 + 0{2 == 5

A partir da primeira equagdo, obtemos:

a=4—-a,
3.4—ay)—a, =0
12 —-3a, —a, =0
12 —4a, =0
12 = 4a,
12
Dk

0(2=3

Substituindo a, na segunda equagao:



3
a, ==
173
a, = 1
Substituindo os valores de a; = 1 e a, = 3, na equacgdo 2a; + a, = 5, obtemos:

2a1 + a, = 2.1 + 3 =5, verificando assim essa equagdo. Portanto, v = 1uq + 3u,.

1.6.4. Subespaco Vetorial Gerado

Definicao 1.6.4. Seja V um espaco vetorial e A = {wy,wy, ..., w,} € Vcom A # 0. O
conjunto S de todos os vetores de V que sdo combinacdes lineares de A € um subespago
vetorial de V. Entio, se

U= aw; + awy, + -+ a,w,

v =bywy + byw, + -+ b,w,
sdo dois quaisquer vetores de S, podemos escrever que:
D u+v=_>(w; + aywy + -+ a,w,) + (byw; + byw, + -+ b,wy)
u+v=_(yw; + bywy) + (aawy, + byw,) + - + (a,wy,, + bywy)
u+v=_(a,+ bpwy + (a, + by)w, + -+ (a, + by) wy,

I au = alaywy + aawy + -+ a,wy)

ap = alawy, + a;w, + -+ a,wy,)
au = (aa)w; + (aaz)w, + - + (aay)wy,
ou seja,
U+v eESeau €8

por serem combinacdes lineares de wy, wy, ..., Wy,.
Logo, S € um subespaco vetorial de V.

Assim,

e O subespaco S, se diz gerado pelos vetores de wy, w,, ..., w,, ou gerado pelo conjunto A e

representamos por S = [ wy, Wy, ..., w,] ou S = G(A).

e Os vetores de wy, w,, ..., w,, sd@o chamados de geradores do subespaco S e A é o conjunto

gerador de S.



e Todo conjunto A € V gera um subespaco vetorial de V, podendo ocorrer que G(A) =V,

caso em que A € o conjunto gerador de V.

Exemplo 1.6.4. Analise se o conjunto B = {w; = (2,4), w, = (6,10)} gera R?.
Solugao:
A condi¢fo necesséria para o conjunto B gerar o R? é que qualquer vetor u seja combinaco

linear de w; e w,, ou seja, € preciso existir nimeros reais b, e b,, tais que:

n = b1W1 + szz.
Assim, considerando u = (x,y) € R?, temos:
(x,y) = b,(2,4) + b,(6,10)
(x,y) = (2b1,4b1) + (6b2, 10b2)
(x,y) = (Zbl + 6b2, 4‘b1 + 10b2)
Dai, segue que:

{Zbl + 6b2 =X
4b1 + 10b2 = y

Resolvendo o sistema em fungdo de x e y, obtemos:

2b1 +6b2 =X
Zbl == x_6b2

1
b1 =Ex_3b2

Substituindo b; na segunda equacao:
4‘b1 + 10b2 =Yy
1

2x—2b, =y
—2x + 2b, =~y
2b, =2x—vy
1
b, =x—2y.

Agora, calculando b;, obtemos:



b_—5 +3
1—2x 23’

Portanto:

-5 3 1
= (xs2y) wn (e 2) we
1.6.5. Espacos Vetoriais Finitamente Gerados

Defini¢a01.6.5. Um espaco vetorial V € finitamente gerado, se existe um conjunto finito A C
V, tal que V = G(4).

Exemplo: V = R?

Solugdo:

Consideremos v; = (1,0) e v, = (0,1) e o conjunto A= {v;,v,}. Sendo (x,y) € R?.
Temos que:

(x,y) =x.(1,0) + y.(0,1).

Portanto, R? é um espago finitamente gerado.
1.6.6. Dependéncia e Independéncia Linear
Seja V um espago vetorial sobre o conjunto dos niimeros reais(R).

Defini¢ao 1.6.6. O conjunto A = {uq, Uy, ..., U, } € V € dito linearmente dependente (LD) se

existirem vetores distintos uq,u,, ..., U, € A e escalares a4, a,, ..., a, € R, ndo todos nulos,

20



tal que,

auq + auy, + ...+ ayu, = 0.

Exemplo 1.6.6. Sendo u; = (4,1,3),u, = (1,0,2) eus = (11, 2, 12), entéo o conjunto de
vetores A= {u,, u,, u3} € linearmente dependente pois, 2u; + u, — uz = 0.
De fato:

2(4,1,3) +3(1,0,2) — (11,2,12) = 0.

Definic¢do 1.6.6. O conjunto F = {uy,uy, ..., u,} <V é dito linearmente independente (LI) se
existirem vetores distintos uq, U,, ..., U, € F e escalares a4, a,, ...,a, € R tal que,
a,uq + au, + -+ ayu, = 0, apenas quando tivermos a; = a; = ... =a, = 0.
Exemplo 1.6.6. Considerando os vetores e = (1,0,0),f = (0,1,0) e g (0,0,1) em RS3.
Em termos de suas componentes, a equagao vetorial

ae +af+azg=0
¢ dada por:

a,(1,0,0) + a,(0,1,0) + a3(0,0,1) = (0,0,0)
ou ainda, por

(alJ a,, a3) = (0, 0, O)

Implicando que a; = 0, a, = 0 e az = 0 de modo que o conjunto L = {e, f, g} é dito

linearmente independente.

1.6.7. Base de um Espaco Vetorial

Definicao 1.6.7. O conjunto F = {v4, v,, ..., v, } de vetores de V serd uma base de V se:
i. FELL
il. Fgera V.

Exemplo 1.6.7. O conjunto 8 = {(1,0), (0,1)} é uma base do RZ.

De fato, pois  gera o R? e também € LI.

Exemplo 1.6.8. Mostre que o conjunto F = {2,1 — x, 1 + x2} é base de P,, que é o conjunto

de todos os polindmios de grau menor ou igual a 2.
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Solugio:
Considere P,(x) = a.(2) + .(1 —x) +y. (1 + x?) .
Assim,

a. Q)+ A1-x)+y.(1+x?)=0x>+0x+0
2a+ B —PBx+y+yx?=0x2+0x+0
2P +x.(-f)+QRa+p+y)=0x>+0x+0

Temos que:
y=20
—B=0
2a+B+y=0
Logo,
20+04+0=0
20 =0

a=20

Portanto, @ = § = y = 0. Entdo, o conjunto F é uma base e gera P,.

1.6.8.Dimensao de um Espaco Vetorial

Definicao1.6.8. Seja V um espaco vetorial finitamente gerado. Se V possui uma base com n

vetores, entdo V tem dimensao n e denota-se por dimV =n.
Exemplo 1.6.8. Se V= {0,}, a dimensdo de V = 0.

Exemplo 1.6.8. Se V = R? tem dimensio de V = 2. Pois, o conjunto = {(1,0), (0,1)} é

uma base de V = R?, denominada de base canonica.
Exemplo 1.6.8. Se V= R3 tem dimensdo de V = 3. Pois, o conjunto
B =1{(@1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

E uma base de V= R3, denominada de base candnica.
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2. ASPECTOS HISTORICOS DA ALGEBRA LINEAR

Neste tépico serd apresentado os aspectos histéricos de Algebra Linear, apresentando de forma
resumida os motivos pelo qual a Algebra Linear passou a ser pesquisada ao passar dos anos,
bem como quais foram os principais responsaveis por seus avancos. A Algebra Linear surgiu
ao longo do tempo com a contribuicio de muitos cientistas e matemdticos. Um marco
importante de sua histéria foi o desenvolvimento do método dos minimos quadrados que trouxe
a aplicabilidade das ideias da dlgebra linear em problemas préticos e cientificos elaborado por
Carl Friedrich Gauss no final do século XVIII. Porém, ndo podemos deixar de citar as
contribui¢cdes do matemadtico francé€s Augustin-Louis Cauchy que fez a introducao da nogao de
determinante e também desenvolveu a teoria dos determinantes; do alemdo Hermann
Grassmann, que foi o responsdvel por desenvolver a teoria dos espacos vetoriais e introduzir o
conceito de dependéncia linear e além disso, Giuseppe Peano que estruturalizou a dlgebra linear
e fez a introdu¢d@o da independéncia linear. Por volta de 200 a.C., os chineses comegaram a
estudar sistemas de equagdes lineares e representavam coeficientes com barras de bambu e
resolviam sistemas de equacdes. Além disso, eles foram responsdveis por desenvolverem o
método de resolugdo através da eliminagcdo que consiste em anular coeficientes por meio de
operacdes elementares. Ja no século XVII, os dois matematicos Seki Kowa e Gottfrid Wilhelm
Leibnz desenvolveram algo fundamental para a dlgebra linear: a teoria dos determinantes e mais
a frente; no século XIX, a teoria dos espacos vetoriais foi desenvolvida pelos matemaéticos
Giuseppe Peano e Hermann Grasmann. A 4lgebra linear se desenvolveu a partir do estudo de
sistemas de equacdes lineares e determinantes, se tornando ndo apenas uma ferramenta
fundamental da drea de matematica, mas também de outras ci€ncias. E para se chegar na
Algebra Linear que conhecemos hoje a sua forma mais clara e definida s6 foi adquirida a partir
do século XIX. Atualmente, a dlgebra linear € um instrumento essencial em muitas dreas como
ciéncia, tecnologia, medicina, economia e engenharia com aplicacdes que vao desde a resolucdo
de sistemas de equagdes lineares até a andlise de dados e a modelagem de sistemas complexos.
A élgebra linear tem sido cada vez mais reconhecida nos dias atuais pelo fato de ser versitil

em suas aplicagdes, contribuindo progressivamente no aprimoramento tecnolégico e

cientifico.(Livro: Matematica, uma Breve Histdria).
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3. TRANSFORMA COES LINEARES

Nesse momento serd abordado defini¢des, exemplos, proposi¢des e teoremas relacionados ao
assunto das transformacgdes lineares, como destacando-se o nudcleo, a imagem de uma

transformacdo linear e as transformacdes injetivas, sobrejetivas e bijetivas.

3.1. Transformacoes Lineares

Definicao 3.1. Sejam V e W espacos vetoriais sobre R. Uma aplica¢dao T: V — W, é chamada

transformacdo linear de V em W se as duas condi¢des a seguir forem satisfeitas:

e Tu+v)=TwW+TWw), Vu,vev
e T(au)=aT(u), VaeKeVuE€el.

Quando V =W, a transformacao linear T: V - W é chamada também de operador linear.

Exemplo 3.1.1. Determine a transformacdo linear de T: R? — R3, determinada por
T(-1,1) =(3,2,1)eT(0,1) = (1,1,0).

Solugao:

Podemos observar que f = {e; = (=1,1),e; = (0,1)} é uma base parao R? e

v, =(3,2,1) ev, =(1,1,0) € R3.

Sejaw = (x,y) € R? qualquer, entdo
w = (x,y) = xe, + ye,
T(w) = xT(e1) + yT(e,)
T(x,y) =x(3,2,1) +y(1,1,0)
T(x,y) = 3x,2x,%) + (¥,5,0),

Portanto, a transformacao linear desejada € definida por

T(x,y) = Bx+y,2x + y,x).
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3.2. Nicleo e Imagem de uma Transformacao Linear

Definicao 3.2. 1. Seja T : V - W uma transformacao linear. O ntcleo de T, escrito ker (T ), é
o conjunto de todos os vetores que sdo transformados no vetor nulo, pela transformacdo T e

que € definido por

Ker (T)={vEV|T(v)=0}

Exemplo 3.2.1. Seja F: R? > R3 a transformacdo linear dada por F(x, y) = (0, x + vy,
0).Determine o ntcleo de F.
Soluc¢ao: Considere v = (X, y) € Ker ( F), temos que
O,x+y,0)= (0,0,0)
X=-y
Logo,
Ker (F) = {(x, —=x) | x € R}.

Definicao 3.3.1. Seja T : V - W uma transformacao linear. A imagem de T € o conjunto dos

vetores de w € W, denotada por T(v) = w e definida por

Im(T)={w€EW|T(v) =w para algum v € V}.

Exemplo 3.3.1. Considerando a seguinte transformacio linear T: R® — R? , definida por
T(x,y,z) = 2x+y +z, y + x). Determinar a imagem da transformagio T.

Solugdo:

Temos que:

Cx+y+z,y+x)=x2,1)+y(,1) +2(1,0)

Desta forma, a imagem de T é dada por Im ( T ) = [(2,1),(1,1), (1,0)], ou seja, o conjunto
gerado por § = {(2,1),(1,1), (1,0)}.

Proposicao 1. Seja F: U — V uma transformacao linear. Entdo:
I. Ker ( F) é um subespaco vetorial de U;

II. A transformacdo linear F € injetora se, e somente se, Ker (T ) = {0}.
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Demonstracao:
Prova de 1
Veja que, F(0) =F(0+0) =F(0)+ F(0) =0+ 0 =0, assim o vetor nulo pertence ao
Ker(F), isto é, F # ¢. Como F(0) = 0, entdo 0 € Ker(F). Temos que se u;,u, € Ker (T).
entdo, F(u;) = F(uy) =0. Assim, F(u; + u;) = F(uy) + F(uy) = 04+ 0 =0. Portanto,
uq, + u, € Ker(F). Considerando agora, se u € Ker (T) temos que F(u) = 0 e sendo @ € R,
logo, F(au) = a F(u) = a.0 = 0, entdo au € Ker(F). Portanto, Ker ( F ) é um subespago
vetorial de U.
Prova de I1
Suponhamos que F € injetora. Se u € Ker(F), entdo, F(u) =0. Mas F(0) =0, conforme a
preposicao apresentada acima. Logo F(u) = F(0). Usando a hipédtese de F ser injetora, nesta
ultima relacdo, concluimos que u = 0. Entéo, se F € injetora, o nucleo de F se resume ao vetor
nulo de U. Reciprocamente suponhamos ker (t) = {0}. Dados u,, u, € U, entdo

F(u;) =F(up) = F(u) —F(up) = 0=

=>F(u; —uy) =0 = uy —u, € Ker(T) =

SU —U; =0 = u =u,.

Portanto, F € injetora.

3.4. Teorema do Nucleo e da Imagem

Definicao 3.4.1.
Sejam U e V espacos vetoriais de dimensao finita sobre o conjunto dos nimeros reais (R).
Dada uma transformacdo linear F: U = V, entdo dim U = dim ker( F) + dim Im(F).
Demonstracao:
Sendo Bi= {uy,..,u,} uma base de Ker(F). Essa base pode ser estendida a uma base
B;= {u4, ..., Uy, V1, ..., s} de U conforme o teorema do completamento. Serd mostrado que
B = {F(v;), ..., F(v5)} é uma base de Im(F).
Dado v € Im(F), existe u € U tal que F(u) = v. Mas u é combinacdo linear de B,: u =
ajust ..+ apuy + By + -+ Bsvs, comos a; e os f; em R, jd que B, € base de U.
Logo
v=Fau, + -+ au + vy + -+ Bsvg) =
W F(uy) + -+ @ F () + BiF(v) + -+ BeF(vg) =
= BiF(vy) + -+ BsF (vs)
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Pois como uy, ..., u, € Ker(F), entdo suas imagens, por F, sdo nulas. Entdo [B] = Im(F).
Suponhamos B, F(v;) + -+ BsF(vs) = 0 com B, ..., Bs € R. Entdo
F(fivs + -+ Bsvs) = 0, do que resulta que f,vq + -+ + v pertence a Ker(F).
Logo existem a4, ..., @, € R de maneira que:

Pivq + -+ Bsvs = aquq + - +au,
Entao,

aQuq + o+ AUy + (_ﬁl)vl + et (_ﬁs)vs = 0.

Como o conjunto B, € LI, podemos concluir que todos os escalares da dltima igualdade sdo
nulos. Particularmente §; = f, = - = ¢ = 0. Com isso, B é LI
Para finalizar a demonstracdo, € necessdrio observar que, como dim Ker(F) = r,

dimIm(F)=sesendodimU = r + s,entdiodim U = dim Ker(F) + dim Im(F).
3.5. Transformacao Injetora
Definicao 3.5. Se T : V - W for uma transformacao linear de um espago vetorial V num espago

vetorial W, dizemos que T é uma transformacao injetora se T transformar vetores distintos de

V em vetores distintos de W.

T(x)=y

Transformacao linear injetora

Fonte: Autoria prépria (2025).
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T(x)=y
X1
Xo > yl
Xn > Yn

Transformacao linear nao injetora

Fonte: Autoria prépria (2025).

3.6. Transformacao Sobrejetora

Defini¢ao 3.6. Se T : V = W for uma transformacao linear de um espaco vetorial V num espaco
vetorial W, dizemos que T é uma transformacgdo sobrejetora ou, simplesmente, sobre W, se

qualquer vetor em W for a imagem de pelo menos um vetor em V.

T(x) =y
\Y% w
X1
xz =) }’1
X3 > V2

Transformacdo linear sobrejetora
Fonte: Autoria prépria (2025).
A% T(x)=y W

V1

V2

Transformagao linear ndo sobrejetora

Fonte: Autoria prépria (2025).
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3.7. Transformacio Bijetora

Definicao 3.7. Se uma transformacao linear T : V — W for injetora e sobrejetora, dizemos que

T € um isomorfismo e que os espagos vetoriais V e W sdo isomorfos.

A% T(x)=y W

41

v vy

Yn

Transformacao linear bijetiva

Fonte: Autoria propria (2025).

3.8. Matriz de uma Transformacao Linear

Definicao 3.8. Sejam U e V espacos vetoriais de dimensdo n e m, respectivamente, sobre R.
Consideremos uma transformacdo linear F : U — V. Dadas as bases B = {uy , u, ,...,u,} de
UeC = {vq, .., 1)} de V, entdo cada um dos vetores F(u,), ..., F(u,) estd em V e

consequentemente € combinacao linear dos elementos da base C:

Flup) =a;1 v1+ azi v, ++ apy Uy

F(uy) = a1, 01+ vy ++ Ay Uy

Fluy)=a1, v1+ an vy + .o+ Omn Um

ou simplesmente,

=
p—

m
F(u]) = Z(Zijvi (_] = 1,2,
i=1

Onde os @;; estao univocamente determinados.
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Definicao 3.8.1. A matriz m X n sobre R

117 12 Aqin
Uz1 U22 Uan

= (a;j) = A,
Am1 Am2  ° Amn

que se obtém das consideragdes anteriores € chamada matriz de F em relacdo as bases B e C.

Para indicar essa matriz A, usaremos a notagdo A = (F)p.

Exemplo 3.8.1. Qual a matriz de F: R® - R? dada por F(x, y, z) = (x + 2y, X - z), em relagdo
as bases B={u; = (1,0,0),u, = (0,1,0),u3 = (0,0,1)} e C={v; = (1,0), v, = (0,1)}?

Solugdo:

Escrevendo as imagens dos elementos da base B, pela transformacdo linear F, como

combinacdes lineares dos elementos da base C, temos:

F(1,1,0)=(3,1) = a;,(1,0) + a,,(0,1) & {“11 f 3
a,; =1
iy =2

F(0,1,0)=(2,1) = @12(1,0) + a,,(0,1) & { _

a,, =1
0{13 - 0
F(0,0,1)=(0,—1) = a43(1,0) + a,3(0,1) & { -1
Hp3 = —
Entao,
F _ (3 2 0)
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4. APLICACOES DAS TRANSFORMACOES
LINEARES

Neste Topico serd apresentado sob que forma algumas das aplicagdes das transformagdes
lineares fazem parte do nosso cotidiano, por meio de exemplos que evidenciam seu impacto em
nossa vida didria. As transformacdes lineares sdo utilizadas em vdrias dreas porque possuem
propriedades que as tornam uteis e eficientes em muitas aplicacdes. Veremos a seguir, alguns
motivos pelos quais as transformagdes sdo tdo importantes em varias ciéncias: Modelagem de
sistemas: As transformagdes lineares nos permitem modelar sistemas complexos, como
sistemas bioldgicos, fisicos e econdmicos de maneira simplificada e com precisdo. Analise de
dados: As transformacdes lineares sdo utilizadas em andlise de dados para identificar padroes
e tendéncias em conjunto de dados complexos. Previsao e simulacdo: As transformacgdes
lineares permitem prever e simular o comportamento de sistemas multifacetados, o que €
fundamental em muitas dreas da ciéncia e engenharia. Otimizacao: As transformacdes lineares
sdo usadas em problemas de otimizag¢ao para encontrar solugdes 6timas para sistemas de dificil
entendimento. Aplicacdo da transformacdo linear na computacio grafica. A transformacio
linear é uma técnica fundamental na computacdo grafica, permitindo a manipulagdo e
transformagdo de objetos graficos. Ela é aplicada na computacdo grafica das seguintes
maneiras: Translacdo: Usada para mover objetos de uma posi¢dao para outra, mantendo seu
tamanho e forma. Rotacao: Utilizada para girar objetos em torno dos eixos, podendo também
criar efeitos de animagdo. Escala: Aumenta ou diminui o tamanho de objetos, criando efeitos
de zoom. Projecdo: Cria imagens e animagdes realistas, projetando objetos 3D em 2D.
Aplicacdo da transformacao linear na Fisica. As transformagdes lineares podem ser aplicadas
na fisica na: Mecanica classica: Usada para descrever o movimento de objetos.
Eletromagnetismo: Utilizada para detalhar a relacdo entre campos magnéticos e elétricos nos
diferentes referenciais. Relatividade especial: Usada para detalhar a relacio que hd entre
espaco e tempo em diferentes referenciais estaticos. Fisica quantica: Utilizada para descrever
a evolucdo de sistemas quanticos, além da relacdo entre estados quanticos. Aplicacdo da
transformac@o linear na engenharia. Na engenharia elétrica: Projeta sistemas de controle e
estuda circuitos elétricos. Na engenharia mecéanica: Analisa sistemas mecénicos além de
projetar sistemas de controle. Na engenharia civil: Investiga a estabilidade e a resisténcia de

estruturas. Na engenharia de controle: Projeta sistemas de controle que mantém a estabilidade
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e performance de sistemas detalhados. Aplicagdo da transformacdo linear na medicina.
Podemos observar a aplicacdo da transformagdo linear na medicina em: Imagem médica:
Processa imagens médicas e melhora a detec¢do de doencas, como cancer e doencgas cardiacas.
Diagnéstico de doencgas: Analisa sinais bioldgicos e diagnosticar doengas como epilepsia.
Modelagem de sistemas bioldgicos: Modela a dindmica de populacdo de células e ajuda a

compreender a progressao de doengas.
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5. CONSIDERA COES FINAIS

Ao final desse trabalho de manografia posso afirmar que os objetivos foram todos alcancados,
porque através da pesquisa bibliografica consegui abordar o estudo das transformagdes lineares
e suas aplicagdes como planejado. Ao decorrer do trabalho, foi explorado conceitos
fundamentais das transformagdes lineares como defini¢do, representagdo matricial e aplicacoes
praticas. No curso do trabalho ficou evidenciado a importancia das transformagdes lineares na
modelagem e na resolugdo de problemas em varias dreas do conhecimento e durante o
desenvolvimento do trabalho, pudemos observar como se deu o desenvolvimento da Algebra
Linear que conhecemos atualmente, bem como quem foram os principais personagens
responsdaveis pela sua constru¢do e consolidagdo. Vimos também que, a partir das
transformacgdes lineares é possivel chegar a simplificacdo de sistemas complexos de forma
produtiva, e além disso; fazer a conexdo entre a teoria e a pratica por causa da sua vasta
aplicabilidade nas mais diferentes dreas. Esperamos que a pesquisa possa contribuir e ajudar
alunos do curso de licenciatura em matematica, professores de matematica e pessoas que se
interessem pelo tema para o aprofundamento no mesmo. Como sugestao para pesquisas futuras,
sugerimos explorar mais a fundo aplicacdes especificas contempladas no trabalho com maior
profundidade, bem como em outras dreas que nio foram ndo contempladas neste trabalho de

conclusdo de curso.
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