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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo o aprofundamento na compreensao sobre de-
terminantes, abortando-o a partir de seus aspectos fundamentais, histéricos e aplicados.
Determinantes sempre foi um tema associado a matrizes pelo ensino de matematica, no
Brasil, no entanto pouco se conhece sobre o mesmo nos livros escolares e até nos cursos
de graduacgao, sua historia é desconhecida assim como sua definicdo, que nao aparece
em livros do ensino médio e também em alguns livros usados no ensino superior. Desta
forma, despreza-se toda a construgao historica dos determinantes, subjugando-o a apenas
um método de resolucao e também contribuindo para a perspectiva de que os ramos da
matematica sao disjuntos. A pesquisa bibliografica se iniciard com um resgate histérico,
trazendo um pouco a mais de informagoes sobre diversos matematicos que contribui-
ram na histéria dos determinantes, inclusive o matematico japonés, Seki Shisuke Kowa.
Atualmente pouco material encontramos na nossa literatura, pois existe uma certa es-
cassez sobre a matematica do Japao. Em seguida, revisaremos assuntos necessarios para
a compreensao do tema proposto, prosseguindo, aborda-se-4 permutacao, determinantes
e sua ligacao, inclusive serdo vistos defini¢bes mais formais e precisas do que os livros

convencionais enfocam sobre o tema, e por fim, veremos aplicacoes de determinantes.

Palavras-chave: Determinante; Permutacao; Historia dos determinantes; Matematica

Japonesa; Aplicagoes de determinantes.



ABSTRACT

The present work aims to deepen the understanding of determinants, addressing their
fundamental, historical and applied aspects. Although determinants have traditionally
been linked to matrices in mathematics education, their history and definition remain
underexplored in textbooks and undergraduate courses. Consequently, there is a lack of
a comprehensive historical view of determinants, reducing their construction to a single
method of resolution and contributing to the perception of mathematics as dissociated
branches. The bibliographic research starts with a historical rescue, presenting infor-
mation about several mathematicians who contributed to the history of determinants,
including the Japanese mathematician Seki Shisuke Kowa. There is currently a scarcity
of material on Japanese mathematics in the local literature. Next, necessary concepts for
understanding the proposed topic will be reviewed; then we proceed to analyze permu-
tations, determinants, and their interrelations, with more formal definitions than those

commonly found in textbooks, and finally we present applications of determinants.

Keywords: Determinant; Permutation; History of determinants; Japanese mathematics;

Applications of determinants.
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1 INTRODUCAO

Na vida estudantil, o aluno se depara com determinantes no segundo ano do ensino
médio, juntamente com matrizes os mesmo sao ensinados por um curto periodo de tempo
e posteriormente esquecidos por serem assuntos que nao abordados no Exame Nacional
do Ensino Médio (ENEM) de acordo com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC).
Na educacao brasileira, determinantes sao vistos no ensino médio e também em cursos de
graduagao, por meio de matrizes onde sua definicao é vaga e sua historia desconhecida.
No entanto, nem sempre foi assim, seu maior avanco se deu por meio de Augustin-Louis
Cauchy (1789 — 1857), e a forma como ele mostrou nao foi por meio de matrizes, mas
através de permutagoes.

devido a separacao dos assuntos matematicos e também a falta de conhecimentos mais
aprofundados, torna-se dificil e até curioso achar uma ligacdo entre os mesmos.

Para que o objetivo seja alcancado sera necessario a revisao e o conhecimento de alguns
conteudos, os quais estarao presentes neste trabalho. Além disso, conheceremos um pouco
da histéria dos determinantes.

O seguinte trabalho busca trazer ao leitor um conhecimento mais aprofundado sobre
determinantes, e consequentemente sobre permutacao, o qual sera a base do trabalho e

também sera abordada de uma forma distinta do ensino médio e cursos de graduagao.

1.1 CONTEXTUALIZACAO HISTORICA

Os surgimentos dos determinantes estao intrinsecamente ligados aos estudos de siste-
mas lineares e das matrizes. O estudo do mesmo nao surgiu do acaso ou de um dia para o
outro, mas foi construido através de séculos e com a contribui¢ao de diversos matematicos
até chegarmos a forma como os conhecemos hoje. Como disse Isaac Newton (1643 - 1727),
s6 foi possivel chegar tdao longe porque se subiu nas costas de gigantes.

As contribui¢oes mais antigas sdo as inscrigbes em tabletas babilonicas (300 A.C.) e
Jiuzhang suanchu (Chui-chang suan-shu) ou livro Nove Capitulos sobre a Arte Matemé-
tica, no periodo denominado de Dinastia Han (206 a.C — 221 d.C) da China, onde de
acordo Boyer (2012) o oitavo capitulo do livro possui solu¢ao de problemas sobre equa-
¢oes simultaneas, usando tanto niimeros positivos como negativos. O mundo ocidental
geralmente atribui a primeira ideia do método de determinantes ao matematico alemao
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716), que ocorreu no século XVII, esse registro foi
achado em cartas para o matematico francés Guillaume Frangois Antoine, Marqués de
I'Hopital (1661 — 1704). Essa antecipac¢ao do préprio s6 foi publicada s6 em 1850, mais
de meio século depois, conforme cita Boyer (2012). No entanto, os determinantes tiveram

sua primeira apari¢cao, na histéria, no oriente em 1683, com o matematico Seki Shisuke
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Kowa (1642 - 1708). Um fato muito interessantes de Seki é que seu nascimento coincide
com a data da morte de Galileu sobre acordo com Smith e Mikami(1914). Enquanto

Leibniz simplimente afirmou que para as equagoes

10+ 11z +12y = 0; 20+ 21z +22y = 0e 30 + 31z + 32y =0
tenham as mesmas raizes, a expressao

10.21.32 — 10.22.31 — 11.20.32 + 11.22.30 + 12.20.31 — 12.21.30

deve se anular. Por outro lado Seki Kowa trata com n equagoes. Segundo Smith e
Mikami(1914),"a descoberta de Leibnitz foi feita em 1693 e nao foi publicada até apds
sua morte, é evidente que Seki nao foi apenas o descobridor, mas que ele tinha uma
ideia muito mais ampla do que a de seu grande contemporaneo alemao". O matematico
alemao Jacobi contribuiu para a teoria dos determinantes criando algoritmos e regras
para a utilizacao. Outro contribuinte para a teoria dos determinantes foi o escocés Colin
Mclaurin (1698 — 1746), em seu livro péstumo “um Tratado sobre Algebra”, publicado
em 1748. No entanto, se resolvia equagoes simultdnea (procurar) por determinante mais
pelo meio da regra de Cramer, publicada por em 1729 por Gabriel Cramer (1704 — 1752),
suspeita-se que seja devido a superioridade da notacao de Cramer. O francés Pierre-
Simon Laplace (1749-1827) também contribuiu quanto ao uso de menores complementares
através de um método generalizado para encontrar o determinante de uma matriz em 1772.
Os determinantes tiveram seu maior avan¢o em 1812 com Augustin-Louis Cauchy (1789
— 1857), alguns historiadores consideram que os determinantes tenham comegado nessa
época, com um longo artigo sobre esse assunto. Atualmente, o estudo sobre determinantes
comeca a partir de matrizes quadradas e nao se é dado sua definicdo, apenas se reduz
determinante a um numero associado a uma matriz. No entanto Cauchy, no seu artigo,
introduz a definicdo de determinante por meio de permutacdo, apresentando de uma
forma que hoje em dia nao é visto no ensino médio. Determinante ¢ um assunto visto
exclusivamente no 2° ano do ensino médio e logo esquecido. O mesmo s6 é associado a
matrizes, embora ele faca parte do curriculo escolar nao é apresentado conexoes com outros
assuntos e no exame nacional do ensino médio (ENEM), que é um dos focos principais de

estudantes do ensino médio, ele nao é requisitado tornando-se um assunto "sem vida'.

1.2 JUSTIFICATIVA

Determinantes é um assunto que nao é aprofundado nos livros de ensino médio
assim como alguns que sao usados em cursos de ensino superior, sem contar a definicdo
permutacao que nao se é vista, nem em cursos de graduacao. Por isso ha uma necessidade
de se conhecer de forma mais aprofundada e conectada com outras areas, assim como suas

aplicagoes.



Capitulo 1. INTRODUCAO 16

1.3 OBJETIVOS

1.3.1 Objetivo geral

Apresentar a trajetéria da histéria do surgimento de determinantes, mostrar sua
importancia em face da realidade com aplicagoes em varias areas do conhecimento e

apresentar o que é determinantes a partir de permutacao.

1.3.2 Objetivos especificos

1. Compreender o que ¢é determinante

2. Conhecer a historia do surgimento de determinante;

3. Saber calcular um determinante através de permutacao;

4. Aplicar o conceito de determinante em problemas diversos;

5. Mostrar a importancia de determinantes em varias areas do conhecimento.
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2 CONCEITOS NECESSARIOS

Antes de iniciar o desenvolvimento do nosso trabalho de conclusdo de curso, faz-se ne-
cessario o conhecimento prévio de alguns objetos matematicos, que servirdo de arcabouco
para o entendimento do tema central, que é a compreensao de determinante por meio de

permutacoes.

2.1 FUNCAO BIJETORA

Entres os objetos matematicos necessarios para a construcao desse arcabouco, desta-
camos as fungoes bijetoras, pois a definicao da prépria é essencial para compreensao de
permutacao. Nessa perspectiva torna-se necessario revisarmos o que sao fungoes injetora

e sobrejetora, uma vez que fazem parte da definicdo de bijetividade.

2.1.1 Funcao injetora

Definicao 2.1.1. Dizemos que f : E — F é uma funcgdo injetora, se dois elementos
distintos e quaisquer pertencentes a E possuirem imagens distintas em F, ou seja, sendo

f: E — F para quaisquer x1,x9 € E, tais que 11 # xo, temos que f(x1) # f(xq).

E F

Figura 1 — Funcao injetora

Fonte: Elaborado pelo autor.

Exemplo 2.1.1. Seja a funcao
f:Z—7

x — 2z + 10
Vamos mostrar a injetividade. Sejam 1,19 € D(f) = Z tais que x1 # xo. Assim,

T # 2y = 21+ 10 # 29 + 10 = f(21) # f(22)

. Portanto f e injetora.
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2.1.2 Funcgao sobrejetora

Definicao 2.1.2. Dizemos que uma f € uma funcao sobrejetora, se a sua imagem for
iqual ao contradominio, ou seja, sendo f : E — F, temos que, para todo y € F, existe
ve b f(r)=y.

E F

Figura 2 — Funcao sobrejetora

Fonte: Elaborado pelo autor.

Exemplo 2.1.2. Seja a funcio f: 7 — 7
f:7Z—7Z,
x— x4+ 10

Mostremos sua Sobrejetividade. Dado y € CD(f). Entdo, temos,
y=flz)=2x+10&y—10==x.

Logo, para x =y — 10, f(x) =vy. Portanto, f é sobrejetora.

2.1.3 Funcao bijetora

Definicao 2.1.3. Uma funcgao f é denominada bijetora, quando ela for injetora e sobre-

jetora simultaneamente.

Exemplo 2.1.3. Seja a funcao
f:R"—= R",
1

T —
T

Vamos mostra sua bijetividade, para isso é preciso mostrar que a fungdo € injetora e
sobrejetora:
1. Injetividade;

Sejam x1,x9 € D(f) = R* tais que x1 # xo. Assim, x; # xo9 = i + %2 = f(z1) #
f(za). Portanto f e injetora.
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P!

Figura 3 — Funcgao bijetora

Fonte: Elaborado pelo autor.

2. Sobrejetividade Sejam y € CD(f). Entdo, temos,

yzf(w)=§®y‘1=w-

Logo, para x = y~', f(x) =y. Portanto, f ¢é sobrejetora.

3. Bijetividade

Sendo a fungdo injetora e sobrejetora simultaneamente, entdo ela € bijetora.

2.2 FUNCAO COMPOSTA

Definigao 2.2.1. Considere as funcoes f : A — B e g: B — C. Definimos a fungdo
composta de f com g, denotada por go f, como gof : A — C, tal que (go f)(x) = g(f(x)),
Vx € A.

Exemplo 2.2.1. Sejam as fungoes f e g, definidas por f(x) = 2*+4x+4 e g(x) =x+1,
calculemos as leis que definem (fog) e (go f) e (fog)(l) e (go f)(1).
1. (fog)
(fog)=flg(x)) =(z+ 1) +4(z+ 1) +4 & f(g(x)) =2°+62+9
(fog)(l):12—|—6-1+9:16
2. (gof)
(gof)=yg(f(x)) = (@ +4z+4)+ 1 g(f(z)) =2” + 42 +5
(gof)(1)=12+4-1+5=10
Observagao

Note que (f og) # (g0 [).
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F

Figura 4 — Funcao composta

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.3 GRUPO

Definicao 2.3.1. Um sistema matemdtico constituido de um conjunto G, ndo vazio, e

uma operagio * sobre G,Denotamos por (Sy,*). Definimos por:

f:GxG—G
(a,b) — *(a,b) = ax*b,

tal que a lei de composicao interna satisfaca os sequintes axiomas:
I) Associatividade
ax(bxc)=(axb)xc, ¥V a,bceG;
II) Ezisténcia do elemento neutro
JdeeGiexa=axe,VaeG;
II1) Existéncia do elemento simétrico
VaeG,dbe G,axb=ce.

Observagao

1. O elemento simétrico do elemento a é b e denotamos por b = a ™.

Notation 2.3.1. Caso o grupo G satisfaca o axioma de comutatividade denominamos, o

mesmo, de grupo abeliano.

Exemplo 2.3.1. Mostremos que o conjunto Z é um grupo para a operagdo de adi¢do.

Seja x,y, 2z € 7, temos:
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1. Associatividade
(z+y) +z=2+(y+2)

2. FExisténcia do elemento neutro

r+0=04+zx=2

3. Exzisténcia do elemento simétrico
r+(—x)=0

4. Associatividade

rT+y=y+x

Logo, o conjunto Z. € um grupo para a operacao de adicdo.

24 CORPO

Definicao 2.4.1. Seja um conjunto K ndo vazio, no qual esteja definido duas operagoes,

a adicao e a multiplicacao:

+: KxK— K
(z,y) —z+y

S KxK—= K

(l’, y) = r-y
O conjunto K é um corpo em relagio a estas operacoes se, e somente se, satisfazer os
sequintes ariomas:
Para todo x,y,z € K

1. © 4y =y + z;(Comutatividade)
2. x+ (y+2) = (v +y) + z;(Associatividade)
3. Existe um elemento 0 € K, chamado de elemento neutro da adicao, tal que

O+z=2+0=ux;

4. Dado qualquer elementoy € K, existe um elemento em K, denotado por —y chamado

de oposto de vy, tal que

5. x -y =y - x;(Comutatividade)
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6. v-(y-z)=(y-z)-z; (Associatividade)
7. Eziste um elemento em 1 € K, denotado de elemento neutro da multiplicacao, tal
quel -z =x-1=ux;

1

8. Dado qualquer elemento y € K, existe um elemento em K, denotado por y= cha-

mado de inverso de y, tal quey -y =y t-y=1

9. v-(y+z2)=x-y+x-z e (x+y)-z=x-24+y- 2.

Observagao

Denotamos um corpo K, por (K, +, -)

Exemplo 2.4.1. Seja Q = {1—9; p,qEZLeq# 0}, verifiquemos se é um corpo para ope-
q
racao +:

sendo x,y,z € Q, temos:

1. Vale a comutatividade da adicao
r+y=y+zx
2. Vale a associatividade da adigdo

r+y+z2)=Wy+r)+2

3. Existe um elemento neutro

r+0=04+z=2z

4. Fxisténcia do inverso aditivo

x4+ (—x)=0

5. Existe um elemento neutro

r+0=u
6. Vale a comutatividade da multiplicagcao
rTYy=y-r
7. Vale a associatividade da multiplicacao
ro(y-2)=(y-x)-2

8. Existe um elemento neutro da multiplicacao
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9. FExisténcia do inverso multiplicativo

10. Distributividade
r-(y+z2)=x-y+rz-ze(x+y) - z=x-24+y-z

Logo, (Q,+,-) € um corpo.

2.5 ESPACO VETORIAL

Definicao 2.5.1. Seja um conjunto V' qualquer, ndo vazio, no qual esteja definido duas
operagoes, a adi¢ao (vetorial) e a multiplicagao por escalares.
I) A adigao é uma aplicagdo que associa a cada par de vetores u,v € V, um outro vetor

u+v €V, denominado de soma de u com v, que € representada por:

+:VxV— V
(u,v) = +(u,v) =u+v
II) A multiplicagao por escalar é uma aplicagao que associa cada escalar o de um corpo

K a um vetor u € V., um outro vetor a-u € V, denominado de miltiplo escalar de o por

u, que € representada por:
S KxV— V

(o,u) = (a,u) =a-u
Sendo u,v e w € V e a,f € K, escalares quaisquer. Definimos o conjunto V como

sendo espaco vetorial V, relacionados a adicao de vetores e a multiplicacao por escalar,

de acordo com as defini¢oes anteriores, se o mesmo satisfizer os axiomas:
1. Seu,v €V, entio u+ v € V;(Fechamento para adigio)
2. u+v=v+u; VY uveV(Comutatividade)
3. u+ (v+w) = (u+v) + w(Associativa)

4. Existe um vetor 0 € V', tal que 0+ u =u~+0=u, V u € V (Ezxisténcia do elemento
neutro)

5. Dado qualquer u € V', existe o vetor —u, tal que u+(—u) = (—u)+u = 0;(Erxisténcia

do elemento simétrico)

6. Sea e K eu€eV, entio au € V;(fechamento para a multiplicacao de um vetor por

escalar)

7 alu+v)=aout+av,VacKeVuveV
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8.

9.

10.

(a+Plu=au+pPuV¥ a,f €K eVuecV
a(fu) = (af)u, Va,feKeVueV

lu=u,VueV

Exemplo 2.5.1. Seja R, mostremos que é um espaco vetorial:

sendo x,y,z2 € R e a,b € R, temos:

1.

10.

Vale o fechamento
r+yeR

Vale a comutatividade da adigdo
rt+y=y+x
Vale a associatividade da adi¢ao
r4+(y+z)=y+z)+=z

FExiste um elemento neutro

r+0=0+z=12

FExiste do inverso aditivo

r+(—z)=0
Vale o fechamento
a-zekK

Vale que:

a-(r+y)=a-x+a-y)
Vale que:

(a+b)-x=a-z+b-x
Vale que:

(a-b)-z=a-(b-x)

Vale que:

. Logo R ¢é um espaco vetorial.
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3 PERMUTACAO

Agora, adentraremos na ideia de permutacdo, que veremos se tratar de uma funcao

bijetora e outros conceitos que nos ajudarao na compreensao de determinantes.

3.1 DEFINICAO DE UMA PERMUTACAO

Definig¢ao 3.1.1. Uma permutacio é uma aplica¢io (funcao) bijetora, cujo dominio e o
contradominio sdo definidos sobre o mesmo conjunto.

Considerando um conjunto A, ndao vazio, e a funcao bijetora f, temos:

fiAo A

n— f(n)
Representamos por S(A) o conjunto de todas as fungoes bijetoras sobre A, e escrevemos;
S(A)={f:A— A, [ ébijetora}.
Consideremos o conjunto E particular do conjunto A, dada por:

E={1,23,...,n}

comn > 1, o conjunto de todas as bije¢oes sobre E, ou seja, S(E) é denominado de

grupo simétrico de grau n e é representado por S,. Note que:

f:E—F
n— f(n)
Note que:
1. O dominio de f é o conjunto E, ou seja, E = {1,2,3,...,n}, que corresponde

a primeira linha, ou ainda, D(f) = E.

2. O conjunto imagem de f é um subconjunto de E, isto é, Im(f) C E dada por

Im(f) = {f(1), f(2), f(3),---, f(n)}
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E f F
2

Figura 5 — Permutagao

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.2 NOTACOES DE UMA PERMUTACAO

3.2.1 Notacao matricial em S,

Sendo f uma permutacio sobre E, temos que a sua representacdio matricial é dado

por:
I ( 12 3 ... )
fQ) f2) f@3) ... f(n)

e também pela forma estendida f = (f1 fo ... fa)-

Definicao 3.2.1. A permutacao f tem como domino o conjunto E e como imagem o

conjunto {f(1), f(2),..., f(n)}.

Exemplo 3.2.1. Se E = {1}, temos:

Assim,

1
fl = <1> ou f1<1>

Exemplo 3.2.2. Se E = {1,2}, temos:

ST

Assim,
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que € a fungdo identidade e

1 2

Temos também que f1 e fo podem ser representados por
fi=(12)ef=(2 1)
Escrevendo apenas as suas imagens na forma de uma matriz linha

Exemplo 3.2.3. Se E = {1,2,3}, temos:

F:{(123)7(123),(123)7(123)7(123)7(123)}:5(3)
1 23/'\132)\213/'\231/'\312)\321

Assim,
12 3 12 3 1 2 3 12 3

= ue € a identidade, fo = , f3= L fa = ,

=1y 5 5)¢ P=ly 1 3) 7= 52 4) " (312)
12 3 1 2 3

= € =

Js (1 3 2) Is (2 3 1)
Também podemos representar essa permutagdo por: f1 = (1 2 3) =id , fo =

(2138),=0321), =312, f=(0132c¢cf=(231).

Proposicao 3.2.1. Considerando que o conjunto E € finito e tem n elementos, o nimero

de permutagées para o conjunto S(E) é dado por n!.

Demonstracao. Para n!, temos que
1'=1.

Suponhamos que é verdade para n = k, assim:
K=k (k—1)-(k—2)--- 3.2-1.

Vamos mostrar que é verdade para o seu sucessor, ou seja, n = k + 1.

Como
k+1)=k+1)-k-(E-1)-(k—2)----- 3-2-1.

Dali, segue que:

(k+1D)!=(k+1)-k!
Portanto, para todo n € N vale que

nl=n-(n—1)-(n—2)----- 3-2-1.
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3.2.2 Notacao ciclica

Podemos também representar uma permutagdo f na forma f = (ay,as,...,a,) com

n € N, onde ay, as, ..., a, € Z sendo os mesmos distintos.
Exemplo 3.2.4. Considere em S5 a permutacao

1 2345

2 35 41

Como f(1) =2, f(2) =3, f(3) =5, f(5) =1 e f(4) = 4, entao f é um ciclo de

comprimento 4, cujo suporte é 1,2,3,5. Entdo, escrevemos da sequinte forma:
f={1235}

Notation 3.2.2. A notacgdo ciclica nao indica em qual grupo S, ela pertence.

Proposicao 3.2.3. O conjunto S(A) é um grupo para a operagiao de composicao.

Demonstragio. Para essa demostragdo é necessario provar que o conjunto S(A) seja fe-
chado para a operacao de composicao e que satisfaca os seguintes axiomas:
Seja a,b,c € S(A), temos que:
I) Associatividade
ao(boc)=(aob)oc

IT) Existéncia do elemento neutro

aoce=a

I1T) Existéncia do simétrico

3.3 GRUPOS DE PERMUTACOES

O grupo das permutagoes ou grupo simétrico, denotado por (S, o), é o grupo formado
por todas as fungoes bijetoras de um conjunto £ = {1,2,3,--- ,n} com n elementos sobre

ele mesmo e munido da operacao de composicao de fungoes.
Notation 3.3.1. Cada elemento S, € denominado de permutacao de n elementos.
Proposicao 3.3.2. O par (S,,0) é um grupo.

Demonstracao. Dados f,g,h € S,, V x € E, temos que:



Capitulo 3. Permutag¢do 29

[f o (goh)(x) = flg(h(x))) = (f o g)(h(x)) = [(f o g) o h](z)

Vale a associatividade para a composi¢do de fungoes.

2. Como a funcao identidade id : E — E é uma bijecao temos que id € S,,.

Além disso,

(ido f)(x) = id(f(x)) = f(x)

(f eid)(x) = fid(x)) = f(x),V f € Sh.
Logo, id é o elemento neutro (S,,0), vale a existéncia do elemento neutro para

composi¢ao de fungoes.

3. Dado f € S, temos que f admite inversa f~!: £ — E , que também serd bijetora
portanto, f71 €S, e fof l=id= f"1of.

Todo elemento de S, com a operagao de composicao admite simétrico(inverso).

Portanto, por 1,2 e 3 concluimos que (S, o) é um grupo.

]

3.4 OPERACAO DE PERMUTACOES USANDO A NOTACAO MATRI-
CIAL

Considere 0 S3 vamos considerar as permutagoes f e g definidas por f(1) =2, f(2) =1,
f(3)=3eg(l)=3,9(2) =2eg(3) =1. Desta forma, f o g é dada por:

(fog)(1) = flg(1)) = f(3) =3

Assim,

utilizando na forma matricial obtemos:

fo_123o123

77121 3 321
12 3
fog:<312>'

A composicao de permutacao é feita da direita para a esquerda, por trata-se de uma

composi¢ao de fungoes.
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Notation 3.4.1. A composicio de permutacoes nao é comuntativa.

Demonstragio. Calculando a composi¢ao g o f temos:

Assim,

Utilizando a forma matricial obtemos:

of_1230123

797 =1\3 21 21 3
12 3
gof:<231>'

Concluimos que f o g # go f, portanto (S3,0) nao é abeliano, se n > 3. O

3.5 PONTO FIXO DE UMA PERMUTACAO

Definicao 3.5.1. Dada uma permutacao f € S,. Dizemos que K € E é um ponto fixo
de f, se f(k) = k. Note que, na notagio matricial de f apresentard o nimero k abairo

dele mesmo:

w
Er
S

1 2 e e
= (f(l) FQ) ) ke f(n>) |
3.5.1 Regras da notacao ciclica
para a notagao ciclica segue as seguintes regras:
1. Sera utilizado matrizes com apenas um linha;
2. Sera omitido o nimero fixo;
3. Sera colocado a imagem de um nimero sempre a sua direita;

4. Quando um nimero aparece pela segunda vez devemos nao escrevé-lo e entao fecha

o ciclo.
Exemplo 3.5.1. Note os exemplos a sequir

1.

123 456
= .=(1 3 5 6 4
d (3 2516 4) ( )
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123456
f:(345612>.:(135)(246)

123456
f:<624351)':<1 ) (3 1)

123456
= =15 3 2 6 4
d (5 6 2 1 3 4) ( )

3.6 SUPORTE DE UMA PERMUTACAO

Definicao 3.6.1. Dada uma permutagao f € S, definimos o suporte de f como sendo o

conjunto definido por

Supp(f) = {k € E; f(k) = k}.
Exercicio 3.6.1. 1. Seja f € S5 definida por
1 2 3 45
f= ,
253 41
Qual seu suporte?

Solugdo:
Supp(f) ={1,2,5}.

2. Qual o suporte da permutacao na forma ciclica f = (1 4) (2 5)?
Solugao:

Note que;
1 2 3 45
f= )
4 5 3 1 2

Logo, o Supp(f) = {1,2,4,5}, pois os demais elementos de E sdo fizos.

3.7 CICLO DE UMA PERMUTACAO

Definicao 3.7.1. Uma permutacoes f € S, é denominada um n-ciclo, quando para o
Supp(f) = {k1, Koy ... ko1, kn} de modo que f(ki) = ko, f(k2) = ks, -+, f(kn-1) = kn,
f(kn) = kl; ou Seja; f = (kl ]{72 k?g ce kn—l kn>

Exemplo 3.7.1. 1. A permutacio f = (1 3) (2 4) ¢ um 4-ciclo?

123 4
f:(3412)

temos que,
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e o Supp(f) ={1,2,3,4}
Nao € um 4-ciclo, pois f(3) = 1. Note que f é o "produto” dos 2-ciclo (1 3) e (2 4).

2. A permutacao (1 4 2 3) ¢ um ciclo?

1 2 3 4
I= (4 31 2) ‘
Supp(f) = {1,2,3,4}
Sim, pois f(1) =4, f(4) =2, f(2) =3 e f(3) =1 fechando o ciclo.

Solugao:

Temos que,

3.8 INVERSAO EM UMA PERMUTACAO

Defini¢ao 3.8.1. Dada uma permutacao f € S,, dizemos que inversao ocorre em f,

quando existirem i,7 € E tais que i < j, f(1) > f(j).

E G

<]

Figura 6 — Inversa de uma permutacao

Fonte: Elaborado pelo autor.

Exemplo 3.8.1. seque que:

12 3
1 f= 312)=(132)

\)
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3.9 TRANSPOSICAO DE UMA PERMUTACAO

Definicao 3.9.1. Um permutacao 2-ciclos sao denominadas transposicao.

L. . 1 2 3 45 , .
Exercicio 3.9.1. A permutagio f = e € uma transposicao:
21 3 4 5
Solucao:
f(12)

3.10 PERMUTACOES DISJUNTAS

Definicao 3.10.1. Sao todas as permucoes [ e g pertencentes ao S,, dizemos que f e g

sio disjuntas se seus suportes forem disjuntas, isto €, Supp(f) N Supp(g) = 0.

Exercicio 3.10.1. As permutacoes f = (1 3),g = (2 4) € Ss sao dijuntos, pois ndo

existe um elemento em E = {1,2,3,4,5}, que seja movido por ambas as permutagoes,

1 2 3 45 1 2 3 45
f= eg=

321 45 14325

Solugdo:

Supp(f) = {1 3} e Supp(g) = {2 4}, logo Supp(f) N Supp(g) = 0.
Proposigao 3.10.2. Se f,g € S,, sao permutagoes disjuntas, entao fog=go f.

Demonstra¢io. Devemos mostrar que, (f o g)(k) = (go f)(k),Vk € E={1,2,3,--- ,n}.
Primeiro, para isso, vamos supor que k ¢ Supp(f) U Supp(g), entdao f(z) = g(x) = k.

Assim,
(90 (@) = g(f(x)) = g(k) =
(f o g)(@) = flg(a) = f(k) = k
portanto,

(go f)(z)=(fog)(z),VEkeE

Agora, vamos supor que, k € Supp(f) U Supp(g).

Como Supp(f) N Supp(g) = 0, podemos considerar sem perdade generalidade que
k € Supp(f), logo k & Supp(g).

Veja que, (f o g)(k) = f(g(k)) = f(k).

Afirmacao: f(k) ¢ Supp(g).

Caso contrario terfamos que f(k) € Supp(g) o que implica f(k) ¢ supp(f), portanto,
PP = .

Assim, f7YHf(f(k))) = f7X(f(k)) = f(k) = k. O que é uma contradigdo uma vez que
k pertence ao Supp(f) m
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3.11 PERMUTACAO COMO PRODUTO DE CICLOS DISJUNTOS

Proposigao 3.11.1. Se f é uma permutacao tal que f € S, entdo f pode ser escrita

como produto de ciclos disjuntos.

Demonstragio. Se f = idg temos que idg = (1)(2)(3).:.(n — 1)(n). Suponha que, scja

ki1 € Supp(f).
Assim, temos que todos os inteiros {k1, f(k1), f(f(k1)),- -} estdo no conjunto

E={1,2,3,--- ,n}

e, portanto nao podem ser todos distintos.

Logo, existem inteiros positivos r > t tais que

(k) = £ (k).

Assim,
(S (k) = (F) f (k) = (k) = k.
Portanto, o conjunto m € Z.; f™ (k1) = k1 ndo é vazio. Segue do principio da boa ordem,
que existe um menor inteiro positivo my tal que ™ (k;) = ky.
Agora, note que, ki1, f(k1), f2(k1), -, f™ 1 (k) sdo todos distintos. De fato, se entre

os numeros 1,2,3,--- ,m — 1 existirem nq, ny tais que f™ (k1) = f"2(k;) teriamos que

(F2 (k) f™ (k) = fIm il (k) = Ky

onde |ny — ny| < my. Contradi¢do & minimalidade de m;.

Assim, concluimos que f permuta os elementos ki, f(ki), f2(k1), -, f™ (k1) em ci-
clo.

Se f fixa os demais elementos de E, entdo f = (ki f(k1) f2(k1) -+ f™ '(k1)). Caso
contrari, existe ko & ki, f(k1), f>(k1),-- -, f™ ' (k1), que ndo ¢ fixado por f. Repetindo os
argumentos acima, obtemos um novo ciclo presente em f, ko, f(ka), f2(k2), -+, f™ 1 (ks),
que é disjunto do primeiro ciclo obtido.

Apés finitas repetigdes dos argumentoa acima, contemplamos todos os elementos do

Supp(f) obtendo a decomposicao desejada. O

3.12 POLINOMIO CANONICO COM N VARIAVEIS

Defini¢ao 3.12.1. Seja E = {1,2,3,--- ,n}. Definimos o polindmio candnico com n

varidveis ao polinomio dado por:
Pn(mlax% T 73771) = H(ajz - xj)

Exemplo 3.12.1. Seque que:
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1. P3(xqy,29,23) = H§<j(xi — ;) = (21 —x3) - (1 — 3) - (X2 — x3)

4

2. P4(l'1,$2,$3,$4) = ’L<](IZ - f[']) =

=(r1 —mg) - (x1 —x3) - (1 — x4) - (X2 — x3) - (2 — x4) - (T3 — T4).

3.13 PERMUTACAO ASSOCIADA AO POLINOMIO CANONIMO

Definicao 3.13.1. Dada f € S, definimos o polinémio canénico de varidveis como sendo

S(Pu(z1, 22, 20)) = Pu(Zs1), Tp2y -+ 5 Tfm))-

Exemplo 3.13.1. Como visto no|3.12.1, o polinomio candénico com 4 varidveis é dado
por:

Py(xy, 29,03, 24) = (1 — x2) - (21 — x3) - (1 — 24) - (X2 — 23) - (2 — x4) - (X3 — T4).

Considere a permutagao f(1 3 4 2), ou seja,

1 2 3 4
31 4 2/

Assim, o polinomio associado a permutacao f é:

P4(ZL‘17172,1'3,ZL‘4) = (IL‘l — [EQ) . (171 — IL‘3) . (ZEl — 174) . (IL‘Q — [E3) . (172 — IL‘4) . (ZE3 — 174).

3.14 SINAL DE UMA PERMUTACAO POR MEIO DA PERMUTACAO
ASSOCIADA AO POLINOMIO CANONICO

Definicao 3.14.1. Seja f € S,. Definimos o sinal da permutacao f como sendo o

quociente
by

f(B)
Notation 3.14.1. O sinal de f (sgn(f)) serd 1 ou —1.

sgn(f) =

3.14.1 Permutacao par

Definigao 3.14.2. Uma permutacio f € S, € dita par se o sinal for 1, ou seja, sgn(f) =
1.
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3.14.2 Permutacao impar

Definicao 3.14.3. Uma permutacao f € S, € dita impar se o sinal for —1, ou seja,
sgn(f) = —1.

Exemplo 3.14.1. A permutacao f € Sy dada por f = (1 3 4 2) é mpar’, pois:

n(ry —x9) - (x1 —3) - (17 — x4) - (x2 — x3) - (X9 — x4) - (T3 — 24
(x5 —x1) - (3 — x4) - (X3 — 22) - (w1 — x4) - (X1 — 22) - (g — X2

sgn(f) =

sgn(f) = —1

3.15 SINAL DE UMA PERMUTACAO

Definicao 3.15.1. Considere uma permutacao qualquer f de S,, sendo, f = fifs... [n

ou

- 1 2 3 ... n
f) @) f3) ... f(n)
. Uma permutacdo f é dita par ou impar se existir um niumero par ou impar de inversoes

em f. Por inversoes em f entendemos um par de inteiros (i,k) tais que i > k, mas com 1

precedendo k em f. Entdo definimos o sinal ou a paridade de f, e escrevemos sgnf, por

1, sef épar
sgnf =
-1 , se f éimpar
Exercicio 3.15.1. Encontre o sinal de f= (3 5 1 4 2) em Ss.
Para cada elemento k, contamos os elementos i tais que © > k, mas com i precedendo k
em f.
Temos:
2 nimeros (8 e 5) maiores do que e precedendo 1;
3 numeros (8, 5 e 4) maiores do que e precedendo 2;
1 nimeros (5) maior do que e precedendo 4.
(Ndo existem nimeros maiores do que e precedendo 3 e 5.) Como hd um total de seis

inversoes, f € par sgn f=1.

Exemplo 3.15.1. A permutacao identidade id = (1 2 3 ... n) é par, pois ndo hd inver-

soes em €.

Exemplo 3.15.2. Em Ss, a permutacao (1 2) é par e (2 1) é impar. Em Ss, as
permutagoes (1 2 3), (2 3 1), (3 1 2) sio pares e as permutacoes (1 3 2), (2 1 3),
(8 2 1) sao impares.
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3.16 ASSINATURA DE UMA PERMUTACAO

A decomposi¢ido de uma permutacao nao é tinica. Como (ab) o (ba) é uma aplicagao
idética de Z,, que é o elemento neutro de 5,,, entdo num produto de transposi¢oes podem-
se inserir tantas expressoes desse tipo quanto desejemos, sem afetar o resultado.

Embora seja possivel diversas decomposicoes todas elas terao algo em comum, a pari-
dade. Ou seja, se em uma delas o nimero de transposi¢oes é par, entado o0 mesmo ocorrera

com as demais.
Definigao 3.16.1. A assinatura de uma permutagdo
a, a2 agz ... Qap
f=
by by by ... b,
¢ o numero real, aqui denotado por sgnf, e definido por:

sgnf = H

ai—aj

b — by

em que o produto € estendido a todos os pares (i, 7), nao sendo eles dependetes das colunas,

mas de uma fungdo, de indice tais que © > j.

Exemplo 3.16.1. A assinatura da permutagdo

1 2 3
sgnf =
gnf (2 3 1)

2—-1 3-1 3-2 1

3 3 12 13 WA =1

Sgnf =

3.17 PROPRIEDADES DO SINAL DE UMA PERMUTACAO

Proposicao 3.17.1. Sejam f,qg € S,, Entao:
1) Sgn(f o g) = Sgn(f) - Sgn(g)
2) Sgn(f~") = Sgn(f)

Demonstracab. Segue da definicao de sinal que, V v € S,,, temos que:
VP21, 2, 20)) = Sgn(y) - Po(@1, 22, -+, x0)
Portanto,
Sgn(fog) - Bu(zy, 22, -, an) = (f 0 g)(Pu(xy, w2, -+ 7)) =

= f(g(Pn(Ilvx% T >xn))) = f(Sgn(g) ’ Pn(xlvx% T 7xn)) =
= Sgn(g) : Pn(‘rbx% T ?xn> - Sgn(Q) : f(Pn(th?ﬂ T 7'Tn)) -
= Sgn(g) - Sgn(f) - Po(x1, 29, -+ ,2y).
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. De fato? Sgn(f) ' Sgn(fl) ' Pn(xlwr% U 7xn) =

(f ° fﬁl)(Pn(xh T 7xn)) = id(Pn(x17I27 T 7‘7771)) =
= (Pn(l'id(l)a xid(2)7 T axid(n)) = Pn(l'1,$2, e 73:71)-

Logo, sgn(f) - sgn(f~1) = 1. Portanto, Sgn(f) = Sgn(f~1)

Exemplo 3.17.1. Considere a transposi¢io f = (1 2), Sgn(f) = —1.
Eg=(23), Sgn(g) = —1.
Entao fog=(12)(23)=(123), que é€ uma 3-ciclo, paridade impar,

Sgn(feg) =—-1=(=1)(-1)

[t =(12) também, Sgn(f~') = —1 = Sgn(f).
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4 DETERMINANTES

Seja A = (@ij)nyn uma matriz quadrada de ordem n sobre um corpo k. Normalmente,
calcular o determinte da matriz A é aplicar o teorema de Laplace. Neste trabalho, a
intencao é mostrar uma outra forma de fazer esse calculo, a saber, através de permutacao

de um conjunto finito de termos.

4.1 DEFINICAO DE UM DETERMINANTE

Definigao 4.1.1. Vamos considerar um produto de n elementos de A tal forma que cada
produto terd seus fatores tomando apenas um elemento de cada e também uma de cada
coluna.

Esse produto pode ser escrito sob a forma

Q14,255 - « - Anj,

Em que os fatores pertencem a linhas sucessivas, sendo os primeiros de seus dois
indices na ordem natural 1,2,...,n. Agora, como os fatores vém de colunas diferentes, a
sequéncia dos sequndos de seus dois indices forma uma permutagdo f = fi fo... fn de S,.
Assim, cada permutacao f € S,. Determina um produto desse tipo como foi mencionado.

Dessa forma, a matriz A fornece n! Desses produtos.

4.2 DETERMINANTES DE UMA MATRIZ QUADRADA DE ORDEM
ARBITRARIA

O determinante da matriz quadrada A de ordem n, ou seja, A = (a;j)ngn com n € N*
e denotamos por det A ou | A |, € definido como a soma de todos os n! Produtos descritos
anteriormente, sendo cada um desses produtos é multiplicado pelo sinal de f sgnf, que
assume o valor +1 e —1 a depender se a permutacdo f for par ou impar, respectativamente,

da sequinte forma:
detA=| A|=3_ f(sgnf)aijazs, - - - ang,
f

detA =| A |= Z f(sgnf)aipayass@) - - - Gnfmn)
fESn
Dizemos que a matriz quadrada A de ordem n tem um determinante de ordem n.

Exemplo 4.2.1. Seja A = (a;;) = (a11), ou seja, um matriz quadrada de ordem 1 e
Como Sy = ) s6 tem um elemento na permutagio f(1) ela é par e o sgn(f) = 1, entdo

o detA = ay, € o proprio elemento aq;.
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ay a
Exemplo 4.2.2. Seja A = (a;j)20 = e LA € uma matriz quadrada de ordem
a1 a22
12\ (1 2 i )
2 e Como Sy = N P a permutagio fi(1 2) € par e o sgn(f) = +1 e a
~ L. - ai; Qa2
permutagao fo = (2 1) € impare o seu sgn(f) = —1 , entdo o detA = =
Qg1 QA22
(+1) - @y - age + (—1) - @12 - a2 =a11092 — a2a;.
ap; Q21 G31
Exemplo 4.2.3. Seja A = (a;j)303 = | a1z aoy asy | wm matriz quadrada de ordem 3,

@13 Aag3 G33
e como

o 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
7\ 2 3/ 21 3)7 31 2)°\1 3223 1)'\321

Veja que Ss tem 3! = 6 permutagoes e, dai temos que: As permutagoes f1(1 2 3), f3(3 1 2)
e f5(2 3 1) sao pares, ou seja, seu sgn(f) = +1, e as permutagoa fo = (213), fr = (132)
e fo = (3 2 1) sao impares, ou seja,seu sgn(f) = —1.
Entao,
ail a1 G3s1
det A= [an axp ap| =

@13 Q23 A33
= (+1)arag2a33+(+1)araszas +(+1)aizas ase+(—1)a13a22a31+(—1)asa ags+(—1) a1 assass

Assim

11022033 + (12023031 + 13021032 — (13022031 — G12021033 — 011023032

4.3 PROPRIEDADES DE DETERMINANTES

Tendo como referéncia Lipschutz(3)), temos as seguintes propriedades:

Teorema 4.3.1. O determinante de uma matriz A coincide com o de sua transposta At,

isto é, | A |=| A" |.

Teorema 4.3.2. Seja A uma matriz quadrada.

1) Se A tem uma fila de zeros, entio det A = 0;

2)Se A tem duas fila idénticas, entdo det A =0;

3) Se A € triangular, isto é, se A possui zeros acima ou abairo da diagonal, entdo
| A| € igual ao produto dos elementos diagonais. Assim, em particular, | I |= 1, sendo I

a matriz identidade.
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Teorema 4.3.3. O determinante de um produto de duas matrizes A e B € o produto de

seus determinantes, isto €,

det(AB) = det(A) det(B)
Esse teorema afirma que o determinante é uma funcao multiplicativa.

Teorema 4.3.4. Seja A uma matriz quadrada. Sao equivalentes as afirmacgoes dadas:
1) A é invertivel, isto é, A possui inversa A™;
2) AX = 0 possui apenas a solu¢io nula,
3) O determinante de A é ndo nula, isto é, det(A) # 0.

Lema 4.3.1. Seja E uma matriz elementar. Entao dada qualquer matriz A, | EA |=| E ||
Al
Teorema 4.3.5. Se A e B sao matrizes semelhantes, entio | A |=| B |.

4.4 UMA VISAO GERAL DE APLICACOES DE DETERMINANTES

Os determinantes tém muitas aplica¢oes importantes em diversas dreas da matematica
e da ciéncia. Os determinantes sao usados em pesquisa operacional para resolver proble-
mas de otimizacdo linear e nao linear. Apresentaremos estao algumas das principais

aplicagoes dos determinantes:

1. Com os mesmos podemos resolver sistemas de equagoes lineares da forma Ax = b,
onde A é uma matriz de coeficientes, x é o vetor de incégnitas e b é o vetor de
constantes. Se o determinante da matriz A for diferente de zero, o sistema tem uma

solucao tnica que pode ser encontrada usando a regra de Cramer.

2. Para calcular areas e volumes de figuras geométricas. Por exemplo, o determinante
de uma matriz 2x2 pode ser usado para calcular a area de um paralelogramo, en-
quanto o determinante de uma matriz 3x3 pode ser usado para calcular o volume

de um paralelepipedo.

3. Analisar propriedades de matrizes, como a invertibilidade e a estabilidade. Uma
matriz é invertivel se e somente se seu determinante for diferente de zero. Além
disso, o determinante pode ser usado para determinar a estabilidade de um sistema

linear.

4. Na fisica e engenharia para resolver problemas que envolvem sistemas de equagoes

lineares, como a analise de circuitos elétricos e a dinamica de sistemas mecanicos.
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10.

Por exemplo, os determinantes podem ser usados para calcular a impedancia de um

circuito elétrico ou a estabilidade de um sistema mecanico.

. A economia utiliza para analisar sistemas de equacoes lineares que modelam a eco-

nomia, como a oferta e a demanda. Por exemplo, os determinantes podem ser

usados para calcular a elasticidade da demanda ou a oferta de um bem.

Na computagdo grafica para realizar transformacoes geométricas e calcular areas
e volumes de objetos 3D. Por exemplo, os determinantes podem ser usados para

calcular a drea de uma superficie ou o volume de um objeto 3D.

Sao usados em andlises de dados para calcular a variancia e a covariancia de con-
juntos de dados. Por exemplo, os determinantes podem ser usados para calcular a

matriz de covariancia de um conjunto de dados multivariados.

. A criptografia usa para desenvolver algoritmos de criptografia e descriptografia. Por

exemplo, os determinantes podem ser usados para calcular a inversa de uma matriz,

que ¢é usada em alguns algoritmos de criptografia.

Usados em modelagens matematicas para resolver problemas que envolvem sistemas
de equacgoes lineares, como a modelagem de populacgoes e a dindmica de sistemas.
Por exemplo, os determinantes podem ser usados para calcular a estabilidade de um

sistema dinamico.

Em pesquisas operacionais para resolver problemas de otimizagao linear e nao linear.
Por exemplo, os determinantes podem ser usados para calcular a solu¢ao 6tima de

um problema de programacao linear.

Essas sao apenas algumas das muitas aplicagoes dos determinantes. Eles sdo uma ferra-

menta fundamental em muitas areas da matematica e da ciéncia.

4.5

APLICACOES DE DETERMINANTES

4.5.1 Determinante com enfoque em aréa e volume

O conceito de determinante esté relacionado com os conceitos de area e volume. Sejam

V1, V2, "+

isto é

,u, vetores de R" e S o paralelepipedo (sélido) determinado por esses vetores,

S ={av +agva+ -+ apv, :0<aq; <l,comi=1,--- ,n}
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Denotaremos V(S) o volume de S. Entao V(S) valor absoluto de det(A), onde A é a

matriz de linha wuy, ug, -+ ,u,. Em geral, V(S) = 0 se, e s6 se, os vetores uy, ug, - , Uy

nao formam um sistema de coordenadas para R"

Notation 4.5.1. Caso n = 2, entdo teriamos uma aréa.

Exemplo 4.5.1. Sejam u; = (1,0,0),us = (1,1,1),u3 =

V(S) do paralelogramo de R3
Calculando

—_ =

N = O

w = o
I
w
|
N

4.5.2 Determinante de um operador linear

(1,2,3). Encontre o volume

Um sistema linear também ¢é possivel ser solucionado por meio de determinantes, segue

que:

Exemplo 4.5.2. Calculemos o sequinte sistema por determinante:

2z

+y—2z=3

=3z +4y + 5z = -2

r—y+2z=4

Calculemos o determinante D dos coeficiente.

2 1 -1
D=3 4 5
4 =2 2

=16+5+6+4+20—-6=45

Como D # 0, o sistema terd solucao unica Para calcular. Assim, para calcular x,y e z,

substituindo pelos coeficiéntes constantes. Entdo:

Tr =

3 1 -1
-2 4 5

4 =2 2
3 3 -1
-2 =2 5
4 4 2
3 1 3
-2 4 =2

4 -2 4

=90

— —65

= —20
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Assim, é so dividir pelo numero achado na matriz

90
T

—65
YT s
20
T

4.5.3 Mudanga de variavel no calculo de integral

Na integracao de fungoes de uma variavel, existe uma formula de mudanca de variavel
usada para transformarr uma integral dada em outra mais simples.

Ao considerar duas func¢oes continuas, com derivadas parciais continuas, temos
O(z,y)

z,y)drvdy = // x(u,v),y(u, ’
//Rf( y) dz dy R,f( (u,v), y(u U))‘ﬁ(u,v)

¢ o determinantes jacobiano, dado por:

du dv

9(z,y)
(u,v)

or Ox
O(z,y) ou v
I(u,v) dy Oy
ou v

4.5.4 Rotacional de um Campo Vetorial

Definicao 4.5.1. Seja

f(l’,y,Z) = fl(sc,y,z);—l- f2(x,y72)j+ fS(:Cai%Z)E

um campo vetorial definido em um dominio D, com derivadas de 1¢ ordem continuas em

D. Definimos o rotacional de f: denotado por rotf, como

rotf:fo
, onde
i j ok
|0 0 O\ ap ap\7. (0h _ 06\ 7 (0f _ 0h) T
Vxf=lor 5wt (BB -8+ (-
i o f3

Exemplo 4.5.3. Determinar rotf, sendo

f: x 2y i+ xyzj—i— 3y k.
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Temos: . . .
i 7k

wpo|? 00

S| ox Oy Oz

rzy? wyz 3ay

= 3z —ay) i+ (v — 3y) ] + (yz — 2x2y) k.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Ao final desse trabalho podemos afirmar que o nosso proposito foi alcangado, porque
através da pesquisa bibliografica, conseguimos mostrar a importancia de determinantes
trabalhando com um viés diferente do que é apresentado nos livros didaticos do ensino
médio e também em livros do superiores atuais, abordando o mesmo de forma mais
precisa e consistente através do objeto matematico permutagao. Devido a importancia
dos determinantes, ao relacionar determinante e permutacao, o calculo do determinante
se torna mais simples para matrizes quadradas de pequena ordem, do que por meio dos
métodos tradicionais. Vale salientar, que para matrizes de ordem superior a trés, torna-se
muito trabalhoso esse calculo, tendo em vista que, para uma matriz quadrada de ordem n,
em que, no caso de utilizarmos a permutacao teremos n! permutagoes a serem calculadas
e no caso de métodos tradicionais teriamos que resolver n! determinantes, que se torna
trabalhoso, exigindo assim, calculos computacionais. A utilizacao da permutagao para o
calculo de determinante nao algo novo, porém, esquecido, pois seus maiores avangos se
deu com a utilizacao de permutacao, muito embora parecam assuntos desconexos e sem
relacio. E comum em matemética, observarmos o estudo para um objeto matemdtico
com abordagens diferentes, mas que representam o mesmo objeto em estudo. No caso
do estudo de determinantes podemos céalcula-los através de permutacao e também fazer
calculos utilizando métodos tradicionais como o teorema de Laplace. Apesar de ambos
os calculos servirem ao mesmo proposito existe uma falta de conhecimento do céalculo
de determinantes usando o método das permutacoes. Isso é fato, basta analisarmos os
livros didaticos do ensino médio e do ensino superior. As conexoes entre a matematica
sao deveras interessante, mas infelizmente nem sempre nos serao mostradas de forma

convencional, principalmente na eduagao brasileira, que busca preparar seus alunos para

o ENEM.
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