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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo investigar o universo dos nimeros complexos em suas
aplicacdes, sua histdria e quais sdo seus principais fundamentos. Demonstrando como essa
constru¢do matematica que era abstrata se revela essencial tanto para o desenvolvimento da
teoria da matemadtica quanto para avangos tecnoldgicos. A pesquisa inicia com uma anélise dos
ndmeros complexos, mostrando sua representacdo algébrica na forma a + bi e suas
propriedades operacionais, destacando como a introducdo da unidade imagindria i, definida
pela propriedade i* = —1, permitiu o avango do conceito de nimero e a solugio de equacdes
que antes eram consideradas impossiveis de se resolver. Na historia, o trabalho traz a trajetéria
dos nimeros complexos desde seus primeiros estudos nas obras de matematicos renascentistas
como Gerolamo Cardano e Rafael Bombelli, passando pelas contribui¢bes importantes de
Leonhard Euler que estabeleceu a notacdo moderna, até a consolida¢ao no século XIX com Carl
Friedrich Gauss que lhe deu status de objeto matemadtico legitimo através de representacdes
geométricas no plano complexo. A investigacdo entao se volta para as aplicagdes praticas desses
numeros em diversas dreas, demonstrando seu papel transformador onde sdo indispensaveis na
matematica moderna, com estudos em outras dreas. Na matemadtica pura, o trabalho explora
como os nimeros complexos permitiram a demonstragio do Teorema Fundamental da Algebra
e se tornaram ferramentas essenciais em andlise complexa, como o conjunto de Mandelbrot que
revelam padrOes geométricos surpreendentes. As conclusdes reforcam que os nimeros
complexos representam muito mais que uma mera curiosidade matemadtica, constituindo-se em
uma das construcdes intelectuais mais incriveis da histéria da ciéncia, cuja utilidade pratica s6
se tornou plenamente evidentes séculos apds sua descoberta, servindo como testemunho do
poder da abstracdo matematica e da importancia para estudos de alunos da graduagdo, quanto
alunos do ensino médio. Mostrando por fim a forma Polar e as duas formulas de De Moivre, e

como facilitou cdlculos que seriam bem mais profundos.

Palavras-chave: Ntimeros Complexos, Anilise Complexa, Teorema Fundamental da Algebra,

Conjunto de Mandelbrot, Matematica Renascentista.



ABSTRACT

This work aims to investigate the universe of complex numbers, including their applications,
history, and their main foundations. It demonstrates how this formerly abstract mathematical
construct has proven essential for both the development of mathematical theory and
technological advancements. The research begins with an analysis of complex numbers,
showing their algebraic representation in the form a + bi and their operational properties. It
highlights how the introduction of the imaginary unit i, defined by the property i? = -1, allowed
for the advancement of the concept of number and the solution of equations previously
considered impossible. Historically, the work traces the trajectory of complex numbers from
their earliest studies in the works of Renaissance mathematicians such as Gerolamo Cardano
and Rafael Bombelli, through the important contributions of Leonhard Euler, who established
modern notation, to their consolidation in the 19th century with Carl Friedrich Gauss, who gave
them the status of a legitimate mathematical object through geometric representations in the
complex plane. The investigation then turns to the practical applications of these numbers in
various fields, demonstrating their transformative role in modern mathematics, with studies in
other fields. In pure mathematics, the work explores how complex numbers enabled the
demonstration of the Fundamental Theorem of Algebra and became essential tools in complex
analysis, such as the Mandelbrot set, which reveals surprising geometric patterns. The
conclusions reinforce that complex numbers represent much more than a mere mathematical
curiosity, constituting one of the most incredible intellectual constructions in the history of
science, whose practical utility only became fully evident centuries after their discovery,
serving as a testament to the power of mathematical abstraction and its importance for
undergraduate and high school students. Finally, it shows the Polar form and de Moivre's two

formulas, and how they facilitated calculations that would otherwise be much more profound.

Keywords: Complex Numbers, Complex Analysis, Fundamental Theorem of Algebra,

Mandelbrot Set, Renaissance Mathematics.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 Girolamo Cardano

Figura 2 Niccold Fontana,

Figura 3 Scipione Del Ferro

Figura 4 Ars magna or The Rules of Algebra
Figura 5 Johann Carl Friedrich Gauss
Figura 6 Disquisitiones Arithmeticae
Figura 7 Plano de Argand Gauss
Figura 8 Abraham De Moivre

Figura 9 Leonhard Euler

Figura 10 Caspar Wessel

Figura 11 Jean-Robert Argand




LISTA DE SIMBOLOS.

Gama

Delta

Theta

Lambda

Mu

ale=| > o >| =

Pi

Cos 0

Cosseno de Theta

Sen 0

Seno de Theta

Mais ou menos

Diferenca

Menor que

Maior que

IN| V| Al B

Menor ou igual que

v

Maior ou igual que

Para todo ou qualquer que seja

Pertence

Conjunto dos Numeros Complexos

Conjunto dos Numeros Naturais

Conjunto dos Numeros Reais

N = 2 6 m| <

Conjunto dos Numeros Inteiros

N
+

Conjunto dos Numeros Inteiros Nao

Negativos

i

Conjuntos dos Numeros Inteiros Negativos




SUMARIO

I. INTRODUGCAQ . ..cuuueeerersreessseresesessssssesessssssssasessssssssssassssssssssessssssssssssesessssssssesessssssssssssens 14
1.1. CONTEXTUALIZACAO. ..ot 14
1.2, JUSTIFICATIVA. ..o 18
1.3 OBIETIVOS. ..ot 20

1.3.1 OBJETIVO GERAL. ..o, 20
1.3.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS. .......oouiiivieeeeeeeeeeeeeeeee e, 20
1.4. METODOLOGIA. ........ooovioeieeeeeeeeeeeeee e eseeeee e nesea s s 20
1.5. PUBLICO ALVO. ...t 20

2. A SOLUCAO DA FORMACAO CUBICA. 22
2.1. A SOLUCAO CUBICAL. ....oooaeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 22
2.2. A DEDUCAO DA FORMULA. .....cooomtteeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 25
2.3. RESOLVENDO A EQUACAO CUBICA. ........oooitieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeerersee s 28

3.  NUMEROS COMPLEXOS NA GEOMETRIA. 31

4. CARDANO E O ARS MAGNA. c.cuvurersrssssessssessessssssssssssssesssssssssssessessessessessessassssssses 35
4.1. A CONSTRUCAO DO CONJUNTO NUMEROS COMPLEXOS. .......ccccoevvvrrrrnn 39
4.2. IGUALDADE DE DOIS NUMEROS COMPLEXOS. .........coceouovieirerseeseeereseseennnns 41
4.3. POTENCIAS DE NUMEROS COMPLEXOS. ....c..couiviviioieeeeeeeeeeeeeeseeseeeee e 41

5. COMPLEXOS NO PLANO CARTESIANO (PLANO COMPLEXO). 44
5.1. CONSTRUIR O NUMERO COMPLEXO. .........coovvuiiririeeeeeeseeeeeeressesssses s 46

5.1.1. CONJUGADO DE UM NUMERO COMPLEXO.........c.coceoeiuiiirerrreeeseeernene. 47
5.1.2. RELACAO IMPORTANTE DOS NUMEROS COMPLEXOS..........cccccceonnnr... 47
5.1.3. ARGUMENTO DE UM NUMERO COMPLEXO. ........ccccccooiimirmrnrrerrenerennne. 48

6. FORMA POLAR OU TRIGONOMETRICA. 50
6.1. SECULO XVIII: EULER E A FORMALIZACAO. ........oocovomereeeeeereeseeeeeee s 51
6.2. FINAL DO SECULO XVIII: A INTERPRETACAO GEOMETRICA COM
ARGAND E WESSEL. ...ttt ee oo ese s 52
6.3. REPRESENTACAO POLAR OU FORMA TRIGONOMETRICA DE UM NUMERO
COMPLEXO. .....ooouieeeeeeeeeee oo s s 56
6.4. DISTANCIA ENTRE DOIS NUMEROS COMPLEXOS...........cccooiiirneseeeeesrerernnns 57
6.5. ROTACAO DE UM NUMERO COMPLEXO.........cocoovvmieirieeeieeeeseeeseeseesses s 58
6.6. OPERACAO DE MULTIPLICACAO COM A FORMA POLAR. ........ccccccoovvennan. 59
6.7. DIVISAO DE NUMEROS COMPLEX0S NA FORMA POLAR.........ccccocoviveeereereennnne. 60
6.8. POTENCIACAO DE NUMERO COMPLEXO COM A FORMA POLAR................ 60

7. FORMULA DE DE MOIVRE 62




7.1. FORMULA DA POTENCIACAO PARA OS NUMEROS COMPLEXOS:

PRIMEIRA FORMULA DE DE MOIVRE. .......coooovimitiiieieseeeeeeeeeeeeesersesee s 63
7.2. FORMULA DE RADICIACAO PARA OS NUMEROS COMPLEXOS: SEGUNDA
FORMULA DE DE MOIVRE. .......coooiiiuiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeees oo 64
7.3. EQUACAO BINOMIAL........coomiiimieeieeeeeeeeeeeeeeesee e eees s eeses s 66
7.4. EQUACAO TRINOMIAL. ....coooviiiieeieeeeceeee e 69
8. CONSIDERACOES FINAIS. 73

REFERIENCIAS ..coeeveeeeeveeevesesesessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssnsasasnsns 74







1. INTRODUCAO

1.1. CONTEXTUALIZACAO.
Os nimeros complexos surgem na historia da matematica como um dos conceitos mais

revoluciondrios e paradoxais, desafiando as no¢des tradicionais de nimeros e quantidades. Sua
trajetoria diferente — desde objetos vistos com desconfianca até os pilares centrais da ciéncia
moderna — oferece um caso exemplar de como ideias matematicas abstratas podem encontrar
aplicagdes imprevistas em dominios concretos. Este trabalho busca explorar essa dualidade
fundamental, examinando como uma constru¢do inicialmente considerada "imaginéria"
transformou-se em linguagem essencial para descrever fenOmenos tdo diversos quanto o
comportamento de correntes elétricas, a estrutura do &tomo ou os padrdes cadticos da natureza.

A jornada dos nimeros complexos comeca com os algebristas renascentistas
confrontando equagdes aparentemente insoliveis, passa pela genialidade de Euler que lhes deu
forma moderna, e culmina na visdo unificadora de Gauss que os elevou ao status de ferramenta
matematica legitima. Essa evolucdo historica revela ndo apenas o desenvolvimento de um
conceito matemdtico especifico, mas todo um processo de amadurecimento do pensamento
cientifico, onde nog¢des inicialmente rejeitadas como artificiais revelam-se portas para novos
paradigmas.

No plano tedrico, os nimeros complexos encerram uma beleza peculiar, unindo 4lgebra,
geometria e andlise em um sistema coerente onde operagdes impossiveis nos reais tornam-se
naturais. Sua representacdo geométrica no plano complexo, com a elegante simplicidade da

férmula de Euler e

= cosf + iSenf, mostra como conceitos aparentemente desconexos
encontram sintese perfeita nesse dominio ampliado. Mas € talvez nas aplicacdes praticas que
apenas falaremos, sem se aprofundar. Da engenharia a fisica tedrica, da computagdo gréfica ao
processamento de sinais, eles provaram ser muito mais que uma curiosidade matematica — sdo
ferramentas indispensdveis para modelar a realidade.

O fato de que equagdes envolvendo a "ficcdo" da raiz quadrada de -1 descrevem com
precisdo fendmenos tdo concretos quanto a ressondncia de uma ponte ou o spin de um elétron
permanece um dos mistérios mais profundos e fascinantes da relacao entre matematica e mundo
fisico. Este trabalho pretende guiar o leitor por essa narrativa extraordindria, mostrando como
os ndmeros complexos evoluiram de artificio algébrico para linguagem universal da ciéncia,

num processo que ilustra de maneira exemplar o poder criativo da abstragdo matematica e sua

capacidade de revelar padrdes ocultos na estrutura da realidade. Ao fazé-lo, espera-se nao
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apenas elucidar um tépico central da matemdtica moderna, mas também destacar como o
desenvolvimento desse conceito reflete o proprio progresso do pensamento cientifico em sua
busca por compreender e descrever o universo. Girolamo Cardano, foi um polimata italiano.
Escrevendo mais de 200 trabalhos
sobre medicina, matematica, fisica, filosofia, religido e musica. Na matematica foi o primeiro a
introduzir as ideias gerais da teoria das equagdes algébricas. Seu hédbito de jogar também o
levou a formular as primeiras regras da teoria da probabilidade. Na medicina foi quem primeiro
descreveu clinicamente a febre tifoide. Na fisica escreveu sobre as diferencas entre energia

elétrica e magnetismo. (NAHIN, 1998).

(Figura 1 - Girolamo Cardano em https://edu.techmania.cz/cs/encyklopedie/vedec/1088/cardano)

Girolamo Cardano nasceu em Pavia, na Lombardia, a 24 de setembro de 1501. Cardano
era filho ilegitimo (legitimado em 1524) de Chiara Micheria e do jurista e doutor matematico
milanés Fazio. Cresceu em meio a maus tratos, doencas e muitas infelicidades; mas apesar
disso, mostrou uma extraordindria precocidade para os estudos tido como célebre
como astrélogo e mago, antes de ter dado provas da sua invulgar aptiddo para o estudo
das ciéncias naturais e da matematica.

Em 1526, depois de ter obtido o titulo de doutor em Medicina na Universidade de Padua,
comec¢ou imediatamente a exercer a sua atividade de médico em Siccolongo e, logo em seguida,
em Padua. Ainda em 1526 escreve o livro Liber de Ludo Aleae (Livro dos jogos de azar)
resolvendo vdrios problemas de enumeragcdo e retoma os problemas levantados por Luca
Pacioli. A obra de Cardano, contudo, s6 veio a ser publicada em 1663. Cardano relata em sua
autobiografia, De Propria Vita que era viciado em jogos. Escreve que havia jogado xadrez por
40 anos e dados por 25 anos.

Em 1534 obteve uma cadeira de matematica em Mildo, mas continuou a estudar
medicina, misturada com préticas de astrologia e de magia. A sua cultura enciclopédica e a sua

poderosa inteligéncia, permitiram-lhe escrever sobre os assuntos mais diversos. O comego da
15
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histéria dos nimeros complexos remonta da época em que as equagdes do segundo grau
comecaram a ser estudadas. Isso porque, algumas das equacdes apresentavam solugdes claras,
~ 2 _ _ ~ ~
como a equagdo x“ — 5x + 6 = 0, que tem como solucdes 2 e 3. Enquanto outras equagdes,
como x% 4+ x + 1 = 0, pareciam ndo possuir solu¢des. Contudo, na época, esses casos nio
recebiam muita atengdo, simplesmente se admitia que a equacdo nao possuia solucdes.
Posteriormente, quando os matematicos estudavam equagdes cubicas, os italianos Scipione del
Ferro e Tartaglia desenvolveram uma férmula para resolver equacdes da forma x3 + px + q =

0 (STEWART, 2023), encontrando a seguinte férmula para a solu¢do:

@+ )
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(Figura 2- Niccolo Fontana, Matematico Italiano em https://biographies123.blogspot.com/2009/10/niccolo-

fontana-tartaglia.html)

Utilizando essa férmula para resolver equagdes, um problema interessante surgiu.

Analisaremos, por exemplo, a equagio x> = 15x + 4. Utilizando fatoragdo, podemos encontrar

as trés raizes, que sdo 4, —2 — V3 e —2++/3. Contudo, utilizando a férmula de Tartaglia,

) 3 3 .
chegaremos que uma das solugdes deveria ser : \/ 2++V-121+ \/ 2 —+/—121, um numero
que envolve a raiz quadrada de um numero negativo.

O matematico Rafael Bombelli resolveu tratd-los como nimeros comuns e utilizar

técnicas de fatoracdo para desenvolver esses nimeros, e foi capas de concluir que, na verdade,

3 3 . . . .

\/2 +V—-121 + \/2 —+1V—121 = 4. Esse foi o inicio do tratamento algébrico desse tipo de
numero. Inicialmente, eles eram usados apenas como artificio para a solu¢ao de problemas,
mas, com os trabalhos de Abraham de Moivre, Euler e, posteriormente, Gauss, os ndmeros

complexos passaram a ser entendidos como um conjunto numérico, que foi mais formalmente
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estruturado por esses matematicos. Scipione del Ferro foi um matemadtico italiano que primeiro

descobriu um método para resolver a equagdo cubica reduzida.

(Figura 3 - Scipione Del Ferro em https://matematicavalencista.blogspot.com/2015/09/matematicas.html)

Essa solugdo teria sido passada por um estudante de del Ferro a Girolamo Cardano que
a publicou em sua obra-prima matemadtica "Ars Magna", mostrando sua aplicacdo a Equagdes
Cubicas gerais. "Del Ferro" teria sido estudado posteriormente nessa solucdo pelo
matematico chinés Wang Xiaotong no século VII.

O poeta persa Omar Khayyam também resolvera a equacdo pelo uso das
curvas conicas no século XI e previra uma futura solu¢do mesma por métodos algébricos.
Scipione del Ferro nasceu em Bolonha, no norte da Itdlia, filho de Floriano e Filippa Ferro. Seu
pai, Floriano, trabalhou na industria do papel, o que se deve a invencao da imprensa na década
de 1450 e que provavelmente permitiu a Scipione acessar varias obras nos primeiros estagios
de sua vida. Ele provavelmente tenha estudado na Universidade de Bolonha, onde se tornou
professor de Aritmética e Geometria em 1496.

Nos seus ultimos anos, ele também trabalhou como comerciante. Nao existem scripts
sobreviventes de del Ferro. Isso se deve em grande parte a sua resisténcia em comunicar suas
obras. Em vez de publicar suas ideias, ele apenas as mostrava a um pequeno e seleto grupo de
amigos e alunos. Tem suspeita que isso se deve a pritica dos matematicos na época de se
desafiarem publicamente. Quando um matemadtico aceitava o desafio de outro, cada matematico
precisava resolver os problemas do outro. O perdedor em um desafio normalmente perdia
financiamento ou sua posi¢ao na universidade.

Del Ferro tinha medo de ser desafiado e bem provavel que manteve seu maior segredo
de trabalho para que ele pudesse usd-lo para se defender em caso de um desafio. Apesar desse
segredo, ele tinha um caderno onde registrava todas as suas descobertas importantes. Apds sua

morte em 1526, este caderno foi herdado por seu genro Annibale della Nave, que era casado
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com a filha de del Ferro, Filippa. Nave também era um matematico e ex-aluno de del Ferro, e
ele substituiu del Ferro na Universidade de Bolonha apds sua morte. Em 1543, Gerolamo
Cardano e Lodovico Ferrari (um dos alunos de Cardano) viajaram a Bolonha para encontrar

Nave e aprender sobre o caderno de seu falecido sogro.

1.2. JUSTIFICATIVA.

A escolha dos nimeros complexos como tema deste trabalho se deve ndo apenas a sua
importancia matematica, mas também a um problema educacional recente que foi a retirada
deste conteddo do curriculo do terceiro ano do Ensino Médio.

Essa decisdo, aparentemente técnica, tem implicacdes profundas na formagdo dos
estudantes, limitando seu acesso a conceitos fundamentais para diversas dreas do conhecimento.
Os nimeros complexos, longe de serem apenas uma abstracdo matematica, sdo ferramentas
essenciais em campos como engenharia elétrica, fisica quantica, processamento de sinais e até
mesmo na computacdo grafica. Ao elimind-los do curriculo bésico, criamos uma geracao de
alunos que chegara ao ensino superior sem conhecer ferramentas indispensdveis para entender
fendmenos naturais e tecnoldgicos.

Além do aspecto pratico, hd uma questdo de principio envolvida. A matemdtica ndo é
apenas uma colecdo de formulas para resolver problemas imediatos; € uma linguagem que
desenvolve o pensamento 16gico e a capacidade de abstracdo. Os nimeros complexos, em
particular, representam um marco na histéria da matemadtica, mostrando como a disciplina
evolui ao enfrentar desafios aparentemente impossiveis, como a raiz quadrada de numeros
negativos. Sua exclusao do curriculo envia uma mensagem equivocada sobre o que € importante
aprender, privilegiando um ensino utilitarista em detrimento de uma formagdo mais sélida e
criativa.

Este trabalho, portanto, busca ndo apenas explorar as propriedades e aplicagdes dos
nimeros complexos, mas também chamar a aten¢do para os riscos de um curriculo
empobrecido. Ao estudar esse tema, reafirmamos o valor de uma educacdo matemaética
completa, que prepare os alunos nao apenas para provas padronizadas, mas para os desafios
intelectuais que encontrardo em suas trajetorias académicas e profissionais. A decisao de omitir
os numeros complexos do Ensino Médio pode parecer pequena, mas reflete uma tendéncia
preocupante de simplificacdo excessiva do conhecimento, que precisamos questionar e reverter.

Os ndmeros complexos, muitas vezes vistos como um conceito abstrato no ensino
basico, desempenham um papel fundamental em diversas dreas do conhecimento, desde a

engenharia até a fisica e a computagdo. Surgidos como uma extensdo dos numeros reais, eles
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foram inicialmente desenvolvidos para resolver equagdes que ndo tinham solu¢do no mundo
real, como aquelas que envolvem raizes quadradas de nimeros negativos. No entanto, sua
utilidade vai muito além da matemaética tedrica, encontrando aplicacdes praticas essenciais em
situagdes cotidianas e avancadas.

Um dos campos em que os nimeros complexos se mostram indispensaveis € o da
engenharia elétrica, especialmente no estudo de circuitos de corrente alternada. Nesses
sistemas, tensdes e correntes variam periodicamente, e representa-las com nimeros complexos
simplifica enormemente os cdlculos. Em vez de trabalhar com funcdes trigonométricas
complicadas, os engenheiros usam nimeros complexos para analisar a magnitude e a fase dos
sinais elétricos, permitindo o projeto eficiente de redes de energia, motores e equipamentos
eletronicos.

Na érea de telecomunicacdes e processamento de sinais, 0s nimeros complexos sdo a
base de técnicas como a Transformada de Fourier, que decompde sinais de dudio, imagens e
até transmissoes de rddio em suas frequéncias componentes. Isso € crucial para o funcionamento
de tecnologias como streaming de musica, televisdo digital e redes de celular, onde a
informacao precisa ser codificada, transmitida e decodificada com precisdo. Outra aplicacdo
relevante esta no controle de sistemas dindmicos, como os encontrados em robdtica, avides e
processos industriais.

Engenheiros usam nimeros complexos para analisar a estabilidade desses sistemas,
prevendo como eles responderao a diferentes condi¢des e garantindo que funcionem de maneira
segura e eficiente. Na fisica, especialmente na mecanica quintica, os nimeros complexos sao
parte integrante da descri¢do do comportamento de particulas subatdomicas. A famosa equacao
de Schrodinger, que rege a evolucdo de sistemas quanticos, depende diretamente desses
nimeros para prever probabilidades e estados de particulas, sendo essencial para o
desenvolvimento de tecnologias como computacao quantica e imageamento médico.

Até mesmo na computacdo grafica e em jogos eletronicos, os nimeros complexos e
suas extensdes, como os quatérnios, sdo usados para calcular rotagdes e movimentos em trés
dimensdes, criando animacdes mais realistas e imersivas. Portanto, embora possam parecer
inicialmente um conceito puramente matemadtico, os nimeros complexos sdo ferramentas
poderosas que permeiam muitas das tecnologias e avangos cientificos que moldam o mundo
moderno. Sua capacidade de simplificar problemas complexos e modelar fendémenos

multidimensionais os torna indispensdveis tanto na pesquisa tedrica quanto suas aplicacdes.
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1.3. OBJETIVOS.
1.3.1 OBJETIVO GERAL.

Este trabalho tem como objetivo geral explorar o desenvolvimento dos nidmeros

complexos, em seus aspectos historicos, desde a sua criacao até os dias atuais.

1.3.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS.

e Conhecer a forma algébrica e polar dos nimeros complexos;
e Aplicar a férmula de De Moivre;
e Resolver equagdes cubicas;

e Relacionar os aspectos geométricos e trigonométricos dessas entidades matemaéticas.

1.4. METODOLOGIA.

O nosso trabalho serd pautado por uma viagem ao longo da histéria, desde a descoberta
dos numeros complexos até os dias de hoje. Comecamos fazendo uma justificativa porque a
escolha do tema, evidenciarmos a sua importancia para nossa vida, discutiremos um pouco da
evolucdo desses nimeros, desde quando comecaram os estudos com toda descrenga até a
formalizagdo. Abordaremos alguns matemdticos que criaram e desenvolveram os numeros
complexos, contando um pouco da historia de cada e como foi sendo desenvolvido tais estudos
e também sobre a importancia da participacao de cada um deles.

Serd mostrado como resolver a equacio cubica, e também serd feita uma ligacao entre
nimeros complexos e geometria. Serd feita uma abordagem da forma polar e sua ligacdo com
a trigonometria contando um pouco da histéria dessa nova fase de descoberta de nimeros
complexos e como representa-los geometricamente.

Em seguida faremos uma pequena explanacdo de como sdo os nimeros complexos e,
partindo da percep¢dao do que ocorre com a rotacdo dos nimeros complexos passando pela
defini¢cdo da multiplicagdo, divisdo potenciacdo e radiciacdo na forma polar com énfase na
primeira e segunda formula de De Moivre e, por fim, passamos a resolu¢do das equagdes

binomiais e trinomiais.

1.5. PUBLICO ALVO.

Este trabalho foi elaborado para atender a demanda de professores, estudantes do
terceiro ano médio, licenciandos em matematica. A estrutura e a abordagem do contetddo foram

pensadas para que o trabalho seja relevante e acessivel a esses grupos. O trabalho € direcionado

20



aos estudantes do ensino médio e superior que estdo tendo o primeiro contato com os nimeros
complexos.

Para eles, o texto serve como uma introdu¢do diddtica e clara, desmistificando o
conceito e mostrando a sua utilidade para além da teoria. O objetivo € apresentar a l6gica por
trds da unidade imagindria e as operagoes bdsicas, demonstrando como os nimeros complexos
expandem nossa capacidade de resolver problemas mateméticos que a matemdtica real, por si
s0, ndo consegue abordar.

Em segundo lugar, o texto se aprofunda para se tornar uma ferramenta valiosa para
universitdrios e profissionais das ci€ncias exatas. Para esse publico, o foco é nas aplicagcdes
praticas. Sao explorados exemplos concretos em dreas diversas. O objetivo é demonstrar como
essa poderosa ferramenta matemaética simplifica a anélise de fendOmenos complexos, tornando-
se essencial para o desenvolvimento de solugdes tecnoldgicas e cientificas.

Por fim, este trabalho também se destina a educadores e pesquisadores que buscam
material de apoio. A proposta € oferecer uma ponte entre a teoria € a pratica, apresentando as
aplicacdes de forma concisa e inspirando a exploragdo de temas mais avancados, como a anélise
complexa, e suas diversas ramificacdes. Em suma, este trabalho busca ser um guia, que conduz
o leitor do conceito bdsico a aplicagdo avangada, reforcando que os ndmeros complexos sao
mais do que uma abstracdo, eles s@do um pilar fundamental da ciéncia e das engenharias

modernas.
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2. A SOLUCAO DA FORMACAO CUBICA.

2.1. A SOLUCAO CUBICA.

Os matematicos da época de del Ferro sabiam que a equagdo cubica geral poderia ser
simplificada para um dos dois casos chamados de equagdo cubica reduzidas, para nimeros
positivos p, q e x.

x3=px+gq

O termo em x2, sempre pode ser removido tomando x = x’ + a para uma constante

apropriada a. Embora ndo se saiba hoje com certeza qual método del Ferro usou, pensa-se que

ele usou o fato de que x = \/a ++b + \/a — /b , resolve a equagio x? = (Z\Ia2 - bz)x +

2a, conjeturar que x = va+ Vb + va—+vb, resolve x3 = (33 a? — bz) x + 2a . Isso

acabou sendo verdade. Entdo, com a substituicdo apropriada de parametros, pode-se derivar

uma solugdo para a cubica reduzida:

H4 conjecturas sobre se del Ferro trabalhou em uma solugio para a equacao ctibica como
resultado do curto mandato de Luca Pacioli na Universidade de Bolonha em 1501-1502. Pacioli
havia declarado anteriormente na Summa de arithmetica que acreditava que uma solucdo para
a equacdo era impossivel, alimentando um amplo interesse na comunidade matematica. Nao se
sabe se Scipione del Ferro resolveu os dois casos ou nao.

No entanto, em 1925, manuscritos foram descobertos por Bortolotti que continham o
método de del Ferro e fez Bortolotti suspeitar que del Ferro havia resolvido ambos os casos.
Cardano, no livro Ars Magna (publicado em 1545) afirma que foi del Ferro o primeiro a
resolver a equagdo cubica e que a solucdo seria através do método de del Ferro. Girolamo
Cardano desenvolveu uma férmula para resolver equacdes cibicas reduzida x3 + px + g = 0,

que € dada por:
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Observagdo:

Existem dois problemas os quais levaram Cardano a resolver a solucdo cuibica que
seriam determinar dois nimeros cuja soma € 10 e o produto € 40, e também sobre determinar
a solugdo da equagio que possui uma ctibica e uma reta, ou seja, x> = 15x + 4. A férmula
ndo € dele. Cardano a divulgou em forma de poema, apenas.

A seguir, reproduzimos 0s versos na sua versao original, tal como transcritos na
pagina 120 da edi¢do de 1554 dos Quesiti [6]:

“I1. Quando che'l cubo con le cose appreso
Se aggaglia a qualque nimero discreto
Trovati due altri differenti in esso
2. Depoi terrai questo por consueto
Che'l lor produtto sempre sia eguale
Al terzo cubo delle cose neto
3. El residuo poi suo generale
Delli lor lati cubi ben sostratti
Verra Ia tua cosa principale
4. In el secondo de coiesti aiti
Quando che'l cubo restasse lui solo
Tu osserverai quesfaltri contratti
5. Del namero farai due, tal parfa volo
Cha I'uno e 1'altro si produca schietto
El terzo delle cose in stelo
6. Delle qual poi, per commun precetto
Torrai li lati cubi incieme gionti
Et cotai somma serd il tuo concetto
7. El terzo poi de questi nostri conti
Se solve con secondo, se ben guardi

Che ser natura son quasi congiontri
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8. Questi trovai, et non con passi tardi
nel mille cinquecento quatro et trinta

Nella citta dal maré intorno centa.”

Uma traducgdo para o portugués ficaria, mais ou menos, assim:
“1. Quando o cubo com a coisa em apreco
Se igualam a qualquer niimero discreto
Acha dois outros diferentes nisso
2. Depois terds isto por consenso
Que seu produto seja sempre igual
Ao cubo do terco da coisa certo
3. Depois, o residuo geral
Das raizes cubicas subtraidas
Ser4 tua coisa principal
4. Na segunda destas operacoes,
Quando o cubo estiver sozinho
Observards estas outras reducoes
5. Do ndmero faras dois, de tal forma
Que um e outro produzam exatamente
O cubo da terca parte da coisa
6. Depois, por um preceito comum
Toma o lado dos cubos juntos
E tal soma ser4 teu conceito
7. Depois, a terceira destas nossas contas
Se resolve como a segunda, se observas bem
Que suas naturezas sao quase idénticas
8. Isto eu achei, e ndo com passo tardo
No mil quinhentos e trinta e quatro
Com fundamentos bem firmes e rigorosos

Na cidade cingida pelo mar.”
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2.2. A DEDUCAO DA FORMULA.

Temos que, x> = px + q. Note que:
(u+v)3 =u3+3u%v + 3uv? + v,
ou seja,

(u+v)3 =3uw. (u+v) + (3 +v3).

Fazendo, x = u + v, obtemos:

x3 =3uv.x + (U3 +v3)

Assim, comparando com a primeira equacao temos:

Buv =peud+v3=gq

Com isso, Cardano conseguiu algumas conclusoes:

- p
3uv =p n=o
Como, u3 + v3 = g, temos:
AN
(3_17) +v°=q
3
p
3 PV

Multiplicando por v*, obtemos:

(§>3 +v° = qv3

vé —qvd + (g)3 =0

3

W32 — q. (V) + (g) -0

Logo, também Cardano percebeu que poderia fazer algumas modifica¢des e utilizando

v3 = t, ele obteve o seguinte:
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Logo;

Chegando ao seguinte resultado;
3, (D (P
t= 2 £ (2) (3)

Assim, Cardano, usando o método citado anteriormente, substituir v3 = t, prosseguiu

com seus estudos e chegou a conclusao que:

Um fato interessante € que, muitas vezes, essa formula descreve um resultado como a
soma de duas raizes cubicas de nimeros complexos. Todavia, ao serem calculadas, as partes
imagindrias somadas se anulam, entregando como soma um ndmero real.

Esse fato um tanto quanto intrigante a época foi um forte estopim para o
desenvolvimento investigacdo acerca de nimeros inicialmente tidos como gambiarras para a

resolucdo de problemas ou nimeros imagindrios e, posteriormente, formalizados como um
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novo conjunto de nimeros sobre os reais se visto como espago vetorial, mas pode ser visto

como um corpo por si sé. (PESIC, 2003, p. 35)

Vejamos um exemplo na prdtica sobre a deducdo de Cardano:
1- Resolvendo a equacgio cibica x3 = 6x + 9.

Solugdo:

Temos que,p = 6eq =9, logo:

3. /9\* /6\> 81 81 32 49
2-6) =6 -G =5-8=7-%-7

Contudo;
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E para o v;

Entdo;

x=u+v
x=2+1
x=3

Determinando assim, a solucdo real da equagdo x*> = 6x + 9. E o valor seria de x = 3.

2.3. RESOLVENDO A EQUACAO CUBICA.

Considerando a equagio x3 = 15x + 4, temos:

Para o célculo de p, encontramos;

- -0
u=3’2+m
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E, para determinar v, obtemos;

v= |2 —v=121

Nessa resolu¢cao, Bombeli se deparou com a v—121, mas acreditando que fazia sentido,

continuou o calculo, escrevendo;

V=121 =/121.(-1) = V121.V-1=11.V-1

Como se fosse nimeros reais. Ele percebeu que;

(2+v=1)’ =8+ 12V=1-6+v=T=2+11V—1

€

(2-v=1)’ =8-12V=1-6+V=1=2-11V=1

Procedendo com esse entendimento e acreditando que os célculos realizados faziam

sentido, determinamos y € v, assim,;

u=3\/z+mz3\/2+11\/—_1=3\/(2\/—_1)3=2+\/—_1

€

v=ijz—m=i/2—11\/—_=3\/(2—\/—_1)3=2—\/—_1

Portanto;

x=pu+v

Logo;
x=02+V-1)+(2-v-1)

Resultando x = 4, que ¢ a solucdo real da equagio x> = 15x + 4.
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E importante notar que para equagdo x> = 15x + 4, se tiver f(x) = x> e g(x) =
15x + 4 e construirmos os seus graficos, notamos que a solucdo real é x = 4, e Bombelli
tinha razao, pois encontrou a solugao real, que para a época era o que fazia sentido.

De fato: f(x) =43 = 64 e g(x) = 15.4.+4 = 64.

85 A
80
55
50
45
40
35
30
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3. NUMEROS COMPLEXOS NA GEOMETRIA.

A ideia que temos de nimeros complexos € que foram criados para resolver problemas
de equacdo que até entdo ndo haviam solugdes, como ja citado antes, em que delta era negativo
e esses tipos de problemas surgiram na geometria analitica no estudo da posi¢do relativa entre
reta e circunferéncia, ou seja, verificar se a reta intercepta em um ponto, corta em dois pontos

ou ndo a circunferéncia.

Com, ANr = {A,B}secantes, ANs = {c}tangentes, ANt = {} Exteriores. Para
determinarmos essa intercessao resolvermos um sistema que recai sobre uma equacdo do
segundo grau. r

Vejamos alguns exemplos:

Se considerarmos a circunferéncia (1):x? + y? = 1 eareta (r): 2x + 3y = c.

Ya
1 y )
x2+y2=1
] T x o
\ X
-1 (r):2x+3y=c
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Determinando o valor de x, temos:

Se ¢ = 2, teremos;

o= ¥
2
Com:
4—-12y +9y*
=1
4 y
4—-12y+9y +4y2 =4
13y2-12y =0
Logo;
Coony 2
y=0o0uy=17

Contudo, se y = 0, temos que x = 1, logo, A(1,0) esey = %, temos que x = I—;, logo:
B (—5 12)
~\13713/

Portando, as curvas A e r sdo secantes.
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Se C=+/13, entao;

x2+y’=1 e x=

Com, 13 — 6,/13y + 9y? + 4y? = 4, logo:

13y2 —6,/13y+9 =0

Assim;
6V13+0

Y= "2
Dai;

24/13 7V13

y=—— e X=——o
13 26

De onde concluimos que o ponto C é (%2_3 , %;_3) e as curvas A e s sdo tangentes.

- 5-3
SeC=5,entiox? +y2=1ex = Ty, temos:

5—3y\°
( 2 y) tyi=1

25—-30y +9y2 + 4y =4
13y2 =30y +21=0
Resolvendo a equacdo do segundo grau, obtemos:
A =(—-30)% —4.13.21
A=-192
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Com 4 < 0. Entdo, as curvas A e tsdo exteriores.

Observe que esse problema geométrico ndo possui solucao.
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4. CARDANO E O ARS MAGNA.

Como citado antes, Girolamo Cardano foi um dos primeiros matemaéticos a lidar com
ndmeros complexos, embora de forma hesitante. Em seu livro Ars Magna (CARDANO, 1545),
ele apresentou a férmula geral para a solucdo de equacdes cubicas, que as vezes levava a
expressoes envolvendo raizes quadradas de ndmeros negativos. Isso o obrigou a considerar
essas quantidades, mas ele préprio as chamou de "sofisticadas" e ndo acreditava que tivessem
um significado real. Mesmo sem compreender totalmente seu significado, Cardano reconheceu
que essas expressdes eram Uteis para resolver certos problemas algébricos. No entanto, foi
Rafael Bombelli quem posteriormente desenvolveu uma interpretacdo mais estruturada dos
nimeros complexos, mostrando como manipulé-los corretamente.

Ars Magna, de Girolamo Cardano, € uma das obras mais importantes da historia da
algebra. Seu titulo completo é Ars Magna sive de Regulis Algebraicis (A Grande Arte, ou Sobre
as Regras da Algebra), e nele Cardano apresenta métodos sistematicos para resolver equagdes
polinomiais, em particular as cubicas e qudrticas e teve como principais Contribuigdes:

I.  Solug¢do das equacdes cubicas: Cardano publicou a famosa férmula para resolver
equacoes cubicas, que aprendeu com Niccolo Tartaglia. Essa descoberta foi um marco
na matemadtica renascentista.

II.  Solugdo das equacdes quarticas: Ele também incluiu a solugdo para equagdes do quarto
grau, desenvolvida por seu aluno Lodovico Ferrari.

III.  Primeiro contato com numeros complexos: Durante o processo de resolu¢do das
cubicas, surgiam raizes quadradas de nimeros negativos, algo que Cardano mencionou,
mas ndo compreendeu plenamente.

IV.  Sistema algébrico mais estruturado: Ele introduziu notagdes mais organizadas e discutiu

a ideia de que equacdes deveriam ter multiplas raizes.

Apesar de sua relutancia com os nimeros complexos, Ars Magna abriu caminho para o

estudo sistemdtico da dlgebra e influenciou geragdes de matemaéticos.
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ARS MAGNA
OR THE RULES
OF ALGEBRA

Translated by T. Richard Witmer

(Figura 4 - Ars magna or The Rules of Algebra — 1545 em https://m.media-
amazon.com/images/I/51WMXIJ338YL. SY466 .jpg)

De Cardano, 1545, na época do renascimento, era tido como problema, a existéncia dos
nimeros x e y, taisque x + y = 10 e x.y = 40. Veja:
x+y=10->y=10—x
x.y =40
x.(10 — x) = 40
—x2+10x—40=10

Multiplicando por (-1):
x> —10x—40=0

A = b? — 4ac
A=100—-1160
A =-60

Veja que 4 < 0. Encontrando o x.

—-b+VA
X=—F""
2a
10 +/4.(—15)
X =
2
x=5+V_15

Logo;

x=5—+v=15 e y=5++v-15
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Note que;
x+y=10
x.y =25—(—15)
x.y =40

No livro, Ars Magna, Cardano comecgou a busca pela resolucio da equagdes cubicas na
forma x3 = px + q. Graficamente, tem-se:

Y A
y=DpX+q y=x3

Diferente do caso da circunferéncia e da reta, neste caso temos sempre uma solucao
porque nossa reta sempre cortard a raiz ctubica. Assim, Cardano desenvolveu a seguinte ideia
para resolver a equagdo cibica x3 = px + g, pois toda equagio do terceiro grau pode ser escrita

dessa forma. Com isso, podemos obter a sua resolugdo. Sabemos que:
(u+v)3 = u3 + 3u?v + 3uvx? + v3,
ou ainda,

(u+v) =3uv.(u+v) + (3 +v3).

Comparando com o resultado acima a equacao cubica, temos:

Buv=p e pud+vd=gq

Onde x = p + v é a nossa solucdo da equacdo x3 = px + gq.
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3 £>3=
W+ (3) =a

u3+(§)3.%=q

Ou seja;
ue+ (g) = q’

ue—qu® + (B)3 =0

Que é uma equacdo biquadrada.

Fazendo u3 = t, temos:

tz—qt+(§)3=0

Que é uma equacdo do segundo grau na varidvel t, obtemos:

E: Ja? —4.(%)3

t =
2

Reescrevendo, temos;

Como, 3uv =p » v = % e, substituindo em u3 + v3 = q, obtemos:
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Como x = u + v, temos que:

A qual seria a forma resolutiva da equagio x> = px + q.

4.1. A CONSTRUCAO DO CONJUNTO NUMEROS COMPLEXOS.
Os nimeros complexos, como ja citado antes, é todo nimero na forma z = x + yi, com

xey € Rei? = —1. Temos que;
x—>Ea parte real de z, (R(Z) = x)
y — E parte imagindria de z, (Imy =y)

i = E Unidade imaginéria de z.

Conjunto dos niimeros complexos, identificado com o plano R? = {(x,y); x,y € R}. Vamos
fazer a seguinte identificacio:

f:R? - R?(C)

(x,y) © f(x,y) =x+ yi = z,onde i* = —1

Dessa forma, o conjunto dos niimeros complexos C, pode ser definido como C = R?,
com as trés operagdes: Adi¢cdo, Subtracao e Divisdo.. Considerando z; = x; + yqi ez, = x, +
Y, 1, definimos:

I- Adicao:

zZ1+2z; = (x1 +x3) + (1 +y2)i

II- Multiplicagdo:

Z1.23 = (X1. X3 — ¥1.¥2) + (X1. Y2 + X2. Y1)
I11- Divisao:

Zy 71 Z

Z Zzlz_z
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E importante lembrar também que:
1°)i? =i.i =(0,1).(0,1) = (0.0 — 1.1,0.1 + 1.0) = (-1,0) = -1
29 ()2 =[(-D.il*=(-D%i?=1.(-1) = -1
Logo, os nimeros complexos —i e i podem ter operagdes equivalentes.
3°) Note que:

(x—yiD).(x+yi) =x>+xyi—xyi+y> = (x> +y?) +0i =x> +y2 € R.
Se x + yi = 0, temos também:

(x + yi). (x — yi) = x? + y?

Entao:

A Unica expressao da forma x + yi para ser zero € da forma 0 + 0i.
Vejamos alguns exemplos:

1) Dado dois nimeros complexos, z; = 6 + 5i e z, = 2 — i, calcule a soma.
Solugdo:
6+5)+2—-i)=64+2+5i—i=8+(5-1)i=8+4i
Portando z, + z, = 8 + 4

2) Determine a divisdo entre os niimeros complexos z; = 1+ 5iez, =3 + 2i .
Solugdo:
. 1+5i . . .
Calculando o quociente de ﬁ, como o conjugado de 3 + 2i é 3 — 2i temos:

1+5i 1+5i 3—2i
34+42i 3+42i3-2i

_ 3—-2i+5i—108
Bl 32 + 22

13 +413i

13 =1+i
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3) Multiplique os niimeros complexos z; = 2+ 5iez, =1 — 2;.
Solugdo:

(2 +5i).(1 —2i) =2 —4i+ 5i —10i2.
Considerando que i2 = —1, temos:
2—4i+5i+10=12+1i

4.2. IGUALDADE DE DOIS NUMEROS COMPLEXOS.

Sejam:
Zy =Xyl e Zy =X, + Y5l
Temos;
7y =Zy,X1 =Xp€Y1 =Y,
Zy=12p,2,— 2, =0
(g +y10) — (x +y20) =0
(1 —x2) + (71— y2)i=0
Com isso;
X1 —x,=0
X1 = Xy
e
y1—=Y2=0
Yi=DY2

Concluindo-se assim a igualdade para dois nimeros complexos, ou seja, para que dois
nimeros complexos sejam iguais € necessario que as partes reais sejam iguais e, também as

partes, imagindrias sejam iguais.

4.3. POTENCIAS DE NUMEROS COMPLEXOS.
O nuimero imaginario 1 € definido como a raiz quadrada de -1, ou seja: v—1. As

poténcias de i sdo os resultados dessa base elevada a um expoente qualquer (n), sendo n um
nimero natural i". O nimero i, também conhecido como unidade imagindria, estd incluido
no conjunto dos nimeros complexos, uma vez ndo ser possivel classifici-lo como um

numero real. Perceba que nao existe um nimero real que multiplicado por si, resulte em -1.
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As poténcias de i seguem um padrdo ciclico, simplificando seu célculo para qualquer

expoente n. Esse padrdo se repete a cada quatro expoentes.

i" Calculo Poténcia de i
i° i°=1 1
it it=i i
i? Sei=+—1entioi? = —1 -1
i3 3=i%il=—1.i=—i —i
it t=iB3itl=—ii=-i?=—-(1) =1 1
i5 i5=i%iLi’=(-D.i.(-1) =i i
i® i®=i2 2'2=( 1).(-1).(-1) = -1 -1
i’ i7=i%i =(-1).(-1).(-1).i = —i —i
Propriedade:

Sen € Z e r é o resto da divisao de n por 4, entdo i" =i".

Prova:
Considerando n € Z. Como as poténcias de 1, ou seja, se repetem de quatro em quatro,

temos que:

n| 4
I q

Logo,n = 4q + r,onde r € {0,1,2,3}.

Assim;

n _—_ i4-q+T'
- )

ou seja,

in =T = (DT =19 =10 ="

Vejamos esse exemplo:
Calcular a poténcia de i, quando n = 243.
Solugdo:

l'24-3 =7

Resolvendo a divisdo, temos:
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Logo;

Entdo;

243 | 4

-003 60
3
243 =604+ 3
243 _ ;3 _
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5. COMPLEXOS NO PLANO CARTESIANO (PLANO
COMPLEXO).

Johann Carl Friedrich Gauss, conhecido popularmente como o “principe dos
matematicos”, foi uma referéncia incontornavel na matematica, na geometria, na fisica e na
astronomia. Entre as suas maiores conquistas académicas estd a inven¢do do telégrafo. Carl

Friedrich Gauss nasceu no dia 30 de abril de 1777 em Brunswick, na Alemanha.

(Figura 5 - Johann Carl Friedrich Gauss em

https://tsel.mm.bing.net/th/id/OIP.dJUZOZBbgz6201UCoKFzSQHaEK ?pid=Api&P=0&h=180)

Em 1796, o matemdtico descobriu um método para desenhar um heptadecidgono (um
poligono de 17 lados) apenas com uma régua e um compasso. Esse foi um desafio que intrigou
os pesquisadores durante mais de 2000 anos até ter sido solucionado por Carl Gauss. Em 1801,
o intelectual publicou Disquisitiones Arithmeticae, um livro de matematica fundamental que

reunia as suas principais ideias.

DISQVISITIONES

ARITHMETICAE

........

o - - g
(Figura 6 - Disquisitiones Arithmeticae em

https://i.pinimg.com/originals/d1/88/ea/d188eacf02200a81baldf6b382764ef7.ipg)
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No principio do século XIX, deixou a aritmética para se dedicar exclusivamente a
astronomia, o seu principal interesse no novo campo de estudo era acompanhar a 6érbita dos
satélites. Como tinha também habilidades manuais, ajudou no aprimoramento de uma série de
instrumentos para medi¢cdo da luz e também das distancias astrondomicas (DUNNINGTON,
2004).

Durante a década de 1830, se juntou a uma série de pesquisadores que investigavam o
magnetismo terrestre. Juntos, ele fizeram o primeiro levantamento mundial do campo
magnético da Terra, que foi feito com um instrumento que Gauss havia recém inventado, o
magnetometro. Carl foi tdo importante para esse campo do conhecimento que o seu sobrenome
- Gauss - € usado para chamar uma unidade de medida magnética (NAHIN, 1998).

O plano de Argand-Gauss representa os nimeros complexos em um plano, com o eixo
horizontal, que € o eixo da parte real, e o eixo vertical, que € o eixo da parte imaginéria. O plano
de Argand-Gauss € formado por dois eixos: um vertical (conhecido como eixo imagindrio) e
um na horizontal (conhecido como eixo real). Nele € possivel representar geometricamente

nimeros complexos que estdo na forma algébrica.

5
2+ 4i
4 L
4+ 2i
2 L]
=2+ 10
® 1
-5 -4 -3 -2 -1 9 1 2 3 4 5Im
-1
-3-2i 3-2i
® -2 . ®
1-3i
-3 L)

(Figura 7 - Plano de Ardend Gauss em https://s2.static.brasilescola.uol.com.br/be/2021/02/1-plano-de-argand-

gauss.jpg)

Por meio dessa representagdo geométrica, € possivel desenvolver alguns conceitos,
como o moédulo e o argumento de um nimero complexo. Os nimeros complexos sido
representados algebricamente por z = a + bi, entdo eles sdo representados por pontos (a, b),

representacao essa que recebe o nome de afixo.
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5.1. CONSTRUIR O NUMERO COMPLEXO.

Consideramos o seguinte: z = x + yi ou z = (x,y). Portando z no plano complexo,
temos:

Im 1‘ P
N it ' (X, V)
0 X Reai

Na geometria analitica podemos considerar ou interpretar um ndmero complexo z

qualquer como:

I- Um ponto = x = (x,y) (par ordenado);

II- Uma seta — com origem 0 e extremidade no ponto P.

II-  Vetor Z = (x,y).

A representacdo geométrica de z € denominada de afixo.

Observagao:

Veja a diferenca de interpretar pares ordenados como ponto e vetor

%@ 9

Im 4

x,y)=2

O

Real

ﬁzﬁﬁ(x,y)z(e—c,f—d)zﬁ
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Temos que;
lull = llzll = /xz +y°

AB e OP sio equivalentes, com mesmos: Comprimento, Dire¢do e Sentido.

5.1.1. CONJUGADO DE UM NUMERO COMPLEXO.

Definimos o conjugado de um niimero complexo z = x + yi é o nimero complexo que

€ denotado por z, definido por: Z = x —yi,

Im N
y _________________ I zZ
0 X Real
y _________________ IZ

Veja que zZ € uma reflex@o de z com relacdo ao eixo real. Propriedades:
e Z=2VzE€EC
o Zl+22:Z_1+Z_2,V21,226C;

® 71.Zp = Z_l.Z_2,V21,Zz € C,

e 7 =227€ R (nimero real);

o 7= —z27€ R, (imaginario puro).

5.1.2. RELACAO IMPORTANTE DOS NUMEROS COMPLEXOS.
Sez=x+yi,onde x,y € R, entdo;

z.Z=x*+vy>€R
Temos duas formas de abordar o médulo de um nimero complexo, ambas apontando
para a mesma defini¢do, que € acerca do comprimento, ou da distancia do afixo do nimero

complexo até a origem do sistema de coordenadas. Vejamos o grafico a seguir:

47



Real

O R

Temos que, r = ||z|| = 0 (distancia).

Logo;

r2=x2+y?2=x2+vy* ou |z| =/x2%+y*

Ou seja;

r=+2z.2.

5.1.3. ARGUMENTO DE UM NUMERO COMPLEXO.

Se temos, com 0 < 6 < 2mou0° < 6 < 360° e arg(z) = 0 o argumento de um nimero
complexo ¢ o angulo 6 formado com o eixo horizontal e o segmento de reta que liga a
representacdo geométrica de um ndmero complexo a origem do plano de Argand-Gauss.

Dado um ndmero complexo da forma x + yi, podemos representd-lo em sua forma

geométrica como o ponto z(X, y).

Im#4 Z=X+yi
)/ il 4
0 ! R
0 X Real

arg(z) = 6 —» argumento do nimero complexo z.
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Aplicando as relacdes trigonométricas a um tridngulo, obtemos:

X
cosf = —
T
sen0=X
r
y
tgh ==
g X

Exemplo.

Veja como representar no plano complexo e determinar o argumento do ndmero

complexo z = 1 + +/3i. Temos que x = 1 e y = /3. Logo;

A
im
z=1++3i
V3T :
2/
0 1 real
Izl = 4/12 +(V3)2=2
9—1
cos =5
V3
sen9=7

Logo, arg(z) = 60° ou arg(z) = grad
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6. FORMA POLAR OU TRIGONOMETRICA.

A forma polar dos niimeros complexos, expressa como r(cos@ + i.senf) e re'? surgiu
no século XVIII como uma evolu¢do natural da manipulacido algébrica e geométrica dos
nimeros complexos. Seu desenvolvimento estd ligado a uma transi¢cdo na matemética, quando
os estudiosos comecaram a buscar representacdes mais intuitivas e eficientes para operar com

esses numeros, especialmente em multiplicagcdes e poténcias.

(Figura 8 - Matemadtico Abraham De Moivre em

https://tse3.mm.bing.net/th/id/OIP.BhXHcXgRT113Ri2gROWopgAAAA ?pid=Api&P=0&h=180 )

Matemitico francés nascido em Vitry, proximo a Paris, que fez carreira profissional na
Inglaterra, onde foi professor particular e tornou-se um destacado pesquisador com grandes
contribuicdes fora no campo da teoria das probabilidades, porém sem se tornar professor
universitario por causa de sua nacionalidade. Apds cinco anos na Academia Protestante em
Sedan, foi estudar 16gica em Saumur (1682-1684).

Indo para Paris, estudou no College de Harcourt, mas por causa de sua convic¢ao
religiosa fugiu para a Inglaterra (1685) apos a revogagdo do Edito de Nantes e a conseqiiente
expulsdo dos huguenotes. Foi eleito membro da Royal Society (1697), da Academia de Paris e
da de Berlim, nas quais publicou varios trabalhos em seus periddicos (STIGLER, 1986).

Devido a sua amizade com Newton, integrou a comissdo criada pela Royal Society
(1710) para esclarecer a paternidade do cdlculo entre seu amigo e Leibniz. Pioneiro do
desenvolvimento de geometria analitica e a teoria de probabilidade, publicou o célebre Doctrine
of Chances (1718), sobre a teoria do acaso, onde exp0s a defini¢do de independéncia estatistica
junto com muitos problemas com dados e outros jogos. Também pesquisou estatisticas de
mortalidade e a fundou a teoria de anuidades.

Outra grande publicacdo no assunto foi Miscellanea analytica (1730), onde destacou o

emprego da trigonometria na probabilidade. Neste livro apresentou uma férmula injustamente
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atribuiu a Stirling, na qual ele usou para derivar a curva normal como uma aproximag¢ao para o
bindmio (1733). Na realidade Stirling contribuiu para a melhoria da férmula na segunda edi¢ao
do livro (1738).

A despeito de sua enorme producdo e prestigio nos meios cientificos da época morreu
em condi¢des de pobreza em Londres. O contexto da forma polar comeca a tomar forma no
final do século XVII com Abraham de Moivre (1667-1754). Em 1722, ele publicou o teorema
que leva seu nome: Formula de De Moivre (cos6@ + i sen8)™ = cos nf + i senf (NAHIN,
1998).

Esse resultado, voltado para poténcias de numeros complexos, foi um marco inicial.
Embora De Moivre nio tenha explicitamente usado a forma polar como um sistema geral de
representacao, seu teorema sugeriu que operagdes com numeros complexos podiam ser
simplificadas ao trabalhar com angulos e magnitudes. Isso plantou a semente para a ideia de
multiplicar médulos e somar argumentos, caracteristicas centrais da forma polar. O trabalho de
De Moivre foi motivado por problemas algébricos da época, como a resolucdo de equacdes e 0
célculo de raizes, mas ele ainda operava em um contexto onde os ndimeros complexos nao

tinham uma interpretagdo geométrica clara ou uma notacao unificada.

6.1. SECULO XVIII: EULER E A FORMALIZACAO.

A grande mudanca para a forma polar veio com Leonhard Euler no século XVIII. Em
1748, em uma de suas obras, Euler apresentou a férmula e® = cos@ + i senf que ligou

exponenciais as fungdes trigonométricas. Essa descoberta foi bastante ttil e mudou o cendrio

na época, porque transformou a representagio r(cos6 + i senf) em re'®, mostrando que a

multiplicagdo de dois nimeros complexos na forma polar:
rle l91 . T'2€ 192 — rlrze 1(91+92)

Era simplesmente a multiplicacdo dos médulos e a soma dos angulos.

A TS

(Figura 9 - Leonhard Euler em https://2.bp.blogspot.com/-
JyxA1iukjJI/UNeP708ICXI/AAAAAAAAAtw/vTeZMsgywvc/s1600/Leonhard%2BEuler.jpg)
Leonhard Euler (1707-1783) foi um importante matematico e cientista suico, foi

considerado um dos maiores estudiosos da matemadtica, de sua época. Sua contribuicao teve
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como um dos pilares a Introdu¢do a Andlise dos Infinitos, obra que constitui um dos
fundamentos da matematica moderna.

O contexto da época era de intensa exploracao da anélise matematica. Euler, trabalhando
em Sao Petersburgo e depois em Berlim, estava imerso em um ambiente de avancos na teoria
das séries e fungdes. Sua férmula surgiu como uma resposta elegante a problemas de
manipulacdo de nimeros complexos, que antes exigiam cédlculos tediosos na forma retangular
(a + bi). A forma polar, com essa base exponencial, tornou-se uma ferramenta pratica e
teoricamente rica.(fonte: https://www.ebiografia.com/leonhard_euler/)

6.2. FINAL DO SECULO XVIII: A INTERPRETACAO GEOMETRICA
COM ARGAND E WESSEL.

A forma polar ganhou uma dimensdo geométrica no final do século XVIII. Em 1797, o
noruegués Caspar Wessel (1745—-1818) descreveu os niumeros complexos como vetores em um
plano, com um médulo (comprimento) e um argumento (angulo). Ele publicou seu trabalho em
dinamarqués, o que limitou sua divulgacdo na época, mas sua ideia foi um passo pioneiro para
visualizar a forma polar: o nimero r(cosf + i senf) podia ser visto como um ponto a uma

distancia (7) da origem, em um angulo (6).

(Figura 10 - Caspar Wessel em https://mathshistory.st-

andrews.ac.uk/Biographies/Wessel/wessel 1.ipg)

Caspar Wessel (1745-1818) foi um matematico e cartografo noruegués-dinamarqués
que desempenhou um papel importante no desenvolvimento da representacdo geométrica dos
nimeros complexos, sendo um dos primeiros a propor o que hoje associamos a forma polar.
Apesar de sua contribuicdo pioneira, ele permaneceu relativamente desconhecido durante sua
vida, em grande parte porque publicou seu trabalho em dinamarqués, uma lingua menos
acessivel a comunidade cientifica internacional da época.

Wessel nasceu em 8 de junho de 1745, em Jonsrud, na Noruega (entdo parte do Reino
da Dinamarca-Noruega). Ele era o sexto de treze filhos de uma familia modesta. Seu irmado
mais velho, Johan Herman Wessel, tornou-se conhecido como poeta e dramaturgo, mas Caspar

seguiu um caminho mais técnico e matematico.
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Em 1763, aos 18 anos, ele ingressou na Universidade de Copenhague para estudar
direito, mas logo se voltou para a matemadtica e a topografia, dreas que dominariam sua carreira.
Wessel trabalhou como cartégrafo para o governo dinamarqués, participando de projetos de
mapeamento da Dinamarca e da Noruega.

Esse trabalho exigia habilidades geométricas e trigonométricas, o que provavelmente
influenciou suas ideias sobre nimeros complexos. Ele passou grande parte de sua vida em
Copenhague, onde morreu em 25 de marco de 1818. A principal contribui¢do de Wessel a
matemdtica veio em 1797, quando ele apresentou um ensaio intitulado Om Directionens
analytiske Betegning ("Sobre a Representacdo Analitica da Dire¢do") a Academia Real
Dinamarquesa de Ciéncias e Letras. O trabalho foi publicado em 1799 nas atas da academia.
Nesse ensaio, Wessel prop0s uma interpretacdo geométrica dos nimeros complexos que
antecipou o que hoje chamamos de "plano complexo" e a forma polar.

Ele sugeriu que um nimero complexo a + bi poderia ser representado como um vetor
no plano, com (a) no eixo horizontal e (b) no eixo vertical. Mais importante, ele introduziu a
ideia de que esses nimeros poderiam ser descritos por um comprimento (médulo) e um angulo
(direc@o ou argumento). Em sua notagdo, um niimero complexo era expresso em termos de uma
magnitude e uma orientacdo, essencialmente a forma polar r(cos6 + i senf, embora ele ndo
usasse exatamente essa formulacao trigonométrica.

Wessel também descreveu como multiplicar dois nimeros complexos nesse sistema: os
comprimentos (mddulos) eram multiplicados, e os angulos (direcdes) eram somados. Isso €
exatamente o que define a multiplicacdo na forma polar moderna. Por exemplo, para dois
nimeros complexos representados como vetores com comprimentos 1y e 1, € angulos 6, e 6,,
o produto teria comprimento 747, € angulo 6; + 6,.

Pouco depois, em 1806, Jean-Robert Argand (1768—1822), um matemético suico,
publicou um ensaio independente com uma ideia semelhante. Ele representou os nimeros
complexos no plano cartesiano, hoje chamado de "plano de Argand", onde a forma polar
emergia naturalmente como coordenadas polares (7, 8).

Esse enfoque geométrico reforcava a intui¢do da multiplicacdo na forma polar:
multiplicar dois nimeros complexos correspondia a escalar o comprimento (mddulo) e
rotacionar o angulo (argumento). O trabalho de Argand, escrito em francé€s, alcancou maior
circulacdo e ajudou a popularizar essa representacdo. (fonte: https://mathshistory.st-

andrews.ac.uk/Biographies/Wessel/)
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(Figura 11 - Jean-Robert Argand em https://prabook.com/web/show-
photo.jpg?id=2509602&cache=false)

Jean-Robert Argand (1768-1822) foi um matemadtico suico, de origem francesa,
conhecido por sua contribui¢do ao desenvolvimento da representacdo geométrica dos nimeros
complexos. Ele € amplamente reconhecido por popularizar o que hoje chamamos de "plano de
Argand", uma representacdo visual que associa ndmeros complexos a pontos no plano
cartesiano e que estd intimamente ligada a forma polar.

Diferentemente de muitos matemdticos famosos de sua época, Argand ndo era um
académico profissional, mas um amador talentoso cuja obra teve impacto duradouro. Argand
nasceu em 18 de julho de 1768, em Genebra, na Suica, numa familia de origem huguenote
francesa. Pouco se sabe sobre sua infincia e formacao inicial, mas ele ndo parece ter seguido
um caminho académico tradicional.

Adulto, trabalhou como contador e gerente de uma livraria em Paris, para onde se mudou
no inicio do século XIX. Sua vida foi marcada por uma existéncia modesta e discreta, € ele
dedicou-se a matemadtica por paixdo, sem buscar fama ou posi¢ao académica. Argand viveu em
uma época de grandes transformagdes, incluindo a Revolugdo Francesa (1789-1799) e o
subsequente periodo napolednico, mas nao hd evidéncias de que esses eventos influenciaram
diretamente seu trabalho matematico.

Ele morreu em 13 de agosto de 1822, em Paris, aos 54 anos, possivelmente em condi¢des
de pobreza, ja que pouco se sabe sobre seus ultimos anos. A principal contribui¢do de Argand
veio em 1806, quando ele publicou, de forma andnima, um pequeno ensaio intitulado Essai sur
une maniere de représenter les quantités imaginaires dans les constructions géométriques
("Ensaio sobre uma maneira de representar quantidades imagindrias nas construcoes
geométricas").

Esse trabalho foi impresso as suas préoprias custas e distribuido a um circulo restrito de

matemadticos, o que reflete seu status de outsider na comunidade cientifica. No ensaio, Argand
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propds que os nimeros complexos a + bi poderiam ser representados como pontos no plano
cartesiano: (a) no eixo horizontal (parte real) e (b) no eixo vertical (parte imaginéria). Essa ideia
ndo era inteiramente nova — Caspar Wessel a havia apresentado em 1797 —, mas Argand foi
além ao explorar as implicacdes geométricas dessa representacdo, incluindo sua conexao com
a forma polar.

Ele interpretou o nimero complexo como um vetor com um médulo 7 = v/ a? + b? (a

e A . . a N .
distancia da origem ao ponto) e um argumento 6 = arctan (Z) (o angulo com o eixo real

positivo). Embora Argand nao usasse a notagao trigonométrica moderna r(cos@ + i senf) de
maneira explicita, ele descreveu como a multiplicacdo de nimeros complexos correspondia a
uma operacao geométrica: os modulos eram multiplicados, e os angulos, somados. Essa € a

esséncia da multiplicacdo na forma polar.

Por exemplo, Argand mostrou que multiplicar: Para z = 1 + i com médulo V2 por si

mesmo resultava em |z| = /12 4+ 12 = /2 pois V2.4/2 = 2 e 45° + 45° = 90°, ajustando o
moédulo final para (1) apds a rotacdo. Sua abordagem era intuitiva e geométrica,
complementando a visdo algébrica de Euler. No inicio do século XIX, Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) consolidou a forma polar ao usa-la em seus estudos de teoria dos nimeros e
geometria.

Embora ele ndo tenha sido o criador da representacdo, Gauss a empregou de forma
sistematica, especialmente em problemas como a constru¢do de poligonos regulares com régua
e compasso, onde a rotacdo no plano complexo (ligada ao argumento) era essencial. Seu
prestigio ajudou a legitimar a forma polar como uma ferramenta padrdo na matematica. O
desenvolvimento da forma polar ocorreu em um periodo de transicdo na matemética, marcado
pela busca por unificacio e simplicidade.

No século XVIII, os matemdticos estavam fascinados por conexdes entre dlgebra,
geometria e trigonometria, e a forma polar exemplificava essa sintese. A necessidade de
resolver equagdes, calcular poténcias e entender fenomenos periddicos (como oscilacdes)
impulsionou o interesse por uma representacao que facilitasse essas operacdes. A forma polar
respondeu a esse chamado, oferecendo um método visual e algébrico que tornava a
multiplicacdo mais natural do que na forma retangular.

A forma polar emergiu entre os séculos XVII e XIX como resultado de contribui¢des
sucessivas: De Moivre sugeriu suas propriedades trigonométricas, Euler a formalizou com uma

base exponencial, Wessel e Argand a interpretaram geometricamente, € Gauss a consolidou
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como pratica comum. O contexto histdrico reflete um esfor¢o coletivo para transformar os
nimeros complexos em uma linguagem mais acessivel e poderosa, culminando em uma das
representacoes mais elegantes da matematica.

(fonte:https.://www.britannica.com/biography/Jean-Robert-Argand)

6.3. REPRESENTACAO POLAR OU FORMA TRIGONOMETRICA DE UM
NUMERO COMPLEXO.
Sabemos que um nimero complexo possui forma geométricaigualaz = a + bi, onde

a recebe a denominacio de parte real e b parte imagindria de z. Por exemplo, para o nimero
complexo z = 3 + 5i,temosa = 3eb = 5ou Re(z) = 3 e Im(z) = 5. Os nimeros
complexos também possuem uma forma trigonométrica ou polar, que serd demonstrada com
base no argumento de z (para z # 0). Considere o nimero complexo z =a + bi, em que z #

0, dessa forma temos que:

a b
cos =—- e senl =-.
p p

Essa relacdes podem ser escritas de outra forma, acompanhe. Vejamos o grafico a seguir:

A
Im

—

0 Rer;l

Com tudo, podemos obter uma forma algébrica do nimero z. z = x + yi. Como:

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
|
X

X
cost9=;—>x=rcost9 e sen9:%—>y=rsen0

Temos que;

z =r1.cos0 + r.senb.i, ou seja, z = r.(cosO + i senf).

Que é denominada de forma trigonométrica ou forma polar de z.
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6.4. DISTANCIA ENTRE DOIS NUMEROS COMPLEXOS.

Podemos definir também a distancia entre dois nimeros complexos. Veja a seguir o grafico:

Im A
Y2

V1

Onde podemos ter;

d = |zw|
d=|w-—z|

Ou se preferirmos:
d = |(x2,¥2) — (x1, 1)l
d=1|(x; — x1, 52 — y1)|
d=(,—x1) + (2 — 1)

Exemplo:
Dado os nimeros complexos z = 3 — 4i e w = —5 + 2i, determinar a distancia de z e w.
Solugdo:
d = |zw||lw — z| = |(=5 + 2i) — (3 — 4i)]
d=|(-5-3)+(2+4)il

d = |—-8 + 6i|
d =+ (—8)2 + 62
d=10u.d.

Com u.d. sendo Unidade de Distdncia.
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6.5. ROTACAO DE UM NUMERO COMPLEXO.

Podemos rotacionar das seguintes formas:
I- Multiplicando um nimero complexo z = x + yi por i, significa rotacionar de
z de 90° no sentido do ciclo trigonométrico (sentido anti-horario).
E importante ressaltar que sendo z = x + yi qualquer, obtemos:
.z=i(x+yi)=—-y+xi

No gréfico temos;

v

II- Rotacionar um numero complexo z = x +yi de um angulo 6, é uma

transformacao linear, onde:
rot(8y):C - C

zZ > 2.2y =1r0ot(6,)
Mostrando geometricamente, temos;

Im

1&
A

Z) grmmmmmmmmmm = V1

)
7
k

Real

k - - -

1 Real

|Z|=r |Zol=l
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rl

0+ 6,

Real -

|z.zo| = 7.1

Rotacionar de um angulo 6, significa encontrar um novo nimero complexo em que o
seu modulo € o produto dos médulos dos nimeros complexos z e z, e multiplicando z por z,
e utilizando as relagdes trigonométricas, obtemos:
Z.Zg =
Entdo, rotacionar um nimero complexo z de angulo 8, significa multiplicar os seus
moédulos e somar seus argumentos (angulos). Demonstrando algebricamente, temos que:
z =r.(cosO + i.senf)
zo = L. (cosB, + i.senby)
Logo;
2.2y = [r.(cosO + i.senB)].[l. (cosb, + i.senb;)]
z.zy = 1.1[(cosB.cosO, — senb.senb,) + i(cosOsenb, + cosf,send)]

r.l[(cos(6 + 6,) + i.sen(6 + 6,)

N

N
o

I

Entdo, rotacionar um niimero complexo z6g a um angulo 6, significa multiplicar os

seus modulos e multiplicar os seus angulos.

6.6. OPERACAO DE MULTIPLICACAO COM A FORMA POLAR.
Os nimeros complexos, quando representados na forma polar, oferecem uma maneira

simplificada de realizar operacOes como a multiplicacdo. Considere os seguintes numeros
complexos:
Z, = 1.Cis0, e z, = 1ycish,
ou

7z, = 11(cosB, + i.senb;)ou (z, = r,(cosO, + i.senb,).

59



Por simplicidade de notagado, escrevemos senf para representar.
Assim;
Z,.Z5 = (rycis@,). (r,cish,)
zy.25 = (1r1.13).[(cosO, + i.senb,).(cosh, + i.senb,)
24.25 = (1r1.13). (cosB,cosb, + i.cosO,senb, + i. senf,cosf, — senf;senb,
2.2y = (11.13).[(cosB,cosB, — senb,senb,) + i(senb,cosb, + cosO,senb,)]

zy.25 = (1r;.13).[cos(6; + 0,) + i.sen(6; + 6,)

6.7. DIVISAO DE NUMEROS COMPLEX0S NA FORMA POLAR.

A divisdao de numeros complexos na forma polar apresenta uma elegante simplificacio
quando comparada a forma algébrica tradicional. Enquanto na forma retangular (z = a + bi)
0 processo exige a racionalizacdo do denominador, a representagdo polar transforma a operacao

em um procedimento direto. Considere os nimeros complexos:

Zy =T1y.cis0y e z, = 1ycisf, # 0

z, 11(cosgy + i.senb;)

Z, 1,(cosB, + isend,)

z; _11(cosb; +i.senb,).(cos8, —i.senb,)

z, 1,(cosf, + i.senbs).(cosh, — isend,)

zy 1, (cosB,cosB, + senf senb,) + i(senb,cosf, — cosf,senb,

Z, Ty cos?6, + sen’0,

Z1 " .

— = —.[(cosB,cosB, + senf,senb,) + i(senb,cosf, — cosf,senb,)
Z T

Z1 " .

— =—.[cos(6; — 0,) +i.sen(6; — 6,)

Z; T

6.8. POTENCIACAO DE NUMERO COMPLEXO COM A FORMA
POLAR.

A potenciagdo de nimeros complexos, quando trabalhada na forma polar, se torna uma
operacdo surpreendentemente simples e elegante, gracas a férmula de De Moivre
(CHURCHILL; BROWN, 2013).

Considere:

z =r.cis@ =r.(cosf + i.senf)
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As operacdes de multiplicacdo, divisdo e potenciacdo com nimeros complexos ndo sao
apenas regras matemadticas; sdo ferramentas que simplificam a ciéncia e a engenharia. Usando
a forma polar, a multiplicacio e a divisdo se tornam incrivelmente simples: basta

multiplicar/dividir os médulos e somar/subtrair os angulos.

Essa facilidade € crucial para representar rotacdes e escalas, sendo a base para a andlise
de circuitos elétricos, onde a fase e a amplitude de sinais sdo alteradas. A potenciacdo, com o
Teorema de De Moivre, permite calcular rapidamente qualquer poténcia de um nimero
complexo. Isso € vital para entender o comportamento de sistemas dindmicos e vibratérios na
fisica e na engenharia. Dominar essas operacdes transforma problemas complexos em

processos diretos, tornando os nimeros complexos uma ferramenta essencial.
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7. FORMULA DE DE MOIVRE

A Férmula de De Moivre representa um dos marcos fundamentais no desenvolvimento
da teoria dos nimeros complexos, estabelecendo uma relacdo profunda entre a dlgebra e a
trigonometria. Descoberta pelo matematico francés Abraham de Moivre no século XVIII, essa
féormula ndo apenas simplificou operacdes com nimeros complexos, mas também abriu

caminho para avancos significativos em diversas dreas da matemadtica e das ciéncias aplicadas.

O contexto histérico da féormula remonta ao periodo em que os nimeros complexos
ainda eram objeto de intenso debate entre os matematicos. Embora inicialmente vistos com
desconfianca, esses nimeros ganharam gradualmente aceitacdo a medida que suas aplicacdes

praticas se tornavam evidentes.

Abraham de Moivre, um huguenote francé€s exilado na Inglaterra, foi um dos pioneiros
no estudo sistematico dessas entidades matematicas. Seus trabalhos, desenvolvidos no inicio
do século XVIII, demonstraram como as poténcias de nimeros complexos podiam ser expressas

através de fungdes trigonométricas.

As implicagdes da Formula de De Moivre s@o vastas. Na matematica pura, ela se tornou
ferramenta essencial para o cdlculo de raizes n-ésimas de nimeros complexos e para o estudo
das raizes da unidade. Nas aplica¢des praticas, encontrou uso imediato na fisica e na engenharia,

particularmente no estudo de fendmenos oscilatérios e ondulatérios.

Posteriormente, a formula serviu de base para o desenvolvimento da ainda mais
abrangente Formula de Euler, que estabelece a fundamental relacdo entre exponenciais
complexas e funcdes trigonométricas. O legado da Férmula de De Moivre estende-se até os
dias atuais, encontrando aplicacOes em dareas tdo diversas quanto o processamento de sinais

digitais, a computacao grafica e a mecanica quantica.

Sua importancia historica reside ndo apenas no resultado em si, mas na maneira como
ajudou a consolidar os ndmeros complexos como ferramenta matematica indispensavel,

superando as resisténcias iniciais da comunidade cientifica.

A férmula permanece como testemunho do poder unificador da matematica, capaz de

revelar conexdes profundas entre areas aparentemente distintas do conhecimento. (fonte:

https://brasilescola.uol.com.br/matematica/formulas-de-moivre.htm)
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7.1. FORMULA DA POTENCIACAO PARA OS NUMEROS
COMPLEXOS: PRIMEIRA FORMULA DE DE MOIVRE.

Considere: z = r.cisf = r.(cosf + i.senB),comn € Z. Temos que;

zm=rn, (cos(nﬁ) + isen(n@)).
A prova sera feita o principio de indugao finita utilizando em duas partes.

Parte 1:
Se n = 0, entdo:

z° =1 er% (cos(0,0) +i.sen(0,6)) = 1.

Logo temos;

z%2 = (r.1).[cos(8 + 8) + i.sen(6 + )]

Entio;

z? =12, (cos(20) + i.sen(26)

Primeira formula de De Moivre:
Considere o nimero complexo z = r. (cos@ + i.sen8). Sendo n € Z, temos que:

z" = r™.[(cos(nB) + i.sen(nd)]

Prova:

A prova serd feita em duas etapas, utilizando o principio de indugdo finita.
Primeira parte:;
Considere n € Z,, assim;

i- Sen = 0, entdo z°

= 1. De onde concluimos a necessidade da férmula paran = 0.
ii- Vamos supor que a férmula é verdadeira paran = k — 1, logo:
zF1 = k=1 [cos(k —1).6 + i.sen(k — 1).6]
1ii- Devemos mostrar que a férmula é vélida para n = k, assim;
zF =271z = r* 1 [cos(k —1).0 + i.sen(k — 1).0]}.[r. (cosO + i.senB)]
zF = [r* 1 r]. [cos((k — 1).0 + 0) + i.sen((k — 1)8 + 6)]
z¥ = r¥ [cos(kO) + i.sen(k8)].

Portanto, por 1), ii), e iii) a formula € vélida paran € Z, ..
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Parte 2:
Considere agora n € Z*_, assim sendo n < 0, logo teremos n = —m € Z,, portanto a

m se aplica a formula.

zZt=z""
1
Zh = —
Zm
1 cos(m@) — i.sen(m8)

n

B r™(cos(m@) + i.sen(m@)) cos(m) — i.sen(mo)

B cos(m@) — i.sen(m@)
~ r™m.[cos2(mB) + sen?(mh)]

z™" =r~™ [cos(—mB) + i.sen(—mB)]

Portando:

z"™ =r™. [cos(nB) + i.sen(nh)]

Desta forma, concluimos que pela primeira e segunda etapas, que a primeira formula de De

Moivre ¢ valida para todo n € Z.

7.2. FORMULA DE RADICIACAO PARA OS NUMEROS
COMPLEXOS: SEGUNDA FORMULA DE DE MOIVRE.

Considere z = r.(cos8 + i.senf)en € Z,. Comn = 2.

Temos que, Vz = z; e z} = z.

Assim;
n 0 2 . 0 2
z, = . [cos (— + k.—) +i.sen (— + k—)]
n n n n
Com, Vr € R, e k variandode 0 an — 1.
Demonstracao:
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Vamos determinar todos os nimeros complexos zj, tais que \/z = z,. Considerando

z, = p(cosa + i.sena), vamos considerar p e a, desde que:
Vz=zpezl =z
e Sen=k—1,entio:

zk=1 = k=1 (cos(k —1).0 + i.sen(k — 1)0)

Devemos mostrar que € valida paran = k.

7% = 72Kt 7z = [r* (cos(k — 1) .0 + i.sen(k — 1)8].[r. (cos8 + i.send)]
zF = (r*1.7).[cos ((k —1)0+0+isen((k—1).0+ 9)]

z* = r®(cos(k@) + i.sen(nh))

Observagoes importantes!

I- Supondo que 0 < 8 < 2, existem n valores para a no intervalo [0, 27].
De fato:

0
Parak =0->a=—

n

6 2m
Parak=1->a=—+—

n o n

0 2m
Parak=2-»a=—+2.—

n n

0 2m
Parak=n—-1-a=—+Mn-1).—
n n

Note que;

0 21T 0 ~ .
Param, k =n— a = —tn—=-+ 2n. Logo, ndo pertence ao intervalo [0, 27[.
1- Todo nimero complexo z, ndo nulo, admite n raizes enézimas distintas, as quais tem

2 n . . -
mesmo médulo p = 1/|z| e os argumentos principais formando uma progressao

. L. . . 0 . 2T
aritmética (P.A.) com primeiro termo — erazdo —.
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2- Esses nimeros complexos sdo vértices de um poligono regular inscrito em uma
circunferéncia, se n = 3.
Exemplo:

Temos que,

p" =1 - p = Vrecos(na) = cosh, com sen(na) = sené.

Logo;
na = 0 + 2kn
0+ 2kn
a0 =—
n
Ou ainda;
7] 21
a=—+k.—
n n
Comk € Z.

Portanto, z, = Vr. [cos (Q + k.z—n) +i.sen (Q + kz—n)]
n n n n

7.3. EQUACAO BINOMIAL.

Na algebra, um bindmio € um polindmio formado por dois termos, € uma equacao
binomial é uma equacido polinomial em que o polindmio possui exatamente dois termos,
geralmente igualado a zero, sendo expressa como ax™ + b = 0. Nesse caso, até o termo de grau
n, onde n € um inteiro positivo, e b € o termo constante, com a € b como coeficientes reais ou
complexos, sendo a # 0.

Essa equagdo se destaca pela simplicidade estrutural, diferindo de trinomiais ou
polindmios com mais termos, € seu grau n determina o nimero de solugdes, que podem ser
reais ou complexas, conforme o teorema fundamental da dlgebra. A resolugdo consiste em isolar

x, resultando em:

b 1
ax"=—-bex"=——-ox=(——)n
a a

As solugdes variam conforme n: paran = 1, hd uma raiz real; paran = 2, duas raizes,
que podem ser reais ou imagindrias; paran = 3, nraizes complexas, frequentemente expressas

na forma polar.
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Paran = 1, temos a.x* + b = 0, assim:

ax = —b

Logo, o conjuto solugdo é:

[95)
Il
—~——
[yl

-

Paran = 2, temos ax? + b = 0.

ax? = —b
x%=—=
a
Vx? = _b
a
b
x==4 |——
a

b - , . . . b -
Se — - < 0, entdo as raizes serdo dois nimeros complexos conjugados, se — - < 0, entdao

as raizes serdo reais e opostas. Para n > 3, as n raizes da equagdo serdo complexas.

Com isso definimos toda equacdo na forma;

a.x"+b=0

Onde, a,b € Ccom a # 0 e n € N, é denominada de equacio bindmia.
Exemplo:

1- Resolver a equagdo 3x° + 192 = 0.
Solugdo:
3x6+192 =0
x = —64
x = Y—64
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Logo,z = —64,r = 64,0 = men = 6. Assim;

Temos que;

T
Zo = 2.|cos (g

z, = V64. [cos(

n+k2n)+_ <n+k2n>]
G " i.sen .

6 6

=2 [cos (54 k) +isen (T + k7|
Zx = 2.|cos| =+ k.= i.sen |~ G

+0 2”)+' (
6 l.sen 6

Logo, zy = V3 + i.

T
zy = 2. [cos (g

Logo, z, = 2i.

T 21 ) T 5
Zy, = 2.[cos(g+2.—> + l.sen( + 2. —)] = 2. [COS—+l sen—

T P
"G i.sen |

6

Logo, z, = —V/3 + i.

T 21 ] T 21 T 7T
Z3 = 2. [cos (— +3 —> + i.sen (—+ 3—)] =2 [cosz +i.sen—

6 6

Logo, z3 = —V/3 + 1.

T 21 ) T 3
Zy = 2.[cos(—+4 —>+l.sen( + 4. —)] = 2. COS—+l sen—

6 6

=2.[0 4+ (-1).

Logo, z, = —2i.

i/ 2m T s V3 1
—+ 0—)] = 2.[cos€+ l.seng] = 2.[7+§ll

6

21 T
+ 1. —)] = 2. [cosE+ i.sen

. E]=2.[0+i.1]

2

6 6

6 6 6

6 2

i]
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_2[ (n+52n)+_ (n+5 >] 2[ 11n+ 11w
Zs = 2.|cos G > i.sen G = 2.|cos i.sen G

Logo, z5 = V3 —i.

_2[ (n+62n)+_ (n+6 >] 2[ 13n+ 137
Zg = 2.|cos G > i.sen G = 2.|cos i.sen G

T T \/— 1
Zg = 2. [cos€+ i.sen 6] 2. > 2 l

Logo, zg = V3 +i.

A partir de k = 6 as raizes comecam a se repetirem.
Importante!
As raizes encontradas na solu¢do da equacdo 3x® + 192 = 0 sdo os vértices de um

hexédgono regular inscrito em uma circunferéncia de centro e e raio de 2.

7.4. EQUACAO TRINOMIAL.
Definicdo:

Toda equacio da forma a.x?™ + b.x™ + ¢ = 0,onde a,b,c €EC,coma # 0.h #0 ¢
n € N, é denominada de equagdo trinomial. A equagdo trindmia quadrética, expressa na forma
ax* + bx + ¢ = 0, possui uma histéria que remonta as civilizacdes antigas. Os babildnios
(c. 20001600 a.C.) foram pioneiros ao resolver problemas equivalentes, como x* + px = gq,
utilizando métodos geométricos baseados em completar o quadrado, registrados em tabuletas
cuneiformes (BOYER, 2010).

Na Grécia Antiga, Euclides (c. 300 a.C.) abordou essas equagdes geometricamente em
Elementos, limitando-se a solugdes positivas (KATZ, 2008). J4 na India, Brahmagupta (598—
668) avancou ao aceitar raizes negativas em sua obra Brahmasphutasiddhanta. No
Renascimento, Girolamo Cardano (1501-1576) introduziu as raizes imagindrias em Ars Magna
(1545), ampliando o entendimento das solucdes.

No século XVIII, Leonhard Euler (1707—-1783) conectou as raizes complexas a forma
polar. Entre os estudiosos, Al-Khwarizmi (780-850) destaca-se como o principal responsdvel
pela sistematizacdo da resolucdo algébrica da equagdo trindmia quadritica. Em sua obra Al-
Jabr (c. 820), ele classificou tipos de equacdes quadraticas (como x2 + bx = ¢) e desenvolveu o
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método de completar o quadrado (KATZ, 2008; STRUIK, 1987), oferecendo uma abordagem

geral que influenciou a édlgebra medieval e moderna. Sua contribui¢do deu origem ao termo

"dlgebra" e pavimentou o caminho para a férmula atual onde temos x = @.
Exemplo.

Resolver a equagio x° — 72x3 + 512 = 0.

Solugao.

Temos que;

(x3)2-72.(x3)+512=0
Fazendo x3 = t, obtemos:
t2 —72t+512=0
Determinando as raizes da equacdo pela férmula resolutiva para equagdo do segundo grau,

temos:

72 + V722 — 4.1.512
L= 21
72+ 56
b=

Para t’, temos:

Para t”, temos:

Sendo x3 = t, temos para t = 8 que:
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Logo:z=8,r=8e6 =0.

n 0 21 . 0 21
z, = . [cos (— + k.—) +i.sen (— + k—)]
n n n

n

21 ] 0 21
Zp = V8. [cos( + k. ?) + L.sen<§+ k?)]

-2 fes(62) s )
z;, = 2.|cos 3 i.sen 3
Com isso, podemos fazer

21
ZO—Z[COS(O?)+lS€TL< )] [cosO +i.sen)] =2.[1+i.0] =2

2r 2n 1 3
z1 = 2. [cos(l ?)+lsen( )] [cos—+tsen— =2.|-=z+—=i

3 2 2
=—-1++3i
21 2n 4 1 V3
Zy = Z[COS(Z ?)+Lsen(2 ?)]—2 cos—+lsen? =2.I—§+7il=—1\/§i

Fazendo para t = 64, obternos:

x3 =64 > x =3/64,

Logo,z = 64,71 = 64 e 6 = 0. Assim;

z, = V64. [cos( + k. _n) +i.sen<g+k.2§)]

21 ) 21
Zr = 4. [cos (k?) + i.sen (k?)]

Podemos entdo;

21 ] 21 . .
zy = 4. [cos (0?) +i.sen (O?)] =4.[cos0 +i.sen0] =4.[1+i.0] =4
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2m\ 2 2 2 1 3.
zl=4.[cos(1.?)+l.sen(1.?)]=4.[cos?+L.sen? =4, ——+71

= -2+ 2V/3i

Z, = 4. |cos (22?71) + i.sen (22;)] = 4. [cos (4?”) + i.sen (4_7'[) =4, [—l - ﬁll

=—-2-2+/3i

Portanto, a resolucdo, conforme visto das equacdes, usando a forma polar ndo apenas
mostra a poténcia do Teorema de De Moivre, mas também revela a beleza junto aos nimeros
complexos. Cada raiz, calculada a partir da forma apresentada, distribui-se precisamente no
plano complexo, refletindo a estrutura ciclica das operacdes com estes nimeros.

Este exercicio refor¢ca como a abstragdo matematica, guiada pelas resolucdes citadas,
como a forma polar, transforma problemas aparentemente sem solucdes em como responder.
Assim, confirmamos que os nimeros complexos sao muito mais que meras ideias algébricas:
sdo a chave para desvendar acontecimentos que vao desde rotagdes geométricas até outras dreas
do conhecimento, consolidando-se como um dos conceitos mais unificadores e aplicaveis da

matematica moderna.
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8. CONSIDERA COES FINAIS.

Ao final deste trabalho podemos afirmar que o nosso proposito foi alcangado, porque
através dessa pesquisa bibliografica, conseguimos mostrar que os nimeros complexos
representa uma das construgdes mais fascinantes e uteis da matematica, passando de uma
descrenca a uma realidade, pois embora tenha surgido de uma abstra¢do puramente tedrica para
resolver equacdes que ndo possuiam solu¢do no conjunto dos nimeros reais eles se revelaram
fundamentais em indmeras aplica¢des praticas que vao desde a engenharia até a fisica moderna.

A jornada através deste tema nos mostrou que os nimeros complexos ndo sdo apenas uma
curiosidade matemadtica, mas sim, uma ferramenta poderosa que permite descrever fendmenos
naturais e resolver problemas que seriam intratdveis apenas com nimeros reais a representacao
geométrica no Plano de Argand-Gauss, por exemplo, transformou conceitos abstratos em
visualizagdes concretas facilitando a compreensio de operacdes como rotagcdes e dilatagdes.

Além disso, a capacidade dos nimeros complexos de simplificar cdlculos em circuitos
elétricos e ondas eletromagnéticas demonstra sua importancia na tecnologia atual sem eles
muitas das inovagdes que dependem do processamento de sinais ou da andlise de sistemas
dindmicos simplesmente ndo seriam possiveis da mesma forma a fisica quantica que descreve
o comportamento das particulas em nivel atdbmico utiliza nimeros complexos de maneira
essencial provando que sua utilidade vai muito além da matematica pura.

Este trabalho também destacou como os niimeros complexos unificam diferentes areas
do conhecimento mostrando que a matematica € uma linguagem universal capaz de conectar
teoria e pratica de forma elegante e eficiente, portanto longe de serem apenas um tdépico
académico os numeros complexos sdo uma peca chave no desenvolvimento cientifico e
tecnoldgico continuando a inspirar novas descobertas e aplicacdes.

Em sintese os nimeros complexos sdo um exemplo brilhante de como ideias que parecem
abstratas no papel podem se transformar em ferramentas indispensdveis para o progresso
humano, sua histéria e suas aplicacdes mostram que a matemdtica € viva e estd em constante

evolugdo sempre pronta para surpreender e enriquecer nosso entendimento do universo.
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