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RESUMO

O operador Laplaciano € uma ferramenta matematica central em diversas areas da fisica e da
engenharia, figurando em equag¢des fundamentais como as de Laplace, Poisson e a equagdo de
onda. Contudo, sua apresentacdo em sistemas de coordenadas ndo cartesianas € frequentemente
abordada no ensino superior como uma férmula pronta, omitindo-se a dedu¢do matemética que a
origina e, consequentemente, limitando a uma compreensao superficial por parte dos estudantes.
Este trabalho teve como objetivo principal preencher essa lacuna pedagégica, oferecendo uma
andlise sistemadtica e detalhada da derivacdo do operador Laplaciano em coordenadas polares,
cilindricas e esféricas. A metodologia empregada partiu de uma revisao bibliografica de obras
candnicas da fisica-matemadtica, seguida pela deducgdo rigorosa das expressdes do operador
através da aplicacio da regra da cadeia para transformacdes de coordenadas. Subsequentemente,
a utilidade pratica das expressdes deduzidas foi demonstrada pela aplicacdo na resolugdo de
problemas cldssicos da fisica, como o cdlculo do potencial eletrostdtico e gravitacional em
sistemas com simetria circular, axial e esférica. Os resultados evidenciaram que a escolha de um
sistema de coordenadas compativel com a geometria do problema simplifica drasticamente a
solucdo de equagdes diferenciais parciais complexas. Concluimos entdo que uma abordagem
focada na dedugdo, em vez da memoriza¢ao, promove uma compreensao mais profunda da
intima relagdo entre a simetria fisica de um sistema e a estrutura da ferramenta matematica
necessaria para descrevé-lo, reforcando a importancia do raciocinio analitico no ensino de

ciéncias e matematica.

Palavras-chaves: Operador Laplaciano, Coordenadas Curvilineas, Equagdes Diferenciais Parci-

ais.



ABSTRACT

The Laplacian operator is a central mathematical tool in several areas of physics and engineering,
featuring in fundamental equations such as those of Laplace, Poisson, and the wave equation.
However, its presentation in non-Cartesian coordinate systems is often approached in higher
education as a ready-made formula, omitting the mathematical derivation from which it originates
and, consequently, limiting students to a superficial understanding. This work’s main objective
was to fill this pedagogical gap by offering a systematic and detailed analysis of the derivation
of the Laplacian operator in polar, cylindrical, and spherical coordinates. The methodology
employed began with a bibliographic review of canonical works in mathematical physics,
followed by the rigorous deduction of the operator’s expressions through the application of
the chain rule for coordinate transformations. Subsequently, the practical utility of the deduced
expressions was demonstrated by applying them to solve classic problems in physics, such as
the calculation of electrostatic and gravitational potential in systems with circular, axial, and
spherical symmetry. The results showed that choosing a coordinate system compatible with the
problem’s geometry drastically simplifies the solution of complex partial differential equations.
It is concluded that an approach focused on derivation, rather than memorization, promotes a
deeper understanding of the intimate relationship between a system’s physical symmetry and the
structure of the mathematical tool required to describe it, reinforcing the importance of analytical

reasoning in science and mathematics education.

Key-words: Laplacian Operator, Curvilinear Coordinates, Partial Differential Equations.
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1 INTRODUCAO

O operador Laplaciano, denotado pelo simbolo V (Nabla) com um expoente 2, e escrito
como V2, é um dos operadores diferenciais mais relevantes nas ciéncias exatas, atuando como
uma peca central em diversas equacoes fundamentais da fisica e da matematica. Sua precensa
¢ marcante em equacdo diferenciais parciais como a equacdo de Laplace V2¢ = 0, a equacio
de Poisson V2¢ = p, a equacio do calor % = aV?u e a equacio de onda ‘3—2‘ = ¢?V? (Strauss,
2007). Essas equacdos modelam diversos fendmenos, desde distribuicdo de temperatura em
sOlidos e a propagac¢do de ondas sonoras, até o comportamento de campos eletromagnéticos e a

dindmica de particulas quénticas.

Em problemas praticos, a escolha do sistema de cooderenadas adequado, seja ele,
cartesiano, polar, cilindrico ou esférico, € crucial para simplificar a resolucdo das equagdes.
Sistemas esféricos, por exemplo, s@o ideais para simetrias radiais (como potenciais de campos
gravitacionais de um planeta), enquanto coordenadas cilindricas facilitam a anélise de fendmenos
com simetrias axiais (como fluxos percorrendo dentro de tubos). Contudo, as expressdes do
laplaciano nesses sistemas sio frequentemente apresentadas como féormulas prontas, sem uma
exploracdo detalhada de sua origem. Essa abordagem, embora possa ser simples e pratica, pode
levar a uma aprendizagem superficial e ineficiente, na qual o estudante memoriza féormulas sem

compreender as transformacdes matemdticas que existem por tras (Mazur, 1997; Sabah, 2023).

Esse trabalho busca preencher essa lacuna pedagdgica, oferecendo uma andlise siste-
matica das dedugdes do operador laplaciano nos diferentes sistemas de coordenadas possiveis
(Lima; Mello, 2021). Para poder prosseguir neste trabalho iremos explorar os conceitos dos
operadores gradiente, divergente e laplaciano, e também iremos desenvolver um pouco da 4l-
gebra de mudancgas de coordenadas, além de utilizar exemplos préticos para mostrar como a
escolha adequada do sistema de coordenadas simplifica problemas fisicos que podem parecer
complexos. A metodologia adotada combina uma revisdo bibliografica de obras cldssicas de
Calculo e Fisica-Matemaética com dedu¢des demonstradas passo a passo, de forma a tornas
o processo acessivel a estudantes de graduacao. O trabalho estd organizado em capitulos que
abordam sequencialmente a defini¢do dos operadores diferenciais, métodos de conversdo entre
sistemas de coordenadas, a conversdao do proprio operador laplaciano para outros sistemas € por
fim uma aplicacdo em contextos fisicos, culminando numa discussao critica sobre o impacto

pedagdgico do ensino através dessa abordagem.
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2 OPERADORES DIFERENCIAIS E SISTEMAS DE COORDENADAS

A andlise de fendmenos fisicos e matematicos requerem, frequentemente, o uso de
ferramentas matemadticas avancgadas, que permitem descrever e resolver problemas. Muitas vezes,
para facilitar a compreensdo da situacdo fisica e simplificar a resolu¢do de um determinado
problema, convém fazer uma mudancga do sistema de coodernadas utilizado. Assim, neste
capitulo, serdo abordados conceitos fundamentais que servem como base para a compreensao do

desenvolvimento que serd apresentado posteriormente neste trabalho.

O Operador Laplaciano € um dos operadores de derivadas mais importantes na ma-
temdtica e na fisica, ele desempenha um papel central na resolucdo de equacgdes diferenciais
parciais, como a equacao de Laplace, a equagdo de Poisson e a equacdo de onda. Ele descreve
a divergéncia do gradiente de um campo escalar e € essencial para modelar fendmenos como
difusdo, potencial gravitacional e eletrostatico (Boas, 2006; Arfken et al., 2013; Riley; Hobson;
Bence, 2006).

E para aplicar o Operador Laplaciano de forma eficiente em diferentes contextos, é
necessdario saber utilizar sistemas de coordenadas adequados as simetrias do problema. E alguns
dos sistemas de Coordenadas mais utilizados sao o sistema de Coordenadas Polares, Coordenadas

Cilindricas e Coordenadas Esféricas (Spiegel, 1959).

Neste capitulo, serd explorado detalhadamente os operadores diferenciais e as mudangas
entre os sistemas de coordenadas, fornecendo as ferramentas matematicas necessarias para o
desenvolvimento das expressdes do Operador Laplaciano em diferentes sistemas de coordenadas

e a andlise de problemas fisicos e matemédticos em diversas dreas do conhecimento.

2.1 Operador Gradiente

O operador gradiente (V f) é uma operagao fundamental que, ao atuar sobre uma func¢ao
escalar f(x,y,z), resulta em um campo vetorial (Spiegel, 1959; Stewart, 2015; Kreyszig, 2010).
Este vetor, denotado por V f, possui uma interpretacdo geométrica e fisica: ele aponta na dire¢do
e sentido para os quais a fung¢do f cresce mais rapidamente, e sua magnitude corresponde

exatamente a essa taxa maxima de variagdo.

Essa propriedade torna o gradiente uma ferramenta essencial na fisica para relacionar
potenciais (escalares) a campos de forga (vetoriais). Por exemplo, o campo elétrico E deriva de
potencial elétrico V' através da relagdo E=—-VV,euma forca conservativa F deriva da energia
potencial U como F=-VU (Griffiths, 2013).

Em coordenadas cartesianas, a expressdo do gradiente € dada por:
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df . df . df-
Vf=—=-i+=-j+=k 1
f dx  dy U M
O campo vetorial gerado pelo gradiente € a base sobre a qual outros operadores, como
o divergente e o rotacional, atuam para revelar mais propriedades do sistema fisico. Seguindo
nosso trabalho, analisaremos o que ocorre quando medimos o "fluxo"de um campo vetorial com

o operador divergente.

2.2 Operador Divergente

O operador divergente ¢ uma operacgdo diferencial fundamental da anélise vetorial, que
atua sobre campos vetoriais. Ele mede a tendéncia de um campo vetorial de “sair” (divergir)
de um ponto especifico no espaco. Intuitivamente, a divergéncia quantifica a densidade de
"fontes"ou "sumidouros"de um campo vetorial, sendo extremamente ttil na formulagdo de leis

fisicas como a Lei de Gauss, tanto na gravitacao quanto no eletromagnetismo (Griffiths, 2013).

Dado um campo vetorial F (x,v,2) = Fl+ F, T+ FZIAc em coordenadas cartesianas, a

divergéncia de F € definida como:

Ik 4 % + %
dx dy 0z

V.F= )

Essa operacdo resulta em uma funcgdo escalar e € interpretada como a variacao de fluxo
por unidade de volume. Em regides onde V- F > 0, o campo se comporta como uma fonte;
quando V- F < 0, como um sumidouro; e quando V - F = 0, o campo € dito solenoidal, ou seja,

nao possui fontes nem sumidouros locais (Schey, 2005).

A 1mportancia do operador divergente se torna ainda mais evidente quando considera-

mos sua aplicacdo sobre o gradiente de uma func¢ao escalar.

2.3 Operador Laplaciano

O Operador Laplaciano é um operador diferencial de segunda ordem, utilizado em
matemadtica e fisica para descrever fendmenos que envolvem difusio, potencial e propagacao
de ondas. Ele é denotado por V? e é definido como a divergéncia do gradiente de uma fungio
escalar f (Griffiths, 2013; Arfken et al., 2013):

Vif=V.(Vf) 3)

Isso significa que o Laplaciano combina dois operadores fundamentais da andlise
vetorial: o gradiente, que mede a taxa de variacdo espacial de uma fun¢ao escalar, e a divergéncia,

que mede o quanto esse gradiente “espalha” ou “converge” ao longo do espaco. O resultado é
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uma medida da curvatura local ou da concavidade da funcao, e esta diretamente relacionado a

fendmenos de difusio, condugdo de calor, comportamento de potenciais e propagacdo de ondas.

Para uma fun¢do em coodernadas cartesianas definida por f(x,y,z), o laplaciano é dado

por:
2 _d [(df d (df d a_f
\% f(x,y,z) = a (a) +a—y <8—y> +8_Z (az) (4)
9%f 9%f 9*f
Vif(ey) =55+ 57 92 (5)

Existem muitas outras expressdes mais complicadas envolvendo V2 e um ou mais
fungdes escalares ou vetoriais, que surgem em vdrias aplicacOes da andlise vetorial (Boas, 2006).
E embora a expressao do Laplaciano em coordenadas cartesianas seja simples, muitos problemas
fisicos possuem simetrias que tornam outros sistemas de coordenadas mais adequados para a

resolucao de problemas (Griffiths, 2013), € por isso torna-se necessario conhecé-los .

2.4 Coordenadas Polares: Definicao e Transformacoes

As coordenadas polares sdo um sistema de coordenadas bidimensional que descrevem a
posicao de um ponto no plano por meio de uma distancia radial » e um angulo 0. Esse sistema €
particularmente util em problemas com simetria circular, como o movimento de particulas em

orbitas ou a resolucdo de equacdes diferenciais com simetria radial (Spiegel, 1959).

2.4.1 Definicdo e Relacdo com Coordenadas Cartesianas (Polares)

Em coordenadas polares, um ponto P no plano é representado por um par (r, 6), onde r
¢ a distancia do ponto a origem (também chamada de raio). E 6 € o angulo entre o eixo x positivo

e a linha que conecta a origem ao ponto P.

y

P(r,0)

x (Eixo Polar)

Figura 1 — Eixo polar e representacdo de um ponto P em coordenadas polares.
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A Figura 1 ilustra o sistema de coordenadas polares, mostrando o eixo polar (eixo x) e

o angulo 6 que define a dire¢do do ponto P.

A transformagdo entre coordenadas polares (r,0) e coordenadas cartesianas (x,y) é

dada por:

x=rcosf
, (6)
y=rsin0
A Figura 2 mostra geometricamente como as coordenadas polares se relacionam com
as coordenadas cartesianas, incluindo as projecdes do ponto P nos eixos x e y e pode-se perceber
que a transformacao de coordenadas cartesianas para polares pode ser obtida utilizando apenas

trigonometria (Spiegel, 1959).

x=rcos@ P(r,0)

'y =rsin6

x (Eixo Polar)

Figura 2 — Relagdo entre coordenadas polares e cartesianas. As projegdes mostram as componen-
tes x e y do ponto P.

2.5 Coordenadas Cilindricas: Definicao e Transformacoes

As coordenadas cilindricas sao uma extensao das coordenadas polares para o espaco
tridimensional, adicionando uma coordenada z para descrever a altura ao longo do eixo vertical.
Esse sistema € particularmente ttil em problemas com simetria axial, como o fluxo de fluidos

em tubos ou campos magnéticos em solenoides (Spiegel, 1959).

2.5.1 Defini¢do e Relagdo com Coordenadas Cartesianas (Cilindricas)

Em coordenadas cilindricas, um ponto P no espaco € representado por uma tripla
(r,0,z), onde r € a distincia do ponto ao eixo z (raio). 0 é o angulo entre a projecdo do ponto no

plano xy e o eixo x positivo. E z € a altura do ponto ao longo do eixo z.

A Figura 3 ilustra o sistema de coordenadas cilindricas, mostrando as componentes r, 6

(S
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X

Figura 3 — Sistema de coordenadas cilindricas. O angulo 0 estd no plano xy que representa o
plano das coordenadas polares, e a coordenada z vertical (altura) adiciona o formato
cilindrico.

A transformac@o entre coordenadas cilindricas (r, 6,z) e coordenadas cartesianas (x,y,z)

¢ dada por:

x=rcos@
y=rsinf (7)
7=72

A Figura 4 mostra geometricamente como as coordenadas cilindricas se relacionam

com as coordenadas cartesianas, incluindo as projecdes do ponto P nos eixos x, y € z.
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Figura 4 — Relacdo entre coordenadas cilindricas e cartesianas. O angulo 0 esta no plano xy
(largura e profundidade), e a coordenada z € vertical (altura). As projecdes mostram
as componentes x, y e z do ponto P.

2.6 Coordenadas Esféricas: Definicao e Transformacoes

As coordenadas esféricas também sdo uma extensao das coordenadas polares para o
espaco tridimensional, adicionando um novo dngulo para descrever mais uma rotagdo ao longo do
espaco. Elas descrevem a posi¢do de um ponto no espago tridimensional usando trés parametros:
uma distancia radial e dois angulos. Esse sistema € ideal para problemas com simetria esférica,
como campos gravitacionais ou potenciais eletrostaticos em torno de cargas pontuais (Spiegel,
1959).

2.6.1 Definicdo e Relacdo com Coordenadas Cartesianas (Esféricas)

Um ponto P em coordenadas esféricas é representado por (p, 0, ¢), onde p € a distancia
da origem ao ponto P. 0 representa o angulo no plano xy entre a proje¢do de p e o eixo x positivo

(azimute). E ¢ € o angulo entre o vetor Peoeixoz positivo (polar).

A Figura 5 ilustra esse sistema.
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Figura 5 — Sistema de coordenadas esféricas. O angulo 0 (azimute) estd no plano xy, e ¢ (polar)
mede a inclinacdo em relacdo ao eixo z.

A transformacio entre coordenadas esféricas e cartesianas é dada por:

x=psinfcos ¢
y=psin¢sinO (®)

z=pcosb

A Figura 6 mostra as projecdes de P nos eixos cartesianos.



Capitulo 2. Operadores diferenciais e Sistemas de coordenadas 19

S NN
:psinesin¢;J x=psinOcosP
x

Figura 6 — Relacdo entre coordenadas esféricas e cartesianas. As proje¢cdes mostram as compo-
nentes x, y € z em funcdo de p, 0 e ¢.
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3 DEDUCAO DO OPERADOR LAPLACIANO

Nesta secao, derivaremos a expressao do operador Laplaciano nos diferentes sistemas
de coordenadas (Polares, Cilindricas e Esféricas), partindo de sua defini¢do em coordenadas car-
tesianas e aplicando transformacdes de coordenadas. O processo envolve duas etapas principais:
(1) defini¢@o das relagdes entre coordenadas, ja feita no capitulo 2 e (2) aplicagdo da férmula

geral do Laplaciano em sistemas curvilineos.

3.1 Deducio do Laplaciano em Coordenadas Polares

Sabemos que as coordenadas polares se relacionam com as coordenadas cartesianas

por:

x=rcos@
. )
y=rsin0
e a partir dessa transformac@o podemos escrever que:
r=/x%+y?
y (10)
6 = arctan (—>
X
Da expressao do laplaciano em coordenadas cartesianas (5), temos:
°f J*f  9%f
V2 = 11

A partir daqui serd necessdrio calcular derivadas segundas de f. Para facilitar a visuali-

zagdo comecaremos utilizando (4) para calcular as derivadas primeiras, conforme a expressao:

2 _d [(df d (df 0 [(df
Vf““”‘%(%)*@(@)*%(@) (12

Fazendo a mudanga de coordenadas na fung@o, teremos: f(x,y,z) — f(r,6,0).

Para converter os termos de derivadas aplicaremos a regra da cadeira para derivadas, de

modo a obter a derivada de f em relagdo a x e f em relagdo a y no novo sistema de coordenadas.

or _afar afan
dx Jdrdx 06 dx

Como sabemos a relagdo de r e x podemos realizar a derivada de r em relagdo a x

Jr d 5 1 2x X rcos 0
= —\/X +y = — — —

TX ox 2,/x2_|_y2 ‘/x2+y2_ r

(13)

=cos0 (14)
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E pela relagdo de 0 e x, temos:

a0 d y y rsin 6 sin 6
_— = — — = — = — = — 1
ox  gxrean <x> X2 +y? r? r (15)
Dai:
df Jdfadr dIfadeb df sin@df
— =————+4+=-==cos0=—— == 16
ox arax a0ax 0 g0 (16
Para a obter a derivada de f em relacdo a y, sabendo a relac@o entre eles, teremos:
d afd df do
of _ofor 9508 (17)
dy drdy d6 dy
Como sabemos a relacdo de r e y podemos realizar a derivada de r em relagdo a y
ﬁ:i,/xzﬂz:l Yy oy _rsm0_ g (18)
dy dy 2 /24y /22 r
E pela relagao de 6 e y, temos:
a6 49 y X rcos® cosH
- = t — ) = = = 19
dy dy arctan <x> x2+y? r2 r (19)
Dai:
8f_8f8r+8f89_ . 68f cosf df 20)

dy aray tagay Mot T e

Como em coordenadas polares z = 0, entdo a fungdo se torna f(x,y) — f(r,0), e as

derivadas primeiras tomam as expressoes

af _ 68_f _sinfdf
ox YY) r 06 @10
af _ .nea_]‘+cos98_f
dy S r 00
Agora, calculando as derivadas segundas, teremos:
Para x:
JdJdf o df sin@df
ag—a(cosem——r %> (22)

d0df [(ard 96 9 of sin®df
aa%am*a%) (COSGW_ p %) @3)
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Jdoif 8_sin98 8f_sin98f
i or (cos BE TE) (cos BE Tﬁ) (24)
9% f d sin@ o0 df sin@df
W = (COSQZ— . %) (COSQE— . %) (25)
2*f d af 0 sinf df
W—COSGZ (COSGE)-FCOS@E (— . %)

. (26)

_sin@ 0 [ or)
r 00 €08 or

sinGi _sin@&_f
r 00 r 00
aZf 2

2 :cosze(z)—r{—cosesinei (1 8f)

or \ro0e

sinf d af sin@ d (. df
— ; % (COS 95) +7% (sm 9%)

E fazendo os mesmos cdlculos das derivadas para a varidvel y:

dof d (. df cosBdf
8_y3_y_8y<smear+ r 89)
Jdaf

99f _(9rd 909\ (. nof cos®of
dyady \ayar ayae )\ P9 T T 0

dof (. ~d cos@ d . df cosBdf
&_ya_y_<8m9&r+ p 89) <81n98r+ - 89)

. cos6 d . df cosBdf
Sln9§+ . %> (sm@m—k ; %>
’f . 9 (. Of 0 [cosOIf
8_yz = smBE (mnOE) —|—sm6$ (T%)
cos@ 0 (. df cos@ 0 [cos@df
+ - %<sm9$)+ . %( . %)
A ZG&JF in 9i 1of
92 = sin” 65 +sin 6 cos

or\roe

cos@ 0 (. df cos@ o af
+ p %<sm9§)+ o ﬁ(coseﬁ)

Somando as equagdes 27 e 33, obteremos a seguinte expressao

27)

(28)

(29)

(30)

€19

(32)

(33)
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azf 9*f 2 0% f 1df
53 +8 > = (cos” 6 +sin’ 9)8—+(sm90059—005951n9)8 <r89>
cosO d [ . f cos@ o af
— — 4
+ r ( 8 ) r2 ( 639) 4
_ sinf & 9 smG 8 98]‘
AN AN

dx? 8y2_8r2+ r 060 ar 2 96
_sin® 0 ( s@ﬂ> smﬂi( 6ﬁ>

2 2 2
d f+8 f _9°f cos@ d (Sm93f>+cose 0 <cos€af)
(35)

r 06 0 r2 90 00

E desenvolvendo os termos das derivadas de 0 (desenvolvidas no apéndice), a expressdo

se reduz a:

0%f 9*f
2,0 __
Vif=33+ 772 (36)

O°f [ 1of  19%
o2 " ror 2062

Que € a expressao do operador laplaciano no sistema de coordenadas polares. A deriva-

V2f(r,0)= (37)

¢do para os sistemas de coordenadas cilindricas e esféricas segue uma metodologia andloga e

com as ferramentas aqui obtidas, podem ser facilmente derivadas.

3.2 Deducao do Laplaciano em Coordenadas Cilindricas

A deducdo do operador Laplaciano em coordenadas cilindricas (r,0,z) segue uma
abordagem similar a empregada para coordenadas polares, com a vantagem de que a coordenada
z permanece inalterada em relacao ao sistema cartesiano. Como vimos em (7) as relacdes entre

as coordenadas cartesianas e cilindricas sdo dadas por:

x=rcos@
y = rsin® (38)
z7=12

e a partir dessa transformacdo podemos escrever que:

r=/x2 +y2
6 = arctan (%) 39)

=2
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Da expressao do laplaciano em coordenadas cartesianas (5), temos:
ok f ’f  9%f
V2 F(x,y, 40
flxy2) = ox? c9y + 072 (40)

A partir daqui serd necessdrio calcular derivadas segundas de f. Para facilitar a visuali-

zacdo comecaremos utilizando (4) para calcular as derivadas primeiras, conforme a expressao:

d
sz(X,y,z) = a (

af
ox

9 (df\ 9 [df
)5 (5) 5 (%) @b

Fazendo a mudanga de coordenadas na fung@o, teremos: f(x,y,z) — f(r,0,2).

Para converter os termos de derivadas aplicaremos a regra da cadeira para derivadas, de

modo a obter as expressdes das derivadas de f em relacdo a x, f em relacdo a y e f em relacdo a

z no novo sistema de coordenadas.

af _
ox
af _
dy
af
0z

af ar
Jr dx
8f8r
or dy
df dr
or 97

Jdfde
20 dx
dafde
20 dy
df 00

96 9z

df dz
97 Ox
df dz
9z dy
df dz
9z 9z

(42)

Perceba que z ndo depende de x ou y, de modo que nas expressdes das derivadas de

f emrelacdo a x e f em relacdo a y, os termos

af 9z

df 9z

G ox € ooy sdo nulos e as derivadas de f em

relacdo a essas coordenadas replicam o resultado obtido em (21).

Desenvolvendo o termo de f em relagdo a z, podemos perceber que r e 6 também nao

depedem da coordenadas z, de modo que essas derivadas sdo nulas e a derivada de f em relagdo

a z é ela propria.

Assim, as derivadas primeiras sd@o dadas por

of
ox
of
ay

o _
2z

68_f_sm88_f

or r 06

df cosBdf

954— 30 (43)
af
dz

Prosseguindo para o célculo das derivadas segundas, teremos:
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JdJdf o GBf_sineaf
axdx  ax\"V9r T Ty a6
dof d (. df cosBdf
99f_9 (of
dzdz dz\Jdz

9°f _(9r9 969  9z9 g0f sinbdf
02 \oxor " 9xa00 axaz) \“®Y5r T T+ 96

9% f ord 090 9 9z . df cos@df

g7 _ (2 979 [ el a5 4
52 (8y8r+8y89+8yc9z) (smeaﬁ p ae) (“45)
9 _(9rd 969 929\ (of
022 \dzodr 0z00 0Jz0z dz

[\S]

Como ja vimos no célculo para as derivadas primeiras, termos de z em relacdoaxey, e
termos de r e 6 em relacdo a z sdo nulos, de modo que para as coordenadas x e y, obtemos o
mesmo resultado das derivadas em coordenadas polares, e o termo em z se reduz a uma tnica

derivadas segunda.

Pela expressao do laplaciano temos

0%f 9%*f 9*f

2,0 __
Vif= 8x2+8y2+8z2

(46)

Como o resultado das derivadas segundas em relacdo a x e a y se repetem das coordena-

das polares, temos a partir da equagao (37)

2 v of
V2(1,0,2) = V3£ (r,0) + =3 (47)

De forma que chegamos na expressdo para o operador laplaciano em coordenadas

cilindricas. Esta forma é fundamental em inimeras aplicacdes de engenharia e fisica aplicada
(Kreyszig, 2010)

2 2 2
o Yof 1o f I (48)

2 _ - J _ _
V(8,2 = or:2  radr r200% 972

3.3 Deducao do Laplaciano em Coordenadas Esféricas

A construcio do Laplaciano em coordenadas esféricas difere das abordagens anteri-
ores, aqui temos dois parametros de angulos (¢, 6) e um parametro de raio (r). Utilizando as
transformacgdes em (8) podemos fazer a conversdao de coordenadas cartesianas para coordenadas

esféricas e prosseguir com o desenvolvimento do laplaciano.
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X = psinBOcosP
y=psin¢sinf (49)

z=pcosb

Com essas informacdes podemos obter as expressdes para cada um dos parametros

P2 =244

_Y
tan¢ = X (50)
cosh = ———~
VX2 +yr 4722
Da expressao do laplaciano em coordenadas cartesianas (5), temos:
°f 9*f 9*f
V2 = 51

A partir daqui sera necessario calcular derivadas segundas de f. Vamos utilizar uma
abordagem de mostrar quem sdo as derivadas primeiras para facilitar a visualizacdo na expressao

(4), para em seguida calcular as derivadas segundas, conforme a expressao:

, 9 (ar\ A (af\ @ (of
Vof(x,y,2) = P (5) +8_y <8_y> +o; (8_z> (52)

Fazendo a mudanga de coordenadas na fung@o, teremos: f(x,y,z) — f(p,¢,0).

Podemos obter os termos de primeiras derivadas aplicando a regra da cadeira para
derivadas, de modo a obter as expressdes das derivadas em relacdo a x, f emrelacioaye f em

relacdo a z no sistema esférico de coordenadas.

Jd _dpd JdopJd d6 I

ox  oxdp [ 9x90  oxo6
d Jdpd 999 969

9y dydp ayae  dyae
9 9pd  IpI 369

g 9zdp  9z99 ' 9z06

(33)

A construcdo das derivadas para cada termo é semelhante, entdo desenvolveremos aqui

os termos de x, e desenvolveremos as expressdes para as outras coordenadas no apéncide A.

Desesenvolvendo os termos de x das derivadas (Apéndice: expressdao 100), teremos:
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8_p: cos @ sin O

dx

Jd¢  1sing

x__ﬁsine (54
26

Frie Ecosq)cos@

Com esses resultados podemos desenvolver os termos de derivadas segundas de maneira

mais préatica. Para a derivada segunda em relacdo a x, teremos a derivada da derivada primeira

9 (9N 9 (pa 39 300
E(E)‘%(wm*axa(p*axae) (53)

Aplicando a propriedade da linearidade das derivadas e a regra do produto em cada uma

em relacdo a x:

de suas partes teremos:

P _ 0\ o (a
dx? dx\dx ) dp Jdxdx \dp
0 (dp\ 0 d¢ d (0
w52 (5e) 35 5 (35) °o

. Jd (08 0 89 0 0
ox\ ox ) a6 9 dx dx \ 00
Afim de trazer clareza ao desenvolvimento, vamos resolver cada linha da expressdo de

forma separada. Iniciaremos desenvolvendo os termos de p:

d (dpd\_9d (dp 8+(9p8i
dx\dxdp) 9dx\dx/)dp dxdx\dp

_[(dp I 29I 909\ [dp\ d
—(a—xwa—xww—m) (a—x o ©7

L0 (P 9090 900\ (9
dx \dxdp Jdxd¢ Jxd6) \dp
Rearranjando os termos na expressdo, ficamos com:

d (dp d\ _dp 8p8+8¢8+898 d
ox\dxdp) Ox|dxdp 0xd¢ 9Ixd6|dp

+8p8 8_p+8_¢i_+808 ap\| 9
dx dp \ dx dx d¢ \ dx dx 906 \ ox )| dp

Nesta expressao podemos subsitituir os termos ja conhecidos de (54) para chegar a

(58)

expressao:
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2
a (ap ; ) :l(Sin2¢+cosz¢cos29)i-ﬁ-COSZ‘PSinzea_

dox \ dx 0 d op?
xXap P1 ) 1 p 123 (59)
_ECOS¢SIH¢8¢8 —cos q)cos@sm@aeap

Agora que encontramos uma expressao para os termos de p em relacio a x, vamos

desenvolver os termos relacionados ao parametro ¢:

d (g N 9 (dp\ I 39 (3
5(5%)_5(_)%+55(%)

dp d do d 06 0 do\ d
<8x ap T axae Tox ae) <_)% (©0)
dp (dp d Jdp d IO I d
+$(axap+axa¢+axae> (%)
Ao manipular os termos, obtemos:
2209\ _20[ap 2 299 20012
ox\dxd¢) Ox|dxdp 0Jxd¢ 9xdb| ¢ 1)
L[90.2 (90 909 (96\ 90 (96\] 2
dx dp \ dx dx d¢ \ dx dxdO \ dx )| d¢
E substituindo pelos termos conhecidos de (54) obtemos o seguinte resultado:
d [(d¢ d 1 cos(psm¢ cos’0\ 9
ox (5%) p? <s1n¢cos¢+ sin® 0 +cos¢s1n¢sm ’o % (62)

_ cos¢sing 92 +lsin ¢ 92 ~ 1 cos¢singcos6 ok
P dpdd  psin2@de? p2 sin @ 000¢

De maneira similar podemos conseguir uma expressao para os termos envolvendo o

9(00Y 2 (302 03 (3
Ox\dxd0) 9Ix\dx)d0 Ixdx\d6
<8p d d¢p d 064 (89)

P

dxdp  oxae  oxa0)\ox) a6
9
F

L0 (9p 0 200 900
dx \dxdp Jdxd¢ Jxd0O 0

Fazendo uma manipulag@o nos termos, teremos a expressao:

parametro 0

(63)
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9(000 ) _98[op 0 200 8]0
dx\0dxd0) Ox|dxdp dxd¢p 9Ixdb]|Ib

[92 (90,00 0 (98\ 260 (96Y] 2
dx dp \ dx dx ¢ \ dx dxd0b \ dx /| d6

Utilizando os termos conhecidos de (54) obtemos a seguinte expressao para as derivadas

(64)

do parametro 0:

2
dpdo

d (06 d 1 0\ 0 1
- <__) =— (—20052¢cosesin9—|—sin2¢:)rfe) %—l—ﬁcoszd)cosesine

cos@ 9?2 1, 5 02
Sn® 9098 | p2 O 908 055

(65)

Com isso temos todas as expressoes para calcular a expressao (56). Fazendo o mesmo
desenvolvimento para as coordenadas y e z (Apéndice: expressoes 103 e 110), podemos encontrar

a expressao completa do operador laplaciano em coordenadas esféricas.

Sabemos, da expressdo (5) que o laplaciano € a soma das segundas derivadas parciais
de cada uma das coordenadas. E sabemos que podemos expandir cada uma das coordenadas
pelo método que expandimos a expressao (56), de forma que podemos escrever o laplaciano da

seguinte forma:

0
0 o 0 0 0
5 (338) 5 (5 90) (©0
2 (20,2 (% 0)
dz \ dz d¢ dz \ dz 0

Fazendo separadamente a soma de cada parametro das coordenadas esféricas chegamos

<

no seguinte resultado:

2 (N, 2 (I, (AN 20 &

dx\dxdp) dy\dydp) dz\dzdp) pdp dp?

o (99 d o (3¢ d 2 (3pa\ 1 9

5 (5as) 5 (538) % (556) ~ o “
2 (900, 2 (900 (3600 csb 2 1P
dx\dxd0/) ady\adyd0) 9dz\dzd60) p2sinfdd p2d62

De tal forma que o laplaciano em coordenadas esféricas € dado por:

v2_3i+‘92+ 1 82+c059i+i8_2
pdp  Ip?  p2sin?0 092 p?sin0dO  p2 062

(68)
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Ou numa forma mais comum de se encontrar nos livros didaticos (Griffiths, 2013; Boas,
2006; Spiegel, 1959; Arfken et al., 2013; Riley; Hobson; Bence, 2006; Jackson, 1998):

) d 1 9 2, 1 92
Vi S (p?=— ———— | sin0— —— = 69
02 9p (” 8p)+pzsin989( 96 ) " p2sin0 992 (69)
Neste capitulo, deduzimos sistematicamente as expressdes para o operador Laplaciano
em coordenadas polares, cilindricas e esféricas. Partindo da sua forma fundamental em coor-
denadas cartesianas, demonstramos, passo a passo, como a aplicacdo da regra da cadeia e das

transformacoes de coordenadas permite obter as férmulas equivalentes para geometrias nao

cartesianas.

As expressoes finais para o Laplaciano em coordenadas polares , cilindricas e esféricas
sao ferramentas matemadticas essenciais. Com estas deducdes detalhadas, criamos a base para a
compreensdo e aplicacdo no proximo capitulo, onde a importincia pratica desses resultados sera
evidenciada. Abordaremos problemas fisicos especificos e demonstraremos como a escolha do
sistema de coordenadas adequado, alinhado a simetria do problema, simplifica drasticamente a

andlise e a solu¢do de problemas.
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4 APLICACOES EM PROBLEMAS FiSICOS

O operador laplaciano surge de forma recorrente na formulagao matemaética de proble-
mas fisicos. Seja em eletrostitica, em conducao de calor, na propagacdo de ondas ou na mecanica
dos fluidos, a presenca do laplaciano traduz a relagdo entre a varia¢do local de uma grandeza e

seu comportamento global no espago.

Neste capitulo, iremos apresentar alguns exemplos de como o laplaciano, quando
expresso em diferentes sistemas de coordenadas, facilita a resolu¢ao de equacdes diferenciais
parciais associadas a situagdes fisicas concretas. O objetivo € destacar ndo apenas o papel central
do operador, mas também como a escolha adequada das coordenadas simplifica a matematica e

evidencia a simetria intrinseca dos sistemas que iremos analisar.

4.1 Aplicacao em Coordenadas Polares

Um dos contextos mais relevantes em que o operador laplaciano em coordenadas
polares se torna indispensdvel € na resolucdo de problemas de eletrostatica com simetria circular
bidimensional. O potencial eletrostatico V (r,0), associado a uma densidade de carga p(r,0),
satisfaz a equagdo de Poisson (Jackson, 1998; Feynman; Leighton; Sands, 2011):

p(r,6)
&

VIV (r,0) = — (70)

onde &y € a permissividade elétrica do vacuo.

Ja sabemos que para coordenadas polares (r, 0), o laplaciano assume a forma da expres-

sao (37)
9’V 19V 10%V
VV(e)= =5+ ——+ = 71
(.9) 8r2+r9r+r2892 70
De tal forma que podemos reescrever a equagdo de Poisson como:
9’V 19V 19%V 6
p(r7 ) (72)

-t 555 =
or2  radr r?062 £
Esta equacgdo constitui uma equagdo diferencial parcial eliptica nao homogénea, cujo

termo fonte € a densidade de carga p.

Em uma situagdo de véacuo, onde nao ha carga distribuida na regido considerada,

podemos considerar a densidade de carga como sendo nula e obtemos a equacdo de Laplace:

&2_\/ 19V 190%*V

a7 trar Traer 7
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Ou ainda:
10 [ 9V 10%V
I R 74
rar(rBr)+r2892 74)
4.1.1 Exemplo: Potencial Dentro de um Cilindro Condutor

Vamos consideremos o problema de determinar o potencial eletrostitico dentro de uma
regido circular de raio R, onde a borda é mantida a um potencial conhecido V(r,0) = f(6). Afim
de resolver essa equacdo vamos assumir que o potencial pode ser escrito como um produto de

duas fun¢des, uma para o parametro r € outra para o parametro 6

V(r,0) =R(r)0(0) (75)

Reescrevendo a equacao de Laplace, teremos:

2
rd<dR>_ 1 d%® 76

Rar\"ar)~ "@d0?

Como cada termo depende apenas de uma varidvel, logo ambos devem ser iguais a uma

constante de separacio que chamaremos de —m?

rd [ dR ) 1d*0
rafarky _EY 77
Rdr(rdr) "¢ eaer " 77)

A equagdo diferencial em 6 fornece solucdes periddicas da forma:

®(0) = a,cos(nb) + b, sin(nb) (78)

A equacio diferencial em r € uma equacio diferencial de Cauchy-Euler, cuja solucio é:

D,
R(r)=cnt" +— (79)
r

Se descartamos o termo divergenter™ " para o interior do circulo, obtemos uma solucio

para o potencial da forma:

V(r,0) =R(r)®(0) = c,r"(ancos(nB) + by, sin(nb)) (80)

Onde n é um niimero inteiro e positivo. De tal forma podemos escrever a solucao geral

para poténcial como sendo:

V(r,0) =Ag+ i r"(A,cos(n@)+ B, sin(nb)) (81)

n=1
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Onde A, e B, s@o as constantes que podem ser determinadas pelas condi¢des de contorno

na borda do circulo.

Este resultado € de grande importincia fisica e matemadtica, pois mostra que o problema
de determinar o potencial eletrostatico em regides circulares reduz-se ao cdlculo dos coeficientes
de Fourier do potencial imposto na fronteira (Jackson, 1998). Aqui podemos perceber que
o uso do laplaciano em coordenadas polares ndo € apenas uma escolha conveniente, mas
uma necessidade natural imposta pela geometria do problema. Em coordenadas cartesianas, a
equacao de Poisson apresentaria termos que dificultariam a resolu¢do quando aplicados a regides
circulares. J4 em coordenadas polares, o operador laplaciano se adapta a simetria do sistema.
Essa reformulagdo acaba evidénciando a natureza radial e angular da distribui¢do de potencial,
permitindo que utilizemos outras técnicas, como a separa¢do de varidveis € a expansao em séries

de Fourier.

4.2 Aplicacao em Coordenadas Cilindricas

O sistema de coordenadas cilindricas (r, 0,z) é o mais apropriado para descrever pro-
blemas com simetria axial, ou seja, situagdes em que a geometria do problema ou a distribui¢dao
de fontes ndo depende do adngulo 6 ou da coordenada z. Tais casos sdo muito comuns em

eletrostdtica, magnetostatica, conducdo de calor e mecanica dos fluidos.

O potencial eletrostatico V (r, 0, z) associado a uma densidade de carga p(r, 6, z) satisfaz

a equacdo de Poisson

V2V (r,0,7) = — P50 (r:gG,z)‘ (82)
0

Em coordenadas cilindricas, a equacao de Poisson torna-se:

19 (dV\  109%V 0%V 6
2 (2 - + :_p(rv 7Z> (83)
ror \ dr 2002  0z2 &
E em regides de vacuo, onde p = 0, obtemos novamente a equacio de Laplace:
10 [ 9V\ 10°V 9%
—— | r—=— —=—>+—=5=0 84
r&r(rar)+r2892+azz (64)

4.2.1 Exemplo: Potencial de um Fio Longo e Carregado

Um exemplo classico de aplicagdo € a determinacdo do potencial eletrostatico gerado
por um fio condutor retilineo, muito longo e carregado uniformemente, disposto ao longo do
eixo z. Nesse caso, devido a simetria cilindrica, o potencial ndo depende nem de 6 nem de z,

dependendo apenas da coordenada radial r.
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De tal forma que a equacao de Laplace se reduz a unicamente a uma simples equacao

diferencial:

1d ([ dv
rr (7) =0 (85)

Essa € uma equacao diferencial de facil resolucao, bastante apenas separar as variaveis

e em seguida realizar a integral para obter a solucdo:

v C

= 7] V(r)=Ciln(r)+C,. (86)
As constantes C e C, podem ser determinadas pelas condi¢des de contorno, como o

potencial imposto na superficie do fio (raio R) e a referéncia de potencial escolhida para grandes

distancias.

O resultado mostra que o potencial devido a um fio infinitamente longo varia de forma
logaritmica com a distancia do centro do cilindro. Essa solugdo € especialmente relevante em
problemas de eletrostatica, mas aparece também em condug¢do de calor em cilindros longos e em

mecanica dos fluidos ao analisar o escoamento laminar em tubos.

E ssim como no caso das coordenadas polares, o uso do laplaciano em coordenadas
cilindricas se mostra fundamental: ele se adapta a simetria do problema e permite simplificar
a equacao de Laplace, o que a reduz a uma equacao diferencial ordindria simples. Em coorde-
nadas cartesianas, a mesma situacao levaria a expressdes muito mais complicadas e de dificil

interpretagdo fisica.

4.3 Aplicacao em Coordenadas Esféricas

As coordenadas esféricas (r, 0, ¢) sdo particularmente tteis em problemas com simetria
radial, ou seja, situagdes em que a grandeza de interesse depende apenas da distancia a um ponto

central.

4.3.1 Exemplo: Campo Gravitacional de uma massa pontual M

Um exemplo classico ocorre no estudo do campo gravitacional de uma massa pontual

M. O potencial gravitacional ®(r, 0, ¢) satisfaz a equagdo de Poisson (Taylor, 2005):

V2®(r,0,0) =4nGp(r,0,9) (87)

onde G ¢ a constante gravitacional e p(r,0,¢) é a densidade de massa. Em problemas
com simetria esférica, como o de uma massa pontual, o potencial depende apenas da coordenada
radial p. Dessa forma, os termos angulares desaparecem, e a equacdo de Poisson em regides de

vacuo (p = 0) se reduz para a equacdo de Laplace:
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1d [ ,dd
2 dr ( E) =0 (88)

Para resolver a equacdo de Laplace, basta que integremos:

dd
g =(

N ddD_Cl N GM
dr dr 12

CI)(I’):—T +C27 (89)
onde C; = GM foi escolhido para coincidir com a Lei da Gravitacdo Universal, e C; é

uma constante arbitraria.

Este exemplo evidencia como o uso do laplaciano em coordenadas esféricas facilita a
resolugdo de problemas com simetria radial, transformando a equac¢do de Laplace parcial em uma
equacdo diferencial ordindria simples. Em coordenadas cartesianas, a mesma situagao exigiria
lidar com trés varidveis interdependentes, tornando a andlise muito mais complexa. A escolha de
coordenadas apropriadas, e a escolha da utilizacio do laplaciano em coordendas esféricas, ndo é
apenas uma conveniéncia matematica, mas uma ferramenta essencial para explorar a simetria
natural do sistema e obter solucdes fisicas de forma direta e elegante que evidencia a eficiéncia

da escolha adequada de um sistema de coordenadas na resolucio de problemas com simetrias.

4.4 Conclusao

A partir destes exemplos, podemos ver que o papel do laplaciano € central: ele traduz
as propriedades fisicas do problema em uma forma matemética compativel com a geometria do
dominio. E justamente essa versatilidade que faz do operador laplaciano uma ferramenta funda-

mental em problemas, o que o torna uma ponte entre simetria fisica e tratabilidade matematica.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho partiu da constatacdo de uma lacuna pedagdgica recorrente no ensino
de fisica e matematica: a apresentacdo do operador Laplaciano em sistemas de coordenadas
ndo cartesianas como uma férmula pronta, desprovida de sua origem matematica. Esse tipo
de abordagem, embora simples e pratica, acaba por promover uma aprendizagem superficial,
baseada na memoriza¢do em detrimento da compreensio conceitual profunda. O objetivo central
deste trabalho foi preencher essa lacuna, oferecendo um percurso didatico completo que vai da

fundamentagdo tedrica a aplicagdo pratica.

Para alcancar este objetivo, estruturamos o trabalho com uma progressao légica. Inicia-
mos com a solidificacdo dos conceitos fundamentais dos operadores diferenciais e dos sistemas
de coordenadas, estabelecendo as ferramentas necessarias para a andlise. Em seguida, realiza-
mos a deducdo sistemadtica e detalhada das expressdes do Laplaciano em coordenadas polares,
cilindricas e esféricas, demonstrando passo a passo como a aplica¢cdo da regra da cadeia e das
transformacodes de coordenadas resulta nas conhecidas férmulas. Finalmente, o capitulo de
aplicagdes serviu como a prova da tese, ilustrando com exemplos candnicos da fisica que a
complexidade de uma equacdo diferencial parcial pode ser drasticamente reduzida pela escolha

de um sistema de coordenadas que espelhe a simetria intrinseca do problema.

A principal contribuicao deste trabalho reside na demonstragdo de que o entendimento
do operador Laplaciano ndo € apenas ligado meramente ao conhecimento de suas féormulas. A
verdadeira compreensao surge do processo de sua derivacdo e da subsequente aplicagcdo, onde se
torna evidente que o Laplaciano nio € uma entidade matematica arbitrdria, mas uma ferramenta
flexivel que se adapta a geometria do espaco. Ao verificar a simplificacdo de um problema fisico
complexo em uma equagdo diferencial ordindria, o estudante ndo apenas aprende uma técnica de
resolucdo, mas internaliza o principio fundamental da conexdo entre a descri¢do matemadtica e a

simetria fisica.

Embora neste trabalho tenhamos se concentrado nas trés geometrias mais comuns e
em problemas cldssicos com alta simetria, a abordagem aqui apresentada concede as bases
para uma exploracdo de geometrias ainda mais complexas e problemas com simetrias que se
adequem a mesmas. Uma extensao natural seria a deduc@o do Laplaciano em outros sistemas
de coordenadas, como o parabdlico ou o eliptico, e a aplicacdo em problemas mais complexos
da engenharia e da fisica. Adicionalmente, uma pesquisa futura de carater pedagdgico poderia
avaliar empiricamente o impacto desta abordagem dedutiva no desempenho e na compreensao

conceitual de estudantes de graduacio, comparando-a com métodos de ensino tradicionais.

Por fim, neste trabalho reafirmamos que a profundidade do conhecimento em fisica-

matemadtica ndo estd na capacidade de memorizar um vasto conjunto de equacdes, mas na
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habilidade de compreender sua origem, sua interconexao e, acima de tudo, seu propdsito. Ao
desmistificar a origem do operador Laplaciano, esperamos ter fornecido uma ferramenta didatica
valiosa que capacite estudantes e educadores a abordar as equagdes da fisica ndo como obstaculos

a serem superados, mas como descricdes elegantes e poderosas do mundo natural.
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APENDICE A - DEMONSTRACOES

Termos de derivadas em coordenadas polares

19f
termo 5

Iniciamos desenvolvendo os termos de x, para em seguida desenvolver os termos de y e

por fim somar os dois termos

cosf 9 < 3f> cos 0 <8f d 9% f )
sin 6 =

5 —— | == —=—5sinO® + —=-sin 0

r Jr 00 000r

cos O af .  9*f
_ 9f 90
; <cos@ar—i—smeaear> (90)
B cos’ 6df  cosBsinb °f
r  9r r d0dr

sinf o ( 8f> sin 6 <8f d 0 af)

r d0

-y cosf—— | = . ———c0sO +cos0——

ar dr 06 20 dr
: 2
_ _sin® (_sineal+cose Jof ) 1)

r ar d09dr
B sin298_f_ sin@cosO 9°f
o r dr r d00r

Somando ambos os termos:

r 020

cosf 0o ( 8f> sin® o ( 8f) cos’0df cosBsin® I%f
sinf— | — cos 6 = -

)=

r or + r 000r

o 92)

n sin298_f_ sin@cos® 9°f

r ar r 000r

) 2 .2
cosei sineﬁ _smei cos@ﬁ _ (Cos 6 + sin G)a_f

r ;] ar r 00 ar r ar 93)

+(cos@sin9—sin9cos@) ’f

r 000r

cos® d (. Jdf sin® d af\ 1df
. _9 (Sln 95) — ; % <COS QW) = ;E (94)
Termo riz%

Iniciamos desenvolvendo os termos de x, para em seguida desenvolver os termos de y e

por fim somar os dois termos



APENDICE A. Demonstragées 42

coz@i (cos@a—f) cos 6 <a—fai ose—i—cosﬂia—f)

rr d0 00 r2 0000
cos @ af 2f
_ =L — 95
3 ( 936+C089892> (95)

cosesineﬁ_l_ cos298_2f
r2 00 r2 002

sinf o <s1n6%) sin 0 (af J s1n9+s1nei—f>

2 00 00 r2 \ 00060 0006
sin O of 2f
— =L —L 96
3 ( 989+Sm9892) (96)

_ sincos @ df N sin® @ 92 f
298 r2 062

Somando ambos os termos:

no——

. . 2 2
cosf d <c0 68f)_i_s1n9 d ( 8f)_ cosOsin® df cos“0 J°f

2 00 \""a0) " 7 90 \""" 36 TR T,
smecoseﬁ_l_ sin® @ 9% f
rr 06 r2 062
cos@ o af sin@ d (. _df\ (cosBsin® —sinBcosh) df
7 38 (0039%> 7 30 (s1n9%> = o EY)
5 (98)
(cos®+sin* @) 92 f
r? 002
cos@ o af sin® d af 1 9%f
2 o7 < o7 s 99
ERET (C05939)+ 2 96 ( eae) 236? )
Termos de derivadas em coordenadas esféricas
Derivadas de f;—ﬁ, ?9_2 e g—g
\/ (22 +22) = x cos@sin 6
ox 8 V(2 +y?+22) P
29 iarctany i psingsin6 — sn.lq) (100
Jdx  Ox x o ox +)’ pz((cos¢)sm9) + (sin¢ sin6)~) psin6

a6 d Z 1
—— = — arccos = —cos B cos (P
dx  Ox (X2 +y>+22) p
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Derivadas de 8—‘), ¢ e 29
dy’ dy = dy

\/ (24y2+2%) = i:cosq)sine
Vv x2+y +22) P

8¢ 8 y_ X pcos¢sind cos ¢
= ——arctan— 5 2 A
dy  dy x o x2+y? pz((cosq)sme) + (singsinf)”) psin®
8_9 = iarccos < = lcos@sin(])
dy dy (2+y>2+22)) P
Derivadas de ap %q) e az
dp 0 \/2— z F4
— ==/ (P +y?+2?) = = = =cos0
9: ~ oV Y V22 +2) P
do _ 0 y _
Fri 8—Zarctan)—c =0
20

Jd Z 1 .
= — arccos = ——sin0
dz  dz (A2 +y2+22) p

Derivadas segundas de y

L9 (90) 0 200
dy\dy ) 06 ' dyady\ 26

Resolvendo cada linha separadamente teremos:

Parayep:

d (dp d 8p8p8+8(])8+998 d
dy \ dy dp dy |dydp  dyde  dyae|adp

L[99 (9,200 (9p\ 900
dy dp \ dy dy d¢ \ dy dy 00

Utilizando os termos obtidos na expressao (101):

% (g—g%) = % (cos*(¢) +sin®(¢) cos*(0)) % +sin*(¢) Sinz(e)a_pz

1 . Jd d

(?y)ﬂ 8ap

82

d d

+ ECOS(¢)SH1(¢)8¢ 7 +sin’(¢) cos(6) sin(6 >86 op

(101)

(102)

(103)

(104)

(105)
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Paraye ¢:

o(23) o[t 200 20010
dy\dyade /) dy|dydp dyd¢ dyado|d¢ (106)
dp d [d¢ ¢ 0 i) 00 0 [d¢
+{8y8p (8_y)+8y8¢( )+3y89(9y)]9¢

Utilizando os termos obtidos na expressao (101), obteremos:

55 (5ras) = g (eostorsne) = 080 —cos<¢>sin<¢>c°sz<9>) 9

sin®(0) sin(0) ) 99
1 cos?(¢) 92 1 cos(0) d 9
P s (0 )W—F—cos(qb)sm((p)sm(e)%% (107)
+ll)cos(¢)sin( )aa 8a¢>

Paraye0:

d (d6 J 898p8+8¢8+398 d
dy |dydp  dyde  dyodb| a6

dy \ dy 06
[0 (26 200 98\ 260 (96N\] o
dy dp \ dy dy d¢ \ dy dy do \ dy /)| d6

Utilizando os termos obtidos na expressao (101), teremos:

i a—ei :i —sin?(¢)cos(8)sin cos? COS(9)—sin2 cos(0)sin i
3 (555) = o (~sin0)cos(o)sin(®) + cost(0) (9)cos(6)sin©)

+ 113 sin®(¢) cos(6) sin(B)%;—e + %cos@)) sin(@)—

b Lsin? (9)co(0) 2
pzsm ¢ )cos 502

(109)

Derivadas segundas de z

9 (p\ 2 pa (o

dz\dz /) dp dzdz \dp

9 (30N & 309 (9

(22 299 (2 1
+8z<8z)8¢+8z82<8¢> (10
9 (90\ 9 200 (3
o \5z) 90t 9292\ 90

Resolvendo cada linha separadamente teremos:
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Parazep:

d (dp d 8p8p8+8q)8+898 0
dz \ dz dp dz | dz dp 8z8¢ 9z 060 | dp

+8p8 +8_¢i_+898 ap\]| 2
dz dp \ dz dz 0o \ dz 9290 \ dz )| dp

Utilizando os termos conhecidos da expressao (102), teremos:

9 <8_pi> = lsinz(e)i +cos?(8)=— o ;cos(e)sin(e)

99
dz \ dz dp P ap ap? 20 dp

Paraze ¢:

9 (30 _d0[dpo 00 200310
dz\0z0¢) 9z |dzdp dzd¢p 9z00] ¢

Ip 3 (96N 969 (9\ 90 9 [9¢
+{8z8p(52>+818¢( )+aza9<az)]&y

Utilizando os termos conhecidos da expressao (102), iremos obter:

d (99 9\
55(5?55>_'

ParazeO:

d (d6 d\ _dJ8 8p8+8¢8+898 0
9z\0z060) 9z |dzdp 9zd¢9 9z06]| 96

[0 (90) 96 0 (30 200 (26\] 0
2z9p\dz)  9z00\9z) " 9z00\ 9z /)| 96

Utilizando os termos conhecidos da expressao (102), obteremos:

- %sin(e)cos(e)ii + !

d (d0 d 2 ,
( ) cos(0)sin(0) 3596 T o2

dz \ 9z 06 p2 sin”(6)

9
26

762
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(114)

(115)
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