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RESUMO

As féormulas das areas de figuras planas convexas e dos volumes dos solidos geométricos
sao por vezes tomadas como verdade sem que sejam demonstradas, o que é uma falha no
ensino de matematica pois a rigor a beleza desta area encontra-se em suas demonstragoes.
Na geometria, para se calcular areas e volumes buscou-se evidencia-los de maneira clara
e precisa sem a perca do formalismo matematico apresentando os métodos da Exaustao,
Calculo Diferencial e Integral e do Teorema Fundamental da Proporcionalidade. Este estudo
mostra a evolugao em que as ferramentas matematicas utilizadas foram se aperfeicoando
em ordem cronolégica de desenvolvimento e apari¢oes na literatura. A pesquisa, possui
uma abordagem qualitativa, realizada por meio da leitura de livros, artigos e dissertagoes.
O estudo realizado indicou que é possivel fazer a demonstracio para o calculo das areas de
algumas figuras planas convexas e pouquissimos solidos geométricos com a exclusividade

dos trés métodos propostos.

Palavras-chave: Areas de figuras planas. Volumes de sélidos geométricos. Método da

Exaustao. Célculo Diferencial e Integral. Teorema Fundamental da Proporcionalidade.



ABSTRACT

The formulas for the areas of convex plane figures and the volumes of geometric solids are
sometimes taken as truth without being demonstrated, which is a flaw in mathematics
education, for strictly speaking the beauty of this area is found in its demonstrations.
In geometry, in order to calculate areas and volumes, an effort was made to make them
evident in a clear and precise way without the loss of mathematical formalism, presenting
the Methods of Exhaustion, Differential and Integral Calculus, and the Fundamental
Theorem of Proportionality. This study shows the evolution in which the mathematical
tools used were being perfected in chronological order of development and appearances in
the literature. The research has a qualitative approach, carried out through the reading of
books, articles, and dissertations. The study carried out indicated that it is possible to
make the demonstration for the calculation of the areas of some convex plane figures and

very few geometric solids exclusively with the three proposed methods.

Keywords: Areas of plane figures. Volumes of geometric solids. Method of Exhaustion.

Differential and Integral Calculus. Fundamental Theorem of Proportionality.
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1 INTRODUCAO

A geometria é um ramo da matemaética no qual se abre a varias vertentes desde
a parte basica de figuras construidas com réguas e compasso, até o desenvolvimento
de geometrias muito avancadas como, por exemplo, geometria Diferencial e geometria
Riemanniana, dentre esses leques presentes no ambito da geometria chega-se a areas de
figuras planas e volumes do sélidos geométricos com mais adendo a formas convexas as
quais estao extremamente ligadas a métodos que advém da Exaustao, Célculo Integral e o
Teorema Fundamental da Proporcionalidade. Nos quais foram desenvolvidos e aprimorados
por grandes nomes como Eudoxo, Arquimedes, Leibniz, Newton dentre intimeros outros

personagens que construiram toda a matematica durante milénios.

Portanto, indaga-se: as férmulas para as areas das figuras planas e o volume de
sOlidos geométricos sempre funcionam? Parte-se da hipotese, apresentar de forma clara e
precisa uma melhor demonstracao destas expressoes, ja que no acervo da literatura nao
foram encontrados embasamentos suficientes que mostrasse tao claramente. Dessa maneira,
serao utilizados trés maneiras diferentes para realizar estas demonstragoes. Através da
evolucao das ferramentas escolhidas para este processo tem-se o método da Exaustao, das
Integrais e também do Teorema Fundamental da Proporcionalidade, em ordem cronolégica

de desenvolvimento dessas ferramentas matemaéaticas.

Diante desta busca, objetiva-se de forma geral apresentar o avango da matematica
por meio do Método da Exaustao, Calculo Diferencial e Integral e do Teorema Fundamental
da Proporcionalidade com énfase ao calculo de areas de figuras planas e volumes de alguns

solidos geométricos. Como também, foram delineados os objetivos especificos:

e Apresentar o Método da Exaustao para o calculo de areas e volumes;
o Mostrar a utilizacgao do Célculo Diferencial e Integral para areas e volumes;

e Provar o Teorema Fundamental da Proporcionalidade e utiliza-lo para o calculo de

areas e volumes;

o Demonstrar a formula de areas de figuras planas e volume de alguns sélidos geomé-
tricos, aplicando o Método da Exaustao, Calculo Diferencial e Integral e o Teorema

Fundamental da Proporcionalidade.

A presente pesquisa foi realizada por meio de um levantamento bibliografico com

carater narrativo, cuja abordagem ¢é qualitativa ja que nao apresenta dados numéricos
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possuindo uma composic¢ao indutiva do assunto. Enquanto a natureza, pode-se classificar
como basica, pois um dos propositos é aumentar o acervo literario da tematica. Dessa
forma, quanto aos objetivos é possivel denotar como exploratéria, que tem como propésito
apresentar um avanc¢o mateméatico no célculo de areas de figuras planas convexas e de

volumes de alguns sélidos geométricos.

No capitulo 2, realiza-se uma contextualizacao histérica do Método da Exaustao
evidenciando os seus principais nomes como o de Eudoxo e Arquimedes, além de apresentar
a propria teoria e como pode-se aplicar a areas e volumes comparando a uma unidade
de medida pré-estabelecida, onde faz-se inser¢oes na figura a qual deseja calcular a area,
assim como para volumes, mas claro a unidade utilizada para area é distinta da unidade

de volume, visto que trata-se de conceitos diferentes.

No capitulo 3, faz-se um breve resumo na parte histérica com os seus principais
nomes sendo Gottfried Wilhelm Leibniz e Isaac Newton os quais sao considerados os
pais do calculo. E logo apds, uma pequena apresentacao do calculo diferencial, assim
tornando-se necessario que o leitor tenha uma noc¢ao razoavel de limites e derivadas para
fechar com a parte densa de integrais onde apresenta-se as defini¢goes mais importantes com
suas proposicoes e propriedades sendo provadas as mais relevantes, além da demonstragao
do Teorema Fundamental do Calculo em suas duas partes, finalizando com as aplica¢oes

deste conceito ao calculo de areas e volumes.

No capitulo 4, apresenta-se um pequeno retrato histérico da teoria das proporcoes
em seu famoso papiro, sendo ele escrito pelo escriba Ames, ficando conhecido como
Papiro de Rhind. J4 as proporgoes ligadas as artes como na obra de Leonardo da Vinci,
em “Monalisa”, foram relacionadas com o niimero de ouro, que é a propor¢ao aurea.
E em seguida, mostra-se a teoria das proporc¢odes definindo quando sao diretamente ou
inversamente proporcionais, além de tornar-se necessario o conhecimento de fungoes reais
para a realizagao da demonstracao do Teorema Fundamental da Proporcionalidade e

finalizando com as aplicagoes do teorema ao calculo de areas e volumes.

No capitulo 5, realiza-se a aplicagdo das teorias apresentadas anteriormente fazendo
as demonstragoes das formulas de areas de figuras planas convexas e de volumes de alguns

solidos geométricos por meio dos trés conceitos descritos.

Ao final, no capitulo 6, conclui-se que os objetivos sao atendidos e a pergunta
respondida com a confirmacao da hipotese, indicando a necessidade de mais ferramentas

matematicas para uma maior abrangéncia dos resultados.
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2 METODO DA EXAUSTAO

O método da eraustdo se tornou um instrumento belissimo para a prova de formulas
uma vez conhecidas, ja que trata de um método rigoroso mais estéril. Donde por si s6 nao
funciona tao bem para uma descoberta inicial, isto é, em termos de aspecto se assemelha
muito ao Principio de Indu¢io Matemdtica (PIM), Eves (2011).

Este capitulo objetiva trazer um breve retrospecto histérico deste método apresenta-
lo no A&mbito do célculo de dreas e volumes, tomando como embasamentos artigos/disser-
tagdes como (Silva et al., 2014), (Lima et al., 2013), (Vaccari; Pacheco, 2011). Além de
livros textos sendo (Eves, 2011), (Neto, 2013), (Lima et al., 2016a), (Lima et al., 2016b),
(Marques, 2012), (Dolce; Pompeo, 2013b), (Dolce; Pompeo, 2013a) e ndo podendo deixar de
consultar o cldssico e o mais celebre texto da geometria o (Euclides, 2009). E as aplicagoes

deste método sera mostrado no Capitulo 5, mostrando aqui somente a parte tedrica.

2.1 CONTEXTO HISTORICO

A matematica grega que buscava a quadratura de um circulo e de outras figuras
curvas. Uma importantissima contribui¢do e das mais antigas relacionada a este problema
é creditada a Antifon, o Sofista. Consta que o teria feito por sucessivas duplica¢oes do
numero de lados de um poligono regular inscrito no circulo, em que a diferenca entre o

circulo e o poligono chegard a ser nula, Eves (2011).

Além de Antifon que deu um pontapé a essa ideia foi com FEudoxo de Cnido
408 a.C'.— 355 a.C., que no amago de seus estudos e de maneira ardua criou e inventou
o entao denominado “Método da Exaustao”, que tem sua base na primeira proposi¢ao
do Livro X do excelente gedmetra Fuclides de Alexandria, no seu famoso livro (Euclides,
2009). Iremos nos verificar a notagdo de como era na antiguadade e aqui deixamos claro

que na notag¢ao a seguir em que magnitudes é como se fosse um segmento que tem medida.

Sendo expostas duas magnitudes desiguais, caso da maior seja subtraida
uma maior do que a metade e, da que é deixada, uma maior do que a
metade, e isso acontega sempre, alguma magnitude serd deixada, a qual
serd menor do que a menor magnitude exposta. (Euclides, 2009, p. 354)
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Figura 2.1 — Eudoxo de Cnido

Fonte: (Silva et al., 2019, p.16)

O celebre Eudoxo nascido em Cnido uma antiga cidade grega que atualmente
pertence a Turquia por volta de 408 a.C. e seu falecimento na mesma cidade por volta de
355 a.C'.. Foi um astronomo e matematico grego, além de ter sido médico por alguns anos
que talvez por influéncia familiar sendo composta de grandes médicos. E como filésofo
tendo estudado com Platao, Silva et al. (2019). J& que para sua idealizagdo Eudoxo criou

o lema e alguns a chama de LEMA OU AXIOMA DE ARQUIMEDES, que diz

Caso magnitudes, em quantidade qualquer, sejam o mesmo multiplo de
magnitudes, em quantidade qualquer, iguais em quantidades, cada uma
de cada uma, quantas vezes uma das magnitudes é de uma, tantas vezes
todas serdo todas. (Euclides, 2009, p.207)

Na historiografia outro nome que aparece atrelado ao método da exaustao é o de
Arquimedes de Siracusa 287 a.C.— 212 a.C'., no qual o aprimorou este método que usando
a ideia de Eudoxo, além de inscrever um poligono de area conhecida, Arquimedes também
circunscreveu o mesmo poligono naquele que queremos descobrir sua area, o também se

repete para o calculo de volumes.

Figura 2.2 — Arquimedes de Siracusa

r

Fonte: (Assis, 2008, pl)
Um dos maiores matematicos da antiguidade, Arquimedes nascido em uma provincia
de Siracusa, na Magna Grécia, que atualmente pertence a Italia. Por volta de 287a.C'. e
tendo sua vida ceifada durante o ataque de Siracusa, pelos romanos em 219a.C., Silva et al.
(2019). O grande Arquimedes além de matematico, ele também era fisico e astronémo. E
um grande inventor, tendo creditado a ele diversos instrumentos até bélicos que ajudaram

a Siracusa quando invadida pelos romanos.
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2.2 PRINCIPIO DE EXAUSTAO

E um método muito antigo que é usado para o célculo de dreas de figuras planas e
volumes de sélidos geométricos. Desenvolvidos por volta do século I'V a.C'., pelo grande
matematico Eudoxo e aprimorado por Arquimedes. Que conseguiste seu desenvolvimento
por meio de conceito criado a época que atualmente seria encontrar um multiplo qualquer
para quaisquer segmentos dados, veja o LEMA DE EUDOXO-ARQUIMEDES que encontra-se

em (Euclides, 2009, p.354). Reescrevendo em linguagem atual este principio, temos

Teorema 1. (Principio de Eudozo-Arquimedes) Sejam dadas duas grandezas desiguais, se
da maior grandeza retirarmos uma parte maior que a sua metade, repetimos esse processo

de maneira continua, sobrara uma grandeza menor do que a menor grandeza dada.

Demonstragao: Considere duas grandezas da mesma espécie como mostra a Figura
2.3a e que sem perda de generalidade suponha que a > . Da Definicdo 4 encontra-se em
(Euclides, 2009, p.210), garante a existéncia de um d natural, tal que df > «, como mostra
a Figura 2.3b.

Figura 2.3 — Segmentos

(@) a>p (b) df > a

X ’ it

O Ll > T - i

JB i 3 I

Fonte: Préprio autor
Assim dadas essas condigoes, tome as grandezas « e df. E de « retirar uma parte

maior que sua metade, e de df retirar 5 (que é menor que sua metade de df3), restando

duas grandezas a1 < Jae (d—1)p, tais que (d—1)5 > 1. Se repetir 0 mesmo processo

1
tem-se duas grandezas ag < Ju<jae (d—2)p, tais que (d—2)8 > az. Repetindo o

, 1 .
processo (d—1) vezes terd duas grandezas ag_1 < §an < FQ B, tais que 8 > ay,—1. Ou
seja, ao repetir o processo (d— 1) vezes encontrara a grandeza ay_1 que é menor do que 3,

a menor das grandezas dadas.
[ |

E importante destacar aqui o conceito criado pelos pitagoéricos no século Va.C.,
que é o conhecimento dos nimeros irracionais, isto €, sao ntimeros que nao podem ser

escrito como uma fracao de nimeros inteiros com o denominador diferente de zero.
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Tome o segmento AB que tem medida AB sendo um nimero. E agora tome % a
medida de um segmento unitario a qual dird que é igual a 1. Se @ cabe m vezes em AB
com m inteiros diz-se que AB é comensuravel, ou seja, tomando m pontos entre A e B
de modo que Ag=A< A1 <Ay <...<A,=Beque A;/A; 1 =7, comi=0,1,...,m—1,

veja a Figura 2.4,

Figura 2.4 — Insercao de m pontos no segmento AB

Fonte: Préprio autor

como temos m partes e quando somamos todos tem-se exatamente AB, isto é
AgA1 + A1 Ao+ ..+ Ap1Ay = m-u= AB.

Agora tome AB menor que @, suponha que existe uma medida T tal que caiba m vezes

em AB e que T caiba n vezes em U, sendo m e n inteiros. Assim T é um multiplo comum

5 -5 ~ L. - m ., _ _

de AB e @, consequentemente AB e U sdo comensuraveis, e logo AB = —, ja que U — nZT,
n

1
assim T é a n-ésima parte de @, ou seja, T = —.
n

Agora se para U nao se pode escrever como uma fragao % que caiba em AB, logo
AB ¢ incomensuravel. Agora, tem-se n um inteiro positivo, dividindo % em n partes iguais,
que tem comprimento iguais a Z sua medida. Logo existe um inteiro m que AB possui
m segmentos T mas que falta algo ainda para completar AB e que m -+ 1 segmentos de

_ 1 . .
T = — forma um segmento maior que AB, assim

n
m m—+1
— <AB< .
n n
.om, L o L.,
E desta maneira — é uma aproximacao por falta com um erro inferior a — ja que quando
n n

m-+1 i i ~ _
que é uma aproximagao em excesso de AB, com um

adicionar mais um T tem-se

) ) 1
erro inferior a —.
n

2.2.1 Areas

Segundo Dolce e Pompeo (2013b), a drea é uma regiao limitada que estd associda a
um ndimero real positivo. Que é um conceito decorrente da comparacao entre figuras planas,
aqui deixaremos claro, para o nosso objetivo sera necessario o leitor ter conhecimento
basicos de geometria como lados, figuras planas, dimensoes e as principais caracteristicas

das figuras planas como exemplo o circulo em que a distancia da borda ao centro para
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qualquer ponto na borda é igual a qual denomina-se de raio. A este conceito associa a
comparagao em que a area é dada em funcdo de um quadrado de lado 1 (unitéario), e
diremos que a esse quadrado tem area igual a 1, que serd denotado como o quadrado

unitario, veja a Figura 2.5.

Figura 2.5 — Quadrado de area unitaria

Fonte: Préprio autor
E para lados inteiros ou comensuraveis basta inscrevermos o quadrado unitario e
verificar quantos cabem dentro da figura. Assim como para lados racionais divide-se o lado
do quadrado unitario em partes iguais de modo que o novo quadrado caiba um ntimero

inteiro de vezes no interior da superficie que deseja calcular, como mostra a Figura 2.6

Figura 2.6 — Retangulo de lados racionais e quadrado da divisao do unitario

Fonte: Préprio autor
E quando os lados sao incomensuraveis, utilizara o conceito aplicado ao segmento e
dividi-se a area do quadrado unitario em pequenas partes e mensurara por falta e excesso
até que ambos convirja a um tunico valor, ao qual chama-se de uma dupla redugao ao

absurdo, assim a essa ideia pode-se visualizar como mostra a Figura 2.7.

Figura 2.7 — Retangulo de lados irracionais e quadrado subdividido do unitario

Fonte: Préprio autor

2.2.2 Volumes

Segundo Lima et al. (2016a), o volume é a quantidade de espago ocupado por um

objeto. Sendo um conceito desenvolvido por meio da comparacao de sélidos, aqui faz-se
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necessario que o leitor conhega os conceitos béasicos da geometria espacial como arestas,
planos, sec¢oes, sOlidos, prismas, pirdmides, esferas, cones e cilindros. A este conceito
intuitivo de volumes associa a comparacao em que o volume é dado em funcao de um cubo
de arestas 1 (unitario), e a esse cubo defini-se o volume igual a 1 ou volume unitario, veja

a Figura 2.8

Figura 2.8 — Cubo de volume unitario

Fonte: Préprio autor
E para arestas inteiras inscrever o cubo unitdrio e verificar quantos cabem dentro
do novo sélido. Assim como para arestas racionais divide-se a aresta do cubo unitario em
partes iguais de modo que o novo cubo caiba um ntmero inteiro de vezes no interior do

solido que deseja calcular o volume, como mostra a Figura 2.9.

Figura 2.9 — Cubo dividido do unitario e sélido de arestas racionais

Fonte: Préprio autor

E quando as arestas sdo incomensuraveis ira se utilizar o conceito que foi usado

para a area, isto é, dividir o cubo unitario em pequenos cubos como mostra a Figura 2.10.

Figura 2.10 — Subdivisao do cubo unitario

o

Fonte: Préprio autor
E o mensurar por falta e por excesso até que ambos convirja a um tnico valor ao qual
chama-se de uma dupla redugdo ao absurdo, assim pode-ses visualizar o solido de arestas

irracionais como mostra a Figura 2.11.
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Figura 2.11 — Sélido de arestas irracionais

Fonte: Préprio autor

Note que até o momento foi mostrado como calcular o volume de sélidos que pode
inscrever o cubo unitario mas se quiser calcular o volumes de solidos como esferas, cones,
cilindros e piramides mostra-se muito facilmente por Célculo Diferencial e Integral, mas
que por este método de Exaustao ird se utilizar de uma soma de finitos termos de partes
muito pequenas iniciando um conceito intuitivo de calculo integral, por meio da série
numérica do tipo

Sp=1"4+2t43+ .. . +nl

onde t é um ntmero inteiro e para os sélidos mencionados anteriormente precisard apenas

das somas em que t =1 e t = 2. Assim para t = 1, tem-se

Corolario 1. (Soma dos n primeiros nimeros naturais) A soma S1 dos n primeiros

nimeros naturais, isto €, (1+24+3+...4+n) é dada por

n(n—i—l)'

S1=——

Demonstragao: Desenvolvendo o binémio de Newton, (z 4 a)? = 22 + 2za + a>. Fazendo
a =1 e x variando no conjunto {1,2,3,4,...,n}, tem-se

r=1 — (1412=22=1242.1-1+12

r=2 = (241)?=32=2242.2.1+12

z=n = m+12=mn+1)?=n*+2-n-1+1%

Agora somando membro a membro os termos das equacoes e fazendo as devidas simplifica-
coes, tem-se
R=1242.1-1+12

R=2R42.2.1+12

K:Z\Lﬁ%—Q-(n—l)-l—HZ
(n+1)2=n2+2-n 1412

(n+1)? = 1242-(14+2+43+...+n)+(1+14+...+1)

n termos
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A partir de agora se resolve a soma dos n primeiros nimeros naturais de onde ird denotar
por S1 =1+4+2+34...4+n e a soma dos n primeiros naturais, e fazendo uma resolucao

simples utilizando a matematica basica

(n+1)% = 1242-(1+...4+n)+(1+...+1)
S1 n-1

(n+1)? = 1°42-S14n

(n+1)2-12-n

S1 = 5
B 24201+ R-R—n
N 3
~ n?4n
2
~ n(n+1)
B 2

Ja é uma férmula muito conhecida como a soma de uma progressao aritmética de

razao 1. E agora faz-se para o t = 2,

Corolario 2. (Soma dos quadrados) A soma Sy dos quadrados dos n primeiros nimeros
naturais, isto é, (12 +2243% 4. +(n—1)> +n2) ¢ dada por
~n(n+1)(2n+1)

Sy = 5 .

Demonstracio: Desenvolvendo o binémio de Newton, (z+a)? = 23 + 32%a + 3za® + a®.

Fazendo a =1 e x variando no conjunto {1,2,3,4,...,n}, tem-se

(1+1P=22=13+3-12-143-1-12+13

r=1 =
r=2 = (2+1P3=33=2%43.22.14+3.2.12+13

r=n = m+1P=m0+1>3=n3+3-n*143-n-12+1°

Agora somando membro a membro os termos das equacoes e fazendo as devidas simplifica-

coes, tems-se

M _-1343.12.143-1-124+13
R¥=243.22.143.2.12 413

MW=Tr=13+3 - (n—1)2-14+3-(n—1)-12+13
(m+1P3=n3+3n214+3-n-12413
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(n+1)® = P43 (12+22 432+ +n)+3-(1+243+...4n)+(1+1+...+1)

n termos

A partir de agora se resolve a soma dos quadrados dos n primeiros niimeros naturais

de onde ird denotar por Sy =12+22+3%+ ... + (n— 1)2 +n? e a soma dos n primeiros

n(n+1)

naturais é dado pelo Corolario 1 na qual a soma é dada por S1 = , € faz-se uma

resolucao simples utilizando a matematica basica

(n4+1)3 = P43-(1®+.. . 4n0H)4+3-(1+...4n)+(1+...+1)
Sa S1 n-1
(n+1)® = 1°4+3-5+3-S1+n
(n+1)3—-13-3-91—n
3

Sy =

(n+1)n

2
A~
n+3n%+3n+1-1-3- 51 -n
3
o3 +6n2+6n—3n2—3n—2n
6

2n3 +3n% +n
6
n(2n+1)(n+1)
G .
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3 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

O calculo diferencial e integral fundamenta-se em dois conceitos de muita impor-
tancia, além do estudo dos ndmeros, a conhecer, a ideia de funcdo e a nocio de limite. E
notério que estas representagoes sao vistas desde a matematica antiga, mas é na moderna
que sua beleza estrutural e seus significados sdo universalmente difundidos, Courant e
McShane (1934). Desenvolvido no século XVII com uma enorme contribuicao de Isaac
Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz, o calculo infinitesimal revolucionou a ciéncia e a

engenharia, tornando-se essencial para a fisica, a economia e a tecnologia.

Este capitulo tem como objetivo apresentar um panorama histérico do célculo, suas
principais defini¢oes, teoremas fundamentais e aplicagoes. Evidenciando a importancia do
calculo integral por meio da sua capacidade de resolver problemas com énfase no calculo
de areas de figuras planas e volumes de sélidos geométricos, tomando como embasamentos
tedricos os textos de (Stewart, 2013), (Courant; McShane, 1934), (Thomas; Weir; Hass,
2012), (Neto et al., 1985) e (Guidorizzi, 2013).

3.1 CONTEXTO HISTORICO

No final do periodo grego, os matematicos estavam investigando curvas geométricas
mais gerais e complexas do que simplesmente retas, circunferéncias e elipses. As curvas as
quais detinham seus interesses eram as curvas que surgiram como lugares geométricos a
determinadas condic¢oes, por exemplo parabolas e a Conchoide de Nicomedes. No século
XVII, Pierre de Fermat desenvolveu métodos para encontrar tangentes a curvas, o que
abriu caminho para o conceito de derivada. [saac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz,
de forma independente, formalizaram o célculo infinitesimal. Enquanto Newton aplicava
suas descobertas a fisica e descrevia mudancas por meio das "fluxoes", Leibniz desenvolveu
uma notagado matematica mais intuitiva, como os simbolos para diferenciacao e para
integragdo. Apesar de uma longa disputa sobre a prioridade da descoberta, hoje reconhece-
se a importancia das contribui¢cbes de ambos para a consolidagao do calculo diferencial e

integral.
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Figura 3.1 — Gottfried Wilhelm Leibniz

Fonte: (Leibniz, 2007)
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) foi um dos maiores pensadores do século XVII,
destacando-se como filésofo, matematico, 16gico, jurista, diplomata e inventor. Nascido
em Leipzig, Alemanha. Teve uma formagao académica ampla, mas foi na mateméatica que
deixou sua marca mais profunda e duradoura, sendo amplamente reconhecido como um
dos criadores do calculo diferencial e integral, ao lado de Isaac Newton. O desenvolvimento
do seu calculo foi motivado por problemas praticos, como o calculo de areas sob curvas,
tangentes a curvas, e taxas de variacao. Leibniz é uma figura central ndo apenas para a

histéria do calculo, mas para a prépria construcao do pensamento cientifico moderno.

Figura 3.2 — Isaac Newton

Fonte: (Newton, 2016)
Isaac Newton (1643 —1727) é uma das figuras mais influentes da histéria da ciéncia. Sendo
matematico, fisico, astronomo e filésofo natural. Nascido em Lincolnshire na Inglaterra. Foi
responsavel por desenvolver, de forma independente, o calculo diferencial e integral, tendo
uma abordagem entrelacada com seus estudos em fisica e astronomia. A motivacdo para o
desenvolvimento do calculo surgiu da necessidade de compreender e descrever o movimento
dos corpos celestes, as forcas que agem sobre eles e as mudancas nas quantidades fisicas ao
longo do tempo. Criando assim uma ferramenta matematica capaz de lidar com variacoes
continuas e instantaneas ao que chamamos hoje de cédlculo diferencial, e com o actiimulo de

quantidades o que reconhecemos hoje por calculo integral.
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3.2 CALCULO DIFERENCIAL

A estrutura cerne do chamado calculo infinitesimal é o conceito de limites, que ao
principio de sua descoberta era tratado como duas partes distintas sendo elas o cdlculo
integral e o cdlculo diferencial. Mas, logo em seguida foi demonstrado por meio do Teorema
Fundamental do Calculo, que sera visto na secao de integrais, que esses dois conceitos

estao intimamente ligados, sendo até o inverso um ao outro.

Aqui vale ressaltar que nao sera feito um estudo minucioso acerca do calculo
diferencial, tendo em vista o escopo do presente trabalho, portanto faz-se necessario que o
leitor conheca a teoria de limites e consequentemente a de derivadas que também é um
limite, donde mostra-se sua definicao e também um quadro resumo, veja o Quadro 3.1

onde estara exposto as regras de derivacao e algumas derivadas consideradas bésicas.

Definicao 1. (Derivada) A derivada de uma curva/funcio dada por y = f(z) na varidvel

x é uma funcdo f', cujo valor em = é dado pelo limite

o) = i LEED =S

desde que o limite exista.

Diante da énfase em integrais, sera omitido aqui as demonstracoes de func¢oes simples
fazendo-se necessario a criagdo de um quadro resumo acercas das regras de derivacao. A

seguir suponha que:

e a e b, sao constantes reais;

e f,qg, e h, sao fungoes derivaveis na variavel t.
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Quadro 3.1 — Algumas derivadas basicas e regras de derivacao

Regras de Derivacao Derivadas basicas
a(t) o (t) a(t) o (t)
f f! log,, t !
¢ ¢ 8a t-lna
ftg f'£q sen (t) cos (t)
f-g frg+f-d cos(t) | —sen(t)
f-gh|fgh+tf-gd h+f-gn a 0
[ Al
/ f9-id o | e
g g
f(g(t)) f’(g(t)) 'gl(t) at al-Ina

Fonte: Préprio autor

3.3 CALCULO INTEGRAL

Nesta secao sera estudado um dos conceitos fundamentais da matematica, a integral,
que trata de soma continua de pequenas partes, permitindo calcular grandezas como areas,
volumes, probabilidade e trabalho. Surgindo da necessidade de resolver problemas que
envolvem medidas de superficies e volumes irregulares, sendo hoje amplamente utilizada
na fisica, engenharia, estatistica, economia e diversas outras areas. Aqui destacara apenas
as defini¢oes importantes, por exemplo o Teorema Fundamental do Célculo, técnicas
para integracao que ajudara no calculo de areas e volumes de figuras planas e sélidos

geométricos.

3.3.1 O Problema da Area

Para determinar a area sob uma curva, primeiro serd necessario entender o que
¢é area, veja a Figura 3.3, note que a area é uma regiao que esta limitada por algumas
propriedades como visto na Figura 3.3, tem-se que a regiao S sendo a area abaixo da curva
y = f(x) que vai de a até b. Isto significa que a regiao S, na Figura 3.3 esta limitada pelo
grafico da fungdo continua f com f(x) > 0, pelas retas verticais a direita por x =b e &
esquerda por x = a, assim como esta limitada inferiormente pela reta x =0, ou também o

eixo x.
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Figura 3.3 — Area da regido S

B

Fonte: Préprio autor

Como visto acima a area ¢ um conceito nao tao simples para uma curva como a da
Figura 3.3. Neste sentido facilita um pouco quando essa regiao ¢é limitada por retas ou
simplesmente lados retos como por exemplo, ver a Figura 3.4, onde sao poligonos e que
neste caso sao de mais facilidade de encontrar sua area lembra-se aqui serd assumido como
verdade as areas de poligonos como retangulos e triangulos mas tendo como objetivo fazer
suas respectivas demonstragoes, assim pode-se afirmar que a area de um retangulo é dada
pelo produto de comprimento (/) e sua largura (w) da mesma forma tera que para um
tridngulo sua area é dada pelo produto da metade de sua base (b) pela sua altura (h), ver

a Figura 3.4.

Figura 3.4 — Areas limitadas por lados retos

A =l ] Aul EFTRE S ey W

Fonte: (Stewart, 2013, p. 326)
Ja para um poligono que possui mais de quatro lados sua &area ¢ dado por sua
subdivisao da area em trangulos como mostrado no terceiro poligono da esquerda para
a direita, da Figura 3.4. E sua area é a soma de todas as areas dos triangulos formados

dentro do poligono.

Exemplo 1. Utilizando de retangulos estime a drea abaixo da pardbola y = 22 de 0 até 1,

ver a Figura 3.5a a pardbola, e a drea da regiao pardbolica, ver a Figura 3.5b.
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Figura 3.5 — Grafico de y =22 e drea da regido S de 0 a 1

(a) Gréfico de z° (b) Area da regido S

Fonte: Préprio autor

Solugao: Primeiro perceba que a regiao S estd dentro de um quadrado de lado 1, em

especificidade entre 0 e 1 e abaixo da pardbola y = 2%. Agora divide-se a regido S em
1

1 3
=—,r==-ex=1, ver a Figura 3.6,

quatro faixas limitadas pelas retas verticais x = 7 x 5 5

produzindo quatro areas S, Sa, S3 e S4.

Figura 3.6 — Area subdividida em quatro faixas

Fonte: Préprio autor

tomando cada faixa aproximando por um retangulo com base igual a largura de cada

faixa, ja que as faixas possui uma mesma largura pois foi dividido em quatro partes iguais
1-0 1
= eparaa altura sera tomada igual ao lado

sendo calculado da seguinte maneira

esquerdo da faixa de maneira que a altura coincide com o valor da parabola neste ponto,

1 1\ /1\?
veja a Figura 3.7a, assim cada retangulo tem base igual a 1° altura 02, (4) , <2> e

3 2
— ] , veja que a regiao S desaparece porque a altura é zero. Assim somando todas as
7’ 4 A 1 . .

areas dos retangulos utilizando a extremidade esquerda com quatro faixas, onde denotando

g = Lol <1>2+1 <1>2+1 (3>2
Ee = 4 1 \1) "1 \2 1 \4

por (Sg,), obtém:

S So Ss Sy
= 0+]'+1-+9
B 64 16 64

14449

64
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14
64
= 0,21875 — Sg, =0,21875
Entao a area da regiao é Sg, = 0,21875. Note que a area da regiao S é maior que a area

da regiao Sg,, ou seja, por estimativas obtemos:

S>SE4. (1)

Figura 3.7 — Aproximacgoes de areas utilizando a extremidade esquerda e direita

(a) Area aproximada pela (b) Area aproximada pela
esquerda direita

Fonte: Préprio autor
Analogamente fazendo as aproximacoes com retangulos de base igual a largura
da faixa e que sua altura sera igual ao lado direiro da faixa que coincide com o valor da

parabola nesse ponto, veja a Figura 3.7b, logo note que cada retangulo tem base igual
1 N2 /1\% /3\?
a 1 e altura () , () , () e 12. Assim, fazendo a soma das dreas dos retangulos

4 2 4
utilizando as extremidades direitas com quatro faixas (Sp,), segue que:

1 /1N2 1 /1N2 1 /3\%2 1
S - 4 () 4 <> 4 <> 4 12
D 1 \1) "1 \g) T1\3) 1
—_——— — ) — ' =~

Sl S2 Sg 54
1 1,901
64 16 64 4
14449416
N 64
_ 30
64
= 0,46875

Portanto a area da regiao Sp, = 0,46875. Entao, a area da regiao S é menor que a area

da regiao Sp,, isto é, por estimativas obtém:

S<SD4. (2)
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Dessa maneira, tomando como base as desigualdades 1 e 2 obtém que a area S esta

limitada superiormente por Sp, e inferiormente por Sg,, ou seja:
Sg, <S5 <Sp, = 0,21875 < S < 046875.

Dessa forma repetindo esse processo para calcular a area com mais faixas pode-se ter
uma melhor aproximagio para esta drea seria aumentar a quantidade de retdngulos (n) e
analisar para qual valor a soma das areas dos retangulos com a altura na extremidade a

esquerda (Sg,) e com altura na extremidade a direita (Sp,, ), veja a Tabela 3.1.

Tabela 3.1 — Valores das areas com extremidade na esquerda e direita

SDn, n | Sg, Sp

n | Sg

n n

10 | 0,285 0,38500 | 100 | 0,32835 | 0,33835

20 | 0,30875 | 0,35875 | 200 | 0,33084 | 0,33584

40 1 0,32094 | 0,34594 | 500 | 0,33233 | 0,33433

50 | 0,32340 | 0,34340 | 900 | 0,33278 | 0,33389

Fonte: Préprio autor

Veja que em quanto mais aumentar a quantidade de retangulos mais a soma de suas areas
seja com extremidade a esquerda ou direita, vai se aproximando de 0,33. Entao uma boa

aproximagao para a area abaixo da parabola de 0 até 1 é S ~ 0,33 u.a.

3.3.2 A Integral Definida

A partir de agora definird uma maneira para se calcular dreas e volumes de figuras
com propriedades mais complexas, como as que sao limitadas por parabolas, elipses,
hipérboles e inimeras outras curvas, que para o seu conceito de volume fard um rotacao
em torno de um eixo especifico e ja para area calcula-se a regiao abaixo da curva ou acima
dependendo de sua especificidade. Para isso é que uma ferramenta essencial a integral
definida em célculo existe em conceitos importantes como areas, volumes, comprimento de
linhas curvas, dentre iniimeros conceitos que podem ser feito com a integral. A ideia que
esta amparando a integral é que pode-se calcular por meios de quantidades arbitrariamentes
muitos pequenas, mas para que possa se aprofundar a este conceito, primeiro se define
uma particao e a soma de Riemann. Os conceitos apresentados nesta se¢do podem ser
encontrados em livros textos como (Guidorizzi, 2013), (Thomas; Weir; Hass, 2012) e (Lima,

2017). Alguns desses conceitos nao serao demonstrados.
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Particao de um intervalo

Seja [a,b] um intervalo fechado, e neste intervalo define uma particao P, da seguinte

maneira

Definigao 2. (Particio de um intervalo) Uma particio P de um intervalo fechado |a,b] é
um conjunto finito P = {xo,x1,...,Tn—1,Tn} dondea=2p <1 <12<23<...<1;<...<
Tp—1 < Tp=>. EP divide [a,b] em n subintervalos [x;—1,z;] comi=1,23,....n—1,n.

Tome essa particio numa reta real, veja a Figura 3.8.

Figura 3.8 — Particao de [a,})

Fonte: Préprio autor

A amplitude do subintervalo [x;—1,x;] serd indicada por Ax; = x; — x;—1.

Assim com essa particdo, os n subintervalos produzira n amplitudes de valor Ax; € R, ou

seja,
[z0,71] = Az =11—-120
[131,1,‘2] = AIQ =T2—I1
[xn—la xn] = Azp =25 —Tp1
Onde as amplitudes Az; para todo i =1,2,...,n ndo sao necessariamente iguais. E o maior

valor das amplitudes seja Az; denomina-se de amplitude da particao P e sera denotada

por max Ax;.

Soma de Riemann

-

E um ndmero que é resultado da soma de varias parcelas, sendo introduzido e
aplicado primariamente pelo grande matematico Georg Friedrich Bernhard Riemann
(1826 — 1866), mais conhecido por Riemann. Natural da Alemanha, ele detinha uma
mentalidade fértil e de muitos interesses tendo trabalhos e descobertas inovadoras nas
areas de analise, teoria dos nuimeros e geometria a qual nesta obteve uma execelente
descoberta onde em uma conferéncia generalizou todas as geometrias euclidianas e nao-
euclidianas, criando a sua geometria denominada de Geometria Riemanniana, que serviu

de suporte para a Teoria da Relatividade de Einstein. Além de facilitar o entendimento do
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calculo por meio da integral de uma funcao, definindo o que se conhece hoje por integral
de Riemann, utilizando-se da Soma de Riemann.

Figura 3.9 — Georg Friedrich Bernhard Riemann

Fonte: adaptada de (Nunes, 2015)

Seja f uma fungao definida em [a,b] e P uma parti¢ao do intervalo fechado onde
P ={a=x9,21,...,2n—1,2, = b}. E para cada subintervalo [x;_1,x;] com i = {1,2,...,n}
tome ; de modo que ¢; € [z;_1,7;] escolhido de maneira arbitraria, ou seja, podendo ser

qualquer valor no intervalo inclusive os seus extremos. Como mostra a Figura 3.10

Figura 3.10 — Escolha de ¢; qualquer em [z;_1, ;]
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Fonte: Préprio autor
Entao Riemann definiu que o niimero

S F(00)- Aai = Fo1)Arr + fg2) A+ ..o+ f(on) Ay 3)
=1

a qual denomina-se soma de Riemann da fungao f, relativa a particdo P e ao ntimeros ;.
Lembre-se da Definicao 2 e veja que Az; é a amplitude de cada intervalo.

Integral de Riemann: definigao

Ao calcularmos a area como no Exemplo 1 quando aumenta indefinidamente a

quantidade de faixas, aparece um tipo de limite especifico, definido pela seguinte formula
n
lim
N—00 4

> flwi)Ax = f(a)Az+ f(za) Az + ...+ flan) Az
=1
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note que este ultimo limite remete a soma de Riemann como mostra a Equacgao 3, apenas
tomando o limite da soma tendendo ao (c0) e as amplitudes de cada subintervalo de
maneira iguais. E sabe-se que para este tipo de limites aparece em uma grande variedades
de situagoes como por exemplo comprimento de curvas, volumes de solidos, trabalho e
centro de massas entre outras aplicagdes, mesmo quando f nao é necessariamente uma
funcao positiva. Para este tipo de limites quando existir tem nome e notacao especial, isto
é, chamara de integral e denota com a letra S esticada que representa a soma das areas, e

que possui o simbolo / . Dai, de maneira formal define-se a integral.

Definicao 3. (Integral Definida) Seja f : [a,b] — R uma fung¢do limitada em um intervalo
fechado [a,b], com a <b. Diz que um nimero real K € a integral definida de f no inter-
valo [a,b] se, para todo € > 0, existir 6 > 0 tal que, para toda particio P = {xo,z1,...,Zn}

de a,b] com a=x9 <1 <...<xp=> satisfazendo
max Ax; < 0,

e para qualquer escolha de p; € [xi—1,x;], com i ={1,2,...,n} temos

n

> flei)Ari— K

=1

< €.

Quando tal nimero K existir, ele é iinico em virtude das propriedades dos limites e
chama-se K de integral de Riemann de f no intervalo [a,b], denotando
n

[ F@r=K= 1w " flg)an (1)

max Ax;—0 -1

A defini¢ao de integral se utiliza de processo de limites no qual o max Ax; vai

para zero. Nos casos em que uma particao P tiver todos os subintervalos iguais, ou seja,

cada subintervalo terd amplitude igual a Az = , escolhendo de maneira arbitraria
@i € [ri—1,7]. Se o limte das somas de Riemann existe e é igual a K quando n — 0o, pois
como o max Az; — 0 entdo o nimero de subintervalos aumenta infinitamente. Entao K é

a integral definida de f em [a,b], desta maneira tem-se

b—a

b n
[ fw)de =K = tim " f(e):
@ i=1

O grande matematico Leibniz foi quem primariamente utilizou o limite de somas
de Riemann como integral e introduziu o simbolo / como notacao para integrais. Este
incremento é um S alongado e foi escolhido assim porque a integral é um limite das somas

de Riemann. O simbolo para o nimero K na definicao de integral definida é

/abf(x)dx
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que é lido como “integral de a até b de f de x e dx” ou também apenas como “integral de
a até b de f em relacdao a z”. Os outros componentes do simbolo da integral também tem

denominacao, veja a Figura 3.11

Figura 3.11 — Componentes do simbolo da integral
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Fonte: Préprio autor
Note que até o momento foi tratado da integral como sendo uma interpretagao
de area abaixo da curva e sempre a curva é positiva, mas e se a curva assumir valores
negativos, o que acontece? Como fica nossa interpretacao? Para nos facilitar a visualizacao,

veja as Figuras 3.12a e 3.12b

Figura 3.12 — Area de f e a particdo de [a,b]

(a) Area com valores negativos (b) Interpretacdo geométrica com a fungdo
com valore negativos

A,

Nl
[y
4; ﬂ | 1 x|
e e -t
Llp =
Fonte: (Stewart, 2013, p.338)

Dessa maneira, se a f assume valores negativos e positivos, veja a Figura 3.12a, a
soma de Riemann que é o limite das somas das areas dos retangulos e que se os valores de
f >0 entdo a soma das areas dos retangulos acima do eixo x e ja para valores em que f <0
entao a soma das areas dos retangulos abaixo do eixo x, e como a altura dos retangulos é
igual ao valor em que a funcdo assume no ponto, isto é, para f > 0 as alturas sao positivas
e consequentemente suas areas sao positivas, ja para f < 0 as alturas sao negativas e
consequentemente suas areas sao negativas, assim a soma de Riemann resultante é igual a
diferenga das areas positivas (retangulos azuis) pelas dreas negativas (retdngulos amarelos),
ver a Figura 3.12b. Assim a integral definida pode ser interpretada como a area resultante,

ou seja, a diferenca das
b
| f@)de = P(£.P)=N(1.P)

onde P ={a,z1,29,...,b} uma parti¢ao, como a descrita na Defini¢ao 2, e P(f,P) é a area
da regiao acima do eixo x e abaixo da curva/grafico da fungao assim como N(f,P) é a

area da regiao abaixo do eixo x e acima da curva/grafico da funcao.
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Propriedades da Integral Definida
Agora sera demonstado algumas propriedades basicas das integrais.

Proposigao 1. (Propriedades das Integrais Definidas) Sejam f,g: [a,b] = R, com f e g
fungoes integrdveis no intervalo fechado [a,b], e seja ¢ € R, uma constante. Entdao, valem

as sequintes propriedades:

(i) (Ordem de integragio) Se tomarmos os limites de integracao de b até a, temos

b a
/ f(x)dx = _/b f(x)dx
(ii) (Intervalo de largura zero) Se a =b, entao
/ flz)dz=0

(1ii) (Multiplicagao por uma constante) c- f € integrdvel em [a,b] e

bc f(x)dx =c- bf(x)dx
J J

(iv) (Soma e subtragio) f+g € integravel em [a,b] e

[ @) £o@lde = [ @ [ gt

(v) (Parti¢io do intervalo) se a < c<b e f € integravel em [a,c| e [c,b], entdo

/abf(a;)dx _ /acf(a:)da:Jr/cbf(w)d:c

(vi) (Fungao constante) se f(x)=c, entdo

/abcdx =c(b—a)

Demonstragao: Sabe-se que f e g sdo fungoes integraveis no intervalo fechado [a,b],

aqui ira se utilizar da Defini¢ao 3,

(i) Note que sempre move-se da esquerda para a direia ao longo do intervalo de integracao
que é [a,b], assumindo de certa forma que a < b. Mas note que a definigdo faz sentindo

mesmo quando a > b, pois a definicdo como o limite das somas de Riemann faz
b—a a—b b—a

sentido ja que ao inverter a e b, o Az que é dado por fica = —< )
n n n

n
logo tem-se Z f(z)[—Azx] = Z f(x;)Az, é quando aplica o limite fica,
=1 =1

b a
/ f(x)dx = —/ f(x)dx
a b
A essa igualdade diz que é a propriedade da ordem de integracao, assim quando

inverte os limites de integracao muda o sinal do valor da integral.
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E se ainda tomar os limites de integragao iguais, isto é, b = a, tem-se que Ax =0 e

portanto

/aaf(x)dx =0
ja que lim Xn: f(%)Mg 0.
i=1

Seja P uma partigao do intervalo fechado [a,b] com subintervalos [z;_1,z;] para

1 =1,2,...,n. Em cada subintervalo, se ¢ > 0, tem
min  {c-f(z)}=c- min {f(x)}, assim como
:136[:177;_17331'] xe[£i—17$i]
max {c-f(z)}=c- max {f(z)}
1,'6[1‘1',1,:1‘1'] ZEE[JSi,l,ZL‘i]

Se ¢ < 0, minimos globais viram méximos globais e os maximos globais viram minimos

globais, portanto

min  {c-f(z)} = ¢ max {f(x)}, assim como
r€[zi_1,24) TE[T;_1,14]

max {c-f(z)} = ¢ _min  {f(z)}
r€[xi_1,34) TE[x;—1,%]

Logo, a soma inferior de Riemann de f na partigdo P que denota-se por I(f,P). E

a soma superior de Riemann de f na particao P que denotara por S(f,P), assim

Ief.P) = c-I(f,P), ¢>0
c-S(f,P), ¢<0
(§]
S(ep.py={ O PR 20
c-I(f,P), ¢<0

assim para qualquer ¢ € R temos que

Como f é integravel em |[a,b], dado € > 0 existe uma particao P, tal que

Entao
S(ef,P)=Tef P)<lel g <

provando assim que c- f é integravel em [a,b]. Aplicando o limite em que a partigao
‘P produzira infinitos subintervalos, tanto a soma superior quanto a soma inferior de

f tendem a integral, portanto se ¢ >0

/bc-f(x)dx:T}LrgOS(c~f,P):nlgrgoc-S(f,P) :c-JLHgOS(f,P):c-/bf(w)dm
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esec<0
/bc-f(:r)dx:gi_)rgof(c-f,P)znli_>rlgoc~5(f,77) :c~nli_>rr0105(f,73)=c-/bf(x)da:

b

bc-f(x)dx = c-/ f(z)de.

Assim conclui-se que /
a

a
Seja P ={a=x9 <z <w2<...<xp=>b} uma parti¢do do intervalo [a,b] que divide
em n subintervalo e cada subintervalo [z;_1,2;] com i =1,2,...,n. Como f e g sdo
integraveis em [a,b], assim em cada subintervalo as fungoes sao limitadas em cada

subintervalos, tem-se

min  {f(2)} < f(z) < max {f(z)}

TE[Ti—1,%4] TE[xi_1,7{]
min  {g(z)} <g(x) < max {g(z)}
TE[T;—1,%4] TE[Ti_1,%]

somando essas desigualdades, tem-se

min  {f(@)p+ min  {g@)} < f@)tgle)s max  {f(z)}+ max {g()}

x€[wi_1,7] €lzi—1,2; r€[Ti_1,%; €lzi—1,2;

Logo a soma f(x)+ g(x) é limitada e ainda tem-se

min ]{f($)+9(fff)}2x min ]{f(fv)}Jr min }{g(x)}

TE[Ti_1,T; Elri—1,7; TE[T;—1,T;

e também que

max {F(@)+g()} < max {f(@)}+ max {g(r)

$€[1’i_1,$i] xre :ri_l,f[:i] me[azi_l,xi

assim quando multiplicado por Ax, temos

I(f+g9,P) > I(f,P)+1(g,P)
S(f+g,P) < S(f,P)+5S(g,P).

Assim a diferenca entre as soma de Riemann
S(f+9.P) = 1(f+9.P) < S(£.P) = I(.P) +5(9.P) = (g, P).
Como [ e g sdo integraveis em [a,b], para todo € > 0 existe uma particdo tal que
S(ULP) =1/ P) <5 e S(g.P)~1(g.P) <5

portanto,

S(f+g,P)—I(f+9,P) <+

N
DO ™

provando assim que f+ g ¢ integravel.
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Partindo da desigualdade, ja que tanto para a soma superiores quanto as inferiores
tendem a integral ja que provamos que f+ g ¢é integravel tome aqui a desigualdade

das somas inferiores

I(f+9,P)=1(f,P)+1(g,P)
aplicando o limite quando o nimero de subintervalos tendem ao infinito tem-se
Jim I(f+g,P)= lim I(f,P)+ lim I(g,P)

/ab [f(z)+g(x)|dx = /ab f(:c)d:c—i—/ab g(x)dx (5)

Tomando a mesma particao P, refazendo os mesmos passos da prova para a soma

de duas fungoes, apenas tomando —g(x) ao invés de g(x) o que também conclu-se

que —g é integravel em [a,b] j4 que da propriedade anterior sabe-se / cf (x)dx =
a

b
c-/ f(x)dzx, para todo ¢ € R, quando ¢ = —1. Assim f e —g é limitada em cada

a
subintervalo dessa forma

min - {f(2)} < f(z) < max {f(2)}

TE[T;—1,%4] TE[T;_1,74]
min  {—g(z)} < —g(z) < max {-g(z)}.
TE[w;—1,24] T€[Ti_1,74]

Logo a soma f(x)+[—g(z)] = f(x) —g(x) é limitada

min {f(z)-g(z)}= _min ]{f(l’)}+ min ]{—g(l")}

ZEE[JSi_l,ZL‘i] Ti—1,%; xE[mi_l,xi
max {f(z)—g(z)} < max {f(z)}+ max {—g(z)},
TE[T;i—1,%;] TE[T;—1,%4] TE[Ti—1,%4]

quando multiplicar todas as somas inferiores e superiores por Az, tem-se

](f_g’,P> > I(f,P)—I—](—g,P)
S(f—g,P) < S(f,P)—l—S(—g,P)

assim a diferenca
S(f=9,P)=1(f—9,P) <5(f,P) = 1(f,P)+5(=9,P) = I(=g,P).
Como f e —g sao fungoes integraveis para todo € > 0 existe uma particao tal que
SUP)=I(f.P) <5 e S(-9.P)~I(~g.P) <

portanto,

S(f—g9,P)—I(f—g,P) <%+§=e

provando assim que f — g € integravel.
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Partindo da desigualdade,
aplicando o limite quando o niimero de subintervalo de P tendem ao infinito, fica
Jim I(f~g,P) = lim I(f,P)+ lim I(~g,P)

[ @ =@ = [ = [ gwyis 6

a
b

note que nh—>Holo I(—g,P)=— / g(x)dx, pela propriedade anterior que nos garante
a

b b
que / c f(x)dr = c-/ f(z)dz bastando tomar ¢ = —1.
a a

Portanto das Equagoes (5) e (6), conclui-se

/ab [f(x) £ g(x)]dr = /ab f(:c)dxj:/ab g(z)dz.

Sejam P; ={a=x0<x] <23 <...<x, =2} uma particdo de [a,c] e Po ={c=
Ty < Tpt1 < Tpg2 < ... < Tpgm—1 < Tptm = b} uma particao de [c,b]. Considere a

partigdo P = P UPs do intervalo [a,b] que possui n+m subintervalos.

Sejam M; = sup{f(x)/x € [z;—1,2;]} é o valor maximo da fungdo f no intervalo
fechado [z;—1,%;], que possui amplitude Ax; = x; — 2,1, entdo a soma superior de
Riemann associada a P é dada por

S(f,P)= ”in M;Ax;

i=1

= Z M;Ax; + Z M;Ax;

1=1 1=n

= S(f,P1)+5(f,P2) (7)

Da mesma forma sejam m; = inf{f(z)/x € [x;—1,2;]} é o valor méximo da funcao f
no intervalo fechado [z;_1,x;], entdo a soma inferior de Riemann associada a P é
dada por

n—+m

=1

=Y M;Az;+ > M;Az;

i=1 i=n

=I(f,P1)+1(f,P2) (8)

Como f é integravel em [a,c| e [c,b] entdo para todo € > 0, existem partigoes Py de

[a,c] e P2 de [c,b] tais que

S(LP)=I(fP) < 5 e S(Po)—1(f,Pe) < 5
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Logo, para a partigdo P = P U P2 de [a,b], decorre das Igualdades (7) e (8) tem-se

S<f773) _[(fap) = S(f,Pl) —[(f,P1)+S(f,P2) _[(f77)2)
€ €
< 5 + 5 =€
Portanto, f e intregravel em [a,b] com a particio P = P; U Pz pois a diferenga entre

a soma superiores e inferiores pode ser tomada arbritariamente pequena.

Como o valor da integral definida de f em [a,b] coincide com o valor comum dos

limites das somas de Riemann, tem-se

/b f(z)dx = lim lim S(f,P)

n—00M=$00
= lim S(f,P1)+ lim S(f,P2)
_ / f(x)d:ch/cb fla)da
para uma interpretacao geométrica de como seria esta propriedade, ver a Figura 3.13

Figura 3.13 — Particdo do intervalo [a,b]

L}

0 a z T
Fonte: (Stewart, 2013, p.345)
b c b
/a f(x)dx:/a f(:v)dx—l—/c f(x)dz.

(vi) Como f é integravel em [a,b], existe uma particao P ={a =20 <21 <22 < ... <
—a

Entao,

xy = b} de modo que os n subintervalos tenham amplitudes iguais Az = . Assim,

n
a integral definida coincide com o valor comum das somas de Riemann, entao
b n
/a flz)de = lim S(f,P)= lim ZzZl flzi)Az
— lim [f(21)Ax+ f(22) A+ ...+ f(2,)Ad]

= lim [c+c+...+]Ax
n%m%/_/
n-c
) b—a
= lim c¢-n-

n—oo

=c(b—a)

Entao,

/ab cdr = c(b—a).
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Perceba que as propriedades acima valem quando a < b, a =b ou a > b. As propri-
edades posteriores, vamos comparar tamanho de fungoes e os de integrais, ou seja, sao

verdadeiras somente quando a < b.

Proposigao 2. (Propriedades Comparativas das Integrais Definidas) Sejam f,g: [a,b] = R,
com f e g fungoes integrdveis no intervalo fechado [a,b], com a <b. Entao, valem as

sequintes propriedades:

b
(i) Para a <x <b, se f(x)>0 entdo/ f(z)dx > 0.
a

b b
(ii) Para a <x <b, se f(x) > g(x) entdo / f(z)dz 2/ g(x)dx.

(17i) Para a <x <b, se A< f(x) <~ entao \(b—a) g/bf(x)dngy(b—a).

a

3.3.3 Teorema Fundamental do Calculo

A denominacao desta secao refere-se a parte cerebral do cdlculo, onde o Teorema
Fundamental do Calculo (TFC) que produz uma ligagao entre os dois ramos: o célculo
integral e o diferencial. E relacionar esses dois ramos permite calcular integrais por meio de
primitivas, ou seja, fungoes a quais quando deriva-se obtém a fungao que queria integrar,

o que facilita os calculos ao invés de usar limites das somas de Riemann.

Antes de apresentar e demonstrar a parte cerne do calculo apresenta-se o teorema
do valor médio para integrais definidas, que servira de suporte para a demonstracao do
TFC.

Teorema 2. (Teorema Valor Médio para Integrais Definidas) Seja f: [a,b] = R uma

fungao continua em |a,b]. Entdo existe ¢ € [a,b] tal que
1 b d
10 = (=) [ f@da.

Seja f(z) uma funcao integravel em um conjunto finito 7, entao a integral de um

nimero qualquer a € I até outro niimero qualquer z € I, define-se uma nova funcao em

que o valor em z é dado por
xT
F(z)= / f(z)dx
a
note que x é limite superior de integracao. Mas F' é como qualquer outra fungao real de

variavel real. Para cada x dado existe um valor niimerico para F'(z), que neste caso sera a

integral de f de a até x.
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Assim com essa nova forma de definir funcoes, o teorema a seguir fornece amplia¢oes

e conceitos que fundamenta esse novo caminho para determinar funcoes.

Teorema 3. (Teorema Fundamental do Cdlculo, parte 1) Seja f uma fungio continua em
x

[a,b], entdo F' uma funcdo definida pela integral F(x) :/ f(@)di para todo x € [a,b] e
a

derivavel em (a,b). E sua derivada € f(x), tem-se
d T
=g [ 10] = 5@

Demonstracao: Pela Defini¢ao 1, tem-se

. F(x+h)—F(x) 1
/ — — —
Py = i == —— =g 3

/j+h f(i)dz’—/: f(i)dz’}

Agora, pela Proposicao 1 da particao do intervalo de integral, tem-se

/am F(i)di = /x f(z')dz'+/:+h Fli)di

Dali,

il
—
&

I

Sl
=

I
Sl
L5
8

I

i:

LB

S~ e
| — |
Q
3
y g .

~.

: +
a\a
+
>

=

S~—

QU

-~

Q

3

QU
l;]

~ / ) . .
Pelo Teorema 2, a expressao de F'(x) é um dos valores assumidos por f no intervalo entre

x e x+h, ja que decorrente do teorema existe ¢ € [z, x + h|, tal que
1 z+h \di 1 z+h N di
0=, I0di=g- [ S

Assim quando h — 0 entao x+ h ~ x, forgando ¢ se aproximar de x pois ¢ € [x,z+h|. E

pela continuidade de f tem-se que f(c) = f(x), e portanto

lim f(c) = f(z).

h—0

Entao,

Portanto, F'(z) = f(z).
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Parte-se agora para a segunda parte do Teorema Fundamental do Céalculo, que
permitira calcular as integrais sem a necessidade do cédlculo dos limites das somas de
Riemann. Ao invés disso, determina e calcula uma primitiva nos limites superior e inferior

de integracao.

Teorema 4. (Teorema Fundamental do Cdlculo, parte 2) Seja f uma fungio continua em

qualquer ponto de |a,b], e se F' é qualquer primitiva de f em |a,b], entdo

/ab f(@)dz = F(b) — F(a).

Demonstracao: Pelo Teorema 3, existe uma A(x), talque

Aw) = [ ryd ©)

Assim, se F' é qualquer primitiva de f, entdo A(x) = F(z)+ ¢, de fato como F' e A sdo
primitivas de f, tem-se A'(z) = f(z) e F'(z) = f(x) em todo intervalo [a,b]. Agora tome
H(x) = A(x) — F(z), e sua derivada (H'(x)) é dada por

H'(a) = A'(a) = F'(2) = () — f(2) =0

Como H'(x) =0 para todo x € [a,b], H(z) é uma constante em [a, b], isto é, A(z) — F(z) =c.
Uma vez que A e F' sdo continuas em [a, b, e acabamos de ver que A(z) = F(z)+ ¢, também
se aplica quando = a ou x = b, considerando os limites laterais quando (z — a™) ou

(x—=b").

Fazendo x = a e x = b em A na Equacao (9), tem-se

Entao,
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Esse processo apresentado pelos dois dltimos teoremas é mais facil do que esta
calculando os limites das somas de Riemann. A notacao usual para a diferenga F'(b) — F'(a)

é

3.3.4 A Integral Indefinida

A parte 1 do Teorema Fundamental do Célculo, o Teorema 3 garante a existéncia e
calcula uma primitiva da func¢ao f(z) se ela for continua. Sabe-se que cada funcao continua,
possui infinitas primitivas que diferem entre elas por uma constante, assim para qualquer

primitiva F' de f denota-se por

/f(a:)da: =F(x)+C

onde C' é uma constante que pode assumir qualquer valor real, isto é, C' € R.

Em consonéncia com a relacao intrinseca dada pelo TFC entre primitivas e integrais,
a notagao / f(z)dx é usualmente denotada como a primitiva de f e a chama-se de integral

indefinida. Logo,

/f(a:)dx = F(x) quer se dizer que F'(z)= f(z)

Técnicas de Integracao

A partir de agora empenha-se no problema em que seja dada uma funcao continua
em um intervalo, encontrar alguma primitiva para esta func¢ao. Existem diversas maneiras
que depende de cada fungao a qual queremos integrar, e a este processo denominado de

técnicas de integracao.

Aqui apresenta-se um quadro de algumas integrais imediatas e as regras de integrais
indefinidas, por motivos de nao se estender em mais demonstragoes. E relembre aqui que
todas as propriedades apresentadas das integrais definidas continuam a valer também para

integrais indefinidas



Quadro 3.2 — Integrais Indefinidas

Regras Imediatas
; L+

do=c [ f(a)d [alde="—+cC
/cf(:c) x=c | f(z)dz ) dx ]

1@ +g(a

)]dx:/f(x)da:—l—/g(x)da;

1
/—da::ln|x\+C
T

JGE

x)]dx:/f(:v)dx—/g(:r)dx

T o a®
/a do = In(a)

+C

/Ddx:Dx+C’

/exdx:ex—l—C

Fonte: Préprio autor
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Assim como em limites que faz uma mudanca de variavel, o cdlculo de integrais

pode ser simplificado com uma mudanca de variavel conveniente.

Teorema 5. (Regra da substitui¢io) Se v = g(x) for uma func¢do derivdvel cuja a imagem

[ 1g@)g @da = [ fv)de

Demonstragio: Pela regra da cadeia, F/(g(z)) é uma primitiva de f(g(z))g'(z) sempre

¢ um intervalo I, entdo

que F' = f, tem-se

—Fg(2)) = Flg(x))-d'(x)

= f(g(x))-4'(x)

Fazendo a substituicao v = g(z), tem-se

| £la@)g (x)da

Entao, se v = g(z) uma funcao derivavel tem-se

:/d

= F(g(x ))+C pelo TFC, parte 1

= Fl)+C

= /F'(v)dv, pelo TFC, parte 1

= /f(v)dv

[ Hg@)g @iz = [ f(w)dv
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Viu-se que f e g sao funcoes diferenciaveis no intervalo I, entao
[f(@)-g(@)] = f'(z) - g(x) + f(2) - g (z)
Integrando a equacao fica
JU@ 9@ = [1//(@)-g@)+ f(x)-d/@)]. pelo TEC, ¢ a Prop. 1
H@) = [ f@)-g@)+ [ f@)-d)
onde H é uma primitiva de [f(z)-g(x)]’, e portanto arrumando esta equacio tem-se

[ @) -g(x) = H@)= [ f(2)-g'@) (10)

Entao, a Formula 10 ¢ um método de integracao denominado de integracao por partes.

Além desses métodos/técnicas de integragao aqui apresentados tem ainda o método
por fracoes parciais, integragcdo por substituicdio trigonométricas, que aqui ficard apenas
como comentario e que deve ser buscado nas referéncias disponibilizados pois nao faz parte

do escopo deste texto fazer e trazer todos os métodos do calculo integral.

3.3.5 Aplicagoes de Integrais

Aqui sera explorado algumas aplicacoes da integral definida, utilizando-as para
calcular areas entre curvas e volumes de sélidos. Se amparando no calculo de integrais e

na utilizacdo do Teorema Fundamental do Célculo.

Areas entre curvas

Considere uma regiao entre curvas, veja a Figura 3.14. Que se encontra exatamente
entre as curvas f(x) e g(z) e entre as retas verticais t =a e x =b, onde f e g sdo fungdes

continuas e f(z) > g(x) para todo x € [a,b].

Dessa maneira de se pensar formaliza o conceito de areas entre curvas

Definicao 4. Areas entre curvas A drea da regido limitadas pelas curvas f(x) e g(z), e
pelas retas verticais t =a e x =b, sendo que [ e g sao fungoes continuas e f(x) > g(x

para todo x € |a,b], temos

A= /ab f(:z;)d:c—/ab g(z)dx

Observe que para o caso especial em que g(x) = 0, basta calcular a drea abaixo de

f e portanto volta a defini¢ao inicial de area.
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Figura 3.14 — Area entre curvas

Fonte: (Stewart, 2013, p.382)
Jé se as curvas y = f(z) e y = g(z) onde temos que f(x) > g(z) para alguns valores

de x assim como g(x) > f(x) para alguns outros valores de z, como mostra a Figura 3.15

Figura 3.15 — Area entre curvas

0

Fonte: (Stewart, 2013, p.384)

entao dividindo a regiao S em varias regioes, que para este caso tem-se trés regides que
consequentemente produzira trés areas, isto é, Ay, Ao e As associada respectivamente as
regides S1, So e S3. E assim a area da regiao é A= A;+ As + A3z que vai de a até b. Uma

vez que,

tem-se a seguinte expressao

A= [ 1)~ glalde

Agora note que S estd compreendida entre x =a e x =ay, Ss entre x = a1 e x = as

e S3 entre x = a9 e x = b, veja a Figura 3.16

Figura 3.16 — Area entre curvas

_'.' = qfix}l

Fonte: adptada, (Stewart, 2013, p.384)
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assim sua expressao ¢ dada por
A=A1+ Ay + A3

= [ 1#@) = g@da+ [ o) - f@dr+ /b /(@) = g(w)dz.

Aqui foi utilizado as propriedades da subdivisao do intervalo de integragao.

Volumes

Na busca de calcular o volume de um sélido, depara-se com o mesmo problema
encontrado no calculo de area, tem-se uma ideia intuitiva do que significa o volume, Stewart
(2013). Tome aqui um sélido simples que serd iniciado com o cilindro, mas precisamente
um cilindro reto. Veja a Figura 3.17 em que (a) é um cilindro delimitado pelas regides
planas, paralelas e congruentes sendo elas By e Bs, que sao chamadas de base. O cilindro é
formado por todos os segmentos de reta perpendiculares a base unindo B; a Bs, suponha
que a area da base é A e a distancia de By a Bo, isto é, a altura do cilindro seja h, define-se

que seu volume é dado por
V=A-h.

Figura 3.17 — Sélidos simples ideia intuitiva

8 < 1
(ah Cilanglro ¥ = Ak (b Cilimdro circular V= 5074 1) Calxa retangular V= fuh
Fonte: (Stewart, 2013, p.389)
Em particular, como em (b) e (¢), na Figura 3.17 tem-se respectivamente um cilindro
circular em que sua base é um circulo de raio r e consequentemente o seu volume ¢é
V =m-r%.h, assim como se sua base fose um retdngulo de dimensoes | (comprimento) e
w (largura), entao cilindro na verdade seria um paralelepipedo retangular que possui um

volume dado por V =1-w-h.

Agora tome um sélido que nao é cilindro, primeiro cortando/seccionando o sélido
por um plano P, perpendicular ao eixo z, como mostra a Figura 3.18, e que produzira

uma area A(z), chamada de drea da sec¢ao transversal.
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Figura 3.18 — Sélido seccionado por um plano

- i >
Fonte: (Stewart, 2013, p.389)
E assim estima-se o seu volume produzindo cilindros extremamentes finos, assim como
no calculo de areas que faz-se aproximagoes sucessivas por retangulo aqui sera feito por
meio de cilindros. Entdo tomando uma particdo P do intervalo [a,b] de modo que as
amplitudes de cada subintervalo sejam iguas a Az, e que para cada ponto da particao,
isto é, a =129 <x1 <...<x, =0b seccione o solido por um plano perpendicular ao eixo
x que passe por T, Z1, ..., Tn OU seja, os planos sao respectivamente Py, P, ..., Py,
que em cada plano seccionarda uma regiao do sélido que produz uma area da secao que é
associada a seu respectivo ponto, isto é, para P,, com i =1,2,...,n tem sua area A(x;),
como sera tomada fatias muitos finas e se utilizando da Definicao 3 entre o intervalo x;_1
e r; tomando um x;* em que produzird a drea A(z;*) e altura desse cilindro delimitado

por P, , e Py, é Ax, como mostra a Figura 3.19.

Figura 3.19 — Volume da secgao cilindrica

AN

¥ ] o h i
Fonte: (Stewart, 2013, p.390)
Dai o volume desse cilindro formado por essas duas segoes é V = A(x;*)- Az e uma

boa aproximagcao para o volume do sélido é
n

V(S)~ Y A(z*)-Ax
i=1

e essa aproximacao se torna mais eficaz quando faz n — oo e aplicando o limite o que a
conhece-se como o limite das somas de Riemann, e define-se que o volume do sélido é dado

pela seguinte defini¢ao

Definigao 5. (Volumes por segoes transversais) O volume de um sélido de drea de se¢io

transversal integravel A(x) de modo que o sélido estd compreendido de a até b, é

V= /ab A(x)dz.
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Note que a area da secao transversal é produzida pelo ponto z; com k=1,2,...,n, e o

volume da segdo é calculado pelo sélido produzido pelo subintervalo [xg_1,zk].

O sélido obtido como a revolugdo de um regiao plana em torno de um eixo de
rotacdo em seu plano é chamado de sélido de revolugao, e para esse tipo de sélido tem
o método dos discos para o calculo do seu volumes assim como também para sélidos mais
gerais possui o método das cascas cilindricas. De onde ficard apenas como comentario

acerca desses métodos enfatizando que podem ser encontrados nas referéncias.
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4 PROPORCIONALIDADE

Uma nogao difundida ha milénios e a mais abrangente tendo suas raizes na cultura
de todos os povos com seu uso universal, Lima et al. (2016b). A proporcionalidade tem
seu uso na sociedade brasileira, onde é tratada no texto Aritmética Progressiva de Antonio

Trajano com sua primeira edicao em 1883.

Este capitulo objetiva trazer um apanhado a contextualizagao histérica de forma
sucinta, o principio a proporcionalidade e a demonstragao do Teorema Fundamental da
Proporcionalidade e como podemos aplicar ao calculo de areas e volumes, tendo sua base
tedrica em artigos/dissertacoes como (Amaral et al., 2014), (Pereira, 2017) e (Felipe et al.,
2021). E também em livros textos como (Lima et al., 2016b), (Lima et al., 2016a), (Neto,
2013), (Dolce; Pompeo, 2013a), (Dolce; Pompeo, 2013b), (Iezzi; Hazzan; Degenszajn, 2013)
e (Eves, 2011).

4.1 CONTEXTO HISTORICO

H4 vestigios de uma teoria bastante antiga como se pode verificar em Eves (2011)

que a proporgao ja era tratado desde os antigos egipcios por volta do século XV IIa.C.

A proporcionalide estd imbuida com tarefas humanas, tendo o seu mais célebre e
antigo exemplo que é o Papiro de Rhind, sendo um dos materiais mais conhecidos e

antigos da matematica, Felipe et al. (2021).

1600a.C. Essa é a data aproximada do papiro de Rhind (ou Ahmes) um
texto matematico na forma de manual pratico que contém 85 problemas
copiados em escrita hieratica pelo escriba Ahmees de um trabalho mais
antigo. (Eves, 2011, p.69)

Neste papiro muito antigo que retine 85 problemas de matematica nos quais estao
envolvidos em diversas areas entre elas como a geometria, economia basica, proporcionali-
dade, aritmética além de muitos outros temas que eram relevantes a sociedade egipcia da
época, Felipe et al. (2021).

Este papiro que enconntra-se quase completo no British Museum em Londres, foi
descoberto pelo arqueologo escocés Alexander Henry Rhind (1838 — 1863), em 1858 em
uma de suas viagens ao Egito. E a parte central do mesmo encontra-se no Museu do
Brooklin, que cerca de quatro anos depois de Rhind, o arqueologo americano Ediwin Smith

(1822 — 1902) comprou no Egito pensando em ser um papiro médico, mas quando doado
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a Society History the New York em 1932 e analisado por especialistas descobriram sob

uma camada fraudulenta a parte que faltava do papiro completando o trabalho de Ahmes.

A sociedade grega antiga priorizava o conhecimento, tendo sido apontada como o
berco da civilizacao ocidental e comumente considerada o simbolo politico e cultural do
Ocidente, Felipe et al. (2021).

Dentre todos os conhecimentos gregos desenvolvidos naquela época destaca-se a
matematica que foi a mais estudada tendo nomes com Euclides, Platao, Arquimede, Tales de
Mileto, Pitagoras, Eudoxo entre tantos outros nomes que contribuiram no aprofundamento

e na beleza austera da matematica.

J

Refere-se aqui ao objeto de estudo desse trabalho o ramo da matematica “Geometria’
que para a Grécia Antiga, resolver problemas de matematica estava intimamente ligado a
resolver problemas geometricamente que entao no remetia a pensar em sélidos, figuras
planas, segmentos como mostra o Livro de Euclides (2009) o que depende do conhecimento
de proporgoes a qual podemos destacar no Livro V' de Euclides (2009) e medidas, o que
fez com que o conceito de proporcionalidade fosse também tratado de maneira geométrica,

desde a sociedade grega antiga.

Falar de proporcao claro que nao se pode aqui deixar de mencionar a mais famosa,
a Propor¢io Aurea ou Nimero de Ouro que é um ndmero irracional (1,61803...) que
atualmente é representado pela letra grega ¢ (16-se: “fi”) a que se deve a homenagem ao
famoso artista e escultor Phideas que viveu por volta do século Va.C' na Grécia Antiga.
Essa propor¢ao é também utilizada em Euclides (2009) como média e extrema razao,
além de ser encontrado também na sequéncia de Fibonacci, onde dividindo um termo da
sequéncia pelo seu anterior cada vez mais se aproxima do nimero de ouro, a qual ¢ é
utilizado até hoje na arte que é tido como uma beleza divina e podem ser encontradas em

obras como “Monalisa” e “Homem Vitruviano” de Leonardo da Vinci (1452 —1519).

4.2 TEORIA DAS PROPORCOES

Segundo Lima et al. (2016b) a proporcionalidade é um conceito difundido univer-
salmente desde os milénios. De onde nota-se que numa consulta a um compéndio antigo,
mas muito bem conceituado trata-se de um texto com mais longa utilizacao no Brasil.
Com sua primeira edicao em 1883 com o célebre titulo Aritmética Progressiva do autor
Antonio Trajano de onde verificou em circulagao até a década de 60, assim de Trajano

decorre a seguinte definicao

Diz-se que duas grandezas sao proporcionais quando elas se correspondem
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de tal modo que, multiplicando-se uma quantidade de uma delas por
um nimero, a quantidade correspondente da outra fica multiplicada ou
dividida pelo mesmo niimero. No primeiro caso, a proporcionalidade se
chama direta e, no segundo, inversa; as grandezas se dizem diretamente
proporcionais ou inversamente proporcionais. (Lima et al., 2016b, p. 99)

Dessa forma substituindo as grandezas de Trajano como descrito em (Lima et
al., 2016b, p. 99), tome suas medidas sendo nimeros reais, assim podera traduzir para

linguagem atual, da seguinte maneira.

Uma proporcionalidade é uma fun¢do g : R — R tal que para quaisquer niimeros
x
( ), se a#0

reais «,x tem-se g(a-x) = - g(z) (proporcionalidade direta) ou g(a-z) = ==
«

(proporcionalidade inversa).

Para esta nova versao, os nimeros reais y e  sao grandezas e a correspondéncia

entre elas é a funcao g : R — R tal que y = g(x).

Nota-se que decorrente da tradugao a linguagem atual tem-se que para todo a,x
obtemos g(a-z) = - g(z), tome agora que a = g(1), dai podemos ter g(a) = g(a-1) =
a-g(1) = a-a, para todo @ € R. Em um notagao mais usual, temos g(x) = a- x, para todo

T real.

Da definicao dada por Trajano, é equivalente a dizer que x e y sao diretamente
proporcionais ou que, y é diretamente proporcional a z quando existir a (sendo denotada
de constante de proporcionalidade) em que y = az para todo x. J& para a propocionalidade
inversa, s6 faz sentido quando ambas forem nao nulas, e com isso seu modelo matematico
seria uma funcao g : R* — R* (onde R* é definido como o conjunto dos niimeros reais exceto

g(z)

(0) zero), tal que g(a-x) = == para a,z € R* quaisquer, como definido que a = g(1)
o

1
tem-se g(a) = g(a-1) = M -2, que pode-se reescrever sem perda de generalidade que
a o

a
g(x) = — ja que x € R*, como sendo a notagdo mais adequada.
T

Veja que mesmo depois de argumentar e traduzir a definicdo antiga a linguagem
atual, ainda assi surge uma questao que é como ter a certeza que a correspondéncia x — y
é uma proporcionalidade, pela defini¢ao dada exige que se tenha g(a-x) = - g(z) para
todo a,x real. Em particular, para todo «, é facil verificar quando for inteiro. Mas e se
a for racional? Ou entdo irracional? Felizmente basta verificar que g(nz) = ng(z) para
r€R en€Z, desde que se tenha g uma fungao sempre crescente ou decrescente para

todo dominio de g, isto ¢, diz que g ¢ mondtona.

O teorema a seguir ¢ o fundamento para determinar se duas grandezas sao propor-
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cionais.

Teorema 6. (Teorema Fundamental da Proporcionalidade) Seja g : R — R uma fungdo

crescente. As sequintes afirmacoes sio equivalentes:

(1) g(nz)=ng(x), para todon € Z e x € R.

(2) Assumindo a = g(1), tem-se g(x) = ax para todo x € R.

(3) g(x+vy) =g(z)+g(y) para quaisquer x,y € R.

Demonstracao: O roteiro dessa demonstracao ira se utilizar o resultado da légica de

onde basta provar as seguintes implicacoes:

3)= (1) (iif)

De (i) e (ii) por transitividade tem-se que (1) = (3) e juntamente com (iii) utilizando mais
uma vez a transitividade conclui-se que (1) < (3). De modo andlogo tem-se que de (iii) e
(i) tem-se (3) = (2) e juntamente com (ii) conclui-se (2) < (3). Assim também decorre
que de (ii) e (iii) tem-se que (2) = (1) e juntamente com (i) conclui-se que (1) < (2).
Portanto, (1) < (2) < (3), isto é, as afirmagoes (1), (2) e (3) sdo equivalentes. Restando

provar apenas (i), (ii) e (iii).

Assim provando (i), isto é, pretende-se mostrar que para todo niimero real pode
escrever como produto da constante de proporcionalidade que para este caso é a = g(1)
pelo nimero real. Para isso divide-se em trés casos partindo da hipétese (1) e concluindo

a tese (2), onde tomaremos n € Z, n€ QencR—Q:

e Inteiro: ne Z

Tem-se que de (1)
gn) = g(n-1), onde n€Ze 1 €R de (i)
= n-g(1), ja de (ii) tem que g(1)=a

= n-a,

ou seja para n € Z, (1) = (2).
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e Racional: n€ Q
Tem que n sendo racional pode-se escrever como uma fracao de dois inteiros desde o
que o denominador seja diferente de zero, ou seja, n = P com p,q € Z e q#0. Dali,
q
partindo de (i) acarreta em que g(n-x)=n-g(x), Vo € R. De fato, n = N g-n=p
de onde n € Q e p,q € Z, assim fazendo o processo inverso em (i) ja que hd uma

igualdade fica:

= glg-=], masn==
q q

q-9g(n) = g(g-n), jaquenecQ=necReqeZlogo cumpre (i)
= g¢g(p), pode-se escrever p=p-londepeZel€eR
= ¢g(p-1), comop€ZeleR cumpre (i)
= p-g(1), daf de (ii) g(1) =a

o que acarreta da iltima igualdade que na divisao por ¢, tem-se
gn)=a-==a-n VneQ

Com essa conclusdao, para todo n € Q entao (1) = (2).

e Irracional: ne R—Q
Antes de provar para este item prova-se um resultado facilmente em decorréncias
de provas anteriores. Sendo a = ¢g(1). E como ¢(0) = g(0-0) =0-¢(0) =0 e da
monotocidade de g entdo como 1 > 0 implica em g(1) > ¢(0), assim a > 0, portanto

a ¢é positivo.

Agora vai ser mostrado que para todo n € R, vale g(n) = an. Suponha que existe
algum n € R—Q, isto é, n é um nimero irracional de modo que g(n) # an, dessa

forma tem que

g9(n) > an (D)
Vn ou
g(n) <an (II)
De (I), tem-se que a desigualdade pode ser reescrita ji que a > 0, ndo inverte a
desigualdade
9(n) >n, mas pela densidade de Q em R, sempre existe r € [n, g(n)] t.q.
a a
M >r> n,masa>0erecQ
a

>ar > an, mas ar = g(r).

=
=
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Portanto g(r) < g(n) o que é um absurdo pela monotocidade de g ja que r > n.

De (II), tem-se que a desigualdade pode ser reescrita ja que a > 0, nao inverte a

desigualdade
n n
M <n , mas pela densidade de Q em R, sempre existe r| € [‘(](,n] t.q.
a a
9(n) <rp <n,masa>0er €Q
a

g(n) <ary <an, mas ar; = g(ry).

Portanto g(r1) > g(n) o que é um absurdo pela monotocidade de g ja que r; < n.
Entao contradiz a nossa hipotése e pela tricotomia s6 pode ter g(n) = an. Entao,
para todo n € R—Q, tem-se (1) = (2).

Nota-se que aqui que foi utilizado n como sendo a variavel mas que sem perda de
generalidade pode-se voltar a notagdo mais usual e teria que para todo z € R, tem-se

g(x) = azx.

E com essas conclusoes acima descritas, completa-se a demonstracao de que (1) = (2), em

todos os possiveis casos.

A fim de demonstrar (2) = (3), isto é, assumindo que a = g(1) e que para todo
r € R, tem-se g(x) = ax, provard que para quaisquer z,y € R tem-se g(z+y) = g(z)+ g(y),
nota-se que g(x) =ax e g(y) = ay, e ainda como os reais é fechado quanto a adigao e

multiplicagdo entao x+y € R e (z+y)-1 € R, portanto

g(z+y) = g((zr+y)-1), por (i) tem-se
= (z+y)-g(1), mas por (i) a = g(1)
= (z+vy)-a, pela distributividade e comutatividades dos reais
= ar+ay, mas dal az = g(z) e ay = g(y) por (ii)
= 9(x)+9(y)

o que conclui-se a implicacao de (2) = (3).

A fim de demonstrar (3) = (1), isto é, assumindo que para quaisquer z,y € R
tem-se g(z+y) = g(x)+g(y), de modo a concluir que ao somar n termos iguais a = o
valor de g ficard multiplicada por n, ou seja, g(nx) = ng(x), para isso tome a soma de n

termos iguais a x, ou seja, t+x+...+2x e como os reais é fechado quanto a adicao entao
—_—

n termos
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n-x=x+x+...+x €R, dai

glnz) = glx+x+...4+x), fazendoy=z+...+z
(n—1)
= g(x+[z+...4+2z]), por (iii)

= g(z)+g(z+...+x), repetindo o processo (n— 1) vezes tem
= g(x)+g(z)+...+g(z), tem-se n termos de g(z) o que temo
= n-g(x), Vn > 0.

Agora mostra-se que vale até mesmo quando n < 0.

Para isso é necessério, saber e ji verificado que 0 = g(0), mas pode-se escrever
0=x+(—x), entdo
0=9(0) =g(z+(—2)) = g(z) + g(—x)

mas,
9(x) = —g(—z)
0=g(z)+g(—z)= ou
g(—z) = —g(z)
dai, aplicando para um multiplo de x tem-se
g(—nz) = —g(nz), de (i) tem-se
= —ng()

o que conclui-se a implicagao (3) = (1).

Entao, as afirmativas (1), (2) e (3) sdo equivalente.

Deve-se notar que a funcao g do Teorema 6 foi uma fung¢ao sempre crescente, mas
queremos deixar claro aqui que também vale o resultado mesmo se g for um funcao sempre
descrescente, ou seja, a fungao necessita ser monétona, apenas teriamos a = g(1) <0 o que

seria um resultado andlogo.
Grandezas diretamente ou inversamente proporcional a varias outras

Para verificar esse fato, se compara varias grandezas ao mesmo tempo para
define-se uma funcao g: R — R monétona (sempre crescente ou decrescente), tal que

(r1,72,23,...) — y ou melhor

g(z1,22,23,...) =Y.
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Entao diz-se que y é diretamente proporcional a x1, xo ou a variavel qualquer

quando

g(k1-x1,20,23,...) =k1-g(x1,22,23,...) =k1-y

g(x1,ka-xo,23,...) =ka-g(x1,22,3,...) =ka -y

note que comparando cada variavel independentemente, ou seja, s6 pode ser dita direta-
mente proporcional quando ao multiplicar a varidvel por um ntmero arbitrario e fixar as

outras variaveis a funcao fica multiplicada por esse nimero.
De maneira analoga, diz-se que y é inversamente proporcional a x1, 2 ou a uma
variavel qualquer quando

x1,22,X3,...
g(/ﬁ-m,xz,xg,...):g( )_ Y

]{71 k‘l

T1,T2,T3,. ..
9($1J€2-$2,x3,...):g( 1,°2,%3 ):ﬂ
k2 kQ

percebe-se que na inversamente proporcional quando multiplicar a variavel por niimero

arbitrario a funcgao fica dividida por ele, como foi definido com Trajano.

Exemplo 2. Uma empresa da construcdao civil com 6 pedreiros trabalhando 6 h por dia,
em uma construcao produz uma parede com 1500m de comprimento por 1,8m de altura
em 5 dias. Em quantos dias a empresa com apenas 3 pedreiros, trabalhando 10h por dia a

empresa terd uma producdo de 4500m de comprimento por 1,5m de altura?

Solugao: Veja que nesse problema tera varias grandezas (varidveis) as quais ja ird renomear,
onde pedreiro (p), horas por dia (¢), comprimento da parede (c), altura da parede (h)
e quantidade de dias (d). Perceba que deseja saber a quantidade de dias para uma
determinada construcao, e ainda note que trabalha-se com 5 variaveis portando tem uma

funcao de quatro variaveis, podendo ser escrita como segue abaixo

d=g(p,t,c,h).

E agora analise cada variavel e verifique se possui alguma proporcionalidade seja direta
ou inversa e aplicando o Teorema 6. Assim supondo que qualquer pedreiro mantém a
producao constante e que a parede é uniforme. Desse modo se aumentar p, tem que os
dias diminui, ou seja, dobrando ou triplicando p a quantidade de dias cai pela metade
ou terca parte, de forma analoga ao analisar os dias com as horas trabalhadas por dia
acontece a mesma coisa, ou seja, d é inversamente proporcional a p e t. Agora se aumentar
o comprimento da parede e mantendo as outras grandezas nota-se que o tempo em dias

aumenta assim como de maneira analoga acontece com a altura da parede, logo conclui-se
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que d é diretamente proporcional ¢ e h. Portanto, ponto que ¢g(1,1,1,1) =k com k € R,

tem-se

d = g(p,t,c,h), pode reescrever cada grandeza assim

(p-1,t-1,c-1,h-1), masd éipapet

I
@

-g(1,1,¢-1,h-1), masdédpaceh

cc-h-g(1,1,1,1), mas ¢g(1,1,1,1) =k

OB I
?'wm—lﬁ-\»—t

= k.

%]
.y

Assim da primeira parte temos que p =06, t =6, ¢ = 1500, h =1,8 e d =5 queremos

determinar k£ =7, basta substituir na igualdade acima

1500-1,8 5-6-6
=—hk=>k=——.
6-6 1500-1,8
E para a segunda parte tem que ¢ =4500, h=1,5, p=3, t = 10 e anteriormente encontrou
5-6-6
que k = 1500.1.8’ logo quer determinar d =7, substituindo na igualdade tem-se

_ 5:6-6  4500-1,5
©1500-1,8  3-10

= d=15
Portanto, a empresa terminara a construcao em 15 dias.

4.2.1 Areas

O Teorema 6 em algumas situagdes podem ser aplicados a outras grandezas como a
exemplo a areas, que aqui define-se como uma funcao de duas variaveis que vai em um
numero real positivo e a essas variaveis chamara de dimensoes e que cumpre as condigoes
necessarias do Teorema 6, isto é, A : Rjz — R é a funcdo area e que determina-se

A(1,1) = 1u.a, de onde u.a quer dizer unidade de drea.

Daqui em diante usara a notagao A(1,1) = lwu.a para representar a area de um
quadrado de lado 1 que ¢ igual a 1u.a. E lembre aqui que na medigao de areas se possui
uma unidade de comprimento para medir as dimensoes, quando calculadas a area a unidade
ficara ao quadrado, ou seja, se medir as dimensdes com m ou ¢m, quando calculadas suas

dreas fica m2 ou cm?.

4.2.2 Volumes

Assim como para dreas o volume tabém pode ser uma das situagdoes em que o
Teorema 6 pode ser aplicados, o volume é “a quantidade de espaco”, aqui define-se

que a funcado volume tera trés variaveis e que resultara em um valor real positivo, ou
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seja, V : R*+3 — R% é a funcdo volume que satisfaz o Teorema 6 e que determina-se

V(1,1,1) = lu.v, de onde u.v quer dizer unidade de volume.

Daqui em diante usard a notagao V' (1,1,1) = lu.v para representar volume de um
cubo de aresta 1 que ¢ igual a 1u.v. Perceba que acontece parecidamente com area assim
se essas dimensoes tiver uma unidade de comprimento para medi-las, quando calculado o
volume a unidade ficarda ao cubo, ou seja, se medir as dimensoes com m ou cm, quando

calculadas seus volumes ficard m? ou em?.
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5 APLICACOES

Este capitulo tem como objetivo cerne trazer os resultados de algumas areas de
figuras planas e um numero reduzido de volumes dos sélidos geométricos. Aos quais
buscara suas respectivas formulas por meio do Método da Exaustio, Cdlculo Integral e do
Teorema Fundamental da Proporcionalidade (TFP), tendo sua base tedrica em todos os
artigos/dissertagoes e livros textos prévios mencionados em capitulos anteriores, trazendo

aqui a evolugao e comparagao das ferramentas matematicas.

AREAS

Em consonéancia com o Dolce e Pompeo (2013b), a drea estéd associada a um nimeros
real positivo. Que em especifico nesta se¢ao calculara apenas areas de figuras planas e
convexa, a qual parte-se do pressuposto que o leitor esteja familiarizado com termos e

caracteristicas de poligonos.

A partir dessa parte sera colocado em pratica o Método da Fxaustio, Cdlculo
Integral e o Teorema Fundamental da Proporcionalidade de onde sera aplicado as trés

possibilidades para o calculo de areas.

Problema 1. Demonstre que a drea de um retangulo é o produto de sua base pela sua

altura, pelos sequintes métodos:

a) Método da Ezxaustao.
b) Cadlculo integral.

c¢) Teorema Fundamental da Proporcionalidade.

Solucao: Como serda uma resolucao por trés métodos diferentes cada um terda sua

particularidade.

a) Método da Exaustao

Para este, tome que a area do quadrado de lado 1, é lu.a e verifique quantos
quadradinhos cabem no interior do retangulo a qual defina que seus lados medem b
(e que serd chamada de base) e h (e que serd chamada de altura), veja a Figura 5.1. E

que sera dividida em dois casos, em que b e h sejam comensuraveis e incomensuraveis.
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Figura 5.1 — Retangulo de lados b e h

b

Fonte: Préprio autor

i) b e h sdo comensuraveis.
Sendo o quadrado unitario a unidade de medida diz-se que b e h sdo comensu-
raveis com 1 e que o lado do quadrado unitario cabe m vezes sobre b e n vezes
sobre h, o que acarreta em que o retangulo possui m quadrado sobre b, isto
é¢ m-1=>e como em h cabem n quadrados, ou seja, n-1=h, veja a Figura
5.2. Dai, tomando como base b e empilhando temos que formara A linhas com b

quadrados, o que teremos b-h quadrados. E portanto,

Ar=0b-h, com bheZ}

Figura 5.2 — Retangulo de lados b,h € Z7,

n-i! fh

.............................

Fonte: Préprio autor

Agora seja tomado um retangulo em que seus lados medem b e h mas que nao
existem m,n € Z tal que m-1=ben-1=h. Dai assim como foi feito no Capitulo
2 do Método da Fxaustao, divide-se o quadrado unitario em quadradinhos de
lado z = T ou seja, dividindo o lado do quadrado unitario em I partes. E agora
x cabe m vezes sobre b e n vezes sobre h, implicando em que o retangulo possui
m -z quantidade de quadradinho de lado = sobre o lado b do retangulo original.
E n-x sobre o lado h, veja a Figura 5.3. Dai, tomando como base b que cabe
m - x quadradinhos, b = m -z e empilhando linhas com b quadradinhos, forma
n-x linhas com m -2 quadradinhos o que terd (m-z)-(n-x) quadradinhos. E
—— ——

b h
portanto,

Ap=b-h, com bheQl
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Figura 5.3 — Retangulo de lados b,h € Q%

It~ E

Fonte: Préprio autor

ii) b e h sdo incomensuraveis.

Com os lados do retdngulo sendo b, h mas que dessa vez nao existem m,n € Z7,
tal que dividindo o quadrado unitario em I partes, ou seja, o lado de cada
quadradinho vale x = %, esse quadradinho ndo cabera um nimero inteiro de
vezes sobre b e nem sobre h. Dai, tome m,n tal que m-x <be (m+1)-z>b
assim como n-x < h e (n+1)-x > h, veja a Figura 5.4, logo em decorréncia de
casos anteriores sabe-se que (m-x)-(n-z) quadradinhos é menor que a area do
retangulo (AR).
(m-z)-(n-z) <Ag @

Figura 5.4 — Retangulo de lados b,h € R} — Q7

Fonte: Préprio autor
E note que se sobre b adicionar um quadradinho de lado z tem-se b < (m+1) -z

assim como se adicionar mais um quadradinho sobre h temos h < (n+1) -z,

assim [(m+1)-z-(n+1)-z] quadradinho é maior que Ap:
Ap<(m+1)-z-(n+1)-x (II)
Assim de (I) e (II) tem-se

(m-z)-(n-z)<Ap < (m+1)-x-(n+1)-x
m-n-2® <Ap < (m+1)(n+1)z? (11)

E note que mz <b< (m+1)x e nx < h < (n+ 1)z multiplicando membro a

membro essas duas ultimas desigualdades nao altera a desigualdades ja que
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estd trabalhando com medidas e que sempre sao positivas.
m-x-n-x<b-h<(m+1l)z(n+1)x
mna® <b-h < (m+1)(n+ 1)z
assim,
—(m+1)(n+1)z* < =b-h < —mnaz? (12)
somando as desigualdades (11) e (12) membro tem-se
[mn— (m+1)(n+1)]2> < Ag —b-h < [(m+1)(n+1) — mn]z?
sabe-se que x = } implica 22 = 112 além disso tem-se enquanto maior tomar 1,

isto é, I — oo temos e — 0. Entao, para I, suficientemente grande, tem-se

0<Agr—b-h<0
o que s6 pode ser que Ag —b-h =0, o que acarreta em
Ap="b-h, com b, h e R}, — Q7

Entao para quaisquer lados de um retangulo sua area ¢ dada pelo produto da sua
base pela sua altura,
Ar=0b-h, com b, h € R’}

b) Célculo integral

Primeiro defina uma fungao f:[0,0] - R, onde para todo z € [0,b], é dada pela
seguinte lei de formacao f(z) = h. Dai, tome um retdngulo tal que que um de seus
lados esteja sobre f e sua altura seja a distancia entre f e o eixo x, veja a Figura
5.5, assim seja que os seus vértices sao (0,0), (0,b), (b,h) e (0,h). De modo que (0,h)
e (b,h) sao pontos de f logo para calcular a area basta integrar f de 0 até b, isto é,

b

b b
AR:/O f(x)d:c:/ohdx:hx = h(b—0) = hb

0

Figura 5.5 — Retangulo determinado por f(z)=nh

Fonte: Préprio autor
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assim a area de um retangulo é o produto da sua base pela sua altura.

Agora se o retangulo nao estiver na origem do plano e nenhum de seus lados
sobre os eixos, mais sim sobre funcgoes, veja a Figura 5.6. Dai tome duas func¢oes
f,g:]a,e] = R, onde f(z)=d e g(z) = ¢, para todo z € [a,e]. Dai tomando que os
vértices do retdngulo sao (a,d) e (e,d) sdo pontos de f, assim como (a,c) e (e, c) sao
pontos de g, dai como o retangulo esta compreendido entre duas fungdes e para todo
x € [a,e] tem-se f > g, logo sua drea ¢é a integral da diferenga de f e g de a até a e

assim,

€
Agp = / [f(z) — g(z)]dz, propriedades de integral iv
a

= dx , TFC parte 2

a a

= d(e—a)—c(e—a)
= (d=c)(e—a)

— CT

Figura 5.6 — Retangulo determinado por f(z)—g(x)
i .

.-'l fxi d

af &} i

Fonte: Préprio autor

ou seja, o produto de seus lado agora basta tomar d—c=h e e—a =", dai

Ap=b-h.

¢) Teorema Fundamental da Proporcionalidade

Primeiro tome um retangulo cujo seus lados medem b e h, onde denota-se por base
e altura respectivamente. E que para seus lados sejam reais positivos, dai o que
acontece com area quando dobramos ou triplicamos sua base, veja a Figura 5.7, e

notemos que sua area fica multiplicada por 2 quando dobra sua base e multiplicada



67

por 3 quando triplicamos sua base, assim se multiplicar sua base por um inteiro n

sua area fica multiplicada por n, sempre mantendo sua altura.

Figura 5.7 — Retangulo dobrando ou triplicando b

h
b b b
Fonte: Préprio autor

De maneira andloga mantendo sua base e dobrar ou triplicar sua altura, e observemos
0 que acontece com a area, veja a Figura 5.8, e verificaremos que sua area fica
multiplicada por 2 quando dobra sua altura e multiplicada por 3 quando triplica sua
altura, assim se multiplicar sua altura por um inteiro n sua area fica multiplicada

por n, sempre mantendo sua base.

Figura 5.8 — Retangulo dobrando ou triplicando h

b

h

h

h |

Fonte: Préprio autor

E dessa forma viu que a area é sempre crescente que quando multiplica uma di-
mensao por n a area fica multiplicada por n, entdo pelo Teorema Fundamental da
Proporcionalidade (TFP) pode-se definir uma fungao A : R’f — R a funcao area e
que A(1,1) = lu.a, assim Ag(b,h) é a drea do retdngulo de base b e altura h, que é
dado:

Agr(b,h) = A(b,h), como cumpre o TFP pode-se reescrever
= A(b-1,h-1), de (1) do TFP aplicado em b, tem-se
= b-A(1,h-1), de (1) do TFP aplicado em h, tem-se
= b-h-A(1,1), mas A(1,1) = lu.a, logo
— b-h-1

— b-h
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Entao a area do retangulo é o produto de sua base pela sua altura, isto é,

Ag(b,h) =b-hu.a, com b,h € R .

Dessa forma, conclui-se que pelos trés métodos acima citados para quaisquer lados

de um retangulo, sua area é dada pelo produto de sua base pela sua altura.

Problema 2. Mostre que drea do quadrado é o seu lado elevado ao expoente dois, pelos

sequintes métodos:

a) Método da Exaustao.
b) Cilculo integral.

c¢) Teorema Fundamental da Proporcionalidade.

Solugao: Nota-se que o quadrado é um caso particular do retangulo, basta tomar os

lados do retangulo iguais.

a) Método da Exaustao

Como o quadrado é um caso particular do retangulo, serd realizado de maneira
sucinta, ji que basta tomar b = h =1 no Problema 1 (drea do retdngulo), assim o
quadrado serd da seguinte maneira, veja a Figura 5.9. E que assim como no caso do

retangulo repetindo os mesmo passos encontra-se que, a drea do quadrado Ag é:

AQ:lz, com | € RY.

Figura 5.9 — Quadrado de lado |

!

Fonte: Préprio autor
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b) Célculo integral

Aqui basta tomar a fun¢ao do Problema 1, como sendo uma fungao f : [0,{] — oo,
dada pela regra f(z) =1, veja a Figura 5.10. Dessa forma basta integrar de 0 até [,

tomando b =1, fica
!
=1(1-0)=1-1=1

l l
AQ:/Of(x)dx:/Oldx:lxo

assim, a area de um quadrado é seu lado ao quadrado.

Figura 5.10 — Quadrado de lado [

JI' fzl I|

! I
Fonte: Préprio autor
Se nenhum lado do quadrado estiver sobre os eixos basta tomar d —c=1=¢e—a,

redefinindo as fungoes f,g para que aconteca a igualdade, acarreta em

AQ:lz, com | € RY.

¢) Teorema Fundamental da Proporcionalidade

Assim como todo quadrado é um retangulo, torna-se o quadrado um caso particular
do retangulo em que b = h = [, assim tém-se que ocorre a proporcionalidade da

mesma maneira e que a area do quadrado de lado [ (Ag(l,1)) é

Ag(l,l) = A(lD), como cumpre o TFP pode-se reescrever
= A(l-1,1-1), de (1) do TFP aplicado em [, tem-se
= [-A(1,l-1), de (1) do TFP aplicado em [, tem-se
= [-1-A(1,1), mas A(1,1) = lu.a, logo

= [-[-1

= [
l2
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Logo, Ag(l,1) = Pu.a com leR.

Entao, de maneira analoga ao do retangulo conclui-se pelos trés métodos que a area

do quadrado é o seu lado elevado ao expoente dois.

Problema 3. Ezpresse que a drea do paralelogramo é dado pelo produto de sua base pela

sua altura, pelos sequintes métodos:

a) Método da Ezaustao.
b) Cadlculo integral.

c¢) Teorema Fundamental da Proporcionalidade.

Solugao: Um paralelogramo é uma figura plana que possui dois pares de lados paralelos

e que os lados opostos além de serem paralelos sao congruentes.

Seja ABC'D um paralelogramo de base b e altura h, como mostra a Figura 5.11a, em
que AD//BC e AB//DC e ainda que AD = BC' e AB = DC'. Tragando uma perpendicular

a AD, passando por B e que encontra E sobre AD, como mostra a Figura 5.11b.

Figura 5.11 — Paralelogramo de base (b) e altura (h)

b
(@) (b)

- -} [ 3 W &
Fonte: Préprio autor
Dai, tém-se que AEB é um tridngulo assim como mostra na Figura 5.12a. Desse

modo, recortando e transladando de modo de que AB sobreponha DC' como na Figura

5.12b e dessa translacdo tem-se o ponto F tal que BE = CF e que EBCF ¢ um retangulo.
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Figura 5.12 — Paralelogramo e reorganizacao de figuras

) (b)

* - -

Fonte: Préprio autor

Sendo assim, este retangulo tem a mesma base b e altura h do paralelogramo, ver a
Figura 5.13.

Figura 5.13 — Paralelogramo como um retangulo

Fonte: Préprio autor

Como o paralelogramo é equidecomponivel com o retangulo de mesma base e altura

entdo suas areas sao iguais.

a) Método da Exaustao

Sabendo que a area do paralelogramo (Ap) de base b e altura h é igual a drea do

retangulo de mesmas dimensoes, de maneira andloga ao Problema 1, tem-se

Ap="b-h, com b,h € R’}

b) Célculo integral

Para a relizagao da figura plana denominada de paralelogramo sera realizada a partir
da utilizagao de fungoes, ver a Figura 5.14. Neste caso tem-se trés funcoes (f,g,t)
tais que f:[0,a] =R, g:[a,b] > Ret:[b,b+a] — R que sdo dadas pelas seguintes

leis de formacao:

IS
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Figura 5.14 — Paralelogramo pelas fungées f,g e h

S

Fonte: Préprio autor

Assim a édrea do paralelogamo (Ap) é dado pelas integrais

b+a
Ap = / f(x dm—i—/ dm+/ —t(x)]dz, pela prop. integrais iv
b+a
= / x)dxr+ / x)dx+ / x)dr — /b x)dx, pela prop. integrais v
a b+a b+a
= / f(z) dx+/ g(x) dx—/b t(x)dx, substituindo pela suas regras tem-se
0 a

a b+a b+a P,
— /0 Zxdr+ hdx _/b — - (z—0b)]dzx, resolvendo
a

a a
ho2| b+a h 2 b+a
= —- | 4+hx —-(x—b:v> , pelo TFC parte 2
a 0 a a \ 2 b
0
h [a® 0O h | (b+a)? b?
= 2—722/ +h(b+a—8a) — — 5 —b(b+a)— E_bb
|

h a? h | (b+a)? b?
= E‘E‘Fh'b—*- —b(b+a)— —5

a 2
(b+a)-(a—b)
2
) _ 2
_ hea +bh—h-<<b+a) (a—0b) b)
2a a 2 2
h-a? ho ((a®—b%) b
= bh——. [ 2/ 7
2a + a ( 2 * 2
.q2 2 _
_ h-a +bh—h-< \0%+\b\%>
2a a 2
a2 a?
= bh —
2a + 2a
= bh

Entao, Ap = bh, para todo b,h € R.
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Observacao: Nota-se que o paralelogramo tem a mesma area do retangulo de
mesmas dimensoes e entao caso o paralelogramo nao esteja com os lados sobre o eixo

podemos fazer de maneira analoga ao Problema 1.

¢) Teorema Fundamental da Proporcionalidade

Observa-se que o paralelogramo de base b e altura h tem a mesma area de um
retangulo com as mesmas dimensoes, e que ambos cumpre o TFP, basta ir colocando
os paralelogramos justa postos um ao lado do outro que assim como o retangulo
ocorre em que a dimensao estd multiplicada por n € N a sua area fica multiplicada
por n, assim

Ap(b,h) = Ag(b,h) =bh,  com b,h € RY.

Dessa maneira, a area do paralelogramo é o produto de sua base pela sua altura.

Problema 4. Demonstre que a drea do triangulo de base (b) e altura (h) é o produto da

metade de sua altura pela sua base, pelos sequintes métodos:

a) Método da Exaustao.
b) Cdlculo integral.

c¢) Teorema Fundamental da Proporcionalidade.

Solucao: Um tridngulo é uma figura plana que possui trés lados dos quais escolhe-se um
para a base e traga-se a altura relativa a esse lado, que é uma perpendicular a base e liga

ao vértice oposto da base.

Seja ABC um tridngulo e tome como base AB = b, ver a Figura 5.15a, e tracando
a altura relativa a AB, que ¢ a perpendicular a AB que passa por C' de onde encontra o
ponto D sobre AB e que C'D = h, ver a Figura 5.15b.
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Figura 5.15 — Tridngulo de base b e altura h

(a) (b)

[ ]
|
&

Fonte: Préprio autor

Agora duplique o tridngulo e rotacione 180° pelo vértice C, ver a Figura 5.16a,
em seguida translade o tridngulo rotacionado de modo que o vértice sobre C' sobreponha
o vértice B, de maneira que serd criado um ponto F', ver a Figura 5.16b. E note que
CF=AB e BF = AC assim como AC//BF e CF//AB.

Figura 5.16 — Triangulo como quadrilatero

(a)

(b)

& = -

Fonte: Préprio autor

Assim AC'F' B é um paralelogramo de base b e altura h e que sua area é o dobro da

area do triangulo ABC.

Note que acontece da mesma forma quando a altura nao esta dentro do triangulo,

veja a Figura 5.17
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Figura 5.17 — Tridngulo quando D nio esta sobre AD

(b)
(a)

Fonte: Préprio autor

Observe que se caso D estiver a direita de AB ocorre da mesma forma. E dessa
maneira nos dois casos possiveis para a altura de um tridngulo sua area é a metade da

area do paralelogramo, em que ambos possuem a mesmas dimensoes, ver a Figura 5.18.

Figura 5.18 — Tridngulo como um paralelogramo

(a) _‘Vb)” |

Fonte: Préprio autor

a) Método da Exaustao

Observa-se que a area do tridngulo (A7) é a metade da drea do paralelogramo de
mesmas dimensoes, sejam elas base b e altura h. Assim como provado no Problema

3 que a area do paralelogramo é Ap = bh, temos

Ap bh h .
—7—?—§'b7 b,h€R+

bastando repetir os mesmo passos do Problema 3.

Ar

b) Célculo integral

Para um tridngulo serd usado fungoes, ver a Figura 5.19. Assim, sendo realizado
inicialmente o caso em que a altura esta contida no triangulo. Neste caso tém-se

duas fungoes (f,g) tais que f:[0,a] - R e g:[a,b] — R e sdo dadas pelas regras:

x e g(r)= (b—x).



Figura 5.19 — Tridngulo determinado por f,g

Fonte: Préprio autor

assim, a area do tridngulo (A7) é dado pela integral

a b
Ap = /0 f(x)dx—i—/ g(x)dz, substituindo as regras
a

ah b h

‘:cda:—l—/ -(b—z)dx, resolvendo

a b—a

a 2\ b
—|—L- (bm— x) , pelo TFC parte 2

g b—a 2

a

Il
RIS 53—
Q|

_ hd®  h
T a2
B ha? h
" 2 b—ua
B ha? h
N 2a+b—a
B ha? h
- 2a +M.
ha? (b—a)
_ b h.(
B ha?  hba — ha®
= 20 2a
B hed+ hba — ho
N 2a
_ bha
T 2a
bh

2
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Entao, quando a altura esta contida no triangulo

h
AT:§'ba com bheRY.

Observagao: Quando a altura esta fora do tridngulo decorre de maneira analoga ao

anterior.

¢) Teorema Fundamental da Proporcionalidade

Nota-se que a area do tridngulo (A7) é a metade da drea do paralelogramo de mesmas
dimensoes, sejam elas base b e altura h. Assim, como o paralelogramo o triangulo

cumpre o TFP e assim

Ap(b.h)  bh h
AT(b>h):(2):2:2'

Dessa maneira, conclui-se pelos trés métodos acima citados que a area do triangulo

é o produto da metade de sua altura pela sua base.

Problema 5. Mostre que a drea de um trapézio Ar, qualquer de base maior (B) e base
L (B+0b)-h

menor (b) com altura (h) é , pelos sequintes métodos:

a) Método da Exaustao.
b) Calculo integral.

c¢) Teorema Fundamental da Proporcionalidade.

Solucao: Um trapézio é uma figura plana convexa que possui um par de lados paralelos,

assim, sendo denominado por B a base maior, b a base menor e h sendo a altura.

Seja ABC'D um trapézio tal que AB//CD e que AB=BeCD=b,de C e D trace
uma perpendicular a AB de modo que também é perpendicular a C'D ji que AB//CD e
que a perpendicular que passa C' encontra F sobre AB de mesmo modo temos F e assim
como AB//CD tem-se que CE = h = DF, ver a Figura 5.20a.
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Figura 5.20 — Trapézio
(a) (b)

Fonte: Préprio autor

Assim ABC'D é um trapézio de bases (B,b) e altura (h), ver a Figura 5.20b. Agora
trace as diagonais que é um segmento que liga dois vértices nao adjacentes, isto é, estara
ligando AD e CB.

Figura 5.21 — Trapézio com suas diagonais

Fonte: Préprio autor

E que da diagonal AD temos os tridngulos ADB e de base (B) e ADC' de base (b)
com ambos de altura (h), ver a Figura 5.21a. De maneira analéga se tomar a diagonal
BC tém-se os trangulos ACB e de base (B) e BCD de base (b) com ambos de altura (h),
ver a Figura 5.21b. E ainda que os triangulos AC'B e ADB tem areas iguais assim como
os triangulos BC'D e ADC' ja que esses pares de tridngulos possuem dimensoes iguais.
Logo, a area trapézio é a soma da area dos dois triangulos que sao formados por uma das

diagonais.

Observe que acontece da mesma forma para quaisquer posicao de E,F', que sao

apresentados os possiveis casos abaixo:

1) A< FE < F < B caso que foi construido acima.
2) AKE<B<FouE<A<F<B.
3) A< B<E<FouE<F<A<B.

4) A<E<BeF=B.
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5) A< F<BeFE=A.

6) A<B<FeFE=BouE<A<BeF=A

E assim para a area do trapézio basta tragar uma diagonal e calcular a area dos dois

trangulos.

a) Método da Exaustao

Agora sera observado que o trapézio é equidecomponiveis com dois trangulos de
bases (B) e (b) e ambos os triangulos tem altura (h), pelo Problema 4 o tridngulo

tem area igual ao produto da metade de sua altura pela sua base. Assim a area do

h
trapézio Ar, ¢ igual a drea triangulo de base B e altura h, que é A, = 3 B somado

com a area do triangulo de base b e altura h, que é Ap, = 5 -b, dessa forma

h h h
ATP:AT1+AT2:*~B+*~B:*-(B+b)
2 2 2
Entao,
B+b)h
ATP:<J;>, com B,beheR].

b) Célculo integral

Para este método vamos toma-se que sua base maior esta sobre o eixo x e que as
extremidades de sua base maior tem coordenadas (0,0) e (0,B). Seja a,c € R, com
a<cec—a=b. Aqui serd tomado os seis casos anteriores, a qual serd demonstrado

apenas o primeiro, como se segue:

e CASO (1):a<c< B.

Sendo a < ¢ < B, entao usa-se as func¢oes para definir o trapézio, ver a Figura 5.22.
Dai, f:[0,a] = R, g:[a,c] > Ret:[c, B] = R tais que sdo dadas pelas regras




Figura 5.22 — CASO (1) Trapézio pelas fungées f,g,t

A

Fonte: Préprio autor

Assim a drea do trapézio (Ar,) ¢ dado pelas integrais

Ar, = /Oaf(x)dx—l—/:g(q:)d:c—l—/th(:c)d:c
= /Oaz-xdx%—/achdm—k/cB hB-(x—B)dx

c—
2

B
h T
(=-B
0 a+c_B <2 I)

a? })Z/ h B?
“ o _ A2 _pB.B—
5 b +h(c a)—i—c_B 5 B

21|a

X

2

SRS S

+ hz

SIS S

St
ha+2h(c—a)+h(B—c)
2
Pa+2he —2ha+hB -
2
hc¢—ha+ hB)
2

30
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h(Mb—i-B

h(B+b)

¢) Teorema Fundamental da Proporcionalidade

Notou-se que a area do trapézio (Ar,) de base maior (B) e base menor (b) com
altura h é igual a soma das areas dos tridngulos de altura (h) e bases (B) e (b), e

assim como o triangulo o trapézio também cumpre o TFP, logo

A7, (B+b,h) =A(B+b,h), de (3) do TFP

= A(B,h)+ A(b,h), que sdo as dreas dos tridngulos

Entao, a area do trapézio é dada

(B+b)h

ATP<B+b7h‘) = 9 )

com B,beh€eR].

Dessa maneira, conclui-se pelos trés métodos que a area do trapézio é igual ao

produto da metade de sua altura pela soma do seu lado maior com o seu lado menor.

Problema 6. FExpresse que drea de um losango é a metade do produto de suas diagonais,

pelos sequintes métodos:

a) Método da Ezxaustao.
b) Cilculo integral.

c¢) Teorema Fundamental da Proporcionalidade.
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Solugao: Um losango é uma figura plana que tem dois pares de lados paralelos (lados
opostos sao paralelos) e que todos lados sdo congruentes, com uma condi¢ao especial as

diagonais se bissetam e cruzam em angulo reto e que divide as diagonais ao meio.

Seja ABC'D um losango com AB = BC =(CD = DA e AD//BC assim como
AB//CD, ver Figura 5.23a. Agora trace as diagonais que se cruzam e bissetam em I, ver a

Figura 5.23b, e que AC = D e BD = d como elas se bissetam no ponto médio de ambas em
I, entdo AI=1C = 12) assim como AI =IC = ;i Agora tome dois tridngulos AID e DIC
e translade de modo que AD sobreponha BC' e DC' sobreponha AB criando os pontos F
e F, respectivamente. Assim, os tridngulos AEB=CFB e que EA=BI=1D = ;Z e que

. d
EFF = AC = D. Construido, assim, um retangulo de lados D e > ver a Figura 5.23c.

Figura 5.23 — Losango
(a) (b)

(©)

Fonte: Préprio autor

7 A
De fato temos que EF'C'A é um retangulo de lados D= EF = AB e 5= EFA=FC,

ver a Figura 5.24.

Figura 5.24 — Losango como um retangulo

¥

Fonte: Préprio autor

Assim, a area de um losango de diagonais D e d tem area igual a de um retangulo

de lados D e Z

a) Método da Exaustao

Observa-se que o losango é equidecomponivel um retangulo, assim basta repetir os

passos do Problema 1 para que se prove por este método. Assim, um losango de
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d d
diagonais D e d tem area igual um retangulo de lados D e 5 isto é, Ap =D - 7

Logo, a area do losango (Ar) é dada

d
Ap=Ar=D- -
2
Assim, a drea do losango é Ap, = T', para todo D e d € RY.

Célculo integral

Sem perda de generalidade, supondo que a intersecao das diagonais de um losango
esteja na origem do plano cartesiano, ver a Figura 5.25. Note que as diagonais se
cruzam na metade, isto é, o losango ¢é simétrico quanto aos eixos e como cada lado
do losango é igual basta calcular apenas a area de um tridngulo que equivale a um

quarto da area do losango.

Figura 5.25 — Losango pela fungao f

Fonte: Préprio autor

Assim, definindo uma fun¢@o que esta no primeiro quadrante e que coincide com o

D
lado do losango, isto é, f : [0, 2] — R e que ¢ dada pela seguinte regra

D
e ao calcular a integral de f de 0 até 5} obtém-se a area abaixo de f e acima de
y =0 como visto no Capitulo (3) do Cdlculo Diferencial e Integral. E a esta integral

calculada equivale a um quarto da area total do losango (Apr), entdo sua drea é dada
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pela integral
%
A = 4-/0 f(z)dz, substituindo a regra

d (/D
= 4. i
o D (2 :C)dx

I
e~
Ol ~
|
Slle
|
oSS
|
>
S
| o
b@
[@»)

_ . D?*  D?
D | 4 8
D2
8
d 2
= 4-5-—, simplificando
D
2

¢) Teorema Fundamental da Proporcionalidade

Notou-se que um losango ¢ equidecomponivel com um retangulo assim basta repetir

os passo do Problema 1 para este método. Assim, um losango de diagonais D e d

d d d
tem a mesma area de um retangulo de dimensoes D e 3 isto é, Ap (D, 2) =D- 2
e a area do losango Ar(D,d) é dada
d d D-d
Ap(D,d)=Ar|D,- | =D - = ,
2 2
para todo D e d € RY.
[ |

Dessa maneira, conclui-se pelos trés métodos que a area do losango é a metade do

produto de suas diagonais.

VOLUMES

De acordo com Dolce e Pompeo (2013a), um sélido S tem seu volume associado a

um numero real positivo de modo que:
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(1) solido congruentes tem volumes iguais.

(74) se um sélido S ¢é a unido de dois sélidos que nao tem pontos internos comuns, entao

o volume de S é a soma dos volumes de Sj e Ss.

Aqui iremos tratar de volumes de sélidos simples no caso de prismas e serd necessario
que o leitor esteja familiriazado com termos e caracterizagoes da geometria espacial como

exemplos sao planos (paralelos, perpendiulares), sélidos.

Agora partiremos para colocar em pratica o Método da Ezxaustao, Cdlculo Integral
e Teorema Fundamental da Proporcionalidade que assim como na parte de areas, sera

apresentado pelos trés métodos para o calculo de volumes.

Problema 7. Demonstre que o volume de uwm paralelepipedo retingulo (Vp,) € o produto

da drea da base (Ap) pela sua altura (H), pelos sequintes métodos:

a) Método da Exaustao.
b) Cilculo integral.

c¢) Teorema Fundamental da Proporcionalidade.

Solugao: Um paralelepipedo ¢ um um soélido formado por 6 faces em que sdao todas
paralelogramos. Em especial podemos tomar as faces sendo retangulos que por definigao

de paralelogramo todo retangulo ¢ um paralelogramo.

a) Método da Exaustao

Partindo da ideia de que o volume de um cubo de arestas 1, é lu.v. Veficando
quantos cubinhos cabem no interior do paralelepipedo retangulo (Pr) a qual suas
arestas medem b e h (lados da face a qual define-se como a base de Pg) e H (lado
das faces laterais) a qual serd denominado de altura de Pg, veja a Figura 5.26. Que
assim como na area do retangulo, aqui também terd os casos em que b,h e H sejam

comensuraveis e incomensuraveis.
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Figura 5.26 — Paralelpipedo retangulo

Fonte: Préprio autor

i) b,h e H sdo comensuraveis.
Sendo o cubo unitario a unidade de medida ¢ dito que b, h e H sao comensuraveis
com 1 e que a aresta do cubo unitario cabe m vezes sobre b, n vezes sobre h e
N vezes sobre H, o que acarreta em que a base do Pr possui m cubos sobre b,
isto ¢ m-1 =10 e como em h cabem n cubos, ou seja, n-1=h, logo sua base
fica completa com m-n =0b-h cubos, e como em H cabem N cubos vamos
empilhar N bases com bh cubos, ou seja, o Pgr fica completamente cheio com

m-n-N =0b-h-H cubos, veja a Figura 5.2.

Figura 5.27 — Paralelepipedo retangulo com b,h,H € Z7,

Fonte: Préprio autor
Mas note que a base é um retangulo de lados b e h, a qual pelo Problema 1 a

area desse retangulo é Ay =b-h. Assim, o volume do paralelepipedo retangulo

¢ Vp, =0b-h-H, e assim podemos reescrever que
Vp,=Ay-H, com bh e HeZ}

Agora seja tomado um Pr em que suas dimensoes medem b,h e h mas que
nao existem m,n, N € Z tal que seja comensuravel com o cubo de arestas 1.
Dai assim como foi realizado no Capitulo 2 do Método da Ezaustdio, dividindo
o cubo unitario em cubinhos de arestas x = 7 ou seja, dividindo o lado do

quadrado unitario em [ partes. E agora x cabe m vezes sobre b, n vezes sobre
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h e N vezes sobre H, o que acarreta em m-x = b, isto é, m cubinhos de arestas
x sobre b, n-x = h, ou seja, n cubinhos sobre h e N-x = H, N cubinhos sobre
H. Assim, a base do paralelepipedo retangulo que é um retangulo de lados b e
h e fica completa com m -n cubinhos que é igual a bh que por sua vez é area do
retangulo que possui esses lados basta ver o Problema 1. E como sobre H cabe
N cubinhos sera empilhado NV bases com bh cubinhos, veja a Figura 5.28. Logo,
o paralelepipedo retangulo fica completamente cheio com m-n-N =b-h-H,

cubinhos mas Ay =b-h

Figura 5.28 — Paralelepipedo retangulo com b,h, H € Q"

EEEEREE
FT LT
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EELEEREE e

O
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LR L R R RY LAY
L B LB L L LR

Fonte: Préprio autor

Entao, o volume do paralelepipedo retangulo ¢é
Vp,=Ay-H, com b heHeQl

b,h e H sao incomensuraveis.

Sendo o paralelepipedo retangulo de dimensoes b, h e H, tais que nao existam

m,n e N € Z} tal que dividindo o cubo unitario em I partes, ou seja, a aresta

de cada cubinho vale x = %, e esse cubinho nao caberda um nimero inteiro de
vezes sobre b, nem sobre h e nem sobre H. Dai, tome m,n e N tal que m-x <b
e (m+1)-2>0b assim como n-z <h e (n+1)-z>h e consequentemente
N-z<He(N+1)-2> H, veja a Figura 5.29, logo em decorréncia dos casos
anteriores sabe-se que (m-x)-(n-x)- (NN -z) cubinhos é menor que o volume do

peralelepipedo retangulo (Vp,).

(m-z)-(n-x)-(N-x) < Vp, (1)
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Figura 5.29 — Paralelepipedo retangulo com b,h e H € R, — Q%

Fonte: Préprio autor
E note que se sobre b adicionar um cubinho de arestas x tem-se b < (m+1)-x

assim como se adicionar mais um cubinho sobre h temos h < (n+1)-z e de
mesmo modo tem-se que para H. Logo, H < (N +1) -z, assim [(m+1)-z-(n+
1)-x-(N+1)- 2| cubinhos é maior que Vp,:

Ve, <(m+1)-z-(n+1)-z-(N+1)-2 (IT)
Assim de (I) e (IT) tem-se
(m-z)-(n-z)-(N-z) <Vp, < (m+1)-z-(n+1)-2-(N+1)-x
m-n-N-z° <Vp, < (m+1)(n+1)(N +1)z? (13)

E perceba que mx <b< (m+1)z, nt <h<(n+1l)x e Nt < H<(N+1)x
multiplicando membro a membro essas trés ultimas desigualdades nao altera
a desigualdades ja que esta sendo trabalhado com medidas e que sempre sao
positivas.
m-x-n-x-N-x<b-h-H<(m+1)z(n+1)z(N+1)zx
mnHz3 <b-h < (m+1)(n+1)(N +1)23
assim,
—(m+1)(n+1)(N+1)2® < —b-h-H < —mnNaz* (14)

somando as desigualdades (13) e (14) membro a membro tem-se
[mnN — (m+1)(n+1)(N+1)]2® < Vp, —b-h-H < [(m+1)(n+1)(N+1) —mnN]z®

3

L r . . .
sabe-se que x = 7 implica z° = e além disso tem-se enquanto maior tomar 1,

isto é, I — oo tem-se 3 — 0. Entao, para I, suficientemente grande, obtém

0<Vpy—b-h-H<0
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o que s6 pode ocorrer Vp, —b-h-H =0 e que sabemos que bh = Ay ja que a

base do paralelepipedo retangulo é um retangulo de lados b, h. E assim
Vp, = Ay H, combh e He R} —Q7,
Entao, para quaisquer arestas de um paralelepipedo retangulo, tém-se

Vp, = Ay H, combh e He R,

b) Célculo integral

Colocando a origem O no ponto de encontro das diagonais do retangulo da base
do paralelepipedo retangulo em que suas dimensoes da base sao b e h, e 0 eixo ao
longo da reta formada pelo encontro das diagonais de suas duas bases, veja a Figura
5.30a. Qualquer plano (), que passe por Hj e é perpendicular ao eixo x intercepta a
paralelepipedo retangulo em um retangulo de lados de comprimentos b e h, ver a
Figura 5.30b. E como para qualquer H; em que 0 < Hy < H formarad uma secgao de
area igual Ag = bh, o que é a area da face da base do paralelepipedo A, = bh

Figura 5.30 — Paralelepipedo retangulo como fun¢ao da area da secgao
(a)
(b)

Fonte: Préprio autor

Assim o volume do Pp ¢é dado pela integral

H

H H
VPR:/O Asd:n:/o bhdz = bhx| = bh(H —0)=bhH = Ay - H.

0

c¢) Teorema Fundamental da Proporcionalidade

Tomando um paralelepipedo retangulo de dimensoes b,h e H, de onde sera tomando
por base de Pr o retangulo de lados b e h e a altura de Pr seja H. Para quaisquer

valores de b,h, H e diremos que o Pg tem um volume Vp,, dai veja o que acontece
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quando multiplica b por algum n € N, veja a Figura 5.31a. De mesmo modo percebe-
mos que se multiplicar n por h, veja a Figura 5.31b ou entao multiplicando n por H,

veja a Figura 5.31c. O volume de Pg fica multiplicado por n.

Figura 5.31 — Paralelepipedo retangulo e suas proporcionalidades

(c)

(a) ferizemssl
(b) L

=

Fonte: Préprio autor
E dessa forma percebe-se que volume é sempre crescente e quando multiplica uma
de suas dimensoes por n o volume fica multiplicada por n, entdo pelo Teorema
Fundamental da Proporcionalidade (TFP) pode-se definir uma fungao V : R’:Lg —
R* a funcao volume e que V(1,1,1) = lu.v, assim Vp,(b,h,H) é o volume do

paralelepipedo retangulo é:

Vpe(b,h,H) = V(bh,H), como cumpre o TFP pode-se reescrever
= V(b-1,h-1,H-1), de (1) do TFP aplicado em b, tem-se
= b-V(1,h-1,H-1), de (1) do TFP aplicado em h, tem-se
= b-h-V(1,1,H-1), de (1) do TFP aplicado em H, tem-se
= b-h-H-V(1,1,1), mas V(1,1,1) = 1u.v, logo
— b.h-H-1
- b-h-H

Entao, o volume do paralelepipedo retangulo é o produto da &area de sua base
(Ap = bh) pela sua altura (H), isto é,

Vp.(b,h,H) = Ay- Hu.v, combh e He R,
[ |
Dessa forma, conclui-se que pelos trés métodos acima citados para quaisquer

dimensoes do paralelepipedo retangulo, o volume é o produto da area de sua base pela sua

altura.
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Problema 8. Mostre que o volume do cubo € sua aresta elevada a terceira poténcia, pelos

sequintes métodos:

a) Método da Exaustao.
b) Calculo integral.

¢) Proporcionalidade.

Solucao: Um cubo é um sélido geométrico que é um caso particular do paralelepipedo
retangulo, bastando tomar suas dimensoes iguais, isto é, suas arestas sao todas iguais que

consequentemente temos todas as faces quadradas.

a) Método da Exaustao

Como o cubo (Cp) é um caso particular do paraleleppipedo retdngulo, realizando de
forma sucinta ja que basta tomar b=h = H no Problema 7 (Volume do Paralelepipedo
Retangulo) e tomar que as dimensoes sdo todas iguais a um a, assim o cubo serd
da seguinte maneira , ver a Figura 5.32. E que assim como no do paralelepipedo

retangulo repetindo os mesmos passos tém-se que o volume do cubo (Vi) é

3
Vep =0, coma€cR}.

Figura 5.32 — Cubo

Fonte: Préprio autor

b) Célculo integral

Aqui basta tomar as dimensoes do Problema 7 todas iguais, ou seja, tome a aresta do
cubo (Cp) como sendo a, logo b=h = H = a. Assim o cubo como grafico ou melhor
nos eixos refazendo os passos do Paralelepipedo Retangulo, ver a Figura 5.33a e a

seccao que sera formada pela interseccao de um plano perpendicular ao eixo x que
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2

secciona o cubo em uma &rea, ver a Figura 5.33b em que sua area é Ag =a*“, o que

é a area da face da base do e, portanto, também a drea da base A, = a’.

Figura 5.33 — Cubo como func¢ao da area da secgao

(a)

\

e AT

—

(b)

Fonte: Préprio autor

Assim o volume do cubo (V) é dado pela integral

a a
VCB:/O Asdx:/o alde=a* x

¢) Proporcionalidade

a

=a*(a—0)=a*a=d’.

0

Assim como cubo é um paralelepipedo retangulo, torna-se um caso particular do

paralelepipedo retangulo em que b =h = H = a, dai tem que ocorre a proporciona-

lidade da mesma maneira e que o volume do cubo (Vi) de aresta a (Vog(a,a,a))

é

Veg(a,a,a) = Via,a,a),

como cumpre o TFP pode-se reescrever

= V(a-l,a-1,a-1),

= a

= a

g a -

V(1,a-1,a-1),
ca-V(1,1,a-1)
)

)

a-a-V(1,1,1),

a-a-1

a/.

a

de (1) do TFP aplicado em a, tem-se
de (1) do TFP aplicado em a, tem-se
de (1) do TFP aplicado em a, tem-se
mas V(1,1,1) = 1u.v, logo

Logo, Vg (a,a,a) = a®u.v para todo a € R%

Entao, de maneira analoga ao do paralelepipedo retangulo conclui-se pelos trés

métodos que o volume do cubo é sua aresta elevada ao expoente treés.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Aos primordios deste trabalho de pesquisa, constatou-se que o calculo de areas de
figuras planas e volumes de sélidos geométricos sao apresentados como uma expressao
dogmatica, que conduziu a escolha de trés maneiras para se calcular estes objetos matema-
ticos ja que havia uma defasagem no calculo de areas de figuras planas convexas e volumes
de solidos geométricos abordados pelo Método da Exaustao, Calculo Integral e o Teorema

Fundamental da Proporcionalidade.

Diante disso, a pesquisa teve como objetivo geral mostrar o avango da matematica,
apresentando o célculo de areas e volumes de trés maneiras diferentes, por meio do Método
da Exaustao, Céalculo Diferencial e Integral e do Teorema Fundamental da Proporcionali-
dade. Nao foram feitas todas as demonstracoes para o calculo de areas e volumes de sélidos
geométricos porque constatou-se a necessidade da utilizacdo do Principio de Cavalieri o

que nao ¢ objeto de estudo deste trabalho.

Dessa forma, teve como primeiro objetivo especifico apresentar o método da exaustao
no calculo de areas e volumes ao qual foi atendido completamente ja que foi apresentado
seu contexto historico, sua teoria e como seria aplicado ao calculo de areas e volumes por
meio de uma comparacgao a uma unidade unitaria estabelecida tanto para areas quanto

para volumes.

Analogamente, o segundo objetivo especifico foi completamente cumprido ja que foi
apresentado seu contexto historico com os nomes mais relevantes e um breve resumo no
calculo diferencial. Além de apresentar as defini¢bes e proposi¢des mais importantes com
algumas de suas demonstragoes, e também provar o Teorema Fundamental do Calculo,

isto em integrais e buscou mostrar como se calcula areas e volumes.

No terceiro objetivo especifico, buscou-se demonstrar o Teorema Fundamental da
Proporcionalidade e sua aplicacao no calculo de areas e volumes que foi atendido devido sua
explanacao desde o surgimento da teoria das propor¢oes sua parte central e a demonstracao,

e por fim como deve-se aplicar ao calculo de areas e volumes.

O quarto objetivo especifico, teve como propodsito demonstrar a formula de algumas
areas de figuras planas e sélidos geométricos pelo Método da Exaustao, Calculo Diferencial
e Integral e o Teorema Fundamental da Proporcionalidade. Obtendo-se éxito ja que foi
realizado para as figuras planas retangulo, quadrado, trapézio e losango assim como

também para os solidos geométricos paralelepipedo retangulo e cubo.
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Diante do pressuposto da pesquisa, a hipdtese foi apresentada com clareza e
precisao ao apresentar as férmulas de areas e volumes por meio de trés métodos que foram
confirmadas pelas demonstracoes realizadas para o calculo das areas de figuras planas e

volumes de alguns sélidos geométricos.

Observou-se que parte do problema de conhecer o surgimento e como funciona
tais expressoes para as areas e volumes. De fato, foi sanada essa lacuna ja que todos os

problemas resolvidos sao para dimensoes reais.

A pesquisa foi desenvolvida em buscas feitas em livros, dissertacoes e artigos.

Também foi utilizado o software Geogebra para esbocar algumas imagens.

Diante da metodologia proposta constatou-se que ha uma defasagem na literatura
no que diz respeito ao calculo de areas e volumes pelo método do Teorema Fundamental

da Proporcionalidade, o que dificultou a escrita do trabalho.

Entao, diante das limitagoes expostas para a realizagao do presente trabalho notou-
se que este tem sido um dos poucos da literatura que abordou detalhadamente a utilizacao

destes trés métodos simultaneamente para o calculo de areas e volumes.

Por fim, recomenda-se que para trabalhos futuros o Principio de Cavalieri possa ser
acrescentado facilitando o calculo de volume dos sélidos geométricos tais como o prisma

qualquer, piramide, cone, cilindro e esfera.
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