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RESUMO

Este trabalho apresenta uma proposta de sequéncia didatica voltada ao ensino das rela-
¢Oes métricas em quadrilateros inscritos, circunscritos e ex-inscritos em circunferéncias,
a ser desenvolvida nas aulas da disciplina eletiva do Ensino Médio. A pesquisa busca
contribuir para o aprimoramento do processo de ensino-aprendizagem da Geometria, area
frequentemente negligenciada nas escolas, por meio de praticas que valorizem a contextu-
alizagao e o uso de tecnologia digital, GeoGebra. A metodologia adotada fundamenta-se
em uma abordagem qualitativa, com carater descritivo e aplicavel a realidade escolar,
propondo atividades interativas que estimulam o raciocinio légico, o desenho geométrico,
a autonomia e o trabalho colaborativo entre os discentes. A proposta inclui a exploracao
de construgoes geométricas, a revisao de conceitos fundamentais e a aplicagao de teoremas
classicos, como os de Pitot, Ptolomeu e Steiner. Os resultados esperados consistem em
promover o interesse dos estudantes pela Geometria, ampliar a compreensao dos concei-
tos e favorecer a aprendizagem significativa, com reflexos positivos no desempenho em

avaliagoes externas e no desenvolvimento de competéncias cognitivas e socioemocionais.

Palavras-chave: Ensino de Geometria. Sequéncia didatica. Relagdes métricas. Quadri-

lateros. Circunferéncia.



ABSTRACT

This work presents a didactic sequence proposal focused on teaching metric relations in
quadrilaterals inscribed, circumscribed, and ex-inscribed in circles, to be developed in
elective subject classes in High School. The research aims to contribute to the improve-
ment of the teaching-learning process of Geometry-an area often neglected in schools
through practices that emphasize contextualization and the use of digital technologies,
such as GeoGebra. The adopted methodology is based on a qualitative approach, with a
descriptive character and applicable to the school reality, proposing interactive activities
that stimulate logical reasoning, geometric drawing, autonomy, and collaborative work
among students. The proposal includes the exploration of geometric constructions, the
review of fundamental concepts, and the application of classical theorems such as those of
Pitot, Ptolemy, and Steiner. The expected results consist of promoting students’ interest
in Geometry, expanding their conceptual understanding, and fostering meaningful learn-
ing, with positive effects on performance in external assessments and on the development

of cognitive and socio-emotional skills.

Keywords: Geometry teaching. Didactic sequence. Metric relations. Quadrilaterals.

Circumference.
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1 INTRODUCAO

A Geometria é um dos pilares da Matematica, essencial para compreender e representar
0 espaco em que vivemos. Seu estudo auxilia no desenvolvimento do raciocinio légico, da
percepcao espacial e da capacidade de resolver problemas, sendo fundamental na formacao
intelectual dos estudantes. Além de sua relevancia historica e cientifica, ela possui ampla
aplicagao pratica em areas como engenharia, arte e tecnologia.

Esta pesquisa surge da preocupacao com a forma como a Geometria é ensinada, espe-
cialmente a partir do 62 ano do ensino fundamental. Com frequéncia, os professores de
Matematica cometem equivocos ao abordar a Geometria em sala de aula, o que pode re-
tardar o avango da aprendizagem e resultar em tratamento insuficiente do conteido até o
final do ano letivo. Além disso, autores de livros didaticos de Matematica historicamente
tém adotado uma distribui¢ao cronoldgica das tematicas que adia o ensino da Geometria

para os finais de livros, contribuindo para sua marginalizacdo no curriculo.

Um dos principais [fatores que evidenciam essa marginalizacdo] é a pri-
orizacao da Algebra e da Aritmética, muitas vezes impulsionada pelas
exigéncias de avaliagoes de larga escala. Além disso, a formacao insufi-
ciente dos professores contribui para o tratamento superficial ou mesmo
negligéncia dos contetidos geométricos. (SILVA; RODRIGUES, 2025, p.
21)

Cabe mencionar também a falta de intimidade do professor com a temética que ira
ministrar como um aspecto negativo, pois tal deficiéncia pode comprometer a qualidade
do ensino. Quando o professor nao domina ou possui dificuldades com o conteido, ha
maior risco de transmitir informacoes imprecisas e reduzir a profundidade das discussoes
em sala de aula, limitando a capacidade de responder as duvidas dos alunos. Ademais,
a falta de seguranca no tratamento do tema pode afetar sua postura didatica, gerando
desinteresse ou inseguranca nos estudantes. Isso evidencia a importancia da formagao
continuada e da preparagao adequada para garantir um processo de ensino-aprendizagem

mais eficaz e significativo.

. nos nossos cursos de formacao de professores, que possibilitam ao seu
término o ensino da Matemadtica ou Didética da Matematica (Licencia-
tura em Ciéncias, em Matematica, em Pedagogia e Formacao para o Ma-
gistério), a Geometria possui uma fragilissima posi¢ao, quando consta.
Ora, como ninguém pode ensinar bem aquilo que ndo conhece, esta ai
mais uma razdo para o atual esquecimento geométrico. (LORENZATO)
1995, p. 4)

Para que o processo de ensino-aprendizagem ocorra de maneira adequada, possibili-
tando didlogos construtivos durante a abordagem do contetiido, é necessario o aprofunda-

mento tedrico por meio de fontes variadas além do saber préprio e do livro didatico, como
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artigos, videos e materiais complementares que agreguem defini¢oes e explicagoes logicas,
evitando que conjecturas pessoais sejam interpretadas como “falsas verdades”. Quando o
professor é questionado pelo aluno e nao possui certeza da resposta, ha o risco de apre-
sentar sua opiniao como saber cientifico, impactando negativamente o desenvolvimento
académico do estudante.

A disciplina eletiva é uma das matérias implementadas no ensino das Escolas Cidadas
Integrais (ECI) desde o ano de 2016 na Parafba (PARAIBA| 2023). Ela tem como ob-
jetivo auxiliar os alunos nas tomadas de decisdes para suas carreiras apds o término do
ensino médio, sendo focada, na maioria das vezes, na escolha de um trajeto alinhado as
suas aptidoes e interesses (CONECTADO) 2024). Em outras ocasides, o contetdo dessa
disciplina fica a critério do professor, uma vez que nao ha cursos preparatorios oferecidos
para o ensino dessas disciplinas recentes.

Quando cursei esta disciplina durante o ensino médio, participei de quatro eletivas
de temas variados. A primeira foi voltada ao ensino, a histéria e a pratica do xadrez.
A segunda envolveu a construcao e a conscientizacdo sobre o uso de produtos elétricos
e sustentaveis. A terceira abordou as areas policiais, a medicina legal, a seguranca e a
investigacao, com encenagoes de casos criminais elaborados pelos proprios integrantes da
eletiva. A quarta teve como proposta a encenacao das profissoes que pretendiamos exercer
futuramente.

Embora nem todo o saber adquirido nesse periodo tenha sido diretamente aplicado,
esse conjunto de experiéncias despertou em mim o interesse e o empenho por praticas
diferentes das habituais — uma nova forma de enxergar temas pertinentes. Assim, surgiu
a reflexdo: por que nao criar uma eletiva que viabilize o estudo da Geometria por meio
do contato com contetdos que, devido a limitagao de tempo, sdo frequentemente negli-
genciados, mas que podem enriquecer a formacao discente e contribuir para melhorias
no desempenho em avaliagoes externas? Afinal, “através de um ensino sem quaisquer
significados, a falta de um propdsito na educacao afetara ainda mais o desenvolvimento
critico dos educandos” (VIANA] 2023, p. 24).

Neste trabalho, propoe-se uma sequéncia didatica focada nas relagoes métricas em
quadrilateros, considerando o significativo esquecimento de contetidos de Geometria como
desafio durante a pesquisa. O plano estruturado de aulas é pensado para suprir lacunas
frequentemente deixadas durante o ensino fundamental e médio. Por meio da proposta
de intervencao pedagogica apresentada neste trabalho, surgem possibilidades de adap-
tagdes do curriculo escolar que viabilizem o ensino de Geometria mediante recursos e
contextualizacoes diversificadas.

Por se tratar de um contetido que exige uma base tedrica sélida, a revisao de saberes
prévios possibilita uma nova concepcao do tema e permite um nivelamento de conheci-
mentos com a turma em um momento inicial. Considerando isso, a secao de conceitos

elementares integra este trabalho, reunindo saberes que orientam as demais atividades da
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oficina.

A presunc¢ao de um método 100% eficaz esta longe de ser defendida nesta obra, nao
ha uma “receita” ou “método” a ser aplicado e que sempre possua em seu desfecho os
melhores resultados (LOPES; FERREIRA| [2013} p. 87). Nao partiremos da premissa de
eficaicia maxima da metodologia, pois para uma aprendizagem significativa, varios fato-
res influenciarao diretamente essa construcao, ao invés disso, iremos tratar como objeto

auxiliar para contornar problemas anteriormente expostos.

1.1  Questao diretriz

Diante do reduzido espaco dado ao ensino de Geometria na Educacao Bésica, como
planejar e aplicar uma proposta didatica que favoreca a compreensao e o dominio dos

conteudos dessa adrea da Matematica entre os estudantes do Ensino Médio?

1.2 Objetivo geral

O objetivo geral deste trabalho é propor uma sequéncia didéatica para o ensino das re-
lagoes métricas em quadriladteros inscritos, circunscritos e ex-inscritos em circunferéncias,
por meio de uma oficina Matematica oferecida como disciplina eletiva. A proposta visa
possibilitar construgoes geométricas logicas e graficas com o uso de materiais manipula-
veis, lousa e recursos digitais como o software GeoGebra, promovendo a aprendizagem

colaborativa e autonoma, dos contetidos explorados.

1.3 Objetivos especificos
Sao objetivos especificos deste trabalho:

e Desenvolver habilidades digitais aplicadas a construgao de figuras geométricas utili-
zando softwares como o GeoGebra, promovendo a autonomia tecnoldgica dos estu-

dantes;

e Ampliar o dominio conceitual e pratico dos contetidos de Geometria, especialmente

relacionados as propriedades de circunferéncias e quadrilateros;

e Aprofundar o entendimento dos estudantes acerca das relacoes métricas especificas

em quadrilateros inscritos, circunscritos e ex-inscritos em circunferéncias;

e Potencializar o desempenho dos alunos em atividades que envolvam resolucao de
problemas geométricos contextualizados, com foco na aplicacdo em avaliagoes ex-

ternas, como o ENEM, vestibulares e concursos;
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Estimular o raciocinio légico-dedutivo dos alunos por meio da exploracao de cons-

trugoes geométricas e formulagao de conjecturas;

Consolidar a visao geométrica dos estudantes, promovendo conexoes entre conceitos

tedricos e situagdes do cotidiano e/ou profissionais;

Favorecer a colaboracao e o trabalho em grupo durante as atividades de construcao

geométrica, contribuindo para o desenvolvimento de competéncias socioemocionais;

Desenvolver competéncias investigativas nos discentes, incentivando-os a analise cri-

tica e a busca autonoma de solugoes em problemas geométricos complexos.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

O presente capitulo apresenta os principais fundamentos tedricos que sustentam esta
pesquisa, abordando conceitos, autores e perspectivas que contribuem para a compreensao
do tema proposto. Busca-se discutir a importancia da Geometria no processo de ensino-
aprendizagem, suas aplicagoes no cotidiano e a relevancia da utilizacao de metodologias
e recurso tecnoldgico no ensino dessa area. Assim, esta fundamentacao oferece o suporte

necessario para a construcao da sequéncia didatica proposta nos capitulos seguintes.

2.1 A importancia da Geometria

Com o propésito de evidenciar a relevancia do ensino da Geometria nas aulas de

Matemética e sua importéncia no curriculo escolar, Lorenzato| (1995)) destaca:

Na verdade, para justificar a necessidade de se ter a Geometria na es-
cola, bastaria o argumento de que sem estudar Geometria as pessoas
nao desenvolvem o pensar geométrico ou o raciocinio visual e, sem essa
habilidade, elas dificilmente conseguirdo resolver as situagoes de vida
que forem geometrizadas; também ndo poderdo se utilizar da Geome-
tria como fator altamente facilitador para a compreensao e resolucao
de questoes de outras dreas de conhecimento humano. Sem conhecer
Geometria a leitura interpretativa do mundo torna-se incompleta, a co-
municagdo das idéias fica reduzida e a visdo da Matematica torna-se
distorcida. (LORENZATO| 1995, p. 5)

Diversas sao as manifestagoes da Geometria no cotidiano, tornando essencial sua com-
preensao e aplicacdo adequadas para a execucgao de diferentes atividades praticas. Por
estar presente até mesmo nas agoes mais simples, a interpretacao incorreta de seus prin-
cipios compromete sua confiabilidade e aplicabilidade. O uso inadequado dos conceitos
geométricos pode gerar equivocos na leitura, levando o individuo a aceitar informacgoes
distorcidas por desconhecer o certo. Um exemplo dessa aplicabilidade podem ser obser-
vados nas linhas de impedimento no futebol, nas inclinagoes e alinhamentos de paredes e
pisos, no jogo de bilhar e em outras situagdes nas quais a Geometria se mostra essencial
para a compreensao e execucao correta das agoes.

No futebol, a regra do impedimento foi criada para equilibrar o jogo, impedindo que
um jogador se posicione proximo ao gol adversario em busca de finalizagoes rapidas e
excessivamente vantajosas. De acordo com a International Football Association Board
(IFAB, 2024/2025), o impedimento ocorre quando um jogador, posicionado no campo
adversario (excluindo a linha central), possui qualquer parte do corpo — exceto bragos
e maos — mais préoxima da linha de fundo do que a bola e o penultimo defensor. Para

identificar o impedimento, o arbitro assistente (popularmente chamado de bandeirinha)
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Figura 1 — Impedimento

Fonte: |< https://images.app.goo.gl/uF6y2jqcYCJ rWiYm8>|

precisa ter uma percep¢ao geométrica apurada, compreendendo os conceitos de parale-
lismo e perpendicularidade. E necessério que ele visualize retas imagindrias com base nas
posicoes dos jogadores e analise suas disposi¢des no campo, a fim de determinar quem se
encontra a frente ou nao do pentltimo defensor. Com o avanco da tecnologia esportiva,
especialmente com o uso do VAR (Video Assistant Referee), a importancia da Geometria
permanece evidente. O funcionamento desse recurso depende do dominio conceitual da ar-
bitragem, exigindo conhecimento técnico ou, ao menos, compreensao geométrica intuitiva

para seu uso adequado.

Imaginacao e intuicdo sdo instrumentos tdo importantes na invencao
matematica como o s@o para o pintor que concebe um quadro, para
o escritor que planeja uma obra literaria ou para o misico em suas
composicoes. (AVILA et al., 2003 apud |OLIVEIRAL 2023, p. 16)

Na construgao civil, o mesmo principio geométrico pode ser facilmente observado nas
paredes e nos pisos. Para evitar fissuras e inclinagoes nas paredes, utiliza-se, na maioria
dos casos, o esquadro, ferramenta em formato de L, geralmente graduada em centimetros

e polegadas.

Fonte: Autoria propria.

Sua principal funcao é o esquadrejamento - popularmente conhecido como “tirar o
esquadro” -, pois possui uma base alongada em seu cabo, que permite apoiar o instrumento

na superficie para a medicao de angulos retos, evitando desalinhamentos e falhas que


https://images.app.goo.gl/uF6y2jqcYCJrwiYm8
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possam comprometer a estética e a resisténcia estrutural. Outra ferramenta de finalidade
semelhante ¢ o prumo, constituido por um peso suspenso por um cordao. Seu uso baseia-
se na verificacdo do paralelismo entre o fio do prumo e a parede em que é aplicado,
garantindo a verticalidade da construcao.

Até mesmo para vencer uma partida de bilhar, é necessario possuir um conhecimento
bésico sobre angulos, uma vez que analisar as trajetorias das bolas ao longo do jogo é
fundamental para quem almeja obter éxito. Além desses exemplos, podemos identificar
figuras e conceitos geométricos em diversos outros lugares. Observe a Figura Eﬂ, na qual
estao ilustradas barras de chocolate que remetem a figuras geométricas, bem como uma

mesa de sinuca, cuja disposigao reflete a relacao entre angulos e propriedades de reflexao.

Figura 3 — Barras de chocolate e sinuca

Fonte: [<www.google.com>

Apesar disso, o nivel de instrugdo escolar nao constitui o tinico meio de compreensao
dessas situagoes. Nem sempre uma pessoa que estudou tais conteidos apresenta grande
aptidao para executa-los; em contrapartida, ha individuos que, mesmo sem o conheci-
mento cientifico formal, conseguem desempenha-los com precisdo. No entanto, nao serd
aprofundada aqui a discussao sobre o saber técnico-cientifico.

As propriedades que definem os quadrilateros estudados sdo amplamente aplicaveis em
campos como a engenharia, o design, a arte e até mesmo em atividades recreativas, pos-
sibilitando a criacao de estruturas e objetos estaveis, como o desenho de arcos em pontes
ou o projeto de rodas. As propriedades de inscri¢ao e circunscricao de um quadrilatero
em uma circunferéncia permitem melhor desempenho em termos de estabilidade, rigidez
e distribuicao de forcas em objetos do cotidiano - mesmo que tais aspectos nao sejam
percebidos imediatamente. (Ver Figura m

A Geometria dos quadrilateros ciclicos inspira o design de elementos e objetos do
cotidiano, bem como obras de arte que exploram a harmonia e o equilibrio de formas

inscritas em circulos. A Figura Hﬂ ilustra a presenca da Geometria na arte, representada

L <https:/ /www.istockphoto.com /br /fotos /barra-de-chocolate >

<https://www.infoescola.com/esportes/sinuca/>

<https://www.amazon.in/Electric- Voltage- Transmission- Tower- Journal /dp /1539664 740>
<https://www.elo7.com.br/mandala-quadrados-e-espelho/dp/1703620>| |<https://artedadrikkinha.
blogspot.com/2014/10/arte-feita-com-formas-geometricas.html>


www.google.com
https://www.istockphoto.com/br/fotos/barra-de-chocolate
https://www.infoescola.com/esportes/sinuca/
https://www.amazon.in/Electric-Voltage-Transmission-Tower-Journal/dp/1539664740
https://www.elo7.com.br/mandala-quadrados-e-espelho/dp/1703620
https://artedadrikkinha.blogspot.com/2014/10/arte-feita-com-formas-geometricas.html
https://artedadrikkinha.blogspot.com/2014/10/arte-feita-com-formas-geometricas.html

Capitulo 2. FUNDAMENTACAO TEORICA 19

Figura 4 — Visao inferior de uma torre elétrica.

—

Fonte: | <www.google.com>
Figura 5 — Mandala e vitral superior medieval

Fonte: |<www.google.com>
por vitrais e mandalas.

A compreensao das propriedades dos quadrilateros circunscritos e ex-inscritos manifesta-
se em atividades recreativas, como a construcao de pipas, nas quais as formas geométricas
sao fundamentais para o voo. Tomemos como exemplo as pipas do tipo diamante, tam-
bém conhecidas como peixinhos, cujo formato corresponde a um quadrilatero com pares
de lados congruentes, conforme mostrado na Figura Em linguagem matematica, a
pipa diamante é uma figura geométrica que apresenta pares de lados adjacentes e angulos

obtusos congruentes.

4 <https://artedadrikkinha.blogspot.com/2014/10/arte-feita-com-formas-geometricas.html>


www.google.com
www.google.com
https://artedadrikkinha.blogspot.com/2014/10/arte-feita-com-formas-geometricas.html
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Figura 6 — Pipa diamante

Fonte: | <www.google.com>
2.2 O aprendizado da Geometria até o Ensino Médio

Considerando o papel do professor em sala de aula, torna-se sua responsabilidade rela-
cionar os conteudos do curriculo académico com tarefas presentes no universo concreto dos
discentes. As comparagoes devem ser fundamentadas em argumentos precisos e objetivos,
evitando semelhancas redundantes ou confusas, de modo a garantir que a aprendizagem
seja efetiva e significativa.

Por meio de metodologias ativas, as praticas pedagdgicas tendem a ser mais envol-
ventes para os alunos. Além disso, a criacao de atividades e situagoes que permitam aos
estudantes serem protagonistas de sua propria aprendizagem é fundamental para o desen-
volvimento intelectual. Durante o processo de ensino, eles sao encorajados a participar
ativamente. A reflexdo sobre seus atos contribui para o desenvolvimento da capacidade
critica em relacao ao objeto de estudo, permitindo também a interacao com colegas e
professor, bem como a exploracdo de atitudes e valores pessoais (VALENTE; FREIRE;
ARANTES]| 2018| p. 25-26).

No emprego dessas metodologias,as tecnologias digitais tém se mostrado ferramen-
tas promissoras no processo de ensino-aprendizagem. Considerando que os alunos sao
expostos ao mundo digital cada vez mais cedo — por meio de redes sociais e jogos eletro-
nicos, por exemplo —, a integracao de dispositivos tecnoldgicos na sala de aula constitui
uma estratégia para tornar o ensino-aprendizagem mais proximo da realidade dos estu-
dantes.a integracao de recursos tecnologicos ao contexto escolar aumenta o interesse e o
engajamento dos alunos, que passam a perceber sentido nas atividades e se tornam mais
receptivos a aprendizagem.

Porém, muitas ferramentas disponibilizadas pela internet para o ensino de diferentes
conteuidos escolares nao sao utilizadas de forma adequada, “[Als institui¢oes de ensino,
tanto do ensino bésico quanto do superior, precisam estar conscientes de como as tec-
nologias digitais estao mudando e como elas estao alterando os processos de ensino e de
aprendizagem” (VALENTE; FREIRE; ARANTES, 2018, p. 17).


www.google.com
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A reflexdo sobre o uso consciente dessas tecnologias nao deve ocorrer apenas nas ins-
tituicoes académicas, mas também nos érgaos publicos responsaveis pela educacao. O
incentivo nao deve se restringir a programas anuais de aperfeicoamento, mas também
incluir politicas publicas nas escolas desde o ensino fundamental, bem como uma maior
oferta de disciplinas nos cursos de graduacao, que possibilitem a implementacao de pra-
ticas de ensino utilizando ferramentas digitais. Outrossim, o incentivo financeiro pelos
orgaos governamentais essencial para a aquisicao minima dos equipamentos utilizados pe-
los docentes em sala de aula, uma vez que a qualidade da educacao depende nao apenas

de professores e gestores, mas também de recursos adequados.

Podemos apontar, em relacdo a formacgdo dos professores, que esta é
muito precdria quando se trata de geometria, pois os cursos de formagao
inicial ndo contribuem para que facam uma reflexdao mais profunda a
respeito do ensino e da aprendizagem dessa area da matemaética. Por
sua vez, a formacao continuada nao atende ainda aos objetivos esperados
em relacdo a geometria. Assim, a maioria dos professores do ensino fun-
damental e do Ensino Médio nao esta preparada para trabalhar segundo
as recomendagdes e orientacoes didaticas e pedagdgicas dos PCN.

Além disso, alguns livros didaticos também contribuem para a origem de
varios problemas, pois as situagoes de ensino apresentadas naqueles que
analisamos e que sdo propostas para os alunos, de maneira geral, pela
maioria dos professores, nao enfatizam suficientemente a coordenacgao
de registros de representacdo semiodtica e a importancia da figura para
a visualizacdo e exploragdo. (ALMOULOUD et al., 2004} p. 6)

Quando a escolha do livro didatico é atribuida a instituicdo de ensino, em alguns casos
a direcao escolar delega essa responsabilidade ao professor, que, por sua vez, seleciona o
livro que considera mais adequado, especialmente nas areas em que possui maior famili-
aridade. Segundo essa perspectiva, ‘ndo ha necessidade da procura de um livro didatico
completo’, de fato, caso existisse um tnico livro ideal, a escolha seria padronizada em
todas as instituicoes. Essa forma de selecao pode afetar a grade curricular ao longo de
trés a quatro anos letivos, prejudicando o desempenho dos estudantes. Quando os érgaos
publico federais repassam sua autonomia educacional para os 6rgdos municipais, estes
assumem a responsabilidadeEl pela defasagem escolar, pela evasao e pelos diferentes niveis

de desempenho intelectual nas escolas sob sua jurisdicao.

Programas educacionais distribuidos pelos computadores, seguindo o
modelo de instrucao programada, CAI5, teve grande desenvolvimento a
partir dos anos 60, e exemplificam a abordagem educacional tecnicista,
privilegiando a transmissao da informacgao pela maquina, que, por meio
desses CAI, poderia substituir o papel do professor, uma vez que obje-
tivavam a conversao dos contetidos das aulas em programas de aprendi-
zagem por meio de computadores. Ensaiou-se nesta época a produgao
de livros didaticos projetados nos principios da Instrugdao Programada.
Sem éxito de escala nem de eficdcia comprovada. (VALENTE; FREIRE;
ARANTES, [2018, p. 126-127)

5 Responsabilidade, ndo restrita somente aos livros, mas com um papel de destaque na influéncia sobre

estes fatores.
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Os livros didéticos tém introduzido a integracéo de tecnologias no ensino, JUNIOR
(2022) por exemplo utiliza o GeoGebra, através de links nas notas de rodapé que possuem
funcao de auxiliar a visualizacdo e mostrar exemplos a partir da definicdo de teoremas
sobre Geometria. Contudo, o livro ndo oferece instrugoes prévias sobre o manuseio da

ferramenta, o que pode ocasionar dificuldades no seu uso.

2.3 A legitimidade e importancia da pesquisa

Discutir a importancia significa reconhecer o valor que algo possui perante a sociedade,
para o conhecimento ou para a formacgao pessoal e profissional. Identificar o porqué
de estudar determinado tema ou desenvolver certa pratica é fundamental para que se
compreenda seu papel na construcao do saber e no desenvolvimento de competéncias
essenciais.

A Geometria constitui um ramo essencial da Matematica, responséavel pelo estudo das
formas, tamanhos, posi¢oes e propriedades do espago. Ela desenvolve o raciocinio légico,
a percepcao espacial e habilidades de visualizacao, essenciais nao apenas para a Mate-
matica, mas para areas diversas como engenharia, artes, arquitetura e design. Ademais,
a Geometria contribui para a compreensao do mundo fisico e para o desenvolvimento do
pensamento critico e “considera-se importante que o aluno consiga perceber os proces-
sos que levam ao estabelecimento das férmulas” (BRASIL, 2006/ apud |SILVA; NOGUTTI,
2025, p. 13).

A Geometria é fundamental para a formagao de cidadaos capazes de interpretar e
interagir com o espaco ao seu redor. A aprendizagem geométrica desenvolve capacidades
cognitivas importantes, como a abstracao, a analise e a resolugao de problemas. Inclusive,
contribui para o desempenho em avaliagoes escolares e concursos, onde esse conteudo é
frequentemente cobrado. O ensino de Geometria de forma dindmica torna o aprendizado
mais significativo, despertando o interesse dos alunos assim com defendido por Lopes,
Santiago e Santiago (2024, p. 11), “as evidéncias revelaram que as pesquisas destacam a
importancia de um ensino contextualizado e dindmico, enfatizando a necessidade de um
olhar mais humano para a Matematica”.

A Geometria possui papel de destaque em diversas avaliagoes escolares, vestibulares e
concursos publicos. Sua presenca nesses exames evidencia sua relevancia na formacao ma-
tematica do individuo. O contetido geométrico costuma exigir ndo apenas memorizagao,
mas também compreensao conceitual e capacidade de aplicar formulas e principalmente
propriedades em situagoes-problema. Dessa forma, dominar geometria é estratégico para
um bom desempenho académico e para diversas carreiras que exigem pensamento logico
e espacial.

A pesquisa é a base do avanco cientifico e educacional, pois permite investigar, analisar

e propor solucgoes para problemas concretos. No campo educacional, pesquisar significa
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aprimorar métodos, compreender melhor as dificuldades de aprendizagem e inovar nas
praticas pedagogicas. Assim, contribui tanto para o desenvolvimento do docente quanto

para a qualidade do ensino oferecido aos estudantes.

E preciso relacionar o trabalho do professor com o trabalho do mate-
matico, nao excluindo a possibilidade de conciliar essas duas atividades.
Porém, é importante lembrar que o tipo de trabalho desenvolvido pelo
matematico condiciona uma influéncia consideravel na pratica pedagé-

gica. (PAIS| 2011} p. 32)

Em virtude disso, esta pesquisa propoe uma alternativa para enfrentar um dos desafios
presentes na formacao estudantil, podendo ainda servir de modelo para novas abordagens
de temas e contetudos relevantes. A sequéncia didatica elaborada busca, além de oferecer
uma oportunidade dentro da grade escolar para o nivelamento de conteiidos defasados,
promover a inser¢ao do desenho geométrico por meio do uso do software GeoGebra - um
recurso que extrapola os limites do livro didatico e contribui para o enriquecimento do

curriculo dos estudantes.
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3 METODOLOGIA

A elaboracao da sequéncia metodoldgica foi pensada para apoiar o professor em sua
atuacao junto a turma. Nela, incluem-se construgoes realizadas pelos alunos com o auxilio
do software GeoGebra, resolucoes de problemas propostos durante a eletiva e momentos
de reflexao sobre as atividades desenvolvidas. O professor, no papel de mediador, orienta
as construgoes e estimula os estudantes a elaborarem suas préprias conclusoes. Por meio
de questionamentos, os alunos sdo conduzidos a formulacdo de solugoes fundamentadas
em argumentos viaveis. Ressalta-se que esta pesquisa tem como objetivo apresentar uma
sequéncia didatica a ser implementada no ensino médio, nas aulas da disciplina eletiva.

As aulas sao constituidas por atividades e exercicios que instigam o raciocinio dedutivo
dos estudantes, nas quais o foco ndo é a resposta final, mas sim as etapas de construcao
dessa resposta. Inicialmente, a estruturacao sera realizada por etapas, de acordo com o
nivel de conhecimento matematico dos alunos. Nesse momento, sera aplicada uma avalia-
cao diagnostica, com o objetivo de compreender o nivel de conhecimento prévio da turma.
Este material contém um capitulo dedicado exclusivamente aos contetidos prévios neces-
sarios para o avancgo das aulas; nele, o professor regente encontrara orientagoes destinadas
ao enfrentamento de situagdes que possam surgir em sala.

Conforme o cronograma previsto, os alunos serao, primeiramente, apresentados a fer-
ramenta digital por meio de construgoes relacionadas aos quadrilateros, ocasiao em que
serao feitos apontamentos sobre o tema e esclarecidas duvidas quanto ao uso do Geo-
Gebra. Apoés essa fase, o trabalho prosseguira em trés etapas, compostas por férmulas,
construgoes, exercicios e discussoes que possibilitem um maior avanco da aprendizagem.

Cada aula conta com uma tabela resumo, onde consta, tema, objetivo, contetdo,
habilidades da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) para o ensino médio, materiais
e duragdo. A sequéncia de aulas estd disposta de forma resumida no Apéndice [C| na

Tabela
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4 CONCEITOS ELEMENTARES

Neste capitulo, sdo apresentados, de forma sucinta, os conceitos matematicos essenci-
ais ao desenvolvimento da sequéncia didatica proposta. Recomenda-se que o docente, ao
implementar o plano de aulas estruturado, realize antecipadamente uma avaliacao diag-
nostica, com o objetivo de identificar possiveis lacunas na formacao dos alunos e adequar

os conteudos de forma mais eficaz as necessidades da turma.

4.1 Circunferéncia

Defini¢ao 4.1.1 (Circunferéncia). Uma circunferéncia é o conjunto de todos os pontos
de um plano, que possuem a mesma distancia r’ a um ponto fizo pertencente ao mesmo

plano, este ponto é denominado ‘centro da circunferéncia’

Figura 7 — Circunferéncia

4.1.1 Arco de circunferéncia

Definicao 4.1.2 (Arco de circunferéncia). E| Um arco de circunferéncia é uma parte da

circunferéncia compreendida entre dois pontos desta circunferéncia.

Figura 8 — Circunferéncia

A

Arco AB -

AAB: Lé-se: Arco A B.

! |Pefia et al| (2019, pag. 276)
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4.2 Angulo

Definigio 4.2.1 (Angulo). | Um dngulo ¢ a figura geométrica formada por duas semi-

retas que poSSUEM MeSMa OTigem.

Figura 9 — Angulo AOB
A

AOB AOB

AOB: Lé-se: Angulo A O B, ou, dngulo A O B com vértice em O.
Ao tratarmos de um determinado 4ngulo, como mostrado na Figura[J] referir-nos-emos

ao angulo de menor medidaf

4.2.1 Angulo central

Definicdo 4.2.2 (Angulo central). H Um angulo central é o angulo cujo vértice é o centro

de uma circunferéncia.

Figura 10 — Angulo central

2\

O angulo central terda a mesma medida do arco da circunferéncia ao qual corresponde.

2 Pefia et al.| (2019l pag. 33)
3 Na Figura [9) o &ngulo AOB, quando nao especificado, sera o angulo amarelo.
4 |Pefia et al[ (2019, pag. 280)
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4.2.2  Angulo inscrito
Definicdo 4.2.3 (Angulo inscrito). P| Um dngulo inscrito é o dngulo cujo vértice estd

localizado na circunferéncia e seus lados sao cordas.

Figura 11 — Angulos inscritos

O angulo inscrito terd metade da medida do arco da circunferéncia que o inscreve.

4.2.3 Arco capaz

Defini¢ao 4.2.4 (Arco capaz de segmento). El O arco capaz de um segmento € o lugar
geométrico dos pontos que veem um segmento dado, sobre um mesmo angulo de medida

conhecida.

4.2.4 Angulo de segmento

Definigao 4.2.5 (Angulo de segmento ou dngulo semi-inscrito). EI Um angulo de segmento
¢ o angulo cujo vértice encontra-se na circunferéncia, e os lados que o formam pertencem

a duas retas, em que uma delas é secante e a outra € tangente a esta circunferéncia.

Figura 12 — Angulo inscrito

3

O angulo de segmento tera metade da medida do dngulo do arco que o forma.

Pena et al.| (2019, pdg. 281)
Pena et al.| (2019 pdg. 284)
7 Pefia et al.| (2019 pag. 286)
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4.3 Poligonos

Definig¢ao 4.3.1 (Poligonos). Um poligono é uma linha poligonal fechada, ou seja, uma
figura plana formada por segmentos de reta que se interligam por suas extremidades (vér-

tices) do inicio ao fim.

Figura 13 — Alguns poligonos

4.4 Triangulo

Definig¢ao 4.4.1 (Tridngulo retilineo). Um triangulo é um poligono que possui apenas 3

lados.

Figura 14 — Triangulo

4.4.1 Tridngulo retangulo

Definigao 4.4.2 (Tridngulo retdngulo). Um tridngulo retingulo é o triangulo que possui

um dos seus angulos medindo 90°.

Figura 15 — Tridngulo retangulo

A

CAB = 90°
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4.4.2 Triangulo equilatero

Definigao 4.4.3 (Triangulo equilatero). EI Um triangulo equildtero € o triangulo que possui

todos os lados com mesma medida.
Figura 16 — Triangulo equilatero

a b a=b=c

4.4.3 Tridngulo isdésceles

Definigao 4.4.4 (Tridngulo isdsceles). El Um triangulo isdésceles é o triangulo que possui

pelo menos dois lados com mesma medida.

Figura 17 — Tridngulo isésceles
a

4.4.4 'Triangulo escaleno

Definigao 4.4.5 (Tridngulo escaleno). |T_U| Um triangulo escaleno é o triangulo que possui

todos os lados com medidas distintas.

Figura 18 — Triangulo escaleno

a—+ ¢ a#zb+c

8 |Pena et al| (2019, pag. 94)
9 Pefia et al.| (2019 pag. 93)
10 Penia et al.| (2019, pag. 93)



Capitulo 4. CONCEITOS ELEMENTARES 30

4.4.5 Segmento tangente

Definigao 4.4.6 (Segmento tangente). Um segmento € dito tangente quando intersecta

a circunferéncia em um unico ponto e é perpendicular ao raio desta neste ponto.

Observacao 4.4.1. Se dois segmentos distintos que partem do mesmo ponto, possuem

extremidades em um ponto de tangéncia, de um arco ou de uma circunferéncia, entao

esses segmentos serao COTLgT’UGTLtGS.

Demonstracao.
Pelo [Teorema de Pitagoras, temos que os segmentos AB e AC sao congruentes. Com

efeito, como o triangulo ABO é retdngulo em B, a medida de AB é dada por

AABO — AB =AD" - R?

Analogamente, uma vez que o triangulo ACO é retangulo em C, a medida de AC é

AACO — AC = VAO - R?

Portanto, AB = AC.
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4.5 Quadrilatero

Definig¢ao 4.5.1 (Quadrilatero). El Um quadrildtero € um poligono que possui apenas 4

lados.

Figura 19 — Quadrilateros

4.5.1 Quadrado

Defini¢ao 4.5.2 (Quadrado). El Um quadrado é um quadrilatero cujos lados possuem

medidas iguais e seus angulos internos sao iquais a 90°.

Figura 20 — Quadrado

a
[ L]

4.5.2 Retangulo

Defini¢ao 4.5.3 (Retangulo). Um retangulo é um quadrildtero cujos angulos internos

sao iguais a 90°.

4.5.3 Paralelogramo

Definigao 4.5.4 (Paralelogramo). Um paralelogramo é um quadrildtero que possui lados

opostos paralelos.

11 Pefia et al.| (2019, pag. 232)
12 Pefia et al.| (2019, pag. 245)
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4.5.4 Losango

Figura 21 — Retangulo

a

[

2

|

O

Figura 22 — Paralelogramo

a

b

Definigao 4.5.5 (Losango). Um losango é um quadrildtero que possui todos os lados com

mesma medida.

4.5.5 Trapézio

Figura 23 — Losango

Defini¢ao 4.5.6 (Trapézio). |T_3| Um trapézio € um quadrildtero que possui apenas um par

de lados opostos paralelos.

H

Figura 24 — Trapézios

-

13 Pefia et al.| (2019, pag. 236)
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5 SEQUENCIA DIDATICA

Neste capitulo é apresentada a proposta de sequéncia didatica para o desenvolvimento
do processo de ensino-aprendizagem, destacando as estratégias e os recursos utilizados
para garantir a eficicia da abordagem pedagdgica proposta. A estrutura didatica foi
elaborada com foco no aperfeicoamento do processo de instrugao. Em cada etapa, sao

feitas sugestoes voltadas a otimizac¢ao do tempo e ao esclarecimento de possiveis duvidas.

5.1 Eletiva de construgoes geométricas

A elaboragao da sequéncia foi concebida, inicialmente, a partir de uma abordagem
generalizada por meio de exemplos construidos pelos proprios alunos em sala de aula com
o apoio do GeoGebra. O professor deve auxiliar as construgoes e estimular os estudantes
a formularem suas préprias conclusdes. A proposta contempla sete aulas, nas quais sao
previamente definidos os temas, objetivos, contetidos, habilidades da BNCC, materiais e

duragao de cada encontro.

5.1.1 Aulal
Tabela 1 — Aula 1

Tema: Introducao ao projeto.

Objetivo: Apresentacao do projeto e discussoes com situacoes cotidianas e
introdugao do tema a ser estudado. (Apresentacao da metodologia,
materiais e cronograma).

Conteudo: Préticas educativas no GeoGebra, circunferéncia, angulos, poligo-
nos: tipos e propriedade.

BNCC: EM13MAT103 e EM13MAT105.

Materiais: Lousa, marcador de quadro, notebooks/computadores, data-
show/televisao.

Duracao: 1 hora e 40 minutos.

Fonte: Autoria prépria.

A aula inicial terd carater introdutério, com o objetivo de apresentar o cronograma
do curso e realizar uma avaliacdo diagnéstica da turma. Para isso, serd adotada uma
metodologia participativa, que combine momentos de didlogo reflexivo entre docente e
discentes com atividades praticas. A avaliacao prévia podera ser realizada por meio de um
quiz interativo (o Kahoot, por exemplo) de perguntas e respostas sobre conceitos basicos
de Geometria, permitindo identificar os conhecimentos prévios dos alunos de maneira
dindmica e engajadora. De outro modo, a avaliacao inscrita individual podera ser a

melhor opc¢ao a depender da turma.
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5.1.2 Aula 2
Tabela 2 — Aula 2

Tema: Introducao aos quadrilateros.

Objetivo: Apresentar a dindmica da sequéncia das aulas e propor a constru-
cao de figuras através do GeoGebra refletindo e dialogando durante
o processo. Entender e executar a construcao de quadrilateros cir-
cunscritos em circunferéncias distintas por meio do GeoGebra.

Conteudo: Quadrilateros e suas propriedades, desigualdade triangular, dese-
nho geométrico.

BNCC: EM13MAT313, EM13MAT314, EM13MAT406 ¢ EM13MAT512.

Materiais: Lousa, marcador de quadro, notebooks/computadores, data-
show /televisao, tabela do Apéndice .

Duracao: 1 hora e 40 minutos.

Fonte: Autoria prépria.

Nesta etapa, as construgoes geométricas sao articuladas a resolucao de problemas, pro-
movendo uma compreensao mais aprofundada das relagbes métricas nos quadrilateros. As
atividades propostas concentram-se no uso do GeoGebra e foram organizadas de modo a
possibilitar que os estudantes aprimorem simultaneamente suas habilidades no manuseio
da ferramenta digital e na aprendizagem dos fundamentos geométricos por meio de téc-
nicas de construgao com régua e compasso. Os procedimentos sdo apresentados de forma
detalhada e explicativa, possibilitando sua reproduc¢ao manual com régua e compasso.

No decorrer das construgoes geométricas, é esperado que os alunos formulem questio-
namentos pertinentes a execucao das atividades. Ao final do desenvolvimento, o material
apresentara respostas que orientarao diante dessas duvidas, bem como sugestoes de ques-
tionamentos que favorecam a reflexao critica e o aprimoramento da sequéncia didatica.

A tabela presente no Apéndice[A] poderd ser utilizada como instrumento para a investi-
gacao de generalizagoes, considerando as medidas dos lados e diagonais dos quadrilateros.
Tal recurso sera fundamental para a andlise de teoremas e para o desenvolvimento das
atividades propostas nas diferentes etapas da sequéncia — antes, durante e apds as cons-
trugoes serao propostos questionamentos que estimulem o debate e o pensamento critico
em sala de aula. Embora o material contenha instrugoes detalhadas sobre a criacao dos
poligonos, recomenda-se também a reflexdo acerca da fundamentacao teérica dos pro-
cedimentos adotados, além das construgoes, as questoes propostas visam desenvolver a
capacidade logica, analitica e dedutiva dos estudantes. Ressalta-se que um dos objetivos
centrais consiste em aperfeicoar o dominio conceitual da Geometria como um todo, e nao

apenas limitar o aprendizado ao estudo dos quadrilateros.

Observacao 5.1.1. Recomende que os alunos preencham a tabela com medidas que con-
siderem adequadas, solicitando, em sequida, que construam os quadrildteros e verifiquem

se as medidas propostas de fato originam uma figura convexa.



Capitulo 5. SEQUENCIA DIDATICA 35

Estimule debates e discussoes fundamentadas a partir das davidas e eventuais equi-
vocos identificados durante a atividade.

Ao tentar construir um quadrildtero ABCD a partir de determinadas medidas de seus
lados e diagonais, é fundamental destacar a observancia das desigualdades triangulares.
Dessa forma, estabelecem-se as seguintes restrigoes métricas relacionadas as medidas dos

segmentos.

AB+BC>AC & AB+AC>BC & BC+AC>AB &
AD+CD>AC & CD+AC>AD & AC+AD>CD &
BC+CD>BD & CD+BD>BC & BD+BC>CD &
AD+AB>BD & AB+BD>AD & BD+ AD > AB.

Para a construcao geométrica de um quadrilatero genérico, conhecendo-se previamente
algumas de suas medidas, sera seguido o procedimento descrito posteriormente, seguindo

como exemplo a construgao do quadrildtero ABCD conforme apresentado na Tabela [3]

Tabela 3 — Exemplo: Quadrilatero ABCD.
SEGMENTOS DOS
QUADRILATEROS
1° QUADRILATERO 2 3 4 5 4 —
2° QUADRILATERO

AB BC CD AD AC BD

Fonte: Autoria prépria

Passo 1: Trace uma circunferéncia utilizando a ferramenta Circulo: Centro € Raio,
definindo o ponto A como centro e adotando raio igual a 2 (correspondente a medida do

segmento AB).

Figura 25 — Icone da ferramenta Circulo: Centro & Raio.

G,

Fonte: GeoGebra.

Passo 2: Selecione um ponto Z arbitrario no exterior da circunferéncia, utilizando a
ferramenta Ponto, e trace uma reta que conecte os pontos Z e A, com a ferramenta Reta.
Em seguida, utilize a ferramenta Intersecio de Dois Objetos, para determinar o ponto B,

que pertence simultaneamente a reta e a circunferéncia, conforme ilustrado na Figura

Figura 26 — Icone da ferramenta Ponto.

A

Fonte: GeoGebra.
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Figura 27 — Icone da ferramenta Reta.

o~

Fonte: GeoGebra.
Figura 28 — Icone da ferramenta Intersecio de Dois Objetos

>

Fonte: GeoGebra.
Figura 29 — Construgdo apods o passo 2.

Fonte: Autoria prépria.
Passo 3: Construa duas circunferéncias, sendo a primeira com centro no ponto A e raio

de medida igual a 4 (correspondente & medida do segmento AC), e a segunda com centro

B de raio de medida igual a 3 (correspondente a medida do segmento BC).

Figura 30 — Icone da ferramenta Segmento.

Fonte: GeoGebra.

Figura 31 — Construgao apds o passo 4.

Fonte: Autoria prépria.

Passo 4: Em seguida, identifique e trace os pontos de interse¢cdo entre as circunferéncias.
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Denomine um desses pontos como C e construa os segmentos AC e BC, com a ferramenta
Segmento, conforme ilustrado na Figura

Passo 5: Posteriormente, construa mais duas circunferéncias, sendo a primeira com
centro no ponto A e raio de medida igual a 5 (correspondente a medida do segmento AD),
e a segunda com centro no ponto C e raio igual a 4 (referente a medida do segmento CD).
Passo 6: Localize e destaque os pontos de intersecao dessas circunferéncias. Denomine
um desses pontos como D e construa os segmentos AD e CD, conforme apresentado na
Figura 32

Figura 32 — Construgdo apds o passo 6.

Fonte: Autoria prépria.

Por fim, o quadrilitero ABCD ¢é construido com base nos dados apresentados na
Tabela e, com o auxilio do GeoGebra, é possivel determinar a medida do segmento BD,
utilizando a ferramenta Distancia, Comprimento ou Perimetro, conforme representado na
Figura [34]

Figura 33 - Icone da ferramenta Distdancia, Comprimento ou Perimetro
>
Fonte: GeoGebra.

Abrindo uma nova discussao correlata ao tema da pesquisa: sera que todo quadrilatero
obtido por esse procedimento é circunscritivel ou inscritivel?

Para responder a essa questao, propoe-se, inicialmente, a indagacao seguinte: o qua-
drildtero construido na Figura[3], € inscritivel?

Para tanto, emprega-se a ferramenta Circulo definido por Trés Pontos, e iremos cons-
truir todas as possibilidades, construindo todas as possibilidades: isto é, de quantas ma-
neiras ¢ possivel tracar uma circunferéncia a partir da escolha de trés pontos, dentre um

conjunto de quatro pontos distintos.
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Figura 34 — Construgao finalizada do quadrilatero ABCD.
D

Fonte: Autoria prépria.
Figura 35 — Icone da ferramenta Circulo definido por Trés Pontos

)

Fonte: GeoGebra.
Figura 36 — Circunferéncias a serem feitas no quadrildtero ABCD.

Fonte: Autoria prépria.

Observemos assim que, o quadrilatero nao é inscritivel, nao podemos inscrevé-lo a uma
circunferéncia, pois seus quatros vértices ndo pertencem a uma mesma circunferéncia.
Serd entdo que o quadrildtero é circunscritivel?

Para verificar a possibilidade de circunscrigao, utiliza-se a ferramenta Bissetriz, tracando-
se todas as bissetrizes correspondentes aos angulos formados em cada vértice do quadrila-
tero. Em seguida, identificam-se os pontos de intersecao entre essas bissetrizes localizados
no interior do poligono. Por fim, tragam-se as circunferéncias cujos centros coincidem com
esses pontos de intersecao, situadas no interior do quadrilatero ABCD.

Observemos, portanto, que o quadrilatero nao é circunscritivel, pois nao é possivel
circunscrevé-lo a uma circunferéncia, ja que seus quatro lados nao tangenciam o mesmo

circulo.
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Figura 37 — Possiveis circunferéncias circunscritas no quadrilatero.
D

AD=5

A

c -

CA=2
Fonte: Autoria prépria.

Diante disso, surge um novo questionamento: serd que o quadrilatero é ex-inscritivel?
Para investigar essa possibilidade, serao utilizadas as seguintes ferramentas do Geo-
Gebra:

e Reta, para tracar os prolongamentos dos lados do quadrilatero;
e DBissetriz, para determinar o possivel centro da circunferéncia;

e Reta Perpendicular, para tracar o raio que parte do centro até o prolongamento de

um dos lados;

e [ntersecio de dois objetos, para identificar os pontos de tangéncia entre a circunfe-

réncia e os prolongamentos dos lados.

Por fim, constrdi-se as possiveis circunferéncias (utilizando a ferramenta Circulo dados
Centro e Um dos seus Pontos) cujos centros coincidem com os pontos de intersegdes entre
as bissetrizes, e cujos pontos de tangéncia pertencem aos prolongamentos dos lados AB,

BC,CD e AD]]

Figura 38 — Icone da ferramenta Circulo dados Centro e Um dos seus Pontos.

©

Fonte: GeoGebra.

Observa-se que o quadrilatero do exemplo inicial é ex-inscrito a uma circunferéncia,

mas porqué serda? O que ha de particular nesse quadrilatero que permite a sua ex-inscrigao,

I Informacoes adicionais acerca do procedimento de desenho podem ser consultadas na Etapa
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Figura 39 — Circunferéncia ex-inscrita no quadrilatero.
. 1 -

-

Fonte: Autoria prépria.

mas impede que ele seja inscritivel ou circunscritivel? Como se pode construir um qua-
drilatero inscritivel?El De que modo é possivel construir um quadrilatero circunscritivel?ﬂ
E, por fim, como se constréi um quadrilatero ex—inscritivel?El

Essas questoes, anteriormente expressas, serao analisadas e respondidas ao longo do
trabalho, com base em construgdes geométricas e procedimentos matematicos. Ademais,
o material inclui atividades praticas, exercicios aplicados, construcoes detalhadas passo a

passo desses poligonos e uma variedade de exemplos ilustrativos.

Etapa 1
Etapa 2
4 Etapa 3
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5.2 Etapa 1 - Construcoes com quadrildteros circunscritiveis

5.2.1 Aula3

Tabela 4 — Aula 3

Tema: Construgoes geométricas envolvendo quadrilateros circunscritiveis.

Objetivo: Compreender e realizar a construcao de quadrilateros circunscritos
a circunferéncias distintas, utilizando o GeoGebra como ferramenta
de apoio.

Conteudo: Conceito e propriedades dos quadrilateros circunscritos, principios
do desenho geométrico e aplicacao de bissetrizes.

BNCC: EM13MAT315, EM13MAT406 e EM13MAT512.

Materiais: Lousa, marcador de quadro, notebooks/computadores, data-
show /televisao.

Duracao: 50 minutos/1 hora e 40 minutos.

Fonte: Autoria prépria.

Definicao 5.2.1. Diz-se que um quadrildtero é circunscritivel quando seus quatro lados

sdo tangentes a uma mesma circunferéncia situada em seu interior.

Ao abordarmos os conceitos de inscri¢ao e circunscricao de figuras em circunferéncias,
torna-se evidente a busca por procedimentos metddicos e sistematicos que facilitem a
resolucao de problemas geométricos. Quando nos referimos a tais processos de constru-
¢do geométrica, é natural associd-los aos pontos notéveis do tridngulo - o incentro e o
circuncentro -, que desempenham papel fundamental nas relagoes métricas dessa figura.

Segundo Neto| (2017, p. 142) “[a]s trés bissetrizes internas de um tridngulo intersec-
tam-se em um ponto I chamado incentro do triangulo. O incentro é o centro do circulo
inscrito no tridngulo”. E importante enfatizar a relacdo entre o incentro e o tridngulo,
uma vez que tal ponto é caracteristico e exclusiwﬂ dessa figura, mas seu conceito sera
utilizado como base tedrica e metodologica para as construcoes propostas nas aulas que
sucedem.

A seguir, apresenta-se um procedimento para a construcao geométrica desse tipo de
poligono.

Passo 1: Construa uma circunferéncia com raio arbitrario, utilizando a ferramenta C'r-
culo: Centro e Raio.

Passo 2: Trace duas retas secantes a circunferéncia utilizando a ferramenta Reta, de
modo que apresentem pontos de intersecao distintos sobre a circunferéncia.

Passo 3: Destaque os pontos de intersecao das retas com a circunferéncia, utilizando a

ferramenta Interseccao de dois objetos.

4 7 3 3 L4
°  Pela forma que é apresentado nos livros didaticos.
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Figura 40 — Construgao apos o passo 1

Fonte: Autoria prépria.

Figura 41 — Construgdo ap6s o passo 2

7

Fonte: Autoria propria.

Passo 4: Trace os quatros segmentos utilizando a ferramenta segmento de modo que
uma das extremidades corresponda a cada ponto de intersecao e a outra ao centro da

circunferéncia.

Figura 42 — Construgao apds o passo 4

D

Fonte: Autoria prépria.

Passo 5: Trace as retas tangentes a circunferéncia, que passam pelos pontos encontrados
no passo anterior. Para tracar a reta tangente, empregue as ferramentas Reta perpendicu-
lar e Segmento, selecionando o segmento cuja extremidade liga o centro da circunferéncia

ao ponto de intersecao.
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Figura 43 — Icone da ferramenta: Reta Perpendicular

e

Fonte: GeoGebra.

Figura 44 — Construcao apds o passo b

Fonte: Autoria prépria.

Passo 6: Identifique o quadrilatero circunscrito a circunferéncia, cujos vértices corres-

pondem a algumas das interse¢des formadas entre as retas tragadas no passo anterior.

Figura 45 — Construcao apés o passo 6

Fonte: Autoria prépria.

Assim, obtemos um quadrilatero circunscrito a circunferéncia, sendo possivel construir
infinitas variagoes a partir do mesmo procedimento geométrico. No entanto, surge o
questionamento: é possivel determinar, de forma analitica, se um quadrilatero qualquer

admite uma circunferéncia circunscrita a ele?
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5.2.2 Aula 4

Tabela 5 — Aula 4

Tema: Inducao e apresentacao de férmulas para quadrilateros circunscri-
tiveis.

Objetivo: Compreender e aplicar féormulas e métodos que possibilitem a re-
solugdo de problemas envolvendo quadrilateros circunscritos a cir-
cunferéncias.

Conteudo: Quadrilateros circunscritos a circunferéncias, desenho geométrico,
Teorema de Pitot.

BNCC: EM13MAT313, EM13MAT314, EM13MAT315, EM13MAT406 e
EM13MAT512.

Materiais: Lousa, marcador de quadro, notebooks/computadores, datashow,
lista de exercicio.

Duracao: 1 hora e 40 minutos.

Fonte: Autoria prépria.

Proposicao 5.2.1. Se o quadrildtero é circunscritivel, entdo o centro da circunferéncia

inscrita neste, € o ponto de intersecio entre as bissetrizes de seus vértices.

Figura 46 — Proposigao

Fonte: Autoria prépria.

Para verificarmos se o centro da circunferéncia inscrita em um quadrilatero coincide
com o ponto de intersecao das bissetrizes desse poligono — segmentos que ligam cada vér-
tice ao centro da circunferéncia. Caso essas bissetrizes se intersectem em um tnico ponto,
conclui-se que o quadrilatero possui uma circunferéncia inscrita, tendo como centro esse
ponto de intersecao, caracterizando, assim, um caso especial de incentro. A demonstra-
¢ao fundamenta-se em relagoes de semelhanca entre triangulos retangulos ou, de forma

equivalente, na congruéncia entre triéngulosﬁ.

6 Recomenda-se rever a Definicao
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5.2.3 Teorema de Pitot

Teorema 5.2.2 (Teorema de Pitot). Em todo quadrildtero circunscrito a uma circunfe-

réncia, a soma de seus lados opostos sao iguais a soma dos outros dois lados opostosﬂ
AB+CD = AC + BD (Teorema de Pitot)

Figura 47 — Quadrildtero circunscrito.
A

C

Fonte: Autoria prépria.

Demonstragio. Consideremos o quadrildtero circunscrito ilustrado na Figura [47], e seus
respectivos pontos de tangéncia.

Obtemos assim as seguintes relagoes por consequéncia da divisao dos segmentos AB e

CD:

AB+CD = (ﬁ+ﬁ)+ (H—C+m)

Além disso, por se tratar de segmentos tangentes congruentesﬂ temos as seguintes

proporcoes:
AF = AE
DH = DE
BF = BG
CH=CG

7 Na Figura os pontos E, F,G e H sédo pontos de tangéncia da circunferéncia de raio O com os lados

do quadrilatero ABCD.
8  Capitulo
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Substituindo esses segmentos e operando-os, obtemos:

AB+CD = (ﬁ+ﬁ +(c—H+m)
AB+CD = ( E +BG +(CG+ﬁ)
AB+CD = AE+BG+
AB+CD = (E+ E

AB+CD = AD+BC

Dessa forma, em todo quadrilatero circunscrito, a soma das medidas de dois lados
opostos ¢é igual a soma das medidas dos outros dois lados, confirmando, assim, a validade

do Teorema de Pitot.

AB+CD = AD + BC

Para exercitai’]

1. A medida do raio de uma circunferéncia inscrita em um trapézio isésceles de bases

16 u.m. e 36 u.m. é um numero:

a) Primo;

b) Par;

d) Multiplo de 5;

)
)
¢) Irracional;
)
e)

Multiplo de 9;

Resolugao

2. Determine a medida da base maior de um trapézio retangulo, que possui uma cir-
cunferéncia inscrita de raio igual a 5 c¢m, base menor igual a 4 ¢m e um dos seus

lados, que nao é a base maior, igual 16 cm.

Resolugao

9 Neste momento, serd concedido um periodo de 30 minutos para que os estudantes resolvam as duas

questdes propostas, aplicando os conceitos abordados durante a aula.
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5.3 Etapa 2 - Construgoes com quadrilateros inscritiveis

5.3.1 Aula 5

Tabela 6 — Aula 5
Tema: Construgoes com quadrilateros inscritiveis.
Objetivo: Compreender e realizar a construcao de quadrilateros inscritos em
circunferéncias distintas utilizando o GeoGebra, bem como resolver
problemas relacionados as construgoes geométricas e a elaboragao
de féormulas aritméticas para dedugao de medidas.

Contetdo: Quadrilateros inscritos em circunferéncias, desenho geométrico, bis-
setriz.

BNCC: EM13MAT313, EM13MAT314, EM13MAT315.

Materiais: Lousa, marcador de quadro, notebooks/computadores, data-
show/televisao.

Duracao: 1 hora e 40 minutos.

Fonte: Autoria prépria.

Definicao 5.3.1. Um quadrilatero é inscritivel, quando todos os seus quatro vértices

pertencem a uma mesma circunferéncia que o circunscreve.

A

C

Vejamos uma forma de construir tal poligono.

Passo 1: Construa uma circunferéncia com raio de valor arbitrario;

Passo 2: Trace duas retas secantes a circunferéncia, garantindo que os pontos de inter-
secao sejam distintos;

Passo 3: Construa o poligono cujos vértices correspondem aos pontos de interse¢ao entre

as retas e a circunferéncia, observando a disposicao simétrica das intersegoes;
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Figura 48 — Passo 1

Fonte: Autoria propria.
Figura 49 — Passo 2

Fonte: Autoria prépria.
Figura 50 — Passo 3

Fonte: Autoria prépria.
Figura 51 — Passo 4

Passo 4: Una os vértices nao adjacentes para formar as diagonais do poligono e, uti-
lizando a ferramenta Distancia, Comprimento ou Perimetro, determine as medidas cor-

respondentes dos lados e diagonais, registrando os valores obtidos para posterior analise

comparativa.
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Orientacoes ao professor: Incentive os estudantes por meio de perguntas instigantes
e provocagoes pedagbgicas, como: “Tente igualar as medidas em diferentes operagoes” ou
“Utilize a calculadora, cientifica ou convencional”. Estimule a investigacao: ha alguma
relagdo que pode ser observada entre os comprimentos obtidos?

Os alunos devem sentir-se a vontade para explorar e descobrir padroes, utilizando a Tabela
[A] como suporte para suas andlises.

Passo 5: Modifique as posi¢oes das retas e continue a investigacao, registrando quaisquer
relacoes ou regularidades observadas.

Figura 52 — Possivel visualizagdo do passo 5

35 A

Fonte: Autoria prépria.

Observacao 5.3.1. Nao é garantido que ao término da dinamica, os alunos atinjam
necessariamente o Teorema de Ptolomeu. Podem, igualmente, formular outras hipdteses
ou descobrir relagoes matemdticas associadas a Packein, Chaddu ou Pitdgoras, ou até
mesmo ndo alcancar uma conclusio definitiva. E recomenddvel que o professor analise
com os discentes as solugoes e estratégias adotadaﬂ incentivando a troca de informacoes
entre colegas e a reflexdo critica sobre a aplicabilidade de suas teorias em diferentes figuras

geométricas.

Por meio da construcao geométrica de figuras e da reflexao sobre essas construcoes, a
atividade visa praticar habilidades de desenho geométrico, bem como o aprimoramento
de habilidades cognitivas e concepg¢oes geométricas.

Recomenda-se que as figuras sejam construidas seguindo instrucgoes detalhadas e pre-
cisas, com a determinacao das medidas a serem utilizadas. Caso necessario, os alunos

devem retornar a analise do Passo [5.1.2 para orientacao adicional.

10 A utilizacdo da calculadora permite a exploracdo de miltiplas abordagens na Matematica. O uso
adequado do dispositivo eletronico (D.E.), aliado & compreensao dos conceitos matematicos envolvidos,
permite a andlise de erros percentuais e a obtenc¢ao de resultados distintos para uma mesma expressao.
Esse processo propicia debates enriquecedores e promove uma reflexao critica mais aprofundada em
sala de aula.
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Sugestoes de questionamentos para os estudantes:

1.

Calcule a diagonal de um quadrildtero cujos lados medem 3, 4, 5 e 6, considerando

que a outra diagonal possui comprimento igual a 5.
Construa geometricamente esse quadrildtero.

Tente inscrever este quadrilatero em uma circunferéncia, verificando a possibilidade

de inscrigao.
Quais conclusdes podem ser extraidas durante esse processo de construgdo e andlise?

Quais estratégias foram empregadas na construcio da ultima figura? Justifique o

raciocinio adotado.

O professor deve estimular a capacidade dos estudantes de contornar situacoes de

forma criativa e dialogada, promovendo a reflexao critica e a argumentacao Matematica.

Observacao 5.3.2. Critério de inscricio: Um quadrilatero serd inscritivel se, e somente

se, a soma de seus angulos opostos for igual a 180°.

Exploracao avancada do desenho geométrico

Atividade 1

Atividade 2

Atividade 3

Debate:

Construa um quadrilatero arbitrario inscrito em uma circunferéncia, observando a

posicao dos vértices e a precisao do tragado.

Construa um quadrilatero inscrito em uma circunferéncia, de modo que um par de

lados opostos mecga 6 unidades, garantindo a condi¢ao de inscritibilidade.

Construa um quadrildtero inscritivel cujos lados opostos medem 5 e 7 unidades,

analisando a viabilidade geométrica da construgao.

Durante a execucao das atividades, observe se é possivel identificar alguma relacgao
entre os lados e diagonais dos quadrilateros. Caso exista, descreva-a; caso nao,
explique os motivos. Avalie também se foi possivel realizar as construgoes de forma

autonoma ou se houve necessidade de orientagao adicional.
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5.3.2 Aula 6
Tabela 7 — Aula 6

Tema: Inducao e apresentacao de formulas para quadrilateros inscritiveis.

Objetivo: Compreender e aplicar féormulas e métodos que possibilitem a reso-
lucao de problemas envolvendo quadrilateros inscritos em circunfe-
réncias.

Conteudo: Quadrilateros inscritos em circunferéncias, Teorema de Ptolomeu e
algumas aplicacoes, Corolarios.

BNCC: EM13MAT105, EM13MAT308, EM13MAT313, EM13MAT314,
EM13MAT315 e EM13MAT512.

Materiais: Lousa, marcador de quadro, datashow/televisao, listas de exerci-
cios.

Duracao: 1 hora e 40 minutos.

Fonte: Autoria prépria.

5.3.3 Teorema de Ptolomeu

Teorema 5.3.1 (Teorema de Ptolomeu). Se um quadrildtero convexo ABCD estd inscrito
numa circunferéncia, entao o produto das suas diagonais € igual a soma dos produtos dos

pares de lados opostos.
AC-BD = AB-CD +BC - AD (Teorema de Ptolomeu)

Figura 53 — Quadrildtero ABCD inscrito em uma circunferéncia

Fonte: Autoria prépria.

Demonstracao. Consideremos um quadrilatero convexo ABCD inscrito em uma circunfe-

réncia (Figura [53). Admitiremos a seguinte nomenclatura para os dngulos: a, 8 e 6.
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Figura 54 — Quadrildtero ABCD inscrito em uma circunferéncia
B

Fonte: Autoria prépria.

Observe que B8 é um angulo inscrito ao arco AB, enquanto 8 é um angulo inscrito ao
arco AD. Note que, ADB também é um angulo inscrito ao arco AB, assim como ABD se

inscreve no arco AD. Consequentemente:
ACB = ADB =8
ACD = ABD =6
Consideremos BAC < CAD. Trace o segmento AE (sendo E um ponto pertencente ao

segmento BD) de modo que o dngulo DAE seja igual a BAC , € chamemos de y o angulo
C ZE, conforme mostrado na Figura .

Figura 55 — Quadrilatero ABCD inscrito em uma circunferéncia
B

Fonte: Autoria prépria.

Desta forma, é possivel identificar as seguintes semelhancas entre triangulos:

1. (AABC ~ AAED) Sao semelhantes da seguinte forma:

a = BAC = EAD, B=ACB=ADE, ABC = AED.
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2. (AABE ~ AACD) Sao semelhantes da seguinte forma:

a+7y=BAE = CAD, 6= ABE = ACD, BEA=CDA.

Consequentemente, podem ser estabelecidas as seguintes relacdes matematicas:

AC AD — — ——
BC ED
AB AC — — —
AABE ~ NACD » — =— —> AC-BE=AB-CD (5.2)
BE CD

Somando as equacoes [5.1] e obtemos:

AC -BE +AC-ED = AB-CD + BC - AD

AC - (BE +ED) = AB-CD + BC - AD

AC-BD = AB-CD + BC - AD (5.3)

Portanto, sob a suposicao de que BAC < CAD - sendo a demonstragao igualmente
valida para os casos BAC > CAD e BAC = CAD - concluimos que o produto das suas

diagonais ¢é igual a soma dos produtos dos pares de lados opostos, em conformidade com

o Teorema de Ptolomeu:

AC-BD =AB-CD + BC - AD

Para exercitar

1. (Questao repensada - Colégio Naval) Dados quatro pontos distintos C,D,H e S

pertencentes a uma circunferéncia de raio r e centro O, tais que DS = CD + DH.

Sabe-se que CDS = HDS = x. Calcule a medida de X, em graus.

C

Resolugao
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2. (Autoria prépria) Um quadrado BOLA de lado x estd inscrito em uma circun-
feréncia de raio r. Dado um ponto C, pertencente a essa circunferéncia e distinto

dos vértices desse quadrado, determine o valor de y, sabendo que AC = Eum e
114

BC = ﬁu.m., considere a esquematizacio abaixo e utilize V2 = 1, 414.
o
L
B
A
C

a. y€[9,0;9,5]

b. y€[8,5;9,0[

c. ye|[8,0;8,5]

d. ye[7,5,7,0]

e. ye[7,0,7,5]
Resolucao

5.3.3.1 Aplicacoes do Teorema de Ptolomeu em poligonos

Aplicando o [leorema de Ptolomeu| em figuras planas inscritas em circunferéncias, ob-

temos relagoes matematicas conhecidas e interessantes, de uma forma ‘nova’ e fascinante.
Para tal andlise, ¢ fundamental recordar o critério de inscrigdo (5.3.2)), essa condi-
¢ao de angulos suplementares garante que todos os vértices pertencam a uma mesma
circunferéncia.
Ao professor: diante dessa discussao, promova a reflexdo entre os discentes por meio de
perguntas investigativas, conduzindo-os a construgao autéonoma do conhecimento. Ques-
toes como “Todo retingulo € inscritivel?” “Que generalizacoes podem ser feitas sobre
outros tipos de quadrilateros?” ou ainda “E possivel aplicar o Teorema de Ptolomeu em
poligonos com mais de quatro lados?” podem ampliar a compreensao e o senso critico dos

alunos.
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Exemplo 5.3.1 (Retangulo). Todo retangulo é inscritivel, pois os seus 4 dngulos me-
dem 90°, sendo assim, cada par de angulos sio suplementares, satisfazendo a condigao

necessdaria para que o retangulo possa ser inscrito em uma circunferéncia.

Figura 56 — Retangulo ABCD inscrito.

Fonte: Autoria prépria.

Por ser um retangulo, suas diagonais terao iguais medidas, denotaremos esta medida

por a.

Aplicando o [Teorema de Ptolomeu| no retangulo da Figura [56]

AC-BD = AB-CD + BC-AD
a-a = b-b+c-c
a’ = b2+ c?

Por consequéncia, obtemos a relagao das medidas dos lados de um tridngulo qualquer,

que tenha um angulo reto, o famoso [leorema de Pitagoras|

a’=b?+c? (Teorema de Pitdgoras)

Exemplo 5.3.2 (Tridngulo equildtero). Todo tridngulo é inscritivel, pois por trés pontos
distintos, nao colineares, existe uma unica circunferéncia que os pertence. Sendo assim,
iremos analisar um triangulo equildtero qualquer, inscrito em uma circunferéncia de centro

O, e um ponto D da circunferéncia que nao seja vértice deste triangulo.

Aplicando o [Teorema de Ptolomeu| no quadrildtero da Figura [57}

AC-BD = AB-CD+BC-AD
1-BD = [-CD+1-AD
Obtendo assim, um algoritmiocﬂ que relaciona a distancia de um ponto qualquer da

circunferéncia, aos trés vértices de um triangulo equilatero inscrito nela inscrito, repre-

sentada pela equagao:

1 Tnicialmente exposta em umas das demonstracdes do teorema de Chaddu, em [Neto| (2013)).
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Figura 57 — Triangulo equilatero e um ponto qualquer na circunferéncia.

AD

Fonte: Autoria prépria.
BD =AD +CD (Postulado do triangulo equilatero)

Exemplo 5.3.3 (Pentagono regular). Todo pentigono reqular é inscritivel, uma vez que
seus cinco vértices pertencem a uma mesma circunferéncia. De modo mais abrangente,
qualquer poligono reqular é inscritivel, pois apresenta angulos e lados congruentes, o que

assequra a simetria necessaria para a inscri¢do em wma circunferéncia.

Figura 58 — Pentagono regular inscrito.

Fonte: Autoria prépria.

Observe que, ao selecionar quatro vértices quaisquer de um pentdgono regular para a
formagao de um quadrilatero, as diferentes combinacoes possiveis resultardao sempre em
quadrilateros congruentes, devido as propriedades geométricas da figura original.

Seja d a medida da diagonal e k a medida do lado do pentagono regular, conforme
ilustrado na Figura |58

A seguir, aplica-se o [Teorema de Ptolomeu| a esse pentagono, obtendo-se relacoes que

conectam suas diagonais e lados, evidenciando a harmonia entre as partes da figura.
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AC-BD = AB-CD+BC-AD
d-d = k-k+k-d
d*—kd-k* = 0 (5.4)

Por meio desse calculo, é possivel estabelecer uma relacao entre as medidas dos lados
e das diagonais de um pentagono regular inscrito em uma circunferéncia. Esses valores

podem ser determinados a partir das seguintes férmulas:

d:k-(1+2\/g

) =1,618 -k (diagonal do pentdgono regular)

-1
k=d- ( ; \/S) =0,618-d (lado do pentdgono regular)

Podemos ainda obter a seguintes relacoes:

1. As razoes entre as medidas:

k d
3290—1 %290:1,61803398875...

2. O valor do cos 108°:

Aplicando a lei do cosseno no triangulo ABC, temos:

a’> = b?-c?=2bccos108°

d> = k2 k*-2-k-k-cos108°

2
1
(k-( “/g) = 2k2 — 2k2 - cos 108°

= 2k? (1 - cos 108°)

= 2(1-cos108°)

2. (\/54-3) = 2(1-cos108°)

1

V5 +3 = 1 —cos108°
1

cos108° = 1—(\/54+3)

Sendo assim, obtemos as medidas correspondentes dos cossenos dos angulos 72°,
108°, 252° e 288°:
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1—
cos108° = cos288° = 4\/5
-1

cos72° = cos2b2° = \/54

A exploragdo do Teorema de Ptolomeu em diferentes figuras planas foi idealizada
com o intuito de despertar a curiosidade dos alunos, romper com a rotina das aulas
anteriores e incentivar a investigagao autonoma, conduzindo os educandos a reflexao sobre
novos procedimentos geométricos e promover um aumento significativo na atencao e no

engajamento da turma.

Para exercitar

1. (ITA - 1995) O comprimento da diagonal de um pentagono regular de lado medindo
1 unidade ¢ igual a raiz positiva de:
a) xX>+x-2=0
b) x2-x-2=0
¢) x2=2x+1=0
d) x2+x-1=0
e) x2-x-1=0
Resolucao
2. Determine a drea em azul no quadrildtero ABCD abaixo. [

Considere AB =2,BC = 3,AD = CD

Resolugao

12 <https:/ /www.youtube.com/watch?v=jgl9iPrWaHU >
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5.3.3.2 Corolarios

Surge, entdo, uma questao relevante: como determinar as medidas dos lados e das
diagonais de um quadrilatero inscritivel dispondo de um conjunto limitado de informacgoes
conhecidas?

Nesse contexto, apresentam-se os Teoremas de Viette, Packein e Chaddu, os quais
sao alternativas viaveis para a resolucao desse tipo de problema, oferecendo diferentes

abordagens na relagao entre lados e diagonais de quadrilateros inscritos em circunferéncias.

Teorema 5.3.2 (Teorema de Viette). Em todo quadrildtero inscrito, a razdo das medidas
das suas diagonais sdo iguais a razdo da soma dos produtos dos lados adjacentes aos

extremos dessas diagonais.

AC AB-AD +BC-CD
BD AB-BC+CD-AD

(Teorema de Viette)

Demonstragao. Consideremos as medidas dos arcos AAB = a, BAC =pfe CAD = 6, Por
construgao tragamos os arcos BF =a+6e CE =0+ a, consequentemente DE = a
e AF = c¢. Observe que como o FAB tem a mesma medlda do CDE (a + 6), portanto
BF = CE = [. De mesma forma, os arcos FABC ABCD e BCDE terao iguais medidas
(@ + 6 + B), sendo assim AD = FC = BE =d.

Fonte: Autoria prépria.

Aplicando o[Teorema de Ptolomeu| nos quadrilateros ABCF e BCDE temos as seguin-

tes relagoes:
AC-BF =AB-CF+BC-AF & BD-CE=BC-DE+CD -BE
AC-l=a-d+b-c & BD-l=b-a+c-d
Dividindo ambas relagoes.

AC-l a-d+b-c
BD-1 b-a+c-d
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Desta forma obtemos o [leorema de Viettel a razao das medidas de suas diagonais sao

iguais a razao da soma dos produtos dos lados adjacentes aos extremos dessas diagonais.
AC _AB-AD+BC-CD
BD AB-BC+CD-AD

(Teorema de Viette)

Teorema 5.3.3 (Teorema de Packein). Em todo quadrildtero inscrito em uma circunfe-
réncia, a razao dos comprimentos originados pelo ponto de intersecg¢io de suas diagonais,

¢ igual a razao de seus respectivos lados adjacentes.

AP AB-AD

(Teorema de Packein)

Demonstracao. Note que podemos obter as seguintes semelhancas
(AABP ~ ADCP) Sao semelhantes da seguinte forma:

BAC = CDB, BC
ABD = D€A,p0r ser arco capaz do arco AD
APB = DPC, por serem opostos pelo vértice P.

Os triangulos AADP ~ ABCP sao semelhantes da seguinte forma:

DAD = CBD, CD
ADB = B€A,por ser arco capaz do arco AB
APD = BPC, por serem opostos pelo vértice P.

Obtemos assim as seguintes relagoes:

5|
=
o)
S

AP DP

— =—— o AP = —— (5.5)
AB CD CD

AD BC — BC-DP

— =—=CP= — (56)
DP CP AD
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Dividindo a equagao (5.5) pela equagao (5.6), obtemos o seguinte.

AB-DP
AP CD _ AB-DP-AD AB-AD (5.7)
CP BC-DP BC-DP-CD BC-CD '

AD

Sendo assim, chegamos ao [leorema de Packeinl

AP AB-AD

— (Teorema de Packein)
CP BC-CD

Teorema 5.3.4 (Teorema de Chaddu). O quadrado da medida do lado do triangulo equi-
latero € igual a metade da soma dos quadrados das distancias de um ponto qualquer da

circunferéncia circunscrita aos vértices do triangulo equildtero.

_612+l72+c2
B 2

12 (Teorema de Chaddu)

Demonstragdo. Pelo [Postulado do triangulo equildterof*.

AP + BP = CP

Como as medidas dos angulos APC e BPC sio iguais a 60°, podemos aplicar a lei dos

cossenos nos triangulos APC e BPC, respectivamente.

12 = AP2+CP?2-2-AP-CP - cos60°
12 = BP2+CP?2-2-BP-CP-cos60°

Somando ambas equagoes, temos:
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Fonte: Autoria prépria.

212 = AP?2+CP?+BP>+CP?>-2-AP-CP -cos60°—2-BP-CP - cos60°
212 = AP2+BP2+2CP2—2-AP~CP-%—2-BP-CP~%

212 = AP? + BP?2 +2CP?> - AP-CP-BP-CP

202 = AP? + BP? + 2CP? — CP (AP + BP)

Aplicando o [Postulado do triangulo equilatero, obtemos o seguinte.

212

AP? + BP? + 2CP?> - CP (CP)

AP? + BP* + CP?
? = : (5.8)

Desta forma, obtemos o [leorema de Chaddul

_ AP?+ BP?+CP?
- 2

12 (Teorema de Chaddu)

Para exercitar.

1. [Geometria, Pena et al|(2019)]Em um quadrildtero inscritivel ABCD, as medidas
de seus lados sao AB = 7, BC =7, CD = 3 e AD = 5. Determine a soma das

medidas das diagonais.
Resolucao

2. Considere o quadrilatero inscrito em uma circunferéncia com AC = 13. Calcule o

valor de x — y, abaixo.

Resolugao
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5.4 FEtapa 3 - Construgoes com quadrilateros ex-inscritos

54.1 Aula 7
Tabela 8 — Aula 7

Tema: Construgoes com quadrilateros ex-inscritos e exploragao da sua 16-
gica.

Objetivo: Compreender e executar a construcao de quadrilateros ex-inscritos,
bem como verificar metodicamente se um quadrilatero é ex-inscrito.
Além disso, aplicar procedimentos matematicos para resolver pro-
blemas relacionados as construgoes e formular expressoes aritméti-
cas que permitam a dedugao de medidas desconhecidas.

Conteudo: Quadrilateros ex-inscritos em circunferéncias, desenho geométrico,
Teorema de Steiner.

BNCC: EM13MAT103, EM13MAT105, EM13MAT308, EM13MAT313,
EM13MAT314, EM13MAT315, EM13MAT406 e EM13MAT512.

Materiais: Lousa, marcador de quadro, notebooks/computadores,
show /televisao.

Duracao: 1 hora e 40 minutos.

Fonte: Autoria prépria.

A construcao e o calculo de quadrilateros ex-inscritos sao temas pouco explorados

na literatura brasileira. Em contrapartida, obras estrangeiras, como o de [PENA et

al((geometria plana: Fundamentos y aplicaciones de las figuras bidimensionales), é apre-

sentada de forma detalhada, abordagens variadas incluindo teoremas e férmulas que per-

mitem o calculo das medidas dos lados e das areas desses quadrilateros, antes nao con-

templada pela nossa.

Definicao 5.4.1. O quadrildtero é ex-inscrito quando podemos tracar uma circunferéncia

tangente as retas que contenham todos os seus lados.

A construgao de uma circunferéncia ex-inscrita em um quadrilatero pode ser realizada

de maneira relativamente direta. O centro dessa circunferéncia é definido como o ponto
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Figura 59 — Quadrilatero ex-inscrito ABCD
(1 ¥ -

/ -

3 1 fiat
Fonte: Autoria prépria.
de intersecao das bissetrizes dos angulos formados pelos lados mais longos e mais curtos
do quadrilatero.

Para pensar.

e Se o quadrilatero apresentar o maior e o sequndo maior lado em posigcoes opostas,

ele ainda poderd ser ex-inscrito?
e F possivel afirmar que todo quadrado € um quadrildtero ex-inscrito?
e Quadrados, retingulos ou paralelogramos podem ser ex-inscritos?

e Por que utilizamos especificamente as bissetrizes? FEssa estratégia sempre garante a

construgdo correta?

A seguir, apresenta-se a demonstracao das bissetrizes, que permitira responder de
forma fundamentada, a ultima questao em especial, e, compreender melhor a logica geo-

métrica envolvendo a construcao de quadrilateros ex-inscritos.

Figura 60 — Quadrilitero ABCD ex-inscrito.

Q

Fonte: Autoria prépria.
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Demonstracao da interssegdo das bissetrizes. Dado o quadrilaitero ABCD ex-inscrito a
uma circunferéncia de centro O e raio R, demonstremos que as retas s e r, cuja in-
tersecgao é o ponto O sdo bissetrizes do quadrilatero, consideremos a Figura [60] onde N,
M, P e Q sao pontos de tangéncia das retas que contém todos os lados e a circunferéncia
de centro O.

Note que de fato existem as retas r e s, pois, por dois pontos distintos é possivel tragar
uma Unica reta. A reta r passa por O e C, enquanto a reta s passa por O e A.

Desta forma podemos notar os seguintes casos de congruéncia entre tridngulos.

1. (AAMO = AAPO) Sao congruentes da seguinte forma:
Como M e P sao pontos de tangéncia, os angulos AMO = APO = 90°.
O segmento AO esté em ambos os tridngulos, tratando-se assim do mesmo segmento.

Os segmentos MO e PO terao medida igual ao raio(R) da circunferéncia.

Pelo [leorema de Pitagoras, temos:

Desta forma, AM = AP, tornando assim os tridangulos congruentes(Caso LAL).
Ressaltando que os angulos OAM e OAP terdao mesma medida.

Note que, considerando o ponto A’ pertencente a reta s, os angulos A’AD e A’AB
sao opostos pelo vértice A aos angulos OAP e MA\O7 respectivamente, conforme

apresentado na figura abaixo.

Provando assim que a reta s é bissetriz do angulo BAD.
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Q
2. (ACNO = ACQO) Sao congruentes da seguinte forma:

Como N e Q sao pontos de tangéncia, os angulos CNO = CQO = 90°.
O segmento CO estd em ambos os tridngulos, tratando-se assim do mesmo segmento.

Os segmentos NO e QO terdao medida igual ao raio(R) da circunferéncia.

()" (30] = (@]« (€)' oo) = o)
()"~ (co) - (0] « (0]’ = (o] (a0

(@) - (c0) - & (o)~ (co) -

Desta forma, CN = CQ, tornando assim os tridngulos congruentes(Caso LAL).
Ressalta-se que os angulos OCN e OC Q terao mesma medida.
Provando assim que a reta r é bissetriz do angulo BCD.

Portanto, fica provado que as retas r e s sao bissetrizes dos angulo BCD e BAD.
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0

Para a exploracao em sala de aula, os alunos deverao utilizar o GeoGebra juntamente
com a ferramenta Planilha de célculoﬂ disponivel no préprio software. os alunos irdao
tentar encontrar, de forma mais rapidas, “padroes” em relagao as medidas de quadrilateros

ex-inscritos.

Figura 61 — Proposta

A B C D E
1 K 49 KHM 368
2 MK B4 MK-L § 6l
3L 247 KMIL 7.38]
4 LM 124 MKMW 738

Fonte: Autoria prépria.

1. Insira um controle deslz’zantﬂ, esse recurso permitirda maior manipulagao dos ele-
mentos da construgao, ampliando o nimero de exemplos e possibilidades de explo-

ragao geométrica;

2. Construa uma circunferéncia com centro em um ponto qualquer e raio definido pela

variavel associada ao controle deslizante;

3. Trace duas retas secantes a circunferéncia, de modo que a primeira forme uma corda

menor que o didmetro e a segunda intercepte o menor arco dessa circunferéncia;

4. Destaque os pontos de intersecdo entre as retas e a circunferéncia;;

13" Janela interativa encontrada dentro do programa que atua como uma extensio no Ezcel nos préprios
projetos do GeoGebra

14" Caso nao se adeque melhor as habilidades digitais da turma, o controle deslizante pode ser dispensado
ou substituido pelo controle manual das retas, de modo a favorecer uma maior adaptagao a realidade

dos estudantes
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5. Utilize a ferramenta Reta perpendicular para criar retas tangentes a circunferéncia
nos pontos destacados no passo anterior, (para auxilar crie os segmentos de raios

dessa circunferéncia);

6. Aplique a ferramenta Intersecdo de dois objetos entre as retas perpendiculares cons-

truidas, determinando assim os vértices do quadrilatero;

7. Empregue a ferramenta Distancia, comprimento e perimetro para medir os lados do

quadrilatero obtido;

8. Acesse o menu secundario do software e, na aba disposi¢oes, abra simultaneamente a
planilha de cdlculos, permitindo organizar e analisar os valores obtidos de forma

sistematica;

Figura 62 — Icone da disposicdo: Planilha de Cdlculos
&

A

Fonte: GeoGebra.

Outra forma para explorar as construcgoes destes quadrilateros, é partindo da constru-

¢ao de um quadrilatero qualquer e manipulando suas medidas e posi¢oes variadas.

Observacao 5.4.1. Nenhum paralelogramo serd ex-inscrito.

5.4.2 Teorema de Steiner

Teorema 5.4.1. Teorema de Steiner: Em todo quadrildtero ex-inscrito, o modulo da

diferenca entre as medidas dos lados opostos sao igquais.

Figura 63 — Quadrildtero ABCD ex-inscrito.

|AB - CD| = |AD - BC| (Teorema de Steiner)



Capitulo 5. SEQUENCIA DIDATICA 69

Demonstragio. Observe que os segmentos CN e CQ sao segmentos tangentes congruentes

a circunferéncia de centro O (Postulado do triangulo equilaterol).

Desta forma:

CN = CQ

CD + DN

I
Q
=)

I
Q
S
+
o

Q

Além disso, os segmentos DN e DP, BQ e BM, sao, respectivamente, segmentos
tangentes congruentes a mesma circunferéncia de centro O.

Implicando que:

CD +DP
CD + DA + AP

TRT
Al O
> W
+ +
S| W
>l X
+
o
<

Por fim, os segmentos AP e AM sdo segmentos tangentes congruentes a mesma cir-

cunferéncia de centro O.

BC + AB
iAD—BCi

CD + AD
iAB—CDi

Para exercitar.

1. Dado um quadrilatero ex-inscrito, relativo aos seus lados BC e CD, determine a
medida de CD sabendo que BC =10, AD =45 ¢ AB+ CD = 83.

Resolugao

2. Determine a medida do raio na figura abaixo, sabendo que M, N e P sao pontos de

tangeéncia.
A
4
P
M
TK C
B N3

Resolugao
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5.5 Empecilhos nas etapas

Caso a escola nao possua computadores ou uma sala de computacao, recomenda-se
que professor utilize seu proprio computador para construir diferentes figuras com auxilio
dos alunos, projetando-as para que todos os discentes possam acompanhar o processo e
preencher a Tabela [A] com as informagdes de cada quadrildtero elaborado no GeoGebra.
Além disso, as aulas podem contar com o uso de dispositivos eletronicos moveis dos
estudantes, além das calculadoras.

Caso a situacdo anteriormente descrita nao seja vidvel, o recurso que possibilita a
realizagdo do projeto é o tradicional kit de desenho geométrico (papel, lapiseira, borra-
cha, régua e compasso). Nesse contexto, algumas adaptagdes metodolégicas podem ser
necessarias — por exemplo, a reducgao de etapas que envolvam medigoes diretas no papel,
devido a possibilidade de erros de aproximagao.

Na construcao de circunferéncias, por exemplo, a linguagem empregada no Passo 1 da
Aula [5.1.2] pode ser reformulada para “trace um arco de comprimento igual a 2cm, com
a ponta seca do compasso no ponto A, e destaque um ponto neste arco, denominando-o
de ponto B”.

A exploracdo de apenas uma das possibilidades nao inviabiliza o uso das demais,
visto que cada abordagem trabalha o mesmo tema de maneira semelhante, porém com
conceitos e caminhos distintos. Assim, caso o professor opte por utilizar diferentes formas
de construcao, o conhecimento adquirido pelos alunos tende a ser, eventualmente, mais
amplo e diversificado.

Durante a execugao do Passo 6 ( Etapa, pode surgir uma discussao interessante:
a utilizagao do outro ponto de interse¢ao entre as circunferéncias - o ponto que esta situado
no outro semi-plano definido pela reta que passa por A e B. Na situacdo de escolha do
outro ponto, a figura resultante serd um quadrilatero nao convexo.

A Questao [2| (Etapa foi elaborada com o intuito de promover uma reflexao entre
a Matematica abstrata e a Matematica real, levantando o seguinte questionamento: sera
que esses valores realmente permitem a construcao dessa figura?

Apesar de o resultado numérico estar correto, a criagao da figura no plano é impos-
sivel. Por meio de tentativas e analises praticas, é possivel constatar inconsisténcias que

explicam as razoes desse fato intrigante.



71

6 CONSIDERACOES FINAIS

A presente pesquisa teve como objetivo investigar possibilidades metodolégicas para
o ensino das relagoes métricas em quadrilateros - inscritos, circunscritos e ex-inscritos
em circunferéncias - no contexto da disciplina eletiva do Ensino Médio. A proposta
fundamentou-se na compreensao de que a Geometria, apesar de sua importancia histo-
rica, cultural e cientifica, ainda ocupa um espaco restrito nos curriculos escolares, sendo
frequentemente abordada de maneira fragmentada e pouco contextualizada.

A elaboracao e aplicagao da sequéncia didética, apoiada no uso de materiais concretos
e de ferramentas digitais, como o GeoGebra, demonstrou que a integragao entre teoria
e pratica amplia a compreensao conceitual, estimula a autonomia intelectual e contribui
para uma aprendizagem mais significativa e duradoura. Paralelamente, os desafios obser-
vados ao longo do processo reforcam a necessidade de flexibilidade docente, de adaptacao
metodologica e de reflexdo continua sobre a pratica pedagogica.

Como fonte para pesquisas futuras, é necessario adequacoes perante as turmas e ins-
tituicoes que supra as devidas caréncias. A substituicdo do material digital por régua
e compasso, ¢ uma das formas de dar continuidade com o desenho geométrico para os
discentes sem perca da conceituacdo e etapas de construcao das figuras, assim como, a
implementagao de uma maior quantidade de aulas com finalidade de contemplar as neces-
sidades dos alunos em sua grade curricular, sao fatores importantes que agregam ainda
mais a realizacao dessa sequéncia de aulas.

Conclui-se que o ensino de Geometria deve ir além da memorizacao de férmulas e pro-
cedimentos, configurando-se como um espaco voltado ao desenvolvimento do raciocinio
légico, da percepcao espacial e da capacidade de argumentacao matematica. Assim, a
abordagem proposta neste estudo revela-se como uma alternativa promissora para ressig-
nificar a experiéncia dos alunos com a Matemaética, promovendo um ambiente investiga-
tivo, colaborativo e alinhado as demandas contemporaneas da educagao.

Por fim, reconhece-se que a formacao continuada de professores e o acesso equita-
tivo a recursos tecnolégicos ainda representam desafios a serem enfrentados. Entretanto,
acredita-se que as contribuigoes desta pesquisa reforcam a valorizacdo da Geometria no
Ensino Médio e o fortalecimento de praticas pedagdgicas significativas, capazes de dia-
logar com as necessidades reais dos estudantes e de estimular uma visao da Matematica

como ciéncia viva, dinamica e essencial a compreensao critica do mundo.
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APENDICE A - TABELA AUXILIAR DAS AULAS

Tabela 9 — Tabela auxiliar para as dedugoes dos quadrilateros ABCD.

SEGMENTOS DOS | . - - ) -
QUADRILATEROS | 1 QUAD- |27 QUAD. | 3% QUAD. | 4% QUAD. | 5% QUAD.

AB

BC

CD

AD

AC

BD

AB-CD

AC - BD

AD - BC
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APENDICE B - RESOLUCAO DAS QUESTOES “PARA
EXERCITAR”

Resolugao B.0.1. Questdo[l], pigina [46.
Desenhando a figura, obtemos o sequinte esquema onde h € a altura (a altura nessa

figura, vai ter mesmo comprimento do didmetro da circunferéncia).

A 16 B

°
D A’ 36 C

Aplicando o Teoremalh.2.2 no quadrilitero ABCD, temos:

AD+BC = AB+CD
AD+AD = 16+36
2AD = 52
AD = 26

Aplicando o [Teorema de Pitagorad no triangulo AA’D encontramos valor da medida

do raio.

AD. = AA +AD

26> = h®+10°

676 = h®+100
676 —100 = h?
+V576 = h
24 = h

Desta forma descobrimos que a medida da altura é igual a 24, portanto o raio é 12.

O raio é um numero par.
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Resolugao B.0.2. Questio[3, pigina [{0
Por se tratar de um quadrilatero circunscrito a uma circunferéncia, podemos aplicar
o Teorema[5.2.4 Nesse contexto, o lado perpendicular ds bases mede 10 ¢cm, uma vez que

¢ paralelo ao diametro da circunferéncia.

a+c = b+d

a+4 = 10+16
a = 26-4
a = 22

Sendo assim, a base maior deste trapézio irar medir 16cm.

Resolugao B.0.3. Questao[l], pagina[53

—~ —~
Perceba que o arco SH ¢é o arco capaz do angulo SDH, logo, a medida do arco SH
sera igual a 2x, e consequentemente, o angulo SCH & igual a x.
—~

Analisando o arco CS , percebemos que ele serd o arco capaz do angulo C DS , logo, a
~

medida do arco CS sera igual a 2x, e consequentemente, o angulo C HS ¢é igual a x.
Desta forma, o tridngulo CHS é isosceles, implicando na seguinte igualdade quanto
aos seus lados, CS = HS.

Aplicando [Teorema de Ptolomeu| no quadrilatero CDHS, temos:

DS-CH = CD-HS+DH-CS

DS-CH = CD-CS+DH-CS
DS-CH = ﬁ.(c—mﬁ)
DS-CH = ﬁ.(p—s)

CH = CS
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Podemos concluir que o tridngulo CHS é equilatero, portanto todos seus angulos
internos serao iguais.

Logo o valor do angulo x é 60° graus.

Resolucao B.0.4. Questdio|d, pigina [54)
Inicialmente devemos identificar as medidas pertinentes na figura.
Pelo quadrildtero BOLA ser um quadrado, temos que BO = OL = LA = AB = x.

0

C

E facil ver que o segmento OA é numericamente igual a diagonal do quadrado de lado x,
logo,
OA = x\2

Tracemos agora um sequndo quadrildtero de forma a utilizar as medidas dadas no enun-
ciado, AC e BC.

Aplicando o Teorema de Ptolomeu no quadrilatero BOAC, obtemos:

BO -AC +0A -CB

Il

o]
o
QS
a

13 5 14 _ .
x5 X 5 = xX-y =X

13 . 114v2

5 25

65 1142

25 25

65 + 114V2
25

Portanto y = 9,048. Resposta letra a.

Resolugao B.0.5. Questdo[l], pigina [58
Por se tratar de um poligono reqular, é possivel inscrevé-lo em uma circunferéncia.
Dessa forma, ao selecionar quatro vértices aleatoriamente, podemos aplicar o|leorema de
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permitindo a obtencdo da equacio que relaciona lados e diagonais do quadri-
latero formado.
Utilizando a equagdo (d* — kd — k*> = 0), onde d é a medida da diagonal e k a

2

medida do lado) chegamos que x* —x —1 = 0. Resposta correta, letra e.

Resolucao B.0.6. Questdio[d, pdgina [53
Pelo quadrilatero ABCD possui angulos opostos cuja soma resulta em 180°, ele pode
ser inscrito em uma circunferéncia.

Tracemos a diagonal AC para auzilia-nos.

Observe que o triangulo ACD ¢€ isosceles e retangulo em 5, logo ACD = DAC = 45°.
Por angulo inscrito, temos que 0os arcos CD e DA sao iguais a 90°, portanto os angulos

DBC ¢ ABD sio tquais a 45°. Conforme mostrado na figura.

Adotando AD = 1, apliguemos o Teorema de Ptolomeu.

AC-BD = AB-CD +BC-AD
IN2-BD = 2.-1+3-1 )
- 5
BD = =

V2

Conhecendo o valor de BD e BC, determinemos a drea da figura em verde por meio

da sequinte formula:

3 BD - BC - sen()
B 2

AN

(B.1)
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Sendo assim,

5
— -3-sen (459
AN = V2 5
5,32
2
AN = V2
2
15
Ap = Zua

Resolugao B.0.7. Questdo[l], pigina [62.

Aplicando o|Teorema de Ptolomeu| neste quadrildtero, temos que:

AC-BD = AB-CD+BC-AD
AC-BD = 7-3+7-5
AC-BD = 56 (B.2)

Aplicando o|Teorema de Viettd neste quadrildtero, temos que:

AC AB-AD + BC-CD
BD AB-BC+CD-AD
AC 7-5+7-3
BD 7-7+3-5

AC 35+ 21

BD 49 + 15

AC 56
BD 64
(B.3)
Desta forma,

AC —
:C+AC-BD = %+56
BD 64

11

BD> 64

BD = 8 (B.4)

Desta forma, determinamos que as medidas de AC e BD sdo respectivamente igquais

a 7e8, logo a soma das diagonais resulta em 15.
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Resolugao B.0.8. Questio[3, pigina[63

Aplicando o[Teorema de Packein] neste quadrildatero, temos que:

AB-AD
BC-CD
4-6
35

24

15

al >
<R <= “c||“c|

Sabendo que x +y = 13, podemos pensar nas fragoes equivalentes a T e que a Soma
entre o denominador e numerador resulta em 13. Desta maneira, descobrimos que x = 8

ey =5, portanto, x —y = 3.

Resolugao B.0.9. Questio[l], pagina[69

Aplicando ol5.4.1 no quadrildtero, temos:

AB-CD| = PD—BC

AB-CD| = |45-10]

AB-CD = 35 (B.5)
(B.6)

Subtraindo a equagdo da equagdo AB + CD = 83 determinamos o valor de CD.

AB+CD-AB-CD = 83-35
2CD = 48
AB = 24

(B.7)
Portanto, a medida do CD ¢ igual a 24.
Resolugao B.0.10. Questao[d, pdgina[69.
Observe que os segmentos AM e AP, BM ¢ BN, CP e CN, possuem mesma medida,

pois sao segmentos tangentes. Desta forma, AM = AP, BM = BN e CP =CN.
Podemos notar que pelo triangulo ABC ser retangulo, BM = BN =r.

Aplicando o|Teorema de Pitagorad, temos:

AC? = 32 +42

AC? = 9+16

AC? = 25

AC =5 (B.8)
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Somando AB com BC encontramos a solucao. Note que:

AB + BC (AM + MB) + (BN + NC)
44+3 = AM+MB+ BN+ NC
7 = AP+R+ R+ PC

7 = (AP+PC)+2R
7 = AC+2R
7 = 5+2R
)
—_ ~ = R
2
1 = R (B.9)

Desta forma descobrimos que o raio vale 1.



APENDICE C - CRONOGRAMA

Tabela 10 — Cronograma.

Encontro Contetdo Descrigao TCC
Introducao
Préaticas educativas no . : .
Apresentacao do projeto e discus-
GeoGebra; _ . - .
0 T . A soes com situagoes cotidianas e
12 Dia Circunferéncia; . - 5.1.1
N introducao do tema a ser estu-
Angulos;
. . . dado.
Poligonos: tipos e propri-
edades.
Apresentar a dindmica da sequén-
cia das aulas e propor a cons-
s trucao de figuras através do Geo-
Quadrilateros e suas pro- ; .
riedades: Gebra refletindo e dialogando du-
2° Dia prie ' . rante o processo. Entender e exe- | |5.1.2
Desigualdade triangular; ~ 4
e cutar a construcao de quadrilate-
Desenho geométrico. . . . .
ros circunscritos em circunferén-
cias distintas por meio do GeoGe-
bra.
i . . Compreender e realizar a cons-
Quadrilateros circunscri- - N .
. .. trucao de quadrilateros circuns-
0 T tos em circunferéncias; . i . .
3° Dia L critos a circunferéncias distintas, 5.2.1
Desenho geométrico; e
. . utilizando o GeoGebra como fer-
Bissetriz. .
ramenta de apoio.
i . . Compreender e aplicar féormulas
Quadrilateros circunscri- , s
. N e métodos que possibilitem a re-
0 T tos em circunferéncias; -
4° Dia s solucao de problemas envolvendo | [5.2.2
Desenho geométrico; o i . .
. quadrilateros circunscritos a cir-
Teorema de Pitot. . .
cunferéncias.
Compreender e realizar a cons-
trucao de quadrilateros inscritos
Quadrilateros  inscritos em circunferéncias distintas utili-
50 Dj em circunferéncias; zando o GeoGebra, bem como re- 531
¢ Dia Yo . . 3.
Desenho geométrico; solver problemas relacionados as
Bissetriz. construgoes geométricas e a ela-
boracao de formulas aritméticas
para deducao de medidas.
Quadrilateros  inscritos
em circunferéncias; Compreender e aplicar féormulas
Teorema de Ptolomeu e e métodos que possibilitem a re-
6° Dia algumas aplicacoes; solucao de problemas envolvendo | [5.3.2

Teoremas que se despren-
dem do Teorema de Pto-
lomeu.

quadrilateros inscritos em circun-
feréncias.




APENDICE C. Cronograma 83
Encontro Contetdo Descrigao TCC
Compreender e executar a
construcao  de  quadrilateros
ex-inscritos, bem como verificar
Quadrilateros ex- metodicamente se um quadrila-
inscritos em  circun- tero é ex-inscrito. Além disso,
7° Dia feréncia; aplicar procedimentos matema- | [5.4.1

Desenho geométrico;
Teorema de Steiner.

ticos para resolver problemas
relacionados as construcoes e
formular expressoes aritméticas
que permitam a deducao de
medidas desconhecidas.
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ANEXO A - PROBLEMAS ADICIONAIS

1. Questao 28 - CPAEAM - 2005
Na figura abaixo PA = 13 cm, QC =2 cm, CS =3 cm e A, B e C sdo pontos de

tangéncia entre as retas e a circunferéncia.

Figura 64 — CPAEAM-2025

-~ B

2

Assim, é correto afirmar que a area do tridngulo PQS, em cm~, é igual a:

2. Questao 14 - IME - 2017

Seja um heptagono regular de lado [ cuja menor diagonal vale d. O valor da maior

diagonal satisfaz a qual das expressoes?

-

Z
Q.
N

QU
O

~ X
|

QL
Yl

—~~
Q
N~—
= ‘
[N)

S
QU
+

vo| &
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3. Questao 13 - Jacob Palis JR - 2025

Na figura a seguir, ABC, CDE e AEF sao triangulos equilatero, com C sobre o
segmento BD. O ponto O é o centro do tridngulo AEF.

Figura 65 — Jacob Palis JR - 2025

E

A medida do angulo ZACO

A) E sempre 30°.

B) E sempre 60°.

(A)
(B)
(C) E 30° ou 60°, assumindo os dois valores dependendo de C.
(D)
(E)

E 15° ou 30°, assumindo os dois valores dependendo de C.
Po

E

de assumir infinitos valores.

4. Questao 18 - ITA - 2015

Num triangulo POR, considere os pontos M e N pertencentes aos lados PQ e PR,
respectivamente, tais que o segmento MN seja tangente a circunferéncia inscrita ao
triangulo PQR. Sabendo-se que o perimetro do tridngulo POR é 25 e que a medida
de QR é 10, entdo o perimetro do triangulo PMN ¢ igual a

(A) 5.
(B) 6.
(C) 8.
(D) 10.
(E) 15.



ANEXO A. Problemas adicionais 86

5. Questao no Youtube - Universo narrado - 2025

Determine o valor de x no quadrilatero inscrito na circunferéncia.

Figura 66 — Universo narrado - 2025

= 20
25

<https://www.youtube.com/watch?v=NhP5eneMmLA&t=327s>

6. Questao 2 - CPACN(prova amarela) - 2025
Considere as informacoes a seguir referentes a duas circunferéncias Ly e Ls.
L;: Esta inscrita num triangulo equildtero ABC, de altura H e seu raio é R.

Lo: Tem raio r, estd na superficie do mesmo triangulo ABC de L;, tangenciando

internamente os lados AB e BC, e tangenciando externamente a circunferéncia L.

E correto afirmar que a expressao E = é igual a:

(A) 1/2.
(B) 1/3.
(C) 2/5.
(D) 2/9.
(E) 3/7.

7. Questao 4 - CPACN(prova amarela) - 2023

Sejam x e y (x < y) as medidas das diagonais distintas de um heptédgono regular
cujo lado tem medida igual a k. Assinale a opc¢ao que apresenta de forma correta

uma possivel relacao entre k, x e y.


https://www.youtube.com/watch?v=NhP5eneMmLA&t=327s
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8. CPACN(prova amarela) - 2025
Um triangulo retangulo isésceles estd inscrito na circunferéncia L; e circunscrito a
circunferéncia Ly. Se os catetos desse triangulo medem 5 cm e as areas de L e Lo

- . , ~ Pl
sdo respectivamente, Sie Sy , é correto afirmar que a razao 5, e:
2

(A) 7-2V2.
10+ V5

(B) —
(©) 5+22\/§.

(D) 6 - 2.
(E) 3+2v2.

9. Questao 169 - ENEM(caderno verde) - 2023

Num certo momento de um jogo digital, a tela apresenta a imagem representada
na figura. O ponto Q representa a posicdo de um jogador que esta com a bola,
os pontos Q2, O3, Q4, Q5 e Qg também indicam posi¢oes de jogadores da mesma
equipe, e os pontos A e B indicam os dois pés da trave mais proxima deles. No
momento da partida retratado, o jogador Q; tem a posse da bola, que serd passada
para um dos outros jogadores das posicoes Q,, n € {2,3,4,5,6}, cujo angulo AQ\nB

tenha a mesma medida do angulo a = Aé\lB.

Figura 67 — ENEM(caderno verde) - 2023

Qual é o jogador que recebera a bola?

(A
(B
(
(

) Q.

)
C)

)

)

3.

QS ©
~

D
(E

S ©

6-



	Folha de rosto
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Lista de tabelas
	Sumário
	INTRODUÇÃO
	Questão diretriz
	Objetivo geral
	Objetivos específicos

	FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA
	A importância da Geometria
	O aprendizado da Geometria até o Ensino Médio
	A legitimidade e importância da pesquisa

	METODOLOGIA
	CONCEITOS ELEMENTARES
	Circunferência
	Arco de circunferência

	Ângulo
	Ângulo central
	Ângulo inscrito
	Arco capaz
	Ângulo de segmento

	Polígonos
	Triângulo
	Triângulo retângulo
	Triângulo equilátero
	Triângulo isósceles
	Triângulo escaleno
	Segmento tangente

	Quadrilátero
	Quadrado
	Retângulo
	Paralelogramo
	Losango
	Trapézio


	SEQUÊNCIA DIDÁTICA
	Eletiva de construções geométricas
	Aula 1
	Aula 2

	Etapa 1 - Construções com quadriláteros circunscritíveis
	Aula 3
	Aula 4
	Teorema de Pitot

	Etapa 2 - Construções com quadriláteros inscritíveis
	Aula 5
	Aula 6
	Teorema de Ptolomeu
	Aplicações do Teorema de Ptolomeu em polígonos
	Corolários


	Etapa 3 - Construções com quadriláteros ex-inscritos
	Aula 7
	Teorema de Steiner

	Empecilhos nas etapas

	CONSIDERAÇÕES FINAIS
	REFERÊNCIAS
	Tabela auxiliar das aulas
	Resolução das questões ``Para exercitar''
	Cronograma
	Problemas adicionais

