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RESUMO

Nesse trabalho, estudamos alguns topicos da teoria dos niimeros focando principalmente
nos nimeros perfeitos, primos de Mersenne e a sua ligagao com o teorema de Euclides-Euler,
também a sua parte historica e a contribuicao de cada matematico ao longo do tempo e da
sua importancia para o tema. Mostramos alguns conceitos fundamentais necessarios para
o desenvolvimento das demonstragoes e dos resultados discutidos ao longo do texto. Com
objetivo de compreender as caracteristicas desses niimeros, evidenciando problemas que
permanecem em aberto, como a existéncia de niimeros perfeitos impares e a infinitude dos
numeros perfeitos pares. A pesquisa foi desenvolvida por meio de uma revisao bibliografica,
fundamentada em livros, artigos cientificos e materiais especializados. A conclusao foi
que todos os nimeros perfeitos conhecidos sdo pares e que encontrar um nimero perfeito
par resume a encontrar um novo primo de Mersenne, apesar de grandes avangos com
ajuda computacionais, principalmente com o projeto GIMPS, ainda existem problemas
sem solucoes. Concluindo que os niimeros perfeitos é um tema relevante na matematica,
reunindo aspectos historicos, tedricos e computacionais, contribuindo na teoria dos niimeros

e o incentivo para novas pesquisas na area.

Palavras-chave: Teoria dos Niumeros, Numeros Perfeitos, Primos de Mersenne.



ABSTRACT

In this work, we studied some topics in Number Theory, focusing mainly on perfect numbers,
Mersenne primes, and their connection with the Euclid-Euler theorem, as well as their
historical development and the contributions of different mathematicians throughout time
and their importance to the subject. We presented some fundamental concepts necessary
for the development of the proofs and results discussed throughout the text. The objective
was to understand the characteristics of these numbers, highlighting open problems such
as the existence of odd perfect numbers and the infinitude of even perfect numbers. The
research was developed through a bibliographic review, based on books, scientific articles,
and specialized materials. The conclusion was that all known perfect numbers are even
and that finding a new even perfect number is equivalent to finding a new Mersenne prime.
Despite significant advances achieved through computational methods, especially with
the GIMPS project, some problems related to perfect numbers remain unsolved. It is
concluded that perfect numbers are a relevant topic in mathematics, bringing together
historical, theoretical, and computational aspects, contributing to Number Theory and

encouraging further research in the area.

Keywords: Number Theory; Perfect Numbers; Mersenne Primes.
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1 INTRODUCAO

O estudo dos niimeros perfeitos remonta a escola pitagérica no século VI a.C.
(Frei, 2002). Periodo de influéncia da escola pitagérica, os estudos relacionados a teoria
dos nimeros ja apresentavam grande interesse pelos niimeros e suas propriedades. Nas
escolas pitagoricas, onde a ideia central era explicar o universo através dos nimeros e havia
uma conexao entre o estudo de religiao e a matematica, os nimeros eram classificados
de diversas formas. Um niimero é chamado de nimero primo se ele s6 for divisivel por
1 ou por ele mesmo. Por exemplo, o niimero 11 ¢ primo pois s6 é divisivel por 1 ou por
11. J& o conceito de nimeros perfeitos é abordado de forma diferente, um nimero era
classificado como perfeito se a soma de seus divisores positivos (exceto o préprio niimero)
¢ exatamente igual a esse nimero. Por exemplo o niimero 6, cujos divisores sao 1, 2 e
3, somados resultam no nimero 6, assim ele é um ntmero perfeito. Pitagoras buscava
propriedades especiais desses nimeros e buscavam significados para eles, no entanto ainda

nao tinha encontrado uma féormula para encontrar esses nimeros.

Por volta de 300 a.C. O matematico grego, Euclides, no seu livro Os elementos,
registra uma férmula para gerar ntmeros perfeitos. Na época, s6 eram conhecidos 4
numeros perfeitos, a saber 6, 28, 496 e 8128. No seu livro IX dos elementos, na proposicao
36, descreve um procedimento que fornece sempre niimeros perfeitos. Na linguagem de

Euclides, o procedimento era descrito da seguinte forma:

Caso nimeros, quantos quer que sejam, a partir da unidade, sejam expos-
tos, continuadamente, na proporg¢ao duplicada, até que o que foi composto
todo junto se torne primo, e o todo junto, tendo sido multiplicado pelo
ultimo, faca algum, o produzido serd perfeito. (Euclides, 2009, Prop. 36)

Na linguagem matematica contemporanea, o processo pode ser descrito da seguinte
forma: se um nimero da forma 1+2+22+...4+2" - 1 é primo, entdo o nimero 2" x 2"+ —1
¢ um numero perfeito. A férmula fornecida por Euclides resulta em um procedimento
simples para encontrar novos numeros perfeitos, contudo, se faz necessario discutir a
primalidade de 1 4+2+4--- 42" — 1.

Como consequéncia do que foi descoberto, segundo (O’Connor; Robertson, 2020),
o matematico Nicémaco de Gerasa fez 4 afirmagoes (sem demonstracdo) com base nos 4

primeiros nimeros perfeitos. Afirmando que:

e O n-ésimo ntmero perfeito tem n digitos.
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o Todos os niimeros perfeitos sdo pares.
o Todos os niimeros perfeitos terminam em 6 e 8 alternando entre esses nimeros.

e O algoritmo de Euclides é capaz de gerar todos os niimeros perfeitos.

Assim, todo nimero perfeito seria dessa forma e por fim que existiriam infinitos
numeros perfeitos, no entanto algumas dessas afirmagoes foram sendo negadas a partir

dos proximos numeros perfeitos encontrados.

Os matematicos arabes também tinham grande interesse nos niimeros perfeitos,
em destaque o matematico drabe Ismail ibn Ibrahim ibn Fallus (1194-1239), que apresentou
em seu tratado uma lista com 10 ntimeros que eram considerados perfeitos, porém, apenas
7 dos 10 ntimeros eram realmente perfeitos. Mas, ainda, tal resultado ainda nao tinha

chegado na Europa.

A descoberta do quinto nimero perfeito ocorreu no século XV, onde o matematico
Hudalrichus Regius tornou puiblica sua descoberta do ntimero perfeito 33550336. Com
a descoberta desse niimero, provou-se erronea a primeira afirmacgao de Nicomaco, pois,
o quinto nimero perfeito tem 8 digitos. J& com a descoberta do sexto ntimero perfeito,
8589869056 que também termina com 6, refutou-se a terceira afirmacdo de Nicémaco.
Fermat também teve uma grande contribui¢ao a cerca dos ntimeros perfeitos. Ele escreveu
para Mersenne as suas descobertas sobre os nimeros perfeitos. Depois de escrever para
Mersenne o que tinha descoberto, escreveu a Frenicle de Bessy em 18 de outubro de
1640. Apresentando o pequeno teorema de Fermat, um teorema que foi encontrado com
consequéncia dos estudos sobre os niimeros perfeitos. Mersenne gostou muito dos estudos
de Fermat sobre os ntimeros perfeitos e como isso publicou suas afirmagoes préprias,
afirmagoes que eram de bastante avanco na época e por muitos anos. Em 1644, ele publicou
Cogitata physica mathematica, onde afirma que 2P — 1 é primo, e portanto 2P~1 x (2P — 1)
é um numero perfeito, para p =2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257. Tratava-se apenas de

uma conjectura; contudo, suas proposicoes revelaram-se notavelmente precisas.

Euler também teve grandes contribuigoes acerca dos ntimeros perfeitos. Ele des-
cobriu o oitavo nimero perfeito 2305843008139952128, que foi descoberto depois de 125
anos. Também provou que todo niimero perfeito par tinha a forma descrita por Euclides,
2P~ 1 x (2P — 1), fornecendo uma espécie de reciproca para a afirmacio de Euclides. Também
que terminam em 6 ou 8 (mas ndo alternadamente). Euler também estudou a: existéncia
de ntimeros perfeitos impares. Provou que todo niimero perfeito impar tinha que ter essa
forma

n:pk-mQ.
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O perfeito encontrado por Euler permaneceu por 150 anos sendo o maior niimero encontrado.
Outro matematico que fez avancos importantes foi Edouard Lucas, que criou a base

computacional para encontrar os primos de Mersenne, portanto, niimeros perfeito.

Com o passar do tempo houve muitos erros e acertos, alguns erros que foram
corrigidos com o tempo. O processo para encontrar ntimeros perfeitos pares foi bastante
duradouro e permanece como campo de pesquisa atual, associado ao estudo sobre primos
de Mersenne. Houve, também, tentativas de demostrar que niimeros perfeitos impares nao
existiam. Em 1888, o matematico inglés James Sylvester provou que qualquer nimero
perfeito impar tem que ter pelo menos 4 fatores primos distintos, esse limite na quantidade
de primos na fatoracao de um possivel perfeito impar foi sendo aprimorada e hoje sabemos
que um suposto perfeito impar deve possuir 8 fatores primos distintos e 29 fatores primos
que nao precisam ser distintos, porém o problema ainda segue sem solucao. Atualmente
existem 52 numeros perfeitos encontrados, o tltimo encontrado manualmente foi em 1911,
todos os outros foram encontrados por computadores, os computadores facilitaram muito

para encontrar novos numeros. O maior nimero perfeito conhecido é

2136279840 % (2136279841 _ 1)

Y

que foi encontrado em 2024. Este ¢ o 52° nimero perfeito e tem mais de 82 milhoes de

digitos.

Nesse trabalho estudaremos alguns topicos da teoria dos niimeros focando prin-
cipalmente nos nimeros perfeitos e primos de Mersenne. Também para alcancar nosso
objetivo principal vamos apresentar conceitos de divisibilidades, nimeros primos e fungoes
aritméticas. Esse problema matematico vem sendo estudado desde a antiguidade por
grande matematicos, como Euler, Fermat, Mersenne e outros. Com o objetivo de encontrar

formulas matematicas que possa expressar todos os nimeros perfeitos.

Ainda nos tempos de hoje com ajuda computacional matematicos procuram novos
numeros perfeitos, até o momento sendo conhecidos 52 ntimeros perfeitos. Apesar de Euler
ter encontrado uma férmula para expressar um numero perfeito par, os niimeros perfeitos

impares ainda sao um mistério.

Trata-se de um trabalho de tcc tedrico e historico, na parte histérica utilizamos
como base (Eves, 2004), (Boyer; Merzbach, 2012), (Daniel, 2012), (Veritasium em Portugués,
2023), analisamos artigos na teoria dos nimeros, especificamente nos nimeros perfeitos. O
objetivo principal desse trabalho é estudar os niimeros perfeitos, abordando seus aspectos
histéricos, propriedades e caracterizagdo, com énfase no teorema de Euclides-Euler e
na relacao entre ntimeros perfeitos pares e primos de Mersenne. E tem como objetivo

especifico, apresentar aspectos histéricos relacionados ao estudo dos niimeros perfeitos,
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conceitos basicos de teoria dos nimeros, estudar as func¢oes aritméticas relacionadas a
soma dos divisores, apresentar e demostrar o teorema de Euclides-Euler, relacao dos
numeros perfeitos com os primos de Mersenne, apresentar propriedades e representacoes
dos ntimeros perfeitos pares, discutir os nimeros perfeitos impares, também questoes em
aberto relacionadas aos nimeros perfeitos. A escolha desse tema foi o interesse em teoria
dos nuimeros, em destaque pelos niimeros perfeitos e sua parte histérica que mesmo sendo
um tema que vem sendo estudado desde da antiguidade ainda existem assuntos em aberto,
além da sua ligacao com os primos de Mersenne, despertou o interesse em aprofundar seu

estudo e compreender suas principais propriedades.

Para isso, no primeiro capitulo relembramos conceitos de divisibilidade, nimeros
primos, teorema fundamental da aritmética, primos de Mersenne e definicao de niimeros

perfeitos.

No segundo capitulo descrevemos o que ¢ um funcao aritmética, estudamos
especificamente a fungio o(n), que fornece a soma dos divisores positivos de um inteiro n,

e fazemos uma conexao com os nimeros perfeitos.

No terceiro capitulo apresentamos a prova do teorema de Euclides-Euler que serviu
de base para encontrar novos numeros perfeitos e apresentacao dos 5 tltimos nimeros

perfeitos encontrados pelo projeto GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search).

No quarto capitulo falamos um pouco sobre o que é o projeto GIMPS e como ele
funciona. Um fato curioso e histérico que todo niimero perfeito ¢ um ntimero triangular e
também um ntimero hexagonal, também que todo nimero perfeito par, exceto o 6, pode
ser escrito como a soma dos cubos dos primeiros ntimeros impares consecutivos e nesse
capitulo também vamos ver a representacao binaria dos ntimeros perfeitos e uma breve

citacdo sobre os nimeros perfeitos impares.
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2 CONCEITOS BASICOS

Nesse capitulo apresentamos as defini¢oes e resultados basicos que serao utilizados
para discutir os conceitos e resultados no decorrer do trabalho (divisibilidade, primos,
teorema fundamental da aritmética, primos de Mersenne e nimeros perfeitos). Foram
utilizadas como referencias os textos (Hardy; Wright, 1960), (Castro, 2010), (Filho, 1981),
(Santos, 2020).

2.1 DIVISIBILIDADE

A divisibilidade desempenha um papel fundamental na Teoria dos Nimeros, tendo
um papel de grande importancia nos estudos das propriedades dos niimeros inteiros. E a

partir desse conceito, estabelecer resultados importantes em relagdo aos niimeros primos.

Definicao 2.1. Se a e b sao inteiros, dizemos que a divide b, denotamos por a|b, se existir

um inteiro ¢ tal que b= a-c. E equivalente dizer que b é um multiplo de a.

Exemplo 2.2. Como 10 =2 x 5, podemos dizer que 2|10 e 5|10, ou seja, 2 e 5 sdo divisores
de 10.

Se a nao divide b, denotamos a1 b. Por exemplo, temos que 5/10 mas 101 5.

Proposicao 2.3. Se a, b e ¢ sao inteiros, alb e blc, entdo alc.

Demonstragio. Como alb e b|c, entdo existem inteiros k e m, tal que b=k-a e c=m-b.
Substituindo b na equacao ¢ =m-b vamos obter a seguinte equa¢do ¢ =m-k-a, como

m -k é inteiro implica que ac.

Exemplo 2.4. Como 2|8 e 8|40, entao 2|40.

Proposicao 2.5. Sea|b eceZ, comc#0, entio ac | bc.

Demonstra¢io. Como alb, entdo b = ka. Multiplicando tudo por ¢ € Z, temos que bc = kca

implica ac|be O

Proposicao 2.6. Sea|b ealc, entio a|(b+c).

Demonstragio. Se alb e alc, entao existem k e m inteiros tal que b = ak ¢ ¢ = am. Somando

essas duas equagoes vem b+ c = ak +am = a(k+m), assim alb+ c. O
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Proposicao 2.7. Se a,b,c,m,n€Z, c|a eclb, entio c| (ma+nb).

Demonstragio. Se cla e c|b, entao existem k e  inteiros tal que a = ck e c+bq. Multiplicando
as duas equagoes por m e n respectivamente obtemos ma = mkc e nb = ngc. Somando as

duas equagoes vem ma+nb = (mk + nq)c, isso implica que c|(ma +nb). ]
Exemplo 2.8. Como 3|15 e 3|42, entao 3|(8 x 15— 7 x 42).

Teorema 2.9. A divisao tem as sequintes propriedades:

(1) n|n

(ii) d|n=ad|an

(iii) ad|an ea#0=d|n
(iv) 1|n

(v) n|0

(i) d|n en0=|d < |n]
(vii) d|n en|d=|d =|n|

(viii) d|m ed#0=(n/d)|n

2.2 NUMEROS PRIMOS

Os nimeros primos vem sendo estudados desde da Grécia antiga entre os gregos e
principalmente na escola pitagérica (aprox. 500 - a.C.), fundada por Pitdgoras de Samos (c.
570-495 a.C.) foi um filésofo grego que fez importantes contribuigoes para a matemaética,
a astronomia e a teoria da musica. O teorema hoje conhecido como teorema de Pitagoras
ja era conhecido pelos babilonios mil anos antes, mas ele pode ter sido o primeiro a

demonstra-lo.
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Figura 2.1 — Pitagoras de Samos (c. 570-495 a.C.).
Fonte: Adaptado de O’Connor e Robertson (MacTutor History of Mathematics Archive).

Os pitagoricos Foram os primeiros a estudar o que tinha por tras desses ntimeros.
Um marco importante acerca dos niimeros primos foi a publicacdo de Euclides do seu
livro IX dos elementos que ele faz uma demostragao que existem infinitos nimeros primos.

Abaixo vamos fornecer a defini¢cdo formal de um nimero primo.

Definicao 2.10. Dizemos que um numero inteiro p > 0, ¢ um ntimero primo se, p possui

exatamente dois divisores positivos: p e 1.
Exemplo 2.11. 2, 3, 5, 7 e 11 sd@o nimeros primos.

Definicao 2.12. Um nimero inteiro >1 que tem mais que dois divisores positivos é

chamado de nimero composto.
Exemplo 2.13. 4, 6, 8 e 9 sao nimeros compostos.

Observagao 2.14. O niimero 1 nao é primo e nem composto. O nimero 2 é o nico nimero
par que também é primo.
Observagao 2.15. Se p e ¢ sdo primos e p | ¢, entdo p=q. Se p é um primo e p{a, entdo

mde(p,a) =1

Demonstra¢io. Como mde(a,p) =d=d|p e d|a, como p é um nimero primo e d | p,

entdo d =1 ou d = p. Temos que d =1 porque p{a por hipdtese. Portanto, (p,a) =1 O

Se n é um numero composto, entdo vai existir um divisor n; de n, tal que ny # 1

e n1 #n. Assim, vai existir um ng tal que n=nins, com 1 <n;<nel <ng<n.

Proposigao 2.16. Sejam a,b e p numeros inteiros, Se p € primo e p | ab, entdo p | a ou

p | b. Demostragao disponivel em (Cruz, 2013).
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Corolario 2.17. Se p,p1,p2,...,pn SG0 numeros primos e, se p | p1-pa----pp, entdo

p=p;, para algum i =1,2,....,n. Demostragio disponivel em (Cruz, 2013).

2.3 TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

O Teorema Fundamental da Aritmética (TFA) tem um papel importante na teoria
dos niimeros, pois reduz os problemas envolvendo os inteiros aos niimeros primos. Porque
todo niimero inteiro maior que 1 pode ser decomposto em uma fatoragao tnica de primos,
assim a partir dessa fatoracao facilitando o estudo de muitas propriedades aritméticas,
principalmente no estudo das fung¢oes aritméticas e na descricdo dos niimeros perfeitos
que vai ser apresentado posteriormente. A prova do Teorema Fundamental da Aritmética
foi fornecida por Euclides de Alexandria, nos livros Os Elementos. Especificamente no
livro 9, proposicao 14. Mas a sua primeira demonstracao matematica completa e rigorosa
foi feita por Carl Friedrich Gauss em 1801, ano em que publicou formalmente a prova no
seu livro [Disquisitiones Arithmeticae]. Euclides de Alexandria (325 a.C - 265 a.C) foi um
matematico grego mais conhecido por seu tratado sobre geometria: O livro Os Elementos,

influenciou o desenvolvimento da matematica ocidental por mais de 2000 anos.

Figura 2.2 — Euclides (c. 325265 a.C.).
Fonte: Adaptado de O’Connor e Robertson (MacTutor History of Mathematics Archive).

Defini¢ao 2.18. Todo nimero inteiro n > 1 ou é primo ou pode ser escrito de maneira

Unica com um produto de ntimeros primos.

Demonstragio. Vamos utilizar indugdo em n. Se n é primo (inclui n = 2), o resultado
segue. Nossa Hipdtese de Inducao (H.I.) diz que vamos supor que o resultado vale para
todo natural menor do que n. Agora vamos mostrar que vale para n. Como ja fizemos
para n primo, agora vamos considerar para n composto. Segue entao que n = ning,

com 1 <nj;<nel<ny<n. Pela (H.I.), existem primos pi,...,pr € q1,...,qs tais
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que ny =pi...pr € N2 =4qi...q¢s. LOGO, N =n1no =p1...Prq1...qs. Assim, fica provada a

existéncia da decomposi¢do em nimeros primos.
Agora vamos provar a unicidade da fatoracao.

Se o niimero ja é primo, o resultado ja fica provado, pois a decomposicao é apenas
o proprio nimero. Para o caso geral, vamos supor que n possua duas decomposigoes, tais
que n=pi...pr € N =gq1...qs, €M qUe 0 P; € 0s ¢; sao numeros primos. Nesse caso, temos
que p1 | ¢1...¢gs. Pelo corolario ja citado, segue que p; = ¢; para algum j. Podemos supor,
sem perda de generalidade, que g; é ¢1. Assim, temos a igualdade p1ps...pr =p1g2...¢s,
o que implica em p2...p, = ¢@2...qs. Como o produto ps...p, é menor do que n, pela
Hipétese de Indugao (H.1.), temos que 7 —1=s—1 e que os primos p; e g; sdo iguais aos
pares para ¢ = 2,...,r. Logo, conclui-se que r = s e, como ja tinhamos p; = ¢q1, segue que

os primos p; e ¢; sao iguais aos pares para todo i =1,2,...,r. O

O teorema a seguir generaliza o TFA para todos os inteiros exceto paran # —1,0, 1,
com uma diferenca para os inteiros positivos a presenca de =+, mas mantendo a unicidade
da fatoragdo em primos, esse sera o a notac¢ao utilizada para demostra¢oes nas proximas

secoes.

Teorema 2.19. Dado um inteiro n # —1,0,1 existem primos p1 < ... <p, € aq,...a, € N*,

univocamente determinado, tais que n = £p{t...pir.

Exemplo 2.20. Para n =120 =23-3' .51, Para n = —45 = —32.5'. Para n = 3600 =
24.3%.52,

Ao longo do trabalho sera de grande destaque ntimeros da forma 2" —1. Os
nimeros dessa forma tém um papel bastante importante para caracterizar os nimeros
perfeitos, especialmente no teorema de Euclides-Euler que apresentamos posteriormente.
Antes de introduzir os Primos de Mersenne fazemos um breve estudo desses ntimeros,
apresentar propriedades importantes e mostrar a importancia deles para apresentar os

numeros perfeitos.

Analisando os primeiros nimeros da forma 2" — 1, com m inteiro positivo, ob-
servamos um padrao que indica a primalidade dos nuimeros da forma 2™ —1 com m

primo.

Exemplo 2.21. Para m = 2, temos que 2° — 1 = 3, que é primo. Para m = 3, temos que
23 —1 =7, que é primo. Para m = 5, temos que 2° —1 = 31, que é primo. Para m =7,

temos que 27 —1 =127, que é primo.
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De fato, o resultado a seguir mostra que a tnica forma de 2" — 1 ser primo é se

m o for.

Lema 2.22. Se 2™ —1 ¢ primo, entdo m é primo.

Demonstrag¢io. Vamos supor que m é composto, entao ele serd da forma m = a-b, com

a,b>1.
2 —1=2%—1= (20 —1=(2°—1) (2" + (2" +--- + (2) +1) (1)

Agora, para que 2" — 1 seja composto nenhum dos fatores acima deve ser igual a 1.

e Para 2*—1: Como a > 1, entdo 2 —1 > 3.

e Agora analisando o segundo fator, como b > 1 e o segundo termo ja tem o 1 na sua

composi¢ao, entao ele é estritamente maior do que 1.

Portanto, como 2" — 1 foi escrito como produto de dois niimeros maiores que 1, ele é

composto. Por contrapositiva, se 2™ — 1 for primo m é primo. O]

No entanto, ao se perguntar se a volta é valida, a resposta é negativa. O exemplo

a seguir mostra que nem todos os nimeros da forma 2™ — 1 com m primos sdo primos.
Exemplo 2.23. Consideremos m = 11. Assim 2! — 1 = 2047 = 23 x 89, que é composto.

Portanto, m primo nao implica necessariamente que 2" — 1 seja primo.

2.4 PRIMOS DE MERSENNE

Marin Mersenne (1588 - 1648) foi um monge francés mais conhecido por seu papel
como intermediario na correspondéncia entre filésofos e cientistas eminentes e por seu

trabalho na teoria dos ntmeros.

Figura 2.3 — Marin Mersenne (1588-1648).
Fonte: Adaptado de O’Connor e Robertson (MacTutor History of Mathematics Archive).
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Em 1644 Publicou o trabalho Cogitata Physico-Mathematica onde ele fala de
numeros perfeitos e fala sobre os niimeros da forma 2P — 1, apresentando outros ntiimeros
dessa forma diferente dos que ja eram conhecidos por Nicomaco de Gerasa que eram o
6,28,496 e 8128. Assim surgindo a Conjectura de Mersenne, onde ele achava que 2P —1 é
primo para p = 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257. Mersenne cometeu erros 67 e 257 nao sao
primos e esqueceu também de mencionar 61,89 e 107. Encontrar um primo de Mersenne é
encontrar o préximo nimero perfeito, pois todo nimero perfeito par tem um primo de

Mersenne nos seus fatores.

Definicao 2.24. Os nuimeros de Mersenne sao definidos dessa forma

M,=2"—1

Se M, for primo, ele é chamado de primo de Mersenne.

Exemplo 2.25. Para n =2, temos que 22 — 1 = 3, que é primo. Para n = 3, temos que
23 —1 =7, que é primo. Para n =5, temos que 2° — 1 =31, que é primo. Para n =7, temos

que 27 —1 =127, que também é um nimero primo.

2.5 NUMEROS PERFEITOS

Os ntumeros perfeitos é um tema bastante importante na teoria dos niimeros e é o
tema principal desse trabalho, desde da antiguidade vem sendo estudado pelos matematicos
as suas propriedades e o desenvolvimento de propriedades relacionada aos seus divisores.
Aqui apresentamos a definicdo de niimeros perfeitos, deficientes e abundantes e alguns

exemplos para entender a classificagdo e uma base para o que vem posteriormente.

Definigao 2.26. Definicao: Um ntimero natural n é chamado de nimero perfeito se ele

¢ igual a soma dos seus divisores positivos, retirando o préprio n.

Definicao 2.27. Seja N um ntmero natural. Dizemos que:

e N é um numero perfeito se a soma dos seus divisores é igual a N;

e N é um numero deficiente se a soma dos seus divisores é menor do que NV;

e N é um nimero abundante se a soma dos seus divisores ¢ maior do que N.
Corolario 2.28. Se N ¢ perfeito, entao Zleé =2.

Exemplo 2.29. Tomando N =6, os divisores de 6 sao 1,2,3 e 6. Aplicando na férmula:

d\Gd 1 2 3 6
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Portanto, 6 é um nimero perfeito.

Exemplo 2.30. Tomando N =8, os divisores de 8 sao 1,2,4 e 8. Aplicando na férmula:

Z— il e
Fd 172 478

Assim, 8 é um nimero deficiente.

Exemplo 2.31. Tomando N = 12, os divisores de 12 sao 1,2,3,4,6 e 12. Aplicando na

féormulas
1 1 28

1 1 1
Z* - +o4+—="=233
d|12 2 3 4 6 12 12

Com isso, 12 é um ntmero abundante.

Nos exemplos a seguir vou trazer os 4 primeiros niimeros perfeitos conhecidos na

antiguidade e também listar os seus divisores.

Exemplo 2.32. Considere o nimero 6, cujos divisores proprios sao 1,2,3, Note que
6=14+24+3=06, logo 6 ¢ um nimero perfeito. Os divisores proprios de 28 sao 1,2,4,7,14,
assim 28 =1+2+44+ 7+ 14 = 28 e portanto 28 é um nimero perfeito. Os niimeros perfeitos
seguintes sao: 496, cujos divisores préprios sao 1,2,4,8,16,31,62,124 e 248, também o
numero perfeito 8128 cujos divisores sao 1,2,4,8,16,32,64,127,254,508,1016,2032 e 4064.

Observagio 2.33. Percebemos que os niimeros perfeitos apresentados vao ficando cada vez
maiores, tornando inviavel listar todos os seus divisores com a aparicao de niimeros cada
vez maiores. Nicomaco de Gerasa ja tinha observado esse comportamento, que conjecturou
que cada novo nimero perfeito possuiria exatamente um algarismo decimal a mais que o
anterior. Porém, s6 ¢é valida para os 4 primeiros niimeros e nao ¢ valida para geral. Pois, o

5° nuimero perfeito é 33550336 e ele tem 8 digitos.
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3 FUNCOES ARITMETICAS

As funcgoes aritméticas desempenham um papel fundamental na Teoria dos Nu-
meros, pois permitem descrever propriedades importantes do inteiros positivos por meio
de fungoes definidas sobre eles. Neste capitulo apresentamos algumas fungoes aritméticas
classicas, com destaque para a fun¢ao soma dos divisores, denotada por o(n), que serd a
principal ferramenta utilizada na caracterizacao dos nimeros perfeitos. Além disso, intro-
duzimos o conceito de funcao aritmética multiplicativa, essencial para o desenvolvimento

dos resultados apresentados nas secoes seguintes.

Definicao 3.1. Uma funcao aritmética é uma funcao cujo dominio é o conjunto dos
numeros naturais, f: N — X, onde X é um subconjunto de C. Utilizaremos apenas o caso

em que X =7Z.

A ideia das fungoes aritméticas é que o valor de f(n) forneca alguma propriedade

aritmética de n. Vejamos alguns exemplos que ilustram o conceito de funcao aritmética.

Definigao 3.2. A funcao 7: N — Z ¢é definida por
7(n) = quantidade de divisores positivos de n
Exemplo 3.3. Calculemos 7 para alguns ntimeros.
7(6) = #{1,2,3,6} =4
(7) = #{1,7) =2
7(16) = #{1,2,4,8,16} =5
Observe que p é primo se e somente se 7(p) = 2. De fato, por defini¢ao, primos

sao os unicos inteiros positivos que possuem apenas dois divisores positivos distintos, 1 e o

proprio ntmero.



29

124 . . LI}

T T T T T
20 40 60 80 100

Figura 3.1 — Grafico da fungao 7.
Definicao 3.4. Seja n € N. A fun¢do de Euler é a funcao
p:N—= N,

definida por
pn)={keN:1<k<ne mde(k,n)=1},

em que |A| denota o nimero de elementos do conjunto A.

Leonhard Euler (1707 - 1783) foi um matematico suigo que deu enormes contribu-
icoes a uma ampla gama de areas da matematica e da fisica, incluindo geometria analitica,

trigonometria, geometria, calculo e teoria dos niimeros.

Figura 3.2 — Leonhard Euler.
Fonte: Adaptado de O’Connor e Robertson (MacTutor History of Mathematics Archive).

A funcao "phi” denotada por ¢(n), fornece a quantidade de inteiros positivos

menores ou iguais a n que sao coprimos com n.
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Exemplo 3.5. ¢(6) =2, pois apenas 1 e 5 sdo coprimos com 6.

Observagao 3.6. Nota-se que ¢(1) =1, pois o unico nimero natural menor ou igual a 1 é

ele mesmo e ainda mdc(1,1)= 1

1000 , ,

800 |- 20 A

600 |- f' © et e '.-." —

p(n)

400 -

ool
%t . e
o, .
% e -

.

200 [~

|
600 800 1000

Figura 3.3 — Os primeiros mil valores da func¢io ¢(n).

Fonte: Adaptado de Battiston (2009).

Apresentamos agora a fungao o e uma generalizacdo, a funcao o}, que, por definicao,
estao intimamente relacionadas a caracterizagao e ao estudo das propriedades dos niimeros

perfeitos.

Definicao 3.7. Seja n € N. A fun¢do soma dos divisores é a funcao
o:N—N,

definida por

U(n) = Zd>

dn

em que a soma ¢é tomada sobre todos os divisores positivos de n.

Exemplo 3.8. Os divisores positivos de 6 sdo 1,2,3 e 6. Portanto, o(6) = 1+2+3+6 =12.
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Figura 3.4 — Gréfico da funcdo soma dos divisores o(n) para 1 <n < 250.
Fonte: Inductiveload (2007).

Abaixo tem a comparacao dado um determinado nimero n aplicando em cada
um das fungoes os valores sao destintos de acordo com a caracteristica de cada funcao

aritmética.

Tabela 3.1 — Valores de algumas fungoes aritméticas

n | 7(n) | o(n) | ¢(n)
2 2 | 3 | 1
30 2 | 4 | 2
40 3 | 7 | 2
50 2 | 6 | 4
6| 4 | 12 | 2

Fonte: Elaboracao prépria

Observa-se que cada uma dessas fungoes destaca uma caracteristica distinta dos
nimeros naturais. A fungao 7(n) fornece a quantidade de divisores positivos de n, a fungao
o(n) fornece a soma desses divisores e a fungdo ¢(n) indica a quantidade de inteiros
positivos menores ou iguais a n que sdo coprimos com n. Dentre elas, a fungao o(n) tera
papel central neste trabalho, pois permite caracterizar os ntimeros perfeitos através da

relagao o(n) = 2n.

A propriedade a seguir é uma caracteristica importante de algumas funcoes
aritméticas, pois auxiliam no célculo da funcao para um dado n sabendo apenas a fatoracao

de n e o valor da fun¢do em poténcias de primos.
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Definicao 3.9. Uma fungao aritmética f é dita multiplicativa quando f(m,n)= f(m)-(n)

sempre que (m,n) = 1. Vejamos algumas fungoes multiplicativas importantes.

As fungoes 7(n), o(n) e ¢(n) sdo exemplos importantes de fungdes aritméticas
multiplicativas. Em particular, a multiplicatividade da fungao o(n) serd fundamental para
a demonstragao do Teorema de Euclides-Euler. Estudaremos a seguir uma generalizacao

da fungao o.

Defini¢ao 3.10. Seja n um ndmero inteiro positivo. Define-se a fungao aritmética oy (n)

como a soma das k-ésimas poténcias dos divisores positivos de n, dada por, ou seja:

op(n) =Y d". (2)
din

a, ag

Proposicao 3.11. Seja n=p|'py*---p" a decomposi¢io de wm nimero inteiro n > 2 em

fatores primos distintos, onde os «; sao inteiros positivos para cada i =1,...,7. A funcao

soma das poténcias k dos divisores, denotada por or(n), é dada por

pMHﬂk—lpyﬁﬂk—l pgﬁnk_l

1
Or\n)— el 3
T P ?

Demonstragio. Observemos primeiramente que se p é primo, os divisores de positivos de

p® sao da forma:

2 a—1 «
17p7p Y 4 D (4>
Os divisores de p{* sdao 1,p1,...,p7"; os de p5? sdo 1,pe,...,p5? e, analogamente, os divisores
de p& sao 1,py,...,p¢. Como os divisores de n = p*...p2" sdo quaisquer produtos desses

divisores, a soma de todas as k-ésimas poténcias dos divisores de n é dada da seguinte

maneira:

k k r
ok(n) = (L4py 4+ pT) X (L p5 4o 952 ) x o x (L pf oo pr).

Mas esse somatério ¢ o produto de somas de termos de Progressdes Geométricas (P.G.)
finitas, onde cada fator possui o primeiro termo igual a 1 e a razao pf, parai=1,...,r.
Vale lembrar que a soma de uma P.G. finita é da seguinte forma:
mm—l—l -1

l+z+a® 4 +a™=

rx—1

Logo, ao aplicarmos essa propriedade em cada fator, obtemos:

p$ﬁﬂk_1 pyﬁﬂk_l ppﬁnk_l

X...X
-1 k-1 -1

Uk<n) =
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Em particular para £ =1,

(1+1) 1 (o2+1) 1 (or+1) 1
al(n):p1 w P2 NPT —— (5)
p1—1 p2—1 pr—1

Vale observar que essa é a formula para calcular a soma dos divisores positivos de

n.

Exemplo 3.12. Aplicando a formula para n =7, temos:

_72—1_49—1_48_8
7-1 6 6 6

71+1 -1
o(7) =

Para n =6 = 2! x 3!, temos:

21—!—1_1 31—!—1_1

Para n =28 =22 x 7!, temos:

22+1_1 71+1_1

Corolario 3.13. Se (m,n) =1, entio c(m-n)=oc(m)-o(n).

Demonstra¢io. Tomando m e n dois inteiros positivos tal que mde(m,n) =1. Se m =1

ou n = 1, entao aplicando nas func¢oes vamos obter:
o(m,n) = a(m)o(n)

Agora supondo
]«

n=pmp; p22p‘;¥7“22

m=ql'g g > 2,

em que os p;s e 0s ¢;s sao nimeros primos e oy, §; € N*, para todo i e j. Como mdc(m,n) =1,

todo p; ¢ diferente de todo g;. Logo,

b1 P2 al Qo o

m-n=qi qs ~~q§5><p1 Po” Dy

e assim, pela proposicao anterior, temos:

ar+1 1

+1 X +1
b1 1 Sﬂ+1_1 artl 4 o

a(m,n):qlix...x w D1 X ... X

g1 —1 gs—1 p1—1 pr—1
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Portanto, fica provado que o(n) é uma fungao aritmética multiplicativa.

Exemplo 3.14. Calculemos o valor da funcao o de acordo com a féormula obtida.

Para o(12) =22 x 31 = 21 8701 _ 98
Para ¢(20) = 5! x 22 = 8= 201 — 6 7= 42,
E também para o(496) = 24 x 311 = 20-=1 5 8L =1 _ 37, 39— 992,

2-1 31-1

Como definimos no primeiro capitulo que um nimero é perfeito se ele é igual a
soma dos seus divisores proprios (todos os divisores exceto ele mesmo). Como a fungao

o(n) inclui o préprio n na soma, a condigdo para um nimero ser perfeito passa a ser:

o(n) = (divisores positivos préprios) +n = 2n

Essa formula vai facilitar o estudo sobre niimeros perfeitos, ja que vai ser usada

para calcular a soma de todos os divisores positivos de um nimero n.
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4 TEOREMA DE EUCLIDES-EULER

Nesse capitulo apresentamos a caracterizacao dos nimeros perfeitos pares a partir
do teorema de Euclides-Euler. Inicialmente, apresentando o método proposto por Euclides
para a construcao dos numeros perfeitos pares. Depois apresentaremos o teorema de
Euclides-Euler, que determina que todo perfeito par pode ser escrito dessa forma. E um
teorema bastante importante para teoria dos nimeros que estabelece a relagao dos nimeros
perfeitos pares com os primos de Mersenne. As referéncias utilizadas para a construcao
desse teorema foram: (Gomes; Costa; Santos, 2008), (Brandao, 2021), (Cruz, 2013), (Voight,
1998), (Canal da Algebra Abstrata, 2021), (Numberphile, 2015).

Por volta de 300 a.C. Euclides descreveu esse padrao que forma os ntmeros
perfeitos pares, comecando do niimero 1 e dobrando ele. Vamos apresentar uma lista de

passos:

1. Escolha um inteiro positivo n.

2. Calcule a soma
1424224421

3. Verifique se essa soma é um ntimero primo.
4. Se a soma for um nimero primo, multiplique-a por 2"~ 1.

5. O ntmero obtido serd um nimero perfeito.

Vamos mostrar alguns exemplos:

Exemplo 4.1. Tomando n = 2, temos: 1+ 2! =3 é primo. Multiplicando por 2271 =2,

assim 3 X 2 =6 que é um ntmero perfeito.

Exemplo 4.2. Tomando n =3, temos: 142! 422 =7 ¢ primo. Multiplicando por 2371 =4,

assim 7 x 4 = 28 que é um numero perfeito.

Exemplo 4.3. Tomando n = 4, temos: 1+ 2! 422+ 23 = 15 nao é primo. Entdo, nio

podemos obter um niimero perfeito par.

Exemplo 4.4. Tomando n =5, temos: 1+ 2" +22 423424 = 31 ¢ primo. Multiplicando

por 2971 =16, assim 31 x 16 = 496 que é um ntmero perfeito.
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Os exemplos anteriores mostram que os niimeros perfeitos obtidos pelo método de

Euclides podem ser obtidos da seguinte maneira:

o 28=(1+2+4)-22

o 496=(1+2-+4+8+16)-2*

Observe que a soma
1+2t 422 4. 4 on L

corresponde aos termos de uma progressao geométrica de razao 2. Assim, utilizando a

formula da soma dos termos de uma progressao geométrica, temos:
1428422 . pon2ponl—on_q

Portanto, substituindo essa soma na expressao utilizada para a construcao dos niimeros
perfeitos pares, obtemos = (2P —1)-2P~!. Que é exatamente a forma apresentada por

Euclides para a construcao dos niimeros perfeitos pares.

Os naturais 6,28,496 e 8128 eram os unicos numeros perfeitos conhecidos na
antiguidade esses nimeros aparecem por volta de 300 a.C no livro Os elementos de

Euclides. Mas desde de entdao a busca por novos ntimeros perfeitos ainda continua.

Vale observar que os niimeros perfeitos pares conhecidos até o momento tem os

primos de Mersenne em sua composi¢ado que provaremos na se¢ao seguinte.

Os Primos de Mersenne que sdo da forma 2" — 1, assim multiplicando por 271
gerando os niimeros perfeitos que sdo da forma 2"~1(2" — 1) que é o Teorema de Euclides-
Euler. Por volta de 300 a.C. Euclides demostrou a primeira parte do Teorema na sua obra
“Os Elementos” (no livro IX). J4 a segunda parte (reciproca) foi provada por Leonhard
Euler, mostrando que todo nimero perfeito par tem a forma de Euclides. Era um problema

de 1600 anos que estava em aberto.

As referéncias utilizadas foram (Gomes; Costa; Santos, 2008),

Teorema 4.5 (Euclides-Euler). Sejam p um nimero primo e n=2P~1(2P —1), onde 2P — 1

¢ um primo de Mersenne. Entao n é par e perfeito.

Demonstragdo. Suponha que n = 2p_1(2p —1), onde 2P — 1 é um primo de Mersenne. Entéo,
p>1 e com isso n é par. Agora vamos mostrar que n é perfeito, n satisfaz o(n) = 2n.

Como 2P~ é par e 2P — 1 é fmpar, temos que mdc(2P~1,2P —1) = 1. Assim temos:



37

o(n)=c2P" L (2P 1) =0(2"1) . 0(2P - 1).

Usando a féormula para a soma dos divisores de uma poténcia de primos:

olp=D+l 1 op
T R B

o271 =

Como 2P —1 é um nimero primo (Primo de Mersenne), a soma de seus divisores é

ele mais 1:
o2P-1)=(2P-1)4+1=2".

Assim,

o(n)=c(2P71).o(2P —1)

= (2p—1) .9p
=9. [210_1 (2P —1)]
=2n

Portanto, o niimero da forma n = 2P~1(2P — 1) é perfeito.

Verifiquemos agora a reciproca, isto é, se n € N* é par e perfeito, entao n =

2P=1(2P — 1), onde 2P — 1 é um primo de Mersenne.

Seja n > 0 par e perfeito. Seja 2P~! a maior poténcia de 2 que divide n, no pior dos
casos o proprio 2, pois, sendo n par, temos p—1 > 0, assim p > 1. Também vale ressaltar

que n =2P"1. b, para algum b fmpar. Assim, mdc(2p_1,b) = 1. Segue-se disso que:

o(n)=c(2P L b)=c(2P" ) -a(b) = (2P —1)-o(b).

Por hipétese temos que o(n) = 2n assim:

(2P —1)-0(b)=2n=2-2""1.p=2P.b — 2P —1|2P.b.

Como mdc(2P —1,2P) =1, temos que 2P —1 | b, portanto existe um ¢ € N, com
c < b, tal que
b=(2P-1)-¢c (1).

Substituindo (1) em (2P —1)-0(b) = 2P -b, obtemos o(b) = 2P - ¢. Somando ¢ em ambos os

lados em (1), temos:

c+b=2P-1)-c+c = c+b=(2P-1+1)-c = c+b=2P-c = c+b=0(b).
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Observe que ¢ =1, pois se ¢ # 1, entao b teria pelo menos 3 divisores distintos: 1,c e b. Se
ele tem 3 divisores distintos, entdao o(b) > 1+c+0b>b+c=0(b), que é uma contradicao.
Desse resultado e de (1), obtemos b=2P —1. E o(b) =b+1, o que implica que b é primo.
Logon=2P"1.p=2P"1(2P — 1), com 2P — 1 sendo um primo de Mersenne. Entdo p é primo
pelo Lema 2.22. O

Com a prova do Teorema Euclides-Euler, fica totalmente definida a forma dos
numeros perfeitos pares, mais precisamente, um ntmero natural é perfeito e par se, e

somente se, pode ser escrito na forma
n=2P"1(2P — 1),
em que 2P —1 é um primo de Mersenne.

A prova desse teorema define com vigor os exemplos que foram apresentados
anteriormente, indica que todo niimero perfeito par tem um primo de Mersenne em sua
composicao, o que significa que ao encontrar um primo de Mersenne consequentemente
encontrarda um numero perfeito par. Entao a busca por novos niimeros perfeitos fica

reduzida a busca por primos de Mersenne.

Todavia, ainda nao sabemos se os primos de Mersenne sao infinitos ou nao, com
isso permanece em aberto a existéncia de infinitos nimeros perfeitos pares. Até o presente
momento todos os nimeros perfeitos conhecidos foram obtidos a partir de primos de

Mersenne.

Abaixo apresentamos uma tabela com os tltimos 5 nimeros perfeitos conhecidos,
juntamente com os primos de Mersenne que lhes associados, descobertos com a ajuda do
projeto GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search) que apresentamos no capitulo
seguinte, foi responsavel pela descoberta dos maiores primos de Mersenne conhecidos,

sendo assim, encontrando os maiores nimeros perfeitos conhecidos.

Tabela 4.1 — Ultimos 5 Ntmeros Perfeitos descobertos pelo projeto GIMPS.

Ordem Data Niumero de Mersenne (1,) | Nimero Perfeito Correspondente
48° 25/01/2013 257.885.161 -1 257.885.160(257.885.161 _ 1)
49° 07/01/2016 274.207.281 -1 274.207.280(274.207.281 _ 1)
502 26/12/2017 277.232.917 -1 277.232.916(277.232.917 _ 1)
512 07/12/2018 282.589.933 -1 282.589.932(282.589.933 _ 1)
590 12/10/2024 2136.279.841 1 2136.279.840(2136‘279.841 _ 1)

Fonte: (Great Internet Mersenne Prime Search, 2026)

Vimos que o tltimo nimero perfeito encontrado é dado por 2136'279'840(2136'279'841 —

1), uma curiosidade é que ele possui mais do que 82 milhdes de digitos decimais. Se fosse
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impresso em um livro com cerca de 3.500 digitos por pagina, ocuparia aproximadamente
23 mil paginas.

Grafico de distribuicao dos nimeros primos de Mersenne encontrado pelo GIMPS.

Date of discovery vs. exponent size
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Figura 4.1 — Evolugao do expoente dos primos de Mersenne descobertos ao longo dos anos

Observa-se um crescimento significativo dos maiores expoentes encontrados,
impulsionado pelo projeto GIMPS.

Fonte: (Great Internet Mersenne Prime Search, 2026)
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5 DISCUSSOES GERAIS

Nesse capitulo trouxemos algumas discussoes que envolvem os nuimeros perfeitos
pares, falamos sobre o projeto GIMPS que estd em atividade até os dias de hoje, relagao
dos ntimeros triangulares e hexagonais com ntimeros perfeitos, também sobre todo niimero
perfeito par, exceto o nimero 6, pode ser escrito como a soma dos cubos dos primeiros
nimeros impares consecutivos e a representacgao binaria desses niimeros e uma breve

citacao sobre os perfeitos impares.

5.1 PROJETO GIMPS

(Great Internet Mersenne Prime Search, 2026), é um projeto colaborativo de
voluntéarios que utilizam software gratuito para buscar niimeros primos de Mersenne. O
GIMPS foi fundado em 1996 por George Woltman. O projeto foi tao relevante que em
novembro naquele mesmo ano foi encontrado um primo de Mersenne. Era muito eficaz o
sistema no comeco, mas com o passar do tempo criou-se a necessidade de melhorar cada

vez mais, para conseguir mais avancos.

Desde a sua concepcao até 2018, o projeto baseou-se principalmente no teste de
primalidade de Lucas-Lehmer (LL) que foi fornecido pelos mateméticos Edouard Lucas
e Derrick Henry Lehmer. Edouard Lucas (1842 - 1891) foi um matemético francés mais
conhecido por seus resultados na teoria dos nimeros. Ele estudou a sequéncia de Fibonacci

e desenvolveu o teste para ntimeros primos de Mersenne, ainda utilizado atualmente.

J—
.

Figura 5.1 — Edouard Lucas (1842-1891).
Fonte: Adaptado de O’Connor e Robertson (MacTutor History of Mathematics Archive).

Derrick Henry Lehmer (1905 - 1991) foi um matematico americano que trabalhou

na area da teoria dos nimeros e, em particular, generalizou o teste de Lucas para niimeros
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primos de Mersenne. O teste é um algoritmo especializado para testar primos de Mersenne

e particularmente eficiente em arquiteturas de computadores binarios.

Figura 5.2 — Derrick Henry Lehmer (1905-1991).
Fonte: Adaptado de O’Connor e Robertson (MacTutor History of Mathematics Archive).

Agora vamos fazer um breve comentéario explicando como é encontrado um novo

Primo de Mersenne.

Como vimos o nimero de Mersenne tem a forma 2P — 1, devemos criar uma lista
de primos para testar, se esse primo tiver um fator diferente, entao ele nao é um primo
de Mersenne, portanto o primeiro passo é encontrar o menor fator e assim seguir para o

proximo candidato.

Se depois de muitos testes nao for encontrado um fator, o niimero é testado pelo
PRP(Provavelmente Primo), se for composto, ele ndo é um primo de Mersenne. Se por
acaso depois do PRP indicar que esse candidato é provavelmente um primo, ele sera testado

novamente pelo teste de Lucas-Lehmer para verificar se é primo.

Como foi mencionado o projeto (Great Internet Mersenne Prime Search, 2026)
ainda continua em funcionamento, além da descoberta de novos primos de Mersenne,
o GIMPS também verifica os expoentes ja testados, é de bastante importancia, pois
garante que nenhum primo de Mersenne tenha sido deixado pra tras por causa de erro de

computadores.
Os marcos mais recentes e importantes sao:

8 de setembro de 2025: todos os expoentes até 77232917 foram verificados, con-

Q77232917

firmando definitivamente que —1 é o 50° primo de Mersenne conhecido. Isso
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significa que os expoentes menores que 77232917 foram verificados duas vezes, entao nao

havia outro primo de Mersenne para ser o 50°.

24 de abril de 2026: todos os expoentes menores que 140000000 haviam sido
testados pelo menos uma vez. Isso significa que para expoente p < 140000000, ja foi
verificado se é primo pelo menos um vez, mas precisa passar pelo um segunda verificacao

para confirmar.

1° de julho de 2026: todos os testes para expoentes inferiores a 81000000 foram
verificados, concluindo uma nova etapa do processo de dupla verificacao realizado pelo
projeto. Isso significa que foi passado pelo uma primeira verificagao e também por um
segundo computador para a segunda verificacao, isso da mais confiabilidade, evitando

erros de hardware, memoria ou processamento.

Tabela 5.1 — Marcos recentes do projeto GIMPS.

Data Marco
08/09/2025 | Todos os expoentes abaixo de 77232917 foram verificados,
confirmando que 27722917 _ 1 permanece como o 50°
primo de Mersenne conhecido.
24/04/2026 | Todos os expoentes inferiores a 140000000 foram testados
pelo menos uma vez, garantindo que toda essa faixa ja
foi investigada pelo projeto GIMPS.
01/07/2026 | Todos os testes para expoentes inferiores a 81000000 fo-
ram verificados por uma segunda execugdo independente,
aumentando a confiabilidade dos resultados obtidos.

Fonte: Elaboracao prépria, com dados do GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search,
2026).

Até o momento foram encontrados 52 primos de Mersenne e o maior ja encontrado

— 9136279841 _ { (

é Mi36279841 com mais de 41 milhoes de digitos), descoberto pelo GIMPS,

mas nao se sabe se sdo infinitos e a busca por novos primos de Mersenne continua.

5.2 RELACAO DOS NUMEROS TRIANGULARES E HEXAGONAIS COM
NUMEROS PERFEITOS

Os pitagoricos desde da antiguidade estudavam os nimeros figurados. Os niimeros
figurados sdo nimeros expressos como reuniao de pontos numa determinada configuracao
geométrica, isto é, a quantidade de pontos representa um nimero, e estes sdo agrupados
de formas geométricas sugestivas. Em especial, os niimeros triangulares sdo as quantidades
que formam triangulos equilateros. Os diagramas abaixo representam alguns ntimeros

triangulares.
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Férmula Geral dos ntimeros triangulares é dada por: T, = n("; 1), onde n é

um numero natural. Como ja foi mostrando o teorema de Euclides-Euler é dado por
N =2r~1.(2? —1). Tomando n = 2P — 1, temos n+ 1 = 2P. Portanto, T}, = % =
M =2r=1. (27 — 1), que é a férmula dos niimeros perfeitos pares. Assim, todo niimero

perfeito par é um ntmero triangular.

Exemplo 5.1.

Para n =3, vem T3 =

Paran =17, vem T7 = 1T+ _ og

Nicomaco de Gerasa (60 - 120) foi um dos principais membros da Escola Pitagérica,

cuja obra Introdugdo a Aritmética foi o texto padrao de aritmética por mais de 1000 anos.

Faon o]
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Figura 5.3 — Nicomaco de Gerasa (c. 60-120 d.C.).
Fonte: Adaptado de O’Connor e Robertson, MacTutor History of Mathematics Archive.

Na sua Introdugao a Aritmética, apresenta os seguintes niimeros perfeitos: 6, 28,496
e 8128, também apresenta os seguintes niimeros triangulares: 1,3,6,10,15,21,28,36,45 e

55. Podemos perceber que 6 e 28 aparecem nas duas listas, Nicomaco de Gerasa poderia
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especular que todo nimero perfeito é um ntmero triangular, mas nao fez. Porém a
proposicao de que todo nimero perfeito ¢ um nimero triangular é conhecida desde da

antiguidade, pois foi conhecido por Jamblico e, provavelmente, por Nicomaco.

Também vale lembrar que todo niimero perfeito par é um niimero hexagonal. Um
numero hexagonal é um nimero poligonal que pode ser representado na forma de um
hexagono. Todo nimero hexagonal também é um ntimero triangular, mas sé os nimeros

triangulares de ordem impar sao hexagonais.

E podem ser calculados com a seguinte férmula: H, = n(2n —1). Como ja foi
mostrando o teorema de Euclides-Euler é dado por N =2P~!.(2” —1). Tomando n = 2P~ 1,
assim, 2n—1=2.2P"1 —1 = 2P — 1, Substituindo na formula dos hexagonais: H, =
n(2n—1)=2P~1.2P — 1. Que é a férmula dos niimeros perfeitos pares. Assim, todo niimero

perfeito par é um ntimero Hexagonal.

Exemplo 5.2.
Para n =2, temos Hy =2(2x2—-1)=2(4—1)=6

Para n =4, temos Hy =4(2x4—-1)=4(8—1) =28

Aqui estdo os 20 primeiros niimeros hexagonais: 1, 6, 15 , 28, 45, 66, 91, 120, 153,
190, 231, 276, 325,3 78, 435, 496, 561, 630, 703, 780.

Proposicao 5.3. Todo niumero perfeito par, exceto o numero 6, pode ser escrito como a

soma dos cubos dos primeiros numeros impares consecutivos.

Lembrando que a soma dos primeiros m cubos impares consecutivos sao sempre
dados pela férmula m?(2-m? —1). Observando o teorema de Euclides-Euler para os
perfeitos: N =2P~1.(2P —1). Como p > 2, entdo p é impar, com isso p — 1 é par, portanto,
op=1_ (%7 . Tomando m = 2%, assim m? = 2P~1, Além disso, 2-m?—1=2.2P"1 1=
2P — 1. Substituindo essas igualdades na férmula da soma dos cubos dos impares, temos
m?(2-m? —1) =2P71. (2P —1). Que é justamente o Teorema de Euclides-Euler. Portanto,
todo nimero perfeito par maior que 6 pode ser escrito como a soma dos cubos dos primeiros

numeros impares consecutivos.

Exemplo 5.4.

28 =1%43°
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496 =13 433 + 53+ 73

8128 =13 433 4... +153

33550336 = 13+ 33 4 -+ + 2553

5.3 REPRESENTACAO BINARIA DE NUMEROS PERFEITOS

O sistema que utilizamos para representar um nimero é o sistema decimal,
base 10, que utiliza 10 algarismos (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9). Esse sistema que utilizamos foi
implementado pelos hindus e foi divulgado pelos arabes. Recordemos brevemente o seu
funcionamento: Ao escrever um inteiro positivo em sua expansao decimal, cada algarismo
representa nao o seu proprio valor, e sim seu valor multiplicado pela poténcia de 10

correspondente a posicao do algarismo. Vejamos em um exemplo.
Exemplo 5.5.

2569 =2 x10° +5x 102 +6 x 21 + 9 x 10"
=3x1000+5%x100+6x10+9x 1
= 2000+ 5004 60+ 9

E um resultado basico da aritmética elementar que todo inteiro positivo tem uma
expansao decimal inica. Mais geralmente, dado um inteiro b > 0, é possivel verificar que

todo inteiro positivo n tem uma expansao em base b dada por

n=agh®+aqg_1b¥t +---+arb' +apb, onde a; € {0,...,b—1} (6)

Dizemos que n tem representacao em base b dada por (agag_1...a1ap)y. Quando

b > 0, a convencao é utilizar letras para indicar os niimeros maiores que 9.

E agora vamos utilizar esse mesmo raciocinio para o sistema binario, que é utilizado
pelos computadores. O sistema binario equivale a utilizar a base b = 2 para representar os

numeros positivos, portanto os algarismos utilizados sao apenas 0 e 1.
Exemplo 5.6.

(78)10:64+8+4—|—2
—1x2040x2P+0x22+1x 22 +1x22+1x2"+0x2° (7)
= (1001110)
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Na tabela a seguir listamos as representacoes dos primeiros positivos no sistema

binario,

Dec. | Bin. || Dec. | Bin.
0 10 1010
1 11 1011
10 12 1100
11 13 1101
100 | 14 1110
101 || 15 1111
110 || 16 10000
111 || 17 10001
1000 || 18 10010
1001 || 19 10011

©O© 00 J O Ot = W N = O

Exibimos agora alguns exemplos demonstrando a conversao de nimeros dados em

representacao binaria para representacao decimal.

Exemplo 5.7. (1010)e =1x23 4+ 0x22+1x 21 4+0x 20 =1x8+0x4+1x2+0x 1=
84+0+4+2+0=(10)1p.

Exemplo 5.8. (1101)a =1x23 +1x224+0x 2! +1x20=1x8+1x4+0x2+1x1=
8—|—4+0+1:(13)10.

Esse sistema permite fazer operagoes logicas utilizando apenas esses dois nimeros.
E sao utilizados em sistemas digitais para codificar algarismos. O sistema binario é
amplamente utilizado em ciéncias da computacgao e eletronica, onde os circuitos digitais

operam com base nesse sistema de numeracao posicional.

Para exibir a representacao binaria de um ntmero perfeito, observamos dois

padroes:

Observacgao 5.9. Na representacao decimal dois efeitos sao facilmente observados: multiplicar
um nimero n por uma poténcia 10 da base b = 10 equivale a adicionar k zeros seguidos
ao final da representacdo decimal de n e os antecessores de uma poténcia 10* sdo da

forma 9---9 . De forma analoga, as potencias de 2 tem representagao binaria de um
k 9 seguidos
tinico digito de 1 seguida de k zeros, vale também lembrar que ao multiplicamos por 2%

acrescentamos um k digitos 0 ao final do nosso niimero.

Assim como na base 10 a poténcia de 2F também tem um antecessor, basta
multiplica por 2¥ — 1, que a representacdo escrito em binario serd uma sequéncia de k

digitos 1 consecutivos,
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Exemplo 5.10. 8 = (1000)3
Multiplicando por 2, temos: 8 x 2 =16 (1000)2 — (10000)2

Multiplicando por 4 = 22, vem: 8 x 22 = 8 x 4 = 32 (1000)3 — (100000)2

Como ja mencionamos anteriormente, se continuarmos multiplicando por poténcias

de 2 vai sempre acrescer um 0 a representacao do nimero em binario.

Agora vamos ver exemplos do antecessor das poténcias de 2

Tabela 5.2 — Representagio binaria dos niimeros da forma 2F —1.

Expressao Decimal Binario

2l 1 1 1

22 1 3 11

23 1 7 111
241 15 1111
251 31 11111
261 63 111111

Observamos que o antecessor de uma poténcia de 2¥ em bindrio é sempre uma

sequéncia de k algarismos de 1.

A representagao binaria de um ntimero perfeito é uma uniao de n digitos conse-
cutivos 1 e n — 1 digitos consecutivos 0. Pois, vale lembrar que a férmula dos ntimeros

perfeitos j4 apresentada ¢ da forma N = 2P~1.(2P —1). Exemplos na tabela:

Tabela 5.3 — Representacao Binaria de Nimeros Perfeitos.

Numero Perfeito | Representagao Binaria

6 110

28 11100

496 111110000

8128 1111111000000

33550336 1111111111111000000000000
8589869056 111111111111111110000000000000000

5.4 NUMEROS PERFEITOS IMPARES

René Descartes (1596 - 1650) foi um filésofo francés cuja obra, A Geometria
(La géométrie ), inclui sua aplicagdo da algebra a geometria, da qual deriva a geometria

analitica. Seu trabalho teve grande influéncia tanto em matematicos quanto em filésofos.
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Figura 5.4 — René Descartes (1596-1650).
Fonte: Adaptado de O’Connor e Robertson, MacTutor History of Mathematics Archive.

Em uma carta de 1638 a Mersenne, afirmou que nao havia razao para que um
numero perfeito impar nao pudesse existir. Descartes foi um dos primeiros a considerar a
existéncia de nimeros perfeitos impares, muitos autores haviam assumido implicitamente
(sem provas) que os nimeros perfeitos gerados pela construcao de Euclides abrangiam

todos os ntimeros perfeitos possiveis.

Quando Descartes estava procurando os nimeros perfeitos impares ele se deparou
com o ntimero 198.585,576,189 = 32-72-112-132.22021. (Wikipedia contributors, 2026).

Aplicando a fun¢ao o(n)

0(32)-0(7%)-0(112) - 0(13?) - 0(22021) = 2-198.585, 576,189 um niimero perfeito,

mas tem um detalhe 22021 = 192 - 61, entdo esse nimero vira:

0(32)-0(7%)-0(112)-0(13%)-0(19%)-0(61) = 4-26- 10! > 2.198.585,576,189. Assim
nao é um numero perfeito, esses nimeros que sao proximos de numeros perfeitos sao

chamados de parddias que sao os numeros de Descartes.

Até hoje nao se sabe da existéncia de niimeros perfeitos impares, também nao foi
provado se existe ou nao. Apesar de ser um grande mistério a existéncia desses nimeros,
muitos matematicos ainda continuam trabalhando tentando encontrar solucoes. O proprio
Euler provou um teorema que mostra a forma dos ntimeros perfeitos impares, se existem,

tem que ter essa forma

n=np"-m-.

Hoje em dia com a ajuda dos computadores e cédlculos demorados, ja se foi

comprovado que nenhum niimero impar menor que N > 1010 & perfeito. (Ochem; Rao,
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2012) Além disso, diversas outras condigoes necessarias para que um impar seja perfeito

existem, por exemplo:

o N ndo é divisivel por 105, (Kiithnel, 1950)
« A maior poténcia prima p a que divide N é maior que 1092, (Ochem; Rao, 2012)

e N tem pelo menos 101 fatores primos e pelo menos 10 fatores primos distintos,
(Ochem; Rao, 2012)

o se 3 nao divide N, entdo N tem pelo menos 12 fatores primos distintos. (Nielsen,

2015)
Em 1888, Sylvester afirmou:

...uma meditacao prolongada sobre o assunto me convenceu de que a
existéncia de um Unico nimero perfeito impar desse tipo — sua fuga,
por assim dizer, da complexa teia de condigdes que o cercam por todos
os lados — seria pouco menos que um milagre. (SYLVESTER, 1888).

Desde de Euler matematicos vem criando condigoes para a existéncia desses
nimeros que vai ficar tao restrito que nao vao existir. Na tabela a baixo vemos as

tentativas computacionais de encontrar esses tais nimeros.

Tabela 5.4 — Limites inferiores para a existéncia de niimeros perfeitos impares.

Autor(es) Ano | Limite
Kanold 1957 | 10%°
Tuckerman 1973 | 1035
Hagis 1973 | 10°°
Brent e Cohen | 1989 | 101V
Brent et al. 1991 | 1039
Ochem e Rao 2012 | 10100

Fonte: Adaptado de (Ochem; Rao, 2012).
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6 CONSIDERACOES FINAIS

De modo geral, este trabalho teve como objetivo apresentar os principais aspectos
da teoria dos nimeros perfeitos, abordando seu desenvolvimento histérico, suas proprieda-
des, sua caracterizacao por meio do teorema de Euclides-Euler, sua relagdo com os primos

de Mersenne e os principais resultados conhecidos sobre os ntimeros perfeitos impares.

Inicialmente foi abordado um estudo historico com a contribuicao de varios
matematicos, Euler, Euclides, Mersenne, Descartes, Gerasa e os demais que contribuiram
para a construc¢ao dos nimeros perfeitos pares. Observamos que os estudos nesse tema

vem desde dos estudos de Pitdgoras por volta de 540 a.C até a atualidade.

O principal objetivo deste trabalho foi alcancado ao apresentar os fundamentos
tedricos dos ntimeros perfeitos, evidenciando sua caracterizagao por meio do teorema de
Euclides-Euler e sua relagao com os primos de Mersenne, além de discutir os avancos e os
desafios relacionados aos niimeros perfeitos impares, também observamos que a busca por
novos perfeitos pares, limita-se a busca por novos primos de Mersenne, vimos a ligacao
com outros temas da mateméatica que todo niimero perfeito par é um nimero triangular,
hexagonal e que todo niimero perfeito par, exceto o 6 pode ser escrito como soma dos

cubos dos primeiros nimeros impares consecutivos.

Vale destacar os numeros perfeitos impares, percebe-se que apesar de diversos
resultados ao longo de séculos, ainda nao conseguimos caracterizar como é formado os
nimeros perfeito impares, também nao conseguimos encontrar nenhum até o momento,
nem mesmo sabemos da existéncia deles, apesar de ter limites inferiores conhecidos e
diversas restri¢coes para os niimeros perfeitos impares, sua existéncia ainda segue sendo

um mistério.

Também apresentamos o projeto (Great Internet Mersenne Prime Search, 2026), o
principalmente responsavel pelas descobertas dos primos de Mersenne nas ultimas décadas.
Vale destacar que existem marcos recentes dos trabalhos computacionais a cerca dos primos

de mersenne, mostrando que o avanco e o interesse nesse tema ainda segue em atividade.

Portanto, apesar de muitos resultados que contribuiram para o avanco dos niimeros
perfeitos desde de Euclides até os tempos atuais, ainda existem temas em aberto, como
se existem infinitos primos de Mersenne e com consequéncia infinitos niimeros perfeitos,
também a existéncia de nimeros perfeitos impares. Assim, o tema segue sendo bastante

interessante e ainda existem desafios para solucionar.
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Deseja-se que esse trabalho sirva de forma introdutéria na teoria dos nimeros,
promovendo um assunto classico que sao os nimeros perfeitos, apesar de ser um tema
bastante antigo, ainda existem diversas contribui¢oes recentes, pois ainda existe o fato
de alguns problemas relacionados aos nimeros perfeitos ainda permanecerem em aberto,
como a existéncia de nimeros perfeitos impares e a infinitude dos niimeros perfeitos pares.
Além disso, o estudo teve cardter tedrico, ndo envolvendo a implementagao de métodos

computacionais para busca e analise desses ntimeros.

Como perspectivas futuras, sugere-se o aprofundamento nos ntimeros perfeitos
impares dos primos de Mersenne e dos algoritmos computacionais utilizados na descoberta
de novos casos. Também futuras pesquisas que possa implementar esse assunto no ensino

da matematica e com aplicacbes matematicas relacionadas aos ntimeros perfeitos.
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