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RESUMO

Nesse trabalho, estudamos alguns tópicos da teoria dos números focando principalmente

nos números perfeitos, primos de Mersenne e a sua ligação com o teorema de Euclides-Euler,

também a sua parte histórica e a contribuição de cada matemático ao longo do tempo e da

sua importância para o tema. Mostramos alguns conceitos fundamentais necessários para

o desenvolvimento das demonstrações e dos resultados discutidos ao longo do texto. Com

objetivo de compreender as características desses números, evidenciando problemas que

permanecem em aberto, como a existência de números perfeitos ímpares e a inĄnitude dos

números perfeitos pares. A pesquisa foi desenvolvida por meio de uma revisão bibliográĄca,

fundamentada em livros, artigos cientíĄcos e materiais especializados. A conclusão foi

que todos os números perfeitos conhecidos são pares e que encontrar um número perfeito

par resume a encontrar um novo primo de Mersenne, apesar de grandes avanços com

ajuda computacionais, principalmente com o projeto GIMPS, ainda existem problemas

sem soluções. Concluindo que os números perfeitos é um tema relevante na matemática,

reunindo aspectos históricos, teóricos e computacionais, contribuindo na teoria dos números

e o incentivo para novas pesquisas na área.

Palavras-chave: Teoria dos Números, Números Perfeitos, Primos de Mersenne.



ABSTRACT

In this work, we studied some topics in Number Theory, focusing mainly on perfect numbers,

Mersenne primes, and their connection with the Euclid-Euler theorem, as well as their

historical development and the contributions of different mathematicians throughout time

and their importance to the subject. We presented some fundamental concepts necessary

for the development of the proofs and results discussed throughout the text. The objective

was to understand the characteristics of these numbers, highlighting open problems such

as the existence of odd perfect numbers and the inĄnitude of even perfect numbers. The

research was developed through a bibliographic review, based on books, scientiĄc articles,

and specialized materials. The conclusion was that all known perfect numbers are even

and that Ąnding a new even perfect number is equivalent to Ąnding a new Mersenne prime.

Despite signiĄcant advances achieved through computational methods, especially with

the GIMPS project, some problems related to perfect numbers remain unsolved. It is

concluded that perfect numbers are a relevant topic in mathematics, bringing together

historical, theoretical, and computational aspects, contributing to Number Theory and

encouraging further research in the area.

Keywords: Number Theory; Perfect Numbers; Mersenne Primes.



SUMÁRIO

1 INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2 CONCEITOS BÁSICOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.1 Divisibilidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2 Números Primos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.3 Teorema Fundamental da Aritmética . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.4 Primos de Mersenne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.5 Números Perfeitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3 FUNÇÕES ARITMÉTICAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4 TEOREMA DE EUCLIDES-EULER . . . . . . . . . . . . . . . 35

5 DISCUSSÕES GERAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

5.1 Projeto GIMPS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

5.2 Relação dos Números triangulares e Hexagonais com números
perfeitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

5.3 Representação Binária de Números Perfeitos . . . . . . . . . . . 45

5.4 Números perfeitos ímpares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

6 CONSIDERAÇÕES FINAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52



16

1 INTRODUÇÃO

O estudo dos números perfeitos remonta à escola pitagórica no século VI a.C.

(Frei, 2002). Período de inĆuência da escola pitagórica, os estudos relacionados à teoria

dos números já apresentavam grande interesse pelos números e suas propriedades. Nas

escolas pitagóricas, onde a ideia central era explicar o universo através dos números e havia

uma conexão entre o estudo de religião e a matemática, os números eram classiĄcados

de diversas formas. Um número é chamado de número primo se ele só for divisível por

1 ou por ele mesmo. Por exemplo, o número 11 é primo pois só é divisível por 1 ou por

11. Já o conceito de números perfeitos é abordado de forma diferente, um número era

classiĄcado como perfeito se a soma de seus divisores positivos (exceto o próprio número)

é exatamente igual a esse número. Por exemplo o número 6, cujos divisores são 1, 2 e

3, somados resultam no número 6, assim ele é um número perfeito. Pitágoras buscava

propriedades especiais desses números e buscavam signiĄcados para eles, no entanto ainda

não tinha encontrado uma fórmula para encontrar esses números.

Por volta de 300 a.C. O matemático grego, Euclides, no seu livro Os elementos,

registra uma fórmula para gerar números perfeitos. Na época, só eram conhecidos 4

números perfeitos, a saber 6, 28, 496 e 8128. No seu livro IX dos elementos, na proposição

36, descreve um procedimento que fornece sempre números perfeitos. Na linguagem de

Euclides, o procedimento era descrito da seguinte forma:

Caso números, quantos quer que sejam, a partir da unidade, sejam expos-
tos, continuadamente, na proporção duplicada, até que o que foi composto
todo junto se torne primo, e o todo junto, tendo sido multiplicado pelo
último, faça algum, o produzido será perfeito. (Euclides, 2009, Prop. 36)

Na linguagem matemática contemporânea, o processo pode ser descrito da seguinte

forma: se um número da forma 1+2+22 + ...+2n - 1 é primo, então o número 2n ×2n+1 −1

é um número perfeito. A fórmula fornecida por Euclides resulta em um procedimento

simples para encontrar novos números perfeitos, contudo, se faz necessário discutir a

primalidade de 1+2+ · · ·+2n −1.

Como consequência do que foi descoberto, segundo (OŠConnor; Robertson, 2020),

o matemático Nicómaco de Gerasa fez 4 aĄrmações (sem demonstração) com base nos 4

primeiros números perfeitos. AĄrmando que:

• O n-ésimo número perfeito tem n dígitos.
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• Todos os números perfeitos são pares.

• Todos os números perfeitos terminam em 6 e 8 alternando entre esses números.

• O algoritmo de Euclides é capaz de gerar todos os números perfeitos.

Assim, todo número perfeito seria dessa forma e por Ąm que existiriam inĄnitos

números perfeitos, no entanto algumas dessas aĄrmações foram sendo negadas a partir

dos próximos números perfeitos encontrados.

Os matemáticos árabes também tinham grande interesse nos números perfeitos,

em destaque o matemático árabe Ismail ibn Ibrahim ibn Fallus (1194-1239), que apresentou

em seu tratado uma lista com 10 números que eram considerados perfeitos, porém, apenas

7 dos 10 números eram realmente perfeitos. Mas, ainda, tal resultado ainda não tinha

chegado na Europa.

A descoberta do quinto número perfeito ocorreu no século XV, onde o matemático

Hudalrichus Regius tornou pública sua descoberta do número perfeito 33550336. Com

a descoberta desse número, provou-se errônea a primeira aĄrmação de Nicómaco, pois,

o quinto número perfeito tem 8 dígitos. Já com a descoberta do sexto número perfeito,

8589869056 que também termina com 6, refutou-se a terceira aĄrmação de Nicómaco.

Fermat também teve uma grande contribuição a cerca dos números perfeitos. Ele escreveu

para Mersenne as suas descobertas sobre os números perfeitos. Depois de escrever para

Mersenne o que tinha descoberto, escreveu a Frenicle de Bessy em 18 de outubro de

1640. Apresentando o pequeno teorema de Fermat, um teorema que foi encontrado com

consequência dos estudos sobre os números perfeitos. Mersenne gostou muito dos estudos

de Fermat sobre os números perfeitos e como isso publicou suas aĄrmações próprias,

aĄrmações que eram de bastante avanço na época e por muitos anos. Em 1644, ele publicou

Cogitata physica mathematica, onde aĄrma que 2p −1 é primo, e portanto 2p−1 × (2p −1)

é um número perfeito, para p = 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257. Tratava-se apenas de

uma conjectura; contudo, suas proposições revelaram-se notavelmente precisas.

Euler também teve grandes contribuições acerca dos números perfeitos. Ele des-

cobriu o oitavo número perfeito 2305843008139952128, que foi descoberto depois de 125

anos. Também provou que todo número perfeito par tinha a forma descrita por Euclides,

2p−1 ×(2p −1), fornecendo uma espécie de recíproca para a aĄrmação de Euclides. Também

que terminam em 6 ou 8 (mas não alternadamente). Euler também estudou a: existência

de números perfeitos ímpares. Provou que todo número perfeito ímpar tinha que ter essa

forma

n = pk ·m2.
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O perfeito encontrado por Euler permaneceu por 150 anos sendo o maior número encontrado.

Outro matemático que fez avanços importantes foi Édouard Lucas, que criou a base

computacional para encontrar os primos de Mersenne, portanto, números perfeito.

Com o passar do tempo houve muitos erros e acertos, alguns erros que foram

corrigidos com o tempo. O processo para encontrar números perfeitos pares foi bastante

duradouro e permanece como campo de pesquisa atual, associado ao estudo sobre primos

de Mersenne. Houve, também, tentativas de demostrar que números perfeitos impares não

existiam. Em 1888, o matemático inglês James Sylvester provou que qualquer número

perfeito ímpar tem que ter pelo menos 4 fatores primos distintos, esse limite na quantidade

de primos na fatoração de um possível perfeito ímpar foi sendo aprimorada e hoje sabemos

que um suposto perfeito ímpar deve possuir 8 fatores primos distintos e 29 fatores primos

que não precisam ser distintos, porém o problema ainda segue sem solução. Atualmente

existem 52 números perfeitos encontrados, o último encontrado manualmente foi em 1911,

todos os outros foram encontrados por computadores, os computadores facilitaram muito

para encontrar novos números. O maior número perfeito conhecido é

2136279840 × (2136279841 −1),

que foi encontrado em 2024. Este é o 52° número perfeito e tem mais de 82 milhões de

dígitos.

Nesse trabalho estudaremos alguns tópicos da teoria dos números focando prin-

cipalmente nos números perfeitos e primos de Mersenne. Também para alcançar nosso

objetivo principal vamos apresentar conceitos de divisibilidades, números primos e funções

aritméticas. Esse problema matemático vem sendo estudado desde a antiguidade por

grande matemáticos, como Euler, Fermat, Mersenne e outros. Com o objetivo de encontrar

formulas matemáticas que possa expressar todos os números perfeitos.

Ainda nos tempos de hoje com ajuda computacional matemáticos procuram novos

números perfeitos, até o momento sendo conhecidos 52 números perfeitos. Apesar de Euler

ter encontrado uma fórmula para expressar um número perfeito par, os números perfeitos

ímpares ainda são um mistério.

Trata-se de um trabalho de tcc teórico e histórico, na parte histórica utilizamos

como base (Eves, 2004), (Boyer; Merzbach, 2012), (Daniel, 2012), (Veritasium em Português,

2023), analisamos artigos na teoria dos números, especiĄcamente nos números perfeitos. O

objetivo principal desse trabalho é estudar os números perfeitos, abordando seus aspectos

históricos, propriedades e caracterização, com ênfase no teorema de Euclides-Euler e

na relação entre números perfeitos pares e primos de Mersenne. E tem como objetivo

especíĄco, apresentar aspectos históricos relacionados ao estudo dos números perfeitos,
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conceitos básicos de teoria dos números, estudar as funções aritméticas relacionadas à

soma dos divisores, apresentar e demostrar o teorema de Euclides-Euler, relação dos

números perfeitos com os primos de Mersenne, apresentar propriedades e representações

dos números perfeitos pares, discutir os números perfeitos ímpares, também questões em

aberto relacionadas aos números perfeitos. A escolha desse tema foi o interesse em teoria

dos números, em destaque pelos números perfeitos e sua parte histórica que mesmo sendo

um tema que vem sendo estudado desde da antiguidade ainda existem assuntos em aberto,

além da sua ligação com os primos de Mersenne, despertou o interesse em aprofundar seu

estudo e compreender suas principais propriedades.

Para isso, no primeiro capítulo relembramos conceitos de divisibilidade, números

primos, teorema fundamental da aritmética, primos de Mersenne e deĄnição de números

perfeitos.

No segundo capítulo descrevemos o que é um função aritmética, estudamos

especiĄcamente a função σ(n), que fornece a soma dos divisores positivos de um inteiro n,

e fazemos uma conexão com os números perfeitos.

No terceiro capítulo apresentamos a prova do teorema de Euclides-Euler que serviu

de base para encontrar novos números perfeitos e apresentação dos 5 últimos números

perfeitos encontrados pelo projeto GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search).

No quarto capítulo falamos um pouco sobre o que é o projeto GIMPS e como ele

funciona. Um fato curioso e histórico que todo número perfeito é um número triangular e

também um número hexagonal, também que todo número perfeito par, exceto o 6, pode

ser escrito como a soma dos cubos dos primeiros números ímpares consecutivos e nesse

capítulo também vamos ver a representação binária dos números perfeitos e uma breve

citação sobre os números perfeitos ímpares.
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2 CONCEITOS BÁSICOS

Nesse capítulo apresentamos as deĄnições e resultados básicos que serão utilizados

para discutir os conceitos e resultados no decorrer do trabalho (divisibilidade, primos,

teorema fundamental da aritmética, primos de Mersenne e números perfeitos). Foram

utilizadas como referencias os textos (Hardy; Wright, 1960), (Castro, 2010), (Filho, 1981),

(Santos, 2020).

2.1 DIVISIBILIDADE

A divisibilidade desempenha um papel fundamental na Teoria dos Números, tendo

um papel de grande importância nos estudos das propriedades dos números inteiros. E a

partir desse conceito, estabelecer resultados importantes em relação aos números primos.

DeĄnição 2.1. Se a e b são inteiros, dizemos que a divide b, denotamos por a♣b, se existir

um inteiro c tal que b = a · c. É equivalente dizer que b é um múltiplo de a.

Exemplo 2.2. Como 10 = 2×5, podemos dizer que 2♣10 e 5♣10, ou seja, 2 e 5 são divisores

de 10.

Se a não divide b, denotamos a ∤ b. Por exemplo, temos que 5♣10 mas 10 ∤ 5.

Proposição 2.3. Se a, b e c são inteiros, a♣b e b♣c, então a♣c.

Demonstração. Como a♣b e b♣c, então existem inteiros k e m, tal que b = k ·a e c = m · b.

Substituindo b na equação c = m · b vamos obter a seguinte equação c = m · k · a, como

m ·k é inteiro implica que a♣c.

Exemplo 2.4. Como 2♣8 e 8♣40, então 2♣40.

Proposição 2.5. Se a ♣ b e c ∈ Z, com c ̸= 0, então ac ♣ bc.

Demonstração. Como a♣b, então b = ka. Multiplicando tudo por c ∈ Z, temos que bc = kca

implica ac♣bc

Proposição 2.6. Se a ♣ b e a ♣ c, então a ♣ (b+ c).

Demonstração. Se a♣b e a♣c, então existem k e m inteiros tal que b = ak e c = am. Somando

essas duas equações vem b+ c = ak +am = a(k +m), assim a♣b+ c.
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Proposição 2.7. Se a,b,c,m,n ∈ Z, c ♣ a e c ♣ b, então c ♣ (ma+nb).

Demonstração. Se c♣a e c♣b, então existem k e q inteiros tal que a = ck e c+bq. Multiplicando

as duas equações por m e n respectivamente obtemos ma = mkc e nb = nqc. Somando as

duas equações vem ma+nb = (mk +nq)c, isso implica que c♣(ma+nb).

Exemplo 2.8. Como 3♣15 e 3♣42, então 3♣(8×15−7×42).

Teorema 2.9. A divisão tem as seguintes propriedades:

(i) n ♣ n

(ii) d ♣ n ⇒ ad ♣ an

(iii) ad ♣ an e a ̸= 0 ⇒ d ♣ n

(iv) 1 ♣ n

(v) n ♣ 0

(vi) d ♣ n e n ̸= 0 ⇒ ♣d♣ ≤ ♣n♣

(vii) d ♣ n e n ♣ d ⇒ ♣d♣ = ♣n♣

(viii) d ♣ n e d ̸= 0 ⇒ (n/d) ♣ n

2.2 NÚMEROS PRIMOS

Os números primos vem sendo estudados desde da Grécia antiga entre os gregos e

principalmente na escola pitagórica (aprox. 500 - a.C.), fundada por Pitágoras de Samos (c.

570Ű495 a.C.) foi um Ąlósofo grego que fez importantes contribuições para a matemática,

a astronomia e a teoria da música. O teorema hoje conhecido como teorema de Pitágoras

já era conhecido pelos babilônios mil anos antes, mas ele pode ter sido o primeiro a

demonstrá-lo.
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Figura 2.1 Ű Pitágoras de Samos (c. 570Ű495 a.C.).
Fonte: Adaptado de OŠConnor e Robertson (MacTutor History of Mathematics Archive).

Os pitagóricos Foram os primeiros a estudar o que tinha por trás desses números.

Um marco importante acerca dos números primos foi a publicação de Euclides do seu

livro IX dos elementos que ele faz uma demostração que existem inĄnitos números primos.

Abaixo vamos fornecer a deĄnição formal de um número primo.

DeĄnição 2.10. Dizemos que um número inteiro p > 0, é um número primo se, p possui

exatamente dois divisores positivos: p e 1.

Exemplo 2.11. 2, 3, 5, 7 e 11 são números primos.

DeĄnição 2.12. Um número inteiro >1 que tem mais que dois divisores positivos é

chamado de número composto.

Exemplo 2.13. 4, 6, 8 e 9 são números compostos.

Observação 2.14. O número 1 não é primo e nem composto. O número 2 é o único número

par que também é primo.

Observação 2.15. Se p e q são primos e p ♣ q, então p = q. Se p é um primo e p ∤ a, então

mdc(p,a) = 1

Demonstração. Como mdc(a,p) = d ⇒ d ♣ p e d ♣ a, como p é um número primo e d ♣ p,

então d = 1 ou d = p. Temos que d = 1 porque p ∤ a por hipótese. Portanto, (p,a) = 1

Se n é um número composto, então vai existir um divisor n1 de n, tal que n1 ̸= 1

e n1 ̸= n. Assim, vai existir um n2 tal que n = n1n2, com 1 < n1 < n e 1 < n2 < n.

Proposição 2.16. Sejam a,b e p números inteiros, Se p é primo e p ♣ ab, então p ♣ a ou

p ♣ b. Demostração disponível em (Cruz, 2013).
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Corolário 2.17. Se p,p1,p2, . . . ,pn são números primos e, se p ♣ p1 · p2 · · · · · pn, então

p = pi, para algum i = 1,2, . . . ,n. Demostração disponível em (Cruz, 2013).

2.3 TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMÉTICA

O Teorema Fundamental da Aritmética (TFA) tem um papel importante na teoria

dos números, pois reduz os problemas envolvendo os inteiros aos números primos. Porque

todo número inteiro maior que 1 pode ser decomposto em uma fatoração única de primos,

assim a partir dessa fatoração facilitando o estudo de muitas propriedades aritméticas,

principalmente no estudo das funções aritméticas e na descrição dos números perfeitos

que vai ser apresentado posteriormente. A prova do Teorema Fundamental da Aritmética

foi fornecida por Euclides de Alexandria, nos livros Os Elementos. EspeciĄcamente no

livro 9, proposição 14. Mas a sua primeira demonstração matemática completa e rigorosa

foi feita por Carl Friedrich Gauss em 1801, ano em que publicou formalmente a prova no

seu livro [Disquisitiones Arithmeticae]. Euclides de Alexandria (325 a.C - 265 a.C) foi um

matemático grego mais conhecido por seu tratado sobre geometria: O livro Os Elementos,

inĆuenciou o desenvolvimento da matemática ocidental por mais de 2000 anos.

Figura 2.2 Ű Euclides (c. 325Ű265 a.C.).
Fonte: Adaptado de OŠConnor e Robertson (MacTutor History of Mathematics Archive).

DeĄnição 2.18. Todo número inteiro n > 1 ou é primo ou pode ser escrito de maneira

única com um produto de números primos.

Demonstração. Vamos utilizar indução em n. Se n é primo (inclui n = 2), o resultado

segue. Nossa Hipótese de Indução (H.I.) diz que vamos supor que o resultado vale para

todo natural menor do que n. Agora vamos mostrar que vale para n. Como já Ązemos

para n primo, agora vamos considerar para n composto. Segue então que n = n1n2,

com 1 < n1 < n e 1 < n2 < n. Pela (H.I.), existem primos p1, . . . ,pr e q1, . . . , qs tais
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que n1 = p1 . . .pr e n2 = q1 . . . qs. Logo, n = n1n2 = p1 . . .prq1 . . . qs. Assim, Ąca provada a

existência da decomposição em números primos.

Agora vamos provar a unicidade da fatoração.

Se o número já é primo, o resultado já Ąca provado, pois a decomposição é apenas

o próprio número. Para o caso geral, vamos supor que n possua duas decomposições, tais

que n = p1 . . .pr e n = q1 . . . qs, em que os pi e os qj são números primos. Nesse caso, temos

que p1 ♣ q1 . . . qs. Pelo corolário já citado, segue que p1 = qj para algum j. Podemos supor,

sem perda de generalidade, que qj é q1. Assim, temos a igualdade p1p2 . . .pr = p1q2 . . . qs,

o que implica em p2 . . .pr = q2 . . . qs. Como o produto p2 . . .pr é menor do que n, pela

Hipótese de Indução (H.I.), temos que r − 1 = s− 1 e que os primos pi e qj são iguais aos

pares para i = 2, . . . , r. Logo, conclui-se que r = s e, como já tínhamos p1 = q1, segue que

os primos pi e qj são iguais aos pares para todo i = 1,2, . . . , r.

O teorema a seguir generaliza o TFA para todos os inteiros exceto para n ̸= −1,0,1,

com uma diferença para os inteiros positivos a presença de ±, mas mantendo a unicidade

da fatoração em primos, esse será o a notação utilizada para demostrações nas próximas

seções.

Teorema 2.19. Dado um inteiro n ̸= −1,0,1 existem primos p1 < ... < pr e α1, ...αr ∈ N∗,

univocamente determinado, tais que n = ±pα1

1 ...pαr
r .

Exemplo 2.20. Para n = 120 = 23 · 31 · 51. Para n = −45 = −32 · 51. Para n = 3600 =

24 ·32 ·52.

Ao longo do trabalho será de grande destaque números da forma 2m − 1. Os

números dessa forma têm um papel bastante importante para caracterizar os números

perfeitos, especialmente no teorema de Euclides-Euler que apresentamos posteriormente.

Antes de introduzir os Primos de Mersenne fazemos um breve estudo desses números,

apresentar propriedades importantes e mostrar a importância deles para apresentar os

números perfeitos.

Analisando os primeiros números da forma 2m − 1, com m inteiro positivo, ob-

servamos um padrão que indica a primalidade dos números da forma 2m − 1 com m

primo.

Exemplo 2.21. Para m = 2, temos que 22 −1 = 3, que é primo. Para m = 3, temos que

23 − 1 = 7, que é primo. Para m = 5, temos que 25 − 1 = 31, que é primo. Para m = 7,

temos que 27 −1 = 127, que é primo.



25

De fato, o resultado a seguir mostra que a única forma de 2m −1 ser primo é se

m o for.

Lema 2.22. Se 2m −1 é primo, então m é primo.

Demonstração. Vamos supor que m é composto, então ele será da forma m = a · b, com

a,b > 1.

2m −1 = 2ab −1 = (2a)b −1 = (2a −1)


(2a)b +(2a)b−1 + · · ·+(2a)+1


(1)

Agora, para que 2m −1 seja composto nenhum dos fatores acima deve ser igual a 1.

• Para 2a −1 : Como a > 1, então 2a −1 ≥ 3.

• Agora analisando o segundo fator, como b > 1 e o segundo termo já tem o 1 na sua

composição, então ele é estritamente maior do que 1.

Portanto, como 2m − 1 foi escrito como produto de dois números maiores que 1, ele é

composto. Por contrapositiva, se 2m −1 for primo m é primo.

No entanto, ao se perguntar se a volta é válida, a resposta é negativa. O exemplo

a seguir mostra que nem todos os números da forma 2m −1 com m primos são primos.

Exemplo 2.23. Consideremos m = 11. Assim 211 −1 = 2047 = 23×89, que é composto.

Portanto, m primo não implica necessariamente que 2m −1 seja primo.

2.4 PRIMOS DE MERSENNE

Marin Mersenne (1588 - 1648) foi um monge francês mais conhecido por seu papel

como intermediário na correspondência entre Ąlósofos e cientistas eminentes e por seu

trabalho na teoria dos números.

Figura 2.3 Ű Marin Mersenne (1588Ű1648).
Fonte: Adaptado de OŠConnor e Robertson (MacTutor History of Mathematics Archive).
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Em 1644 Publicou o trabalho Cogitata Physico-Mathematica onde ele fala de

números perfeitos e fala sobre os números da forma 2p −1, apresentando outros números

dessa forma diferente dos que já eram conhecidos por Nicômaco de Gerasa que eram o

6,28,496 e 8128. Assim surgindo a Conjectura de Mersenne, onde ele achava que 2p −1 é

primo para p = 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257. Mersenne cometeu erros 67 e 257 não são

primos e esqueceu também de mencionar 61,89 e 107. Encontrar um primo de Mersenne é

encontrar o próximo número perfeito, pois todo número perfeito par tem um primo de

Mersenne nos seus fatores.

DeĄnição 2.24. Os números de Mersenne são deĄnidos dessa forma

Mp = 2p −1

Se Mp for primo, ele é chamado de primo de Mersenne.

Exemplo 2.25. Para n = 2, temos que 22 − 1 = 3, que é primo. Para n = 3, temos que

23 −1 = 7, que é primo. Para n = 5, temos que 25 −1 = 31, que é primo. Para n = 7, temos

que 27 −1 = 127, que também é um número primo.

2.5 NÚMEROS PERFEITOS

Os números perfeitos é um tema bastante importante na teoria dos números e é o

tema principal desse trabalho, desde da antiguidade vem sendo estudado pelos matemáticos

as suas propriedades e o desenvolvimento de propriedades relacionada aos seus divisores.

Aqui apresentamos a deĄnição de números perfeitos, deĄcientes e abundantes e alguns

exemplos para entender a classiĄcação e uma base para o que vem posteriormente.

DeĄnição 2.26. DeĄnição: Um número natural n é chamado de número perfeito se ele

é igual a soma dos seus divisores positivos, retirando o próprio n.

DeĄnição 2.27. Seja N um número natural. Dizemos que:

• N é um número perfeito se a soma dos seus divisores é igual a N ;

• N é um número deĄciente se a soma dos seus divisores é menor do que N ;

• N é um número abundante se a soma dos seus divisores é maior do que N.

Corolário 2.28. Se N é perfeito, então
∑

d♣N
1
d

= 2.

Exemplo 2.29. Tomando N = 6, os divisores de 6 são 1,2,3 e 6. Aplicando na fórmula:
∑

d♣6

1
d

=
1
1

+
1
2

+
1
3

+
1
6

= 2
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Portanto, 6 é um número perfeito.

Exemplo 2.30. Tomando N = 8, os divisores de 8 são 1,2,4 e 8. Aplicando na fórmula:

∑

d♣8

1
d

=
1
1

+
1
2

+
1
4

+
1
8

= 1,875

Assim, 8 é um número deĄciente.

Exemplo 2.31. Tomando N = 12, os divisores de 12 são 1,2,3,4,6 e 12. Aplicando na

fórmula:
∑

d♣12

1
d

=
1
1

+
1
2

+
1
3

+
1
4

+
1
6

+
1
12

=
28
12

≈ 2,33

Com isso, 12 é um número abundante.

Nos exemplos a seguir vou trazer os 4 primeiros números perfeitos conhecidos na

antiguidade e também listar os seus divisores.

Exemplo 2.32. Considere o número 6, cujos divisores próprios são 1,2,3, Note que

6 = 1 + 2 + 3 = 6, logo 6 é um número perfeito. Os divisores próprios de 28 são 1,2,4,7,14,

assim 28 = 1+2+4+7+14 = 28 e portanto 28 é um número perfeito. Os números perfeitos

seguintes são: 496, cujos divisores próprios são 1,2,4,8,16,31,62,124 e 248, também o

número perfeito 8128 cujos divisores são 1,2,4,8,16,32,64,127,254,508,1016,2032 e 4064.

Observação 2.33. Percebemos que os números perfeitos apresentados vão Ącando cada vez

maiores, tornando inviável listar todos os seus divisores com a aparição de números cada

vez maiores. Nicômaco de Gerasa já tinha observado esse comportamento, que conjecturou

que cada novo número perfeito possuiria exatamente um algarismo decimal a mais que o

anterior. Porém, só é valida para os 4 primeiros números e não é válida para geral. Pois, o

5◦ número perfeito é 33550336 e ele tem 8 dígitos.
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3 FUNÇÕES ARITMÉTICAS

As funções aritméticas desempenham um papel fundamental na Teoria dos Nú-

meros, pois permitem descrever propriedades importantes do inteiros positivos por meio

de funções deĄnidas sobre eles. Neste capítulo apresentamos algumas funções aritméticas

clássicas, com destaque para a função soma dos divisores, denotada por σ(n), que será a

principal ferramenta utilizada na caracterização dos números perfeitos. Além disso, intro-

duzimos o conceito de função aritmética multiplicativa, essencial para o desenvolvimento

dos resultados apresentados nas seções seguintes.

DeĄnição 3.1. Uma função aritmética é uma função cujo domínio é o conjunto dos

números naturais, f : N → X, onde X é um subconjunto de C. Utilizaremos apenas o caso

em que X = Z.

A ideia das funções aritméticas é que o valor de f(n) forneça alguma propriedade

aritmética de n. Vejamos alguns exemplos que ilustram o conceito de função aritmética.

DeĄnição 3.2. A função τ : N → Z é deĄnida por

τ(n) = quantidade de divisores positivos de n

Exemplo 3.3. Calculemos τ para alguns números.

τ(6) = #¶1,2,3,6♢ = 4

τ(7) = #¶1,7♢ = 2

τ(16) = #¶1,2,4,8,16♢ = 5

Observe que p é primo se e somente se τ(p) = 2. De fato, por deĄnição, primos

são os únicos inteiros positivos que possuem apenas dois divisores positivos distintos, 1 e o

próprio número.
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Figura 3.1 Ű GráĄco da função τ .

DeĄnição 3.4. Seja n ∈ N. A função de Euler é a função

φ : N → N,

deĄnida por

φ(n) = ♣¶k ∈ N : 1 ≤ k ≤ n e mdc(k,n) = 1♢♣ ,

em que ♣A♣ denota o número de elementos do conjunto A.

Leonhard Euler (1707 - 1783) foi um matemático suíço que deu enormes contribu-

ições a uma ampla gama de áreas da matemática e da física, incluindo geometria analítica,

trigonometria, geometria, cálculo e teoria dos números.

Figura 3.2 Ű Leonhard Euler.
Fonte: Adaptado de OŠConnor e Robertson (MacTutor History of Mathematics Archive).

A função ŤphiŤ denotada por φ(n), fornece a quantidade de inteiros positivos

menores ou iguais a n que são coprimos com n.
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Exemplo 3.5. φ(6) = 2, pois apenas 1 e 5 são coprimos com 6.

Observação 3.6. Nota-se que φ(1) = 1, pois o unico número natural menor ou igual a 1 é

ele mesmo e ainda mdc(1,1)= 1

Figura 3.3 Ű Os primeiros mil valores da função ϕ(n).
Fonte: Adaptado de Battiston (2009).

Apresentamos agora a função σ e uma generalização, a função σk que, por deĄnição,

estão intimamente relacionadas à caracterização e ao estudo das propriedades dos números

perfeitos.

DeĄnição 3.7. Seja n ∈ N. A função soma dos divisores é a função

σ : N → N,

deĄnida por

σ(n) =
∑

d♣n

d,

em que a soma é tomada sobre todos os divisores positivos de n.

Exemplo 3.8. Os divisores positivos de 6 são 1,2,3 e 6. Portanto, σ(6) = 1+2+3+6 = 12.



31

Figura 3.4 Ű GráĄco da função soma dos divisores σ(n) para 1 ≤ n ≤ 250.
Fonte: Inductiveload (2007).

Abaixo tem a comparação dado um determinado número n aplicando em cada

um das funções os valores são destintos de acordo com a característica de cada função

aritmética.

Tabela 3.1 Ű Valores de algumas funções aritméticas

n τ(n) σ(n) φ(n)
2 2 3 1
3 2 4 2
4 3 7 2
5 2 6 4
6 4 12 2

Fonte: Elaboração própria

Observa-se que cada uma dessas funções destaca uma característica distinta dos

números naturais. A função τ(n) fornece a quantidade de divisores positivos de n, a função

σ(n) fornece a soma desses divisores e a função φ(n) indica a quantidade de inteiros

positivos menores ou iguais a n que são coprimos com n. Dentre elas, a função σ(n) terá

papel central neste trabalho, pois permite caracterizar os números perfeitos através da

relação σ(n) = 2n.

A propriedade a seguir é uma característica importante de algumas funções

aritméticas, pois auxiliam no cálculo da função para um dado n sabendo apenas a fatoração

de n e o valor da função em potências de primos.
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DeĄnição 3.9. Uma função aritmética f é dita multiplicativa quando f(m,n) = f(m) · (n)

sempre que (m,n) = 1. Vejamos algumas funções multiplicativas importantes.

As funções τ(n), σ(n) e φ(n) são exemplos importantes de funções aritméticas

multiplicativas. Em particular, a multiplicatividade da função σ(n) será fundamental para

a demonstração do Teorema de Euclides-Euler. Estudaremos a seguir uma generalização

da função σ.

DeĄnição 3.10. Seja n um número inteiro positivo. DeĄne-se a função aritmética σk(n)

como a soma das k-ésimas potências dos divisores positivos de n, dada por, ou seja:

σk(n) =
∑

d♣n

dk. (2)

Proposição 3.11. Seja n = pα1

1 pα2

2 · · ·pαr
r a decomposição de um número inteiro n ≥ 2 em

fatores primos distintos, onde os αi são inteiros positivos para cada i = 1, . . . , r. A função

soma das potências k dos divisores, denotada por σk(n), é dada por

σk(n) =
p

(α1+1)k
1 −1

pk
1 −1

·
p

(α2+1)k
2 −1

pk
2 −1

· · · · ·
p

(αr+1)k
r −1

pk
r −1

(3)

Demonstração. Observemos primeiramente que se p é primo, os divisores de positivos de

pα são da forma:

1,p,p2, · · · ,pα−1,pα (4)

Os divisores de pα1

1 são 1,p1, . . . ,pα1

1 ; os de pα2

2 são 1,p2, . . . ,pα2

2 e, analogamente, os divisores

de pαr
r são 1,pr, . . . ,pαr

r . Como os divisores de n = pα1

1 . . .pαr
r são quaisquer produtos desses

divisores, a soma de todas as k-ésimas potências dos divisores de n é dada da seguinte

maneira:

σk(n) = (1+pk
1 + · · ·+pα1k

1 )× (1+pk
2 + · · ·+pα2k

2 )×·· ·× (1+pk
r + · · ·+pαrk

r ).

Mas esse somatório é o produto de somas de termos de Progressões Geométricas (P.G.)

Ąnitas, onde cada fator possui o primeiro termo igual a 1 e a razão pk
i , para i = 1, . . . , r.

Vale lembrar que a soma de uma P.G. Ąnita é da seguinte forma:

1+x+x2 + · · ·+xm =
xm+1 −1

x−1
.

Logo, ao aplicarmos essa propriedade em cada fator, obtemos:

σk(n) =
p

(α1+1)k
1 −1

pk
1 −1

×
p

(α2+1)k
2 −1

pk
2 −1

×·· ·×
p

(αr+1)k
r −1

pk
r −1

.
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Em particular para k = 1,

σ1(n) =
p

(α1+1)
1 −1
p1 −1

×
p

(α2+1)
2 −1
p2 −1

×·· ·×
p

(αr+1)
r −1
pr −1

. (5)

Vale observar que essa é a formula para calcular a soma dos divisores positivos de

n.

Exemplo 3.12. Aplicando a formula para n = 7, temos:

σ(7) =
71+1 −1

7−1
=

72 −1
6

=
49−1

6
=

48
6

= 8

.

Para n = 6 = 21 ×31, temos:

σ(6) =



21+1 −1
2−1



×



31+1 −1
3−1



⇒ σ(6) = 3×4 = 12 = 2×6.

Para n = 28 = 22 ×71, temos:

σ(28) =



22+1 −1
2−1



×



71+1 −1
7−1



⇒ σ(28) = 7×8 = 56 = 2×28.

Corolário 3.13. Se (m,n) = 1, então σ(m ·n) = σ(m) ·σ(n).

Demonstração. Tomando m e n dois inteiros positivos tal que mdc(m,n) = 1. Se m = 1

ou n = 1, então aplicando nas funções vamos obter:

σ(m,n) = σ(m)σ(n)

Agora supondo

n = pα1

1 pα2

2 · · ·pαr
r ≥ 2

e

m = qβ1

1 qβ2

2 · · ·qβs
s ≥ 2,

em que os p′
is e os q′

is são números primos e αi,βj ∈N∗, para todo i e j. Como mdc(m,n) = 1,

todo pi é diferente de todo qj . Logo,

m ·n = qβ1

1 qβ2

2 · · ·qβs
s ×pα1

1 pα2

2 · · ·pαr
r

e assim, pela proposição anterior, temos:

σ(m,n) =
qβ1+1

1 −1
q1 −1

× ...×
qβr+1

s −1
qs −1

×
pα1+1

1 −1
p1 −1

× ...×
pαr+1

r −1
pr −1

.
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= σ(m)σ(n).

Portanto, Ąca provado que σ(n) é uma função aritmética multiplicativa.

Exemplo 3.14. Calculemos o valor da função σ de acordo com a fórmula obtida.

Para σ(12) = 22 ×31 = 22+1−1
2−1 × 31+1−1

3−1 = 28.

Para σ(20) = 51 ×22 = 51+1−1
5−1 × 22+1−1

2−1 = 6×7 = 42.

E também para σ(496) = 24 ×311 = 24+1−1
2−1 × 311+1−1

31−1 = 31×32 = 992.

Como deĄnimos no primeiro capítulo que um número é perfeito se ele é igual à

soma dos seus divisores próprios (todos os divisores exceto ele mesmo). Como a função

σ(n) inclui o próprio n na soma, a condição para um número ser perfeito passa a ser:

σ(n) = (divisores positivos próprios)+n = 2n

Essa fórmula vai facilitar o estudo sobre números perfeitos, já que vai ser usada

para calcular a soma de todos os divisores positivos de um número n.
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4 TEOREMA DE EUCLIDES-EULER

Nesse capítulo apresentamos a caracterização dos números perfeitos pares a partir

do teorema de Euclides-Euler. Inicialmente, apresentando o método proposto por Euclides

para a construção dos números perfeitos pares. Depois apresentaremos o teorema de

Euclides-Euler, que determina que todo perfeito par pode ser escrito dessa forma. É um

teorema bastante importante para teoria dos números que estabelece a relação dos números

perfeitos pares com os primos de Mersenne. As referências utilizadas para a construção

desse teorema foram: (Gomes; Costa; Santos, 2008), (Brandão, 2021), (Cruz, 2013), (Voight,

1998), (Canal da Álgebra Abstrata, 2021), (Numberphile, 2015).

Por volta de 300 a.C. Euclides descreveu esse padrão que forma os números

perfeitos pares, começando do número 1 e dobrando ele. Vamos apresentar uma lista de

passos:

1. Escolha um inteiro positivo n.

2. Calcule a soma

1+2+22 + · · ·+2n−1.

3. VeriĄque se essa soma é um número primo.

4. Se a soma for um número primo, multiplique-a por 2n−1.

5. O número obtido será um número perfeito.

Vamos mostrar alguns exemplos:

Exemplo 4.1. Tomando n = 2, temos: 1+21 = 3 é primo. Multiplicando por 22−1 = 2,

assim 3×2 = 6 que é um número perfeito.

Exemplo 4.2. Tomando n = 3, temos: 1+21 +22 = 7 é primo. Multiplicando por 23−1 = 4,

assim 7×4 = 28 que é um número perfeito.

Exemplo 4.3. Tomando n = 4, temos: 1 + 21 + 22 + 23 = 15 não é primo. Então, não

podemos obter um número perfeito par.

Exemplo 4.4. Tomando n = 5, temos: 1+21 +22 +23 +24 = 31 é primo. Multiplicando

por 25−1 = 16, assim 31×16 = 496 que é um número perfeito.
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Os exemplos anteriores mostram que os números perfeitos obtidos pelo método de

Euclides podem ser obtidos da seguinte maneira:

• 6 = (1+2) ·21

• 28 = (1+2+4) ·22

• 496 = (1+2+4+8+16) ·24

Observe que a soma

1+21 +22 + · · ·+2n−1.

corresponde aos termos de uma progressão geométrica de razão 2. Assim, utilizando a

fórmula da soma dos termos de uma progressão geométrica, temos:

1+21 +22 + · · ·+2n−2 +2n−1 = 2n −1

Portanto, substituindo essa soma na expressão utilizada para a construção dos números

perfeitos pares, obtemos = (2p − 1) · 2p−1. Que é exatamente a forma apresentada por

Euclides para a construção dos números perfeitos pares.

Os naturais 6,28,496 e 8128 eram os únicos números perfeitos conhecidos na

antiguidade esses números aparecem por volta de 300 a.C no livro Os elementos de

Euclides. Mas desde de então a busca por novos números perfeitos ainda continua.

Vale observar que os números perfeitos pares conhecidos até o momento tem os

primos de Mersenne em sua composição que provaremos na seção seguinte.

Os Primos de Mersenne que são da forma 2n −1, assim multiplicando por 2n−1

gerando os números perfeitos que são da forma 2n−1(2n − 1) que é o Teorema de Euclides-

Euler. Por volta de 300 a.C. Euclides demostrou a primeira parte do Teorema na sua obra

ŞOs ElementosŤ (no livro IX). Já a segunda parte (recíproca) foi provada por Leonhard

Euler, mostrando que todo número perfeito par tem a forma de Euclides. Era um problema

de 1600 anos que estava em aberto.

As referências utilizadas foram (Gomes; Costa; Santos, 2008),

Teorema 4.5 (Euclides-Euler). Sejam p um número primo e n = 2p−1(2p −1), onde 2p −1

é um primo de Mersenne. Então n é par e perfeito.

Demonstração. Suponha que n = 2p−1(2p −1), onde 2p −1 é um primo de Mersenne. Então,

p > 1 e com isso n é par. Agora vamos mostrar que n é perfeito, n satisfaz σ(n) = 2n.

Como 2p−1 é par e 2p −1 é ímpar, temos que mdc(2p−1,2p −1) = 1. Assim temos:
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σ(n) = σ[2p−1(2p −1)] = σ(2p−1) ·σ(2p −1).

Usando a fórmula para a soma dos divisores de uma potência de primos:

σ(2p−1) =
2(p−1)+1 −1

2−1
=

2p −1
1

= 2p −1.

Como 2p −1 é um número primo (Primo de Mersenne), a soma de seus divisores é

ele mais 1:

σ(2p −1) = (2p −1)+1 = 2p.

Assim,

σ(n) = σ(2p−1) ·σ(2p −1)

= (2p −1) ·2p

= 2 · [2p−1 · (2p −1)]

= 2n

Portanto, o número da forma n = 2p−1(2p −1) é perfeito.

VeriĄquemos agora a recíproca, isto é, se n ∈ N∗ é par e perfeito, então n =

2p−1(2p −1), onde 2p −1 é um primo de Mersenne.

Seja n > 0 par e perfeito. Seja 2p−1 a maior potência de 2 que divide n, no pior dos

casos o próprio 2, pois, sendo n par, temos p−1 > 0, assim p > 1. Também vale ressaltar

que n = 2p−1 · b, para algum b ímpar. Assim, mdc(2p−1, b) = 1. Segue-se disso que:

σ(n) = σ(2p−1 · b) = σ(2p−1) ·σ(b) = (2p −1) ·σ(b).

Por hipótese temos que σ(n) = 2n assim:

(2p −1) ·σ(b) = 2n = 2 ·2p−1 · b = 2p · b =⇒ 2p −1 ♣ 2p · b.

Como mdc(2p − 1,2p) = 1, temos que 2p − 1 ♣ b, portanto existe um c ∈ N, com

c < b, tal que

b = (2p −1) · c (1).

Substituindo (1) em (2p −1) ·σ(b) = 2p · b, obtemos σ(b) = 2p · c. Somando c em ambos os

lados em (1), temos:

c+ b = (2p −1) · c+ c =⇒ c+ b = (2p −1+1) · c =⇒ c+ b = 2p · c =⇒ c+ b = σ(b).
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Observe que c = 1, pois se c ̸= 1, então b teria pelo menos 3 divisores distintos: 1, c e b. Se

ele tem 3 divisores distintos, então σ(b) ≥ 1+ c+ b > b+ c = σ(b), que é uma contradição.

Desse resultado e de (1), obtemos b = 2p −1. E σ(b) = b+1, o que implica que b é primo.

Logo n = 2p−1 ·b = 2p−1(2p −1), com 2p −1 sendo um primo de Mersenne. Então p é primo

pelo Lema 2.22.

Com a prova do Teorema Euclides-Euler, Ąca totalmente deĄnida a forma dos

números perfeitos pares, mais precisamente, um número natural é perfeito e par se, e

somente se, pode ser escrito na forma

n = 2p−1(2p −1),

em que 2p −1 é um primo de Mersenne.

A prova desse teorema deĄne com vigor os exemplos que foram apresentados

anteriormente, indica que todo número perfeito par tem um primo de Mersenne em sua

composição, o que signiĄca que ao encontrar um primo de Mersenne consequentemente

encontrará um número perfeito par. Então a busca por novos números perfeitos Ąca

reduzida a busca por primos de Mersenne.

Todavia, ainda não sabemos se os primos de Mersenne são inĄnitos ou não, com

isso permanece em aberto a existência de inĄnitos números perfeitos pares. Até o presente

momento todos os números perfeitos conhecidos foram obtidos a partir de primos de

Mersenne.

Abaixo apresentamos uma tabela com os últimos 5 números perfeitos conhecidos,

juntamente com os primos de Mersenne que lhes associados, descobertos com a ajuda do

projeto GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search) que apresentamos no capítulo

seguinte, foi responsável pela descoberta dos maiores primos de Mersenne conhecidos,

sendo assim, encontrando os maiores números perfeitos conhecidos.

Tabela 4.1 Ű Últimos 5 Números Perfeitos descobertos pelo projeto GIMPS.

Ordem Data Número de Mersenne (Mp) Número Perfeito Correspondente
48º 25/01/2013 257.885.161 −1 257.885.160(257.885.161 −1)

49º 07/01/2016 274.207.281 −1 274.207.280(274.207.281 −1)

50º 26/12/2017 277.232.917 −1 277.232.916(277.232.917 −1)

51º 07/12/2018 282.589.933 −1 282.589.932(282.589.933 −1)

52º 12/10/2024 2136.279.841 −1 2136.279.840(2136.279.841 −1)

Fonte: (Great Internet Mersenne Prime Search, 2026)

Vimos que o último número perfeito encontrado é dado por 2136.279.840(2136.279.841 −

1), uma curiosidade é que ele possui mais do que 82 milhões de dígitos decimais. Se fosse
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impresso em um livro com cerca de 3.500 dígitos por página, ocuparia aproximadamente

23 mil páginas.

GráĄco de distribuição dos números primos de Mersenne encontrado pelo GIMPS.

Figura 4.1 Ű Evolução do expoente dos primos de Mersenne descobertos ao longo dos anos.
Observa-se um crescimento signiĄcativo dos maiores expoentes encontrados,

impulsionado pelo projeto GIMPS.

Fonte: (Great Internet Mersenne Prime Search, 2026)
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5 DISCUSSÕES GERAIS

Nesse capítulo trouxemos algumas discussões que envolvem os números perfeitos

pares, falamos sobre o projeto GIMPS que está em atividade até os dias de hoje, relação

dos números triangulares e hexagonais com números perfeitos, também sobre todo número

perfeito par, exceto o número 6, pode ser escrito como a soma dos cubos dos primeiros

números ímpares consecutivos e a representação binária desses números e uma breve

citação sobre os perfeitos ímpares.

5.1 PROJETO GIMPS

(Great Internet Mersenne Prime Search, 2026), é um projeto colaborativo de

voluntários que utilizam software gratuito para buscar números primos de Mersenne. O

GIMPS foi fundado em 1996 por George Woltman. O projeto foi tão relevante que em

novembro naquele mesmo ano foi encontrado um primo de Mersenne. Era muito eĄcaz o

sistema no começo, mas com o passar do tempo criou-se a necessidade de melhorar cada

vez mais, para conseguir mais avanços.

Desde a sua concepção até 2018, o projeto baseou-se principalmente no teste de

primalidade de Lucas-Lehmer (LL) que foi fornecido pelos matemáticos Édouard Lucas

e Derrick Henry Lehmer. Édouard Lucas (1842 - 1891) foi um matemático francês mais

conhecido por seus resultados na teoria dos números. Ele estudou a sequência de Fibonacci

e desenvolveu o teste para números primos de Mersenne, ainda utilizado atualmente.

Figura 5.1 Ű Édouard Lucas (1842Ű1891).
Fonte: Adaptado de OŠConnor e Robertson (MacTutor History of Mathematics Archive).

Derrick Henry Lehmer (1905 - 1991) foi um matemático americano que trabalhou

na área da teoria dos números e, em particular, generalizou o teste de Lucas para números
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primos de Mersenne. O teste é um algoritmo especializado para testar primos de Mersenne

e particularmente eĄciente em arquiteturas de computadores binários.

Figura 5.2 Ű Derrick Henry Lehmer (1905Ű1991).
Fonte: Adaptado de OŠConnor e Robertson (MacTutor History of Mathematics Archive).

Agora vamos fazer um breve comentário explicando como é encontrado um novo

Primo de Mersenne.

Como vimos o número de Mersenne tem a forma 2p −1, devemos criar uma lista

de primos para testar, se esse primo tiver um fator diferente, então ele não é um primo

de Mersenne, portanto o primeiro passo é encontrar o menor fator e assim seguir para o

próximo candidato.

Se depois de muitos testes não for encontrado um fator, o número é testado pelo

PRP(Provavelmente Primo), se for composto, ele não é um primo de Mersenne. Se por

acaso depois do PRP indicar que esse candidato é provavelmente um primo, ele será testado

novamente pelo teste de Lucas-Lehmer para veriĄcar se é primo.

Como foi mencionado o projeto (Great Internet Mersenne Prime Search, 2026)

ainda continua em funcionamento, além da descoberta de novos primos de Mersenne,

o GIMPS também veriĄca os expoentes já testados, é de bastante importância, pois

garante que nenhum primo de Mersenne tenha sido deixado pra trás por causa de erro de

computadores.

Os marcos mais recentes e importantes são:

8 de setembro de 2025: todos os expoentes até 77232917 foram veriĄcados, con-

Ąrmando deĄnitivamente que 277232917 − 1 é o 50◦ primo de Mersenne conhecido. Isso
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signiĄca que os expoentes menores que 77232917 foram veriĄcados duas vezes, então não

havia outro primo de Mersenne para ser o 50◦.

24 de abril de 2026: todos os expoentes menores que 140000000 haviam sido

testados pelo menos uma vez. Isso signiĄca que para expoente p < 140000000, já foi

veriĄcado se é primo pelo menos um vez, mas precisa passar pelo um segunda veriĄcação

para conĄrmar.

1° de julho de 2026: todos os testes para expoentes inferiores a 81000000 foram

veriĄcados, concluindo uma nova etapa do processo de dupla veriĄcação realizado pelo

projeto. Isso signiĄca que foi passado pelo uma primeira veriĄcação e também por um

segundo computador para a segunda veriĄcação, isso da mais conĄabilidade, evitando

erros de hardware, memória ou processamento.

Tabela 5.1 Ű Marcos recentes do projeto GIMPS.

Data Marco
08/09/2025 Todos os expoentes abaixo de 77232917 foram veriĄcados,

conĄrmando que 277232917 − 1 permanece como o 50º
primo de Mersenne conhecido.

24/04/2026 Todos os expoentes inferiores a 140000000 foram testados
pelo menos uma vez, garantindo que toda essa faixa já
foi investigada pelo projeto GIMPS.

01/07/2026 Todos os testes para expoentes inferiores a 81000000 fo-
ram veriĄcados por uma segunda execução independente,
aumentando a conĄabilidade dos resultados obtidos.

Fonte: Elaboração própria, com dados do GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search,
2026).

Até o momento foram encontrados 52 primos de Mersenne e o maior já encontrado

é M136279841 = 2136279841 −1 (com mais de 41 milhões de dígitos), descoberto pelo GIMPS,

mas não se sabe se são inĄnitos e a busca por novos primos de Mersenne continua.

5.2 RELAÇÃO DOS NÚMEROS TRIANGULARES E HEXAGONAIS COM

NÚMEROS PERFEITOS

Os pitagóricos desde da antiguidade estudavam os números Ągurados. Os números

Ągurados são números expressos como reunião de pontos numa determinada conĄguração

geométrica, isto é, a quantidade de pontos representa um número, e estes são agrupados

de formas geométricas sugestivas. Em especial, os números triangulares são as quantidades

que formam triângulos equiláteros. Os diagramas abaixo representam alguns números

triangulares.
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T1 = 1 T2 = 3 T3 = 6 T4 = 10

Fórmula Geral dos números triangulares é dada por: Tn = n(n+1)
2 , onde n é

um número natural. Como já foi mostrando o teorema de Euclides-Euler é dado por

N = 2p−1 · (2p − 1). Tomando n = 2p − 1, temos n + 1 = 2p. Portanto, Tn = n(n+1)
2 =

(2p−1)·2p

2 = 2p−1 · (2p −1), que é a fórmula dos números perfeitos pares. Assim, todo número

perfeito par é um número triangular.

Exemplo 5.1.

Para n = 3, vem T3 = 3(3+1)
2 = 6

Para n = 7, vem T7 = 7(7+1)
2 = 28

Nicômaco de Gerasa (60 - 120) foi um dos principais membros da Escola Pitagórica,

cuja obra Introdução à Aritmética foi o texto padrão de aritmética por mais de 1000 anos.

Figura 5.3 Ű Nicômaco de Gerasa (c. 60Ű120 d.C.).
Fonte: Adaptado de OŠConnor e Robertson, MacTutor History of Mathematics Archive.

Na sua Introdução à Aritmética, apresenta os seguintes números perfeitos: 6,28,496

e 8128, também apresenta os seguintes números triangulares: 1,3,6,10,15,21,28,36,45 e

55. Podemos perceber que 6 e 28 aparecem nas duas listas, Nicômaco de Gerasa poderia
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especular que todo número perfeito é um número triangular, mas não fez. Porém a

proposição de que todo número perfeito é um número triangular é conhecida desde da

antiguidade, pois foi conhecido por Jâmblico e, provavelmente, por Nicômaco.

Também vale lembrar que todo número perfeito par é um número hexagonal. Um

número hexagonal é um número poligonal que pode ser representado na forma de um

hexágono. Todo número hexagonal também é um número triangular, mas só os números

triangulares de ordem ímpar são hexagonais.

E podem ser calculados com a seguinte fórmula: Hn = n(2n − 1). Como já foi

mostrando o teorema de Euclides-Euler é dado por N = 2p−1 · (2p −1). Tomando n = 2p−1,

assim, 2n − 1 = 2 · 2p−1 − 1 = 2p − 1, Substituindo na formula dos hexagonais: Hn =

n(2n−1) = 2p−1 ·2p −1. Que é a fórmula dos números perfeitos pares. Assim, todo número

perfeito par é um número Hexagonal.

Exemplo 5.2.

Para n = 2, temos H2 = 2(2×2−1) = 2(4−1) = 6

Para n = 4, temos H4 = 4(2×4−1) = 4(8−1) = 28

Aqui estão os 20 primeiros números hexagonais: 1, 6, 15 , 28, 45, 66, 91, 120, 153,

190, 231, 276, 325,3 78, 435, 496, 561, 630, 703, 780.

Proposição 5.3. Todo número perfeito par, exceto o número 6, pode ser escrito como a

soma dos cubos dos primeiros números ímpares consecutivos.

Lembrando que a soma dos primeiros m cubos ímpares consecutivos são sempre

dados pela fórmula m2(2 · m2 − 1). Observando o teorema de Euclides-Euler para os

perfeitos: N = 2p−1 · (2p −1). Como p > 2, então p é ímpar, com isso p−1 é par, portanto,

2p−1 =


2
p−1

2

2

. Tomando m = 2
p−1

2 , assim m2 = 2p−1. Além disso, 2 ·m2 −1 = 2 ·2p−1 −1 =

2p −1. Substituindo essas igualdades na fórmula da soma dos cubos dos ímpares, temos

m2(2 ·m2 −1) = 2p−1 · (2p −1). Que é justamente o Teorema de Euclides-Euler. Portanto,

todo número perfeito par maior que 6 pode ser escrito como a soma dos cubos dos primeiros

números ímpares consecutivos.

Exemplo 5.4.

28 = 13 +33
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496 = 13 +33 +53 +73

8128 = 13 +33 + · · ·+153

33550336 = 13 +33 + · · ·+2553

5.3 REPRESENTAÇÃO BINÁRIA DE NÚMEROS PERFEITOS

O sistema que utilizamos para representar um número é o sistema decimal,

base 10, que utiliza 10 algarismos (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9). Esse sistema que utilizamos foi

implementado pelos hindus e foi divulgado pelos árabes. Recordemos brevemente o seu

funcionamento: Ao escrever um inteiro positivo em sua expansão decimal, cada algarismo

representa não o seu próprio valor, e sim seu valor multiplicado pela potência de 10

correspondente à posição do algarismo. Vejamos em um exemplo.

Exemplo 5.5.

2569 = 2×103 +5×102 +6×21 +9×100

= 3×1000+5×100+6×10+9×1

= 2000+500+60+9

É um resultado básico da aritmética elementar que todo inteiro positivo tem uma

expansão decimal única. Mais geralmente, dado um inteiro b > 0, é possível veriĄcar que

todo inteiro positivo n tem uma expansão em base b dada por

n = adbd +ad−1bd−1 + · · ·+a1b1 +a0b, onde ai ∈ ¶0, . . . , b−1♢ (6)

Dizemos que n tem representação em base b dada por (adad−1 . . .a1a0)b. Quando

b > 0, a convenção é utilizar letras para indicar os números maiores que 9.

E agora vamos utilizar esse mesmo raciocínio para o sistema binário, que é utilizado

pelos computadores. O sistema binário equivale a utilizar a base b = 2 para representar os

números positivos, portanto os algarismos utilizados são apenas 0 e 1.

Exemplo 5.6.

(78)10 = 64+8+4+2

= 1×26 +0×25 +0×24 +1×23 +1×22 +1×21 +0×20

= (1001110)2

(7)
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Na tabela a seguir listamos as representações dos primeiros positivos no sistema

binário,
Dec. Bin. Dec. Bin.

0 0 10 1010

1 1 11 1011

2 10 12 1100

3 11 13 1101

4 100 14 1110

5 101 15 1111

6 110 16 10000

7 111 17 10001

8 1000 18 10010

9 1001 19 10011

Exibimos agora alguns exemplos demonstrando a conversão de números dados em

representação binária para representação decimal.

Exemplo 5.7. (1010)2 = 1×23 +0×22 +1×21 +0×20 = 1×8+0×4+1×2+0×1 =

8+0+2+0 = (10)10.

Exemplo 5.8. (1101)2 = 1×23 +1×22 +0×21 +1×20 = 1×8+1×4+0×2+1×1 =

8+4+0+1 = (13)10.

Esse sistema permite fazer operações lógicas utilizando apenas esses dois números.

E são utilizados em sistemas digitais para codiĄcar algarismos. O sistema binário é

amplamente utilizado em ciências da computação e eletrônica, onde os circuitos digitais

operam com base nesse sistema de numeração posicional.

Para exibir a representação binária de um número perfeito, observamos dois

padrões:

Observação 5.9. Na representação decimal dois efeitos são facilmente observados: multiplicar

um número n por uma potência 10k da base b = 10 equivale a adicionar k zeros seguidos

ao Ąnal da representação decimal de n e os antecessores de uma potência 10k são da

forma 9 · · ·9
︸ ︷︷ ︸

k 9 seguidos

. De forma análoga, as potencias de 2 tem representação binária de um

único digito de 1 seguida de k zeros, vale também lembrar que ao multiplicamos por 2k

acrescentamos um k dígitos 0 ao Ąnal do nosso número.

Assim como na base 10 a potência de 2k também tem um antecessor, basta

multiplica por 2k − 1, que a representação escrito em binário será uma sequência de k

dígitos 1 consecutivos,
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Exemplo 5.10. 8 = (1000)2

Multiplicando por 2, temos: 8×2 = 16 (1000)2 −→ (10000)2

Multiplicando por 4 = 22, vem: 8×22 = 8×4 = 32 (1000)2 −→ (100000)2

Como já mencionamos anteriormente, se continuarmos multiplicando por potências

de 2 vai sempre acrescer um 0 a representação do número em binário.

Agora vamos ver exemplos do antecessor das potências de 2

Tabela 5.2 Ű Representação binária dos números da forma 2k −1.

Expressão Decimal Binário

21 −1 1 1
22 −1 3 11
23 −1 7 111
24 −1 15 1111
25 −1 31 11111
26 −1 63 111111

Observamos que o antecessor de uma potência de 2k em binário é sempre uma

sequência de k algarismos de 1.

A representação binária de um número perfeito é uma união de n dígitos conse-

cutivos 1 e n − 1 dígitos consecutivos 0. Pois, vale lembrar que a fórmula dos números

perfeitos já apresentada é da forma N = 2p−1 · (2p −1). Exemplos na tabela:

Tabela 5.3 Ű Representação Binária de Números Perfeitos.

Número Perfeito Representação Binária
6 110
28 11100
496 111110000
8128 1111111000000
33550336 1111111111111000000000000
8589869056 111111111111111110000000000000000

5.4 NÚMEROS PERFEITOS ÍMPARES

René Descartes (1596 - 1650) foi um Ąlósofo francês cuja obra, A Geometria

(La géométrie ), inclui sua aplicação da álgebra à geometria, da qual deriva a geometria

analítica. Seu trabalho teve grande inĆuência tanto em matemáticos quanto em Ąlósofos.
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Figura 5.4 Ű René Descartes (1596Ű1650).
Fonte: Adaptado de OŠConnor e Robertson, MacTutor History of Mathematics Archive.

Em uma carta de 1638 a Mersenne, aĄrmou que não havia razão para que um

número perfeito ímpar não pudesse existir. Descartes foi um dos primeiros a considerar a

existência de números perfeitos ímpares, muitos autores haviam assumido implicitamente

(sem provas) que os números perfeitos gerados pela construção de Euclides abrangiam

todos os números perfeitos possíveis.

Quando Descartes estava procurando os números perfeitos ímpares ele se deparou

com o número 198.585,576,189 = 32 ·72 ·112 ·132 ·22021. (Wikipedia contributors, 2026).

Aplicando a função σ(n)

σ(32) ·σ(72) ·σ(112) ·σ(132) ·σ(22021) = 2 ·198.585,576,189 um número perfeito,

mas tem um detalhe 22021 = 192 ·61, então esse número vira:

σ(32) ·σ(72) ·σ(112) ·σ(132) ·σ(192) ·σ(61) = 4 ·26 ·1011 > 2 ·198.585,576,189. Assim

não é um número perfeito, esses números que são próximos de números perfeitos são

chamados de paródias que são os números de Descartes.

Até hoje não se sabe da existência de números perfeitos ímpares, também não foi

provado se existe ou não. Apesar de ser um grande mistério a existência desses números,

muitos matemáticos ainda continuam trabalhando tentando encontrar soluções. O próprio

Euler provou um teorema que mostra a forma dos números perfeitos ímpares, se existem,

tem que ter essa forma

n = pk ·m2.

Hoje em dia com a ajuda dos computadores e cálculos demorados, já se foi

comprovado que nenhum número ímpar menor que N > 101500 é perfeito. (Ochem; Rao,
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2012) Além disso, diversas outras condições necessárias para que um ímpar seja perfeito

existem, por exemplo:

• N não é divisível por 105, (Kühnel, 1950)

• A maior potência prima p a que divide N é maior que 1062, (Ochem; Rao, 2012)

• N tem pelo menos 101 fatores primos e pelo menos 10 fatores primos distintos,

(Ochem; Rao, 2012)

• se 3 não divide N , então N tem pelo menos 12 fatores primos distintos. (Nielsen,

2015)

Em 1888, Sylvester aĄrmou:

...uma meditação prolongada sobre o assunto me convenceu de que a
existência de um único número perfeito ímpar desse tipo Ů sua fuga,
por assim dizer, da complexa teia de condições que o cercam por todos
os lados Ů seria pouco menos que um milagre. (SYLVESTER, 1888).

Desde de Euler matemáticos vem criando condições para a existência desses

números que vai Ącar tão restrito que não vão existir. Na tabela a baixo vemos as

tentativas computacionais de encontrar esses tais números.

Tabela 5.4 Ű Limites inferiores para a existência de números perfeitos ímpares.

Autor(es) Ano Limite
Kanold 1957 1020

Tuckerman 1973 1036

Hagis 1973 1050

Brent e Cohen 1989 10160

Brent et al. 1991 10300

Ochem e Rao 2012 101500

Fonte: Adaptado de (Ochem; Rao, 2012).
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS

De modo geral, este trabalho teve como objetivo apresentar os principais aspectos

da teoria dos números perfeitos, abordando seu desenvolvimento histórico, suas proprieda-

des, sua caracterização por meio do teorema de Euclides-Euler, sua relação com os primos

de Mersenne e os principais resultados conhecidos sobre os números perfeitos ímpares.

Inicialmente foi abordado um estudo histórico com a contribuição de vários

matemáticos, Euler, Euclides, Mersenne, Descartes, Gerasa e os demais que contribuíram

para a construção dos números perfeitos pares. Observamos que os estudos nesse tema

vem desde dos estudos de Pitágoras por volta de 540 a.C até a atualidade.

O principal objetivo deste trabalho foi alcançado ao apresentar os fundamentos

teóricos dos números perfeitos, evidenciando sua caracterização por meio do teorema de

Euclides-Euler e sua relação com os primos de Mersenne, além de discutir os avanços e os

desaĄos relacionados aos números perfeitos ímpares, também observamos que a busca por

novos perfeitos pares, limita-se a busca por novos primos de Mersenne, vimos a ligação

com outros temas da matemática que todo número perfeito par é um número triangular,

hexagonal e que todo número perfeito par, exceto o 6 pode ser escrito como soma dos

cubos dos primeiros números ímpares consecutivos.

Vale destacar os números perfeitos ímpares, percebe-se que apesar de diversos

resultados ao longo de séculos, ainda não conseguimos caracterizar como é formado os

números perfeito ímpares, também não conseguimos encontrar nenhum até o momento,

nem mesmo sabemos da existência deles, apesar de ter limites inferiores conhecidos e

diversas restrições para os números perfeitos ímpares, sua existência ainda segue sendo

um mistério.

Também apresentamos o projeto (Great Internet Mersenne Prime Search, 2026), o

principalmente responsável pelas descobertas dos primos de Mersenne nas últimas décadas.

Vale destacar que existem marcos recentes dos trabalhos computacionais a cerca dos primos

de mersenne, mostrando que o avanço e o interesse nesse tema ainda segue em atividade.

Portanto, apesar de muitos resultados que contribuíram para o avanço dos números

perfeitos desde de Euclides até os tempos atuais, ainda existem temas em aberto, como

se existem inĄnitos primos de Mersenne e com consequência inĄnitos números perfeitos,

também a existência de números perfeitos ímpares. Assim, o tema segue sendo bastante

interessante e ainda existem desaĄos para solucionar.
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Deseja-se que esse trabalho sirva de forma introdutória na teoria dos números,

promovendo um assunto clássico que são os números perfeitos, apesar de ser um tema

bastante antigo, ainda existem diversas contribuições recentes, pois ainda existe o fato

de alguns problemas relacionados aos números perfeitos ainda permanecerem em aberto,

como a existência de números perfeitos ímpares e a inĄnitude dos números perfeitos pares.

Além disso, o estudo teve caráter teórico, não envolvendo a implementação de métodos

computacionais para busca e análise desses números.

Como perspectivas futuras, sugere-se o aprofundamento nos números perfeitos

ímpares dos primos de Mersenne e dos algoritmos computacionais utilizados na descoberta

de novos casos. Também futuras pesquisas que possa implementar esse assunto no ensino

da matemática e com aplicações matemáticas relacionadas aos números perfeitos.
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