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Resumo

O presente artigo tem como foco abordar a questao do abastecimento de agua da cidade de Nazarezinho
localizada no sertao do estado da Paraiba. Para isto, destaca-se a modelagem matematica como uma
ferramenta de grande importancia na construgao deste trabalho. Esta, sendo a base que vem a determinar
por meio dos modelos Matematicos de crescimento populacional, especificamente os modelos de Malthus
e Verhurst, qual serd a quantidade de habitantes da referida cidade no ano de 2028, pois os modelos
em questao sugerem um periodo curto de tempo, para assim a partir do célculo da média de consumo
de agua por habitante, determinar uma estimativa da quantidade de agua necessaria para satisfazer
o consumo de agua da populagao atendida pelo abastecimento. Para isso foi realizada uma pesquisa
do tipo levantamento de dados, com o intuito de coletar informacoes pertinentes a questao estudada
junto ao IBGE, escritorio local da cidade em estudo e ao Regional da CAGEPA. Este localizado em
Sousa-Pb, sendo Nazarezinho uma das dez cidades atendidas pelo mesmo. Além disso, foram utilizadas
fontes complementares de pesquisa tais como livros e materiais disponibilizados na internet, de modo a
fundamentar as informacoes apresentadas. Contudo, dentre as informagoes levantadas no transcorrer da
pesquisa, foi possivel observar que um fato bastante relevante no que diz respeito a variavel em estudo é
a questao da escassez de dgua, provocada por um longo periodo de seca que aflige a regiao Nordeste do
Brasil. Portanto, uma pesquisa desta natureza vira a contribuir de modo significativo, para se obter uma
estimativa da quantidade de dgua que serd necessaria para abastecer a cidade de Nazarezinho no ano de
2028.

Palavras-Chave: Agua potével. Dinamica Populacional.



Abstract

This article focuses on addressing the issue of water supply in the city of Nazarezinho, located in the
interior of Paraiba. For this, mathematical modeling stands out as a tool of great importance in the
construction of this work. This being the basis that determines the mathematical models of population
growth, specifically the models of Malthus and Verhurst, what will be the number of inhabitants of
that city in the year 2028, because the models in question suggest a short period of time, so, from the
calculation of the average water consumption per inhabitant, determine an estimate of the amount of
water needed to satisfy the water consumption of the population served by the supply. For this, a survey
of data type was carried out, with the objective of collecting information pertinent to the question studied
with IBGE, the local city hall of the city under study and the Regional of CAGEPA. Located in Sousa-pb,
Nazarezinho is one of the ten cities it serves. In addition, complementary research sources, such as books
and materials made available on the internet, were used to support the information presented. However,
among the information collected during the research, it was possible to observe that a very relevant fact
in relation to the studied variable is the issue of water scarcity, caused by a long drought that affects the
Northeast region of Brazil. Therefore, a survey of this nature will contribute significantly to obtain an
estimate of the amount of water needed to supply the city of Nazarezinho in 2028.

KeyWords: Potable water. Population dynamics.
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Introducao

A escassez de dgua e sua correta distribui¢ao sao apenas alguns dos muitos problemas enfrentados
pelas pessoas que vivem no sertao paraibano. Tendo em vista essa situagao, o presente trabalho teve por
objetivo investigar as variaveis que envolvem o abastecimento de agua da cidade de Nazarezinho situada
no sertao do estado da Paraiba, dando énfase & utilizacao dos modelos Mateméticos de crescimento
populacional de Malthus e Verhurst como ferramenta auxiliar de pesquisa, de modo a possibilitar uma
estimativa da quantidade de 4gua que sera necessaria diariamente para manter o abastecimento da referida
cidade no ano de 2028. Modelos estes, que a partir dos resultados obtidos possam servir de embasamento
no quesito prevensao da propria empresa.

Todavia, para que fosse possivel alcangar o objetivo em questao foi desenvolvida uma pesquisa
do tipo levantamento de dados, uma vez que ficou como principal fonte de informacao os dados coletados
junto ao escritério regional, localizado em Sousa-pb e o escritério local da Companhia de Agua e Esgotos
da Paraiba (CAGEPA) na cidade de Nazarezinho. Dessa forma, foi realizado um levantamento acerca
dos dados sobre a quantidade de dgua que é necessaria para abastecer a cidade, bem como informagoes a
respeito da historia da fundagao da sede local da Cagepa e da captagao. Esta sendo ponto de origem da
agua que é utilizada no abastecimento da cidade. Como também abordar o devido processo de tratamento
da mesma.

Um ponto extremamente relevante que foi tratado a respeito da construcao deste trabalho é a
importancia que existe na utilizacdo da modelagem matemética enquanto ferramenta de pesquisa, ja que
a mesma proporciona uma orientagao sistematizada de como se desenvolver as etapas de uma investigagao
e de como essa pode chegar a uma conjectura que descreva uma determinada situagao real ([5]).

Nesse contexto, ha que se compreender que a modelagem matemética é uma ferramenta de grande
importancia quando se pretende investigar e simular algo concreto em um determinado espago, na tenta-
tiva de projetar e prever o comportamento dos mesmos. Essa modelagem em consonincia com a dindmica
populacional, tem como finalidade explorar os fatores e fendémenos em equilibrio nos ecossistemas.

Sendo assim, o eixo principal dessa pesquisa se constituiu a partir dos dados operacionais de
distribuicao de dgua da cidade de Nazarezinho, tendo sido aplicados nos modelos matematicos de cres-
cimento populacional de Malthus e Verhurst, pois os mesmos tém como intuito estudar a variacao da
quantidade de individuos de uma determinada populacao. E assim, a partir desses dados populacionais,
projeta-se a quantidade de dgua necessaria para abastecer a referida cidade em um futuro proximo.

O presente trabalho foi estruturado em quatro capitulos, onde o primeiro traz a introdugao. O
segundo capitulo aborda a trajetoria historica da crise hidrica no sertao paraibano, seguida de um breve
histérico da cidade de Nazarezinho, como também da CAGEPA, além de outras informagoes relevantes
a pesquisa. O terceiro capitulo traz os dados operacionais e estatisticos a respeito do abastecimento
de 4gua da cidade de Nazarezinho. Além disso, foram descritas ainda no mesmo capitulo as fungoes
envolvidas nas demonstracoes dos modelos matemaéticos, a exemplo das equagoes diferenciais ordinarias
(EDO), e, consequentemente, os modelos matematicos populacionais de Malthus e Verhurst. O quarto
capitulo é destinado a aplicacao dos dados, a metodologia empregada na construcao da pesquisa e os
resultados obtidos por meio da utilizagao dos modelos mateméaticos estudados, além de tratar algumas
consideragoes e perspectivas acerca do trabalho desenvolvido. E por fim, as conclusoes e as perspectivas
obtidas através dos modelos matematicos envolvidos, além de constatar a importancia da modelagem

matemética.



2. Aspectos histéricos da distribuicao de Agua

no sertao

Os rios sertanejos fazem parte da hidrografia do estado da Paraiba, por sua vez, seguem em
direcao ao norte em busca de terras baixas e desdguam no litoral do Rio Grande do Norte. O Rio
Piranhas é o maior representante desse grupo, pois é através dele que grande parte das terras no sertao
paraibano sdo irrigadas. Apesar de o estado contar com varios cursos de a4gua no seu territério, a mais
forte caracteristica dos rios paraibanos ¢ o fato de, a maioria, serem temporéarios, diminuindo de volume

ou mesmo secando nos periodos de estiagem, principalmente no sertao.

2.1.Histo6rico da seca do sertao, da CAGEPA e da cidade

de Nazarezinho

O sertao nordestino brasileiro ¢ uma area de clima semiarido. As temperaturas sao elevadas o
ano inteiro. Como chove apenas em alguns meses, os rios e riachos s@o intermitentes, ou seja, secam no
periodo de estiagem. Fazendo parte desse contexto historico do nordeste brasileiro, o sertao paraibano esta
situado em uma de suas sub-regides. E uma extensa area de clima semiéarido, conhecido como “Poligono
das Secas”, que compreende o centro da Regiao Nordeste e esta presente em quase todos os estados. Essa
sub-regido nordestina possui o menor indice demografico da regido. Os indices de pluviosidade sdo baixos
e irregulares, com a ocorréncia periodica de secas. A vegetacao tipica é a caatinga.

A Paraiba possui atualmente uma populagao de 4,02 milhées de habitantes. Segundo estimativa
do IBGE (|21]) para 2014, quantitativo 6,68% superior ao registrado no censo de 2010 (3,77 milhoes
de habitantes). Possui densidade demografica de 66, 70hab/km?. As principais atividades econémicas
do sertao paraibano sao a agricultura e a pecuaria, sendo a lavoura temporaria predominante. Como
é uma regiao de trabalhos temporéarios, o estado necessita de politicas publicas para o desenvolvimento
socioecondmico no sertao paraibano, proporcionando qualidade de vida para sua populagao.

E comum nessa regido a estiagem durante seis meses do ano, pois a distribuicdo das chuvas se
concentra de dezembro a maio, periodo este conhecido como estagao chuvosa do sertao nordestino. Como
é uma estagao chuvosa peridédica, mas irregular, a falta de chuva pode afetar diretamente as atividades
econdmicas, consequentemente acarretando mais problemas sociais da regiao. Essas adversidades pro-
vocam o deslocamento de varios sertanejos para outras regides do pafs com o intuito de encontrarem
trabalho.

Atualmente o sertao paraibano vem sofrendo com uma severa estiagem. Esta, desde 2012, assola
a regiao, nao tendo assim um periodo chuvoso dentro da normalidade. Esse fato ocorre devido as condigoes
oceanicas e atmosferas globais nao apresentarem indices positivos para ocorréncia de chuvas.

Neste ano de 2019 nao foi diferente e as chuvas caidas durante o periodo invernoso continuaram
de formas irregulares, isto é, chuva normal e acima do normal em algumas cidades e outras com chuvas
abaixo da média. Isso ja ficou evidenciado no inicio do ano com os prognosticos divulgados pelos institutos
de meteorologia.

As previsoes climéaticas para 2019 ja indicavam um quadro parecido com as previsoes dos anos
anteriores. Segundo as informagoes repassadas pela AESA ([2]), no inicio de 2019 as chuvas iriam variar

de normal a abaixo da média e reforcava que:
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O semiarido nordestino tem como caracteristica a
alta variabilidade espacial e temporal dos indices plu-
viométricos. Com isto, a ocorréncia de chuvas ficaria
altamente dependente da formacao de fendmenos me-
teorologicos transientes, os quais poderao influenciar
quantitativamente na ocorréncia das chuvas.

Ainda segundo o fisico, meteorologista e mestre em meteorologia, Rodrigo Cézar Limeira ([22])

A conjuntura indicava boas chuvas para o semiérido
do Estado entre os dias 17 de fevereiro e 15 de marco,
ainda que de forma irregular devido & influéncia do
fendmeno climatico e oceanico El Nino de fraca inten-
sidade, pontuava. O estudioso reafirmou na época, a
perspectiva de chuvas variando de normais a abaixo
da média durante a quadra chuvosa de fevereiro a
maio do semiérido paraibano.

Ao confirmar essas precipitagoes negativas, a seca continua a castigar o sertdo nordestino, tra-
zendo assim sofrimento aos sertanejos que dependem da agua para a sobrevivéncia, em especial para o
consumo humano, pois, devido & escassez deste precioso liquido, varios municipios vém ao longo desses
anos tendo colapsos no seu abastecimento residencial. E nesse contexto que o presente trabalho abor-
dara alguns dados de distribuicao de dgua que chega até as residéncias. Entre elas o consumo de agua
per capita da cidade de Nazarezinho, localizada no sertao paraibano e que tem a CAGEPA como 6rgao
responséavel pelos servigos de abastecimento.

Com origem na Fazenda Picos do Senhor Francisco Lins de Albuquerque, considerado o seu
fundador por ter loteado suas terras em meio as serras para construgao de casas, Nazarezinho esta
situada a oeste na depressao do alto sertao do estado da Paraiba. Nascia ali um povoado, ao lado do
famoso cartao postal da cidade. Este mais conhecido atualmente como serrote do pico, do qual originou
o nome da cidade de Nazareth do Pico. O povoado cresceu e com o seu crescimento vem a necessidade da
construgao da Capela. O Sr. Joaquim José Gongalves Braga doa o terreno para a construgao da Capela,
que teve como Padroeiro Sao Sebastiao. A escolha deste santo para padroeiro da Capela fundamenta-se
em um fato que a tradicao fez chegar até a geracao atual, tendo sido registrado no histérico do municipio.
O Sr. Manoel Siqueira perde um filho menor de nome Sebastiao, fatalmente vitimado por uma flecha
numa brincadeira de matar lagartixas com outras criangas. E por esta razdo, ele (Sr. Manoel Silqueira)
pediu para que o Padroeiro da Capela construida se chamasse Sao Sebastiao, também martirizado com
flechas. O Povoado Nazareth do Pico passou a ser chamado Nazaré e pertenceu a Cajazeiras até a Lei
Provincias de 28-08-1956, quando passou a pertencer a Sousa.

Fundada em 1961 e chamada atualmente por Nazarezinho, ainda se destaca por conservar algu-
mas de suas tradigoes. A exemplo das histérias do cangaco, da producao da rapadura artesanal, da pesca

e da agricultura. A cidade apresenta como territorio e ambiente os seguintes dados da tabela 2.1

Area de unidade territorial 192, 165km?
Esgotamento sanitario adequado (2010) 18,6%
Arborizagao de vias publicas (2010) 98%
Urbanizacao de vias publicas (2010) 0,4%
Bioma (2019) Caatinga

Tabela 2.1: IBGE ([20])

Quando comparado com os outros municipios do estado com relagao ao esgotamento sanitéario

adequado, arborizacao e urbanizacao de vias publicas, Nazarezinho fica na posigao 147, 17 e 161 de 223
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municipios, respectivamente. J& quando comparado a outras cidades do Brasil, sua posigao é 3733, 390
e 4630 de 5570 municipios, respectivamente (IBGE ([20]).

A cidade é um dos 223 municipios paraibanos que sofrem com a seca que perdura hé varios anos,
consequéncia esta de invernos irregulares. A populagdo sofre com a qualidade da dgua e a escassez da
mesma. Diante disso, uma das suas maiores conquistas foi a chegada da Estacao de Tratamento de Agua
(ETA), construida pela CAGEPA na década de 1980, através do Governo do estado. A partir daf a cidade
passou a receber agua tratada melhorando a qualidade de vida daquela populagao.

Inicialmente, porém, a dgua era captada de um poco e a populacao ainda nao recebia a quantidade
de dgua suficiente para seu consumo. Segundo Pedroza ([24]), mais antigo funcionario da CAGEPA de
Nazarezinho, relatou que a dgua era captada de um pogo da zona urbana, este nao tinha agua suficiente
para abastecer a cidade, pois era preciso 24 horas para encher o reservatorio e posteriormente distribuir
para a populagao. Dai veio mais uma conquista. Foi construida a captagao do Rio Piranhas, dando inicio
ao abastecimento por completo da cidade.

Com a criagao da ETA, o governo instalava ali um 6rgao estadual para comandar e ser responsavel
pela qualidade da agua distribuida para a populacao de Nazarezinho e assim amenizar o sofrimento que

se alongava hé varios anos.
2.2.Um breve histérico do abastecimento ptblico na Pa-

raiba e a populacao abastecida em destaque

Foi a partir de 26 de julho de 1972 que a CAGEPA passou a conduzir o abastecimento publico
de distribuicao de agua em todo o estado da Paraiba. Sendo fundada a partir da incorporacao das
Companhias de saneamento da capital (Sanecab) e a Companhia de saneamento de campina Grande
(Sanesa). A Sanesa foi criada em 4 de novembro de 1955. Por sua vez, em 30 de dezembro de 1966 foram
constituidas com abrangéncia em todo o estado a Sanecab e a CAGEPA. Dai surgiu a unificagdo das
mesmas em 1972, na qual passou a ser chamada de Companhia de Agua e esgoto da Paraiba(CAGEPA).
Esta, assumindo o compromisso de atender todas as cidades paraibanas. E, assim, a empresa se mantém
na area de saneamento até os dias atuais. FEntretanto, antes dessa uniao muitos fatores importantes
aconteceram no decorrer da historia para a criagao da CAGEPA.

A CAGEPA ([15]) aborda em sua pagina institucional que:

Alguns mananciais publicos e particulares foram cri-
ados até a primeira tentativa de disponibilizar dgua
encanada para a populagao pessoense. Entre elas
estao Bica do Tambia; Cacimba do Povo; Bica de
Maria Feia; Cacimba de Dr. Cicero e Cacimba de
Maroca Estrela. O abastecimento de agua em Joao
Pessoa foi inaugurado no dia 21 de abril de 1912,
durante o governo de Joao Lopes Machado. O pri-
meiro projeto para a implantacao de um sistema de
esgotamento sanitario, na Paraiba, aconteceu em 26
de junho de 1922, quando foi autorizado empréstimo
para a construcao de uma rede de esgotos em Joao
Pessoa. Outras experiéncias de implantagao de siste-
mas de abastecimento foram implementadas em va-
rios municipios paraibanos, embaladas pela criagao
das comissoes municipais de abastecimento.

Vale ressaltar que para uma Empresa assumir a concessao de todos os municipios de um estado,
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é necessario passar por um processo de legalidade, assumindo responsabilidades através de suas leis
estaduais. Assim, a CAGEPA ([15]) elenca que:

A Companhia de Agua e Esgotos da Paraiba é uma
sociedade de economia mista por acoes de capital
autorizado, constituida mediante autorizagao da Lei
Estadual n 3.459 de 31 de dezembro de 1966, alte-
rada pela Lei Estadual n 3.702 de 11 de dezembro de
1972, vinculada a Secretaria de Estado da Infraes-
trutura, dos Recursos Hidricos, do Meio Ambiente e
da Ciéncia e Tecnologia — SEIRHMACT com sede e
foro na cidade de Jodo Pessoa, Estado da Paraiba, e
jurisdicao em todo o territorio do Estado, com prazo
de duragao indeterminado, que se rege pela da Lei
das Sociedades por Agoes, Lei n 6.404/76, de 15 de
dezembro de 1976, a qual foi modificada pela Lei n
11.638, de 28 de dezembro de 2007, Lei 13.303, de 30
de Junho de 2016 e pelo seu Estatuto. Nosso capital
total esta distribuido em Agoes Ordinarias, com di-
reito a voto e Preferenciais, sem direito a voto, onde
99,98% das acoes ordinérias pertencem ao Governo
do Estado da Paraiba e 0,02% estao distribuidos en-
tre 471 socios entre pessoas fisicas e juridicas.

Ainda segundo a CAGEPA ([18]), o relacionamento com os clientes deve ser norteado pela satis-
fagao destes, fornecendo respostas e solugoes que atendam aos seus interesses e nos prazos estabelecidos,
sempre em conformidade com os objetivos da Companhia, e sem prejudica-los de forma direta e indireta.

E um fato nos depararmos atualmente com noticiarios em relacio as estatais no que se refere a
saneamento no Brasil. Estas vém passando por momentos criticos. Tanto quanto a sua administragao,
como & falta de agua devido a estiagem, principalmente no Nordeste, estando, inclusive, algumas destas
estatais em processo de privatizagoes. A CAGEPA néao ¢ diferente. A crise hidrica que assola o sertao,
como também a falta de gestao durante muito tempo, tem dificultado bastante o crescimento da empresa.
Mas, a partir de 2011, a perspectiva do novo governo de implementar mudancas radicais na empresa, sendo
uma delas a troca de cargos politicos por técnicos, culminou num fator determinante para o crescimento da
mesma. Atualmente a CAGEPA é reconhecida como uma das melhores empresas do Brasil. A CAGEPA

aborda em sua pagina uma reportagem da revista Exame de 2018 escrevendo que:

A Companhia de Agua e Esgotos da Paraiba (Ca-
gepa) esté entre as 1.000 maiores empresas do Brasil,
de acordo com a 45* edi¢ao da Melhores e Maiores, da
Revista Exame. A Cagepa figura na 772* posi¢ao no
ranking, subindo 24 posi¢oes em relagao ao ano ante-
rior e na 96* posicao entre as 100 maiores empresas
do Norte/Nordeste. [...] As companhias foram anali-
sadas pela Fipecafi, fundacao ligada & Universidade
de Sao Paulo. (CAGEPA ([17]))

E elenca ainda que:
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Mesmo enfrentando mais um ano de crise hidrica, a
Companhia de Agua e Esgotos da Paraiba (Cagepa)
encerrou o ano de 2017 com um lucro contabil re-
corde de R$ 65,7 milhdes. A receita dos servigos da
companhia foi 18,10% superior a registrada em 2016.
O superavit é resultado de um trabalho de adminis-
tragao do controle de gastos, combate a perdas, mo-
dernizagao dos processos, além de um investimento
de R$ 79 milhdes em obras de implantagido e am-
pliagao dos sistemas de abastecimento de 4gua e de
esgotamento sanitario em todo o Estado (CAGEPA

([16]))-

Planejar, executar e operar servicos de saneamento basico em todo o territério paraibano faz
parte do principal objetivo da Companhia. Pois é através da captagao, adugao, tratamento e distribui¢ao
de 4dgua e coleta, tratamento e disposicao final dos esgotos que a empresa comercializa esses servigos e os
beneficios que direta ou indiretamente decorrerem de seus empreendimentos, bem como quaisquer outras

atividades correlatas ou afins.
2.2.1.Populagao abastecida pela CAGEPA e a crise hidrica em Na-

zarezinho

Segundo o tltimo censo populacional do IBGE, em 2010 Nazarezinho contava com uma populagao
de 7280 habitantes. Destas, 3184 viviam na zona urbana, sendo a mesma assistidas pela CAGEPA, - atra-
vés do Regional do Rio do Peixe, localizado em Sousa- que fornece diariamente agua tratada e encanada
em suas residéncias. Atualmente Nazarezinho conta com 1.399 ligagbes de dgua em suas residéncias.

Com relagao a crise hidrica local, é a partir de 2012 que a cidade passa a sofrer com uma das
maiores secas ja vista na regiao. A distribuigdo de dgua passou a ser a partir dai, uma incognita. A
populacao nao tinha mais a certeza de quando chegaria dgua em suas torneiras. Segundo a Agéncia
Executiva das Aguas do estado da Paraiba (AESA), como o inverno de 2012 ficou muito abaixo da
média, em 2013 o abastecimento ficou comprometido na sua totalidade, pois o Rio Piranhas, onde a
captagao era instalada, secara totalmente. Diante disso, a cidade ficou sem o precioso liquido por mais
de um ano, sendo abastecida por carros pipas.

Segundo as previsoes dos Institutos meteorologicos, as perspectivas de um bom inverno ficavam
cada vez mais distantes. Sendo assim, em outubro de 2014 o governo do estado, através da CAGEPA,
inaugurava ali, uma nova adutora emergencial, construida a 11 km da cidade de Nazarezinho, no agude de
Sao Gongalo, situado na cidade de Sousa. Dai, voltava a CAGEPA a distribuir agua tratada a populacao.

No entanto, outros problemas surgiram devido essa situacgao, tais como: problemas de vazao da
nova adutora. Esta, comegou a funcionar com uma vazao de aproximadamente 26.000l/h. Entretanto,
por problemas técnicos, houve uma queda brusca na sua vazao, passando a operar com apenas 11.000/h.
Assim, o abastecimento nao teve uma regularidade constante, vindo a contribuir para um abastecimento
deficitario da cidade. Para se ter uma idéia dessa oscilagao negativa do abastecimento, basta observar,
no capitulo seguinte, os dados da tabela 3.2. Além disso é possivel constatar na tabela 2.2 os indices

pluviométricos negativos do periodo de 2012 a 2019:
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ANO | Observado mm | Normal mm | Desvio mm
2012 556,0 863,8 -307,8
2013 685.,9 863,8 -177.9
2014 8225 863,8 -41,3
2015 637.,4 863,8 -226,4
2016 929,7 863.8 65,9
2017 799,3 863,8 -64.,5
2018 906,9 863.8 431
2019 760,1 863,8 -103,7

Tabela 2.2: AESA ([1])

Observe que, os dados acima apresentados pela AESA mostram uma leve melhora nos indices
pluviométricos a partir de 2016, isso devido & volta das chuvas na regiao de Nazarezinho. Com isso, o
abastecimento veio a ser normalizado, pois além da captagao do agude de Sao Gongalo estar funcionando,
a cidade voltou a receber 4dgua da captagao do Rio Piranhas, diminuindo, assim, as irregularidades
enfrentadas nos anos anteriores e, consequentemente, levando para a populacao uma melhor qualidade
de vida.

Contudo, devido as constantes oscilagoes do abastecimento de dgua durante esses anos, serao
abordados posteriormente dados anuais de distribuigao a esta populagao inter-relacionado com tais mo-
delos populacionais para que estes sirvam de instrumento para atender as necessidades de saneamento
ambiental da populagao, contribuindo para a melhoria da qualidade de vida e da saide publica dos

nazarezinhenses.

2.3.Etapas do tratamento da agua

Antes de expor os dados coletados na CAGEPA, serao descritas as principais fases de tratamento
da ETA (estagao de tratamento de dgua) de Nazarezinho, na qual serao detalhadas suas caracteristicas.

O tratamento de dgua consiste em melhorar suas caracteristicas organolépticas, fisicas, quimicas
e bacteriologicas, a fim de que se torne adequada ao consumo humano. As dguas de superficies sao as que
mais necessitam de tratamento, pois se apresentam com qualidades fisicas e bacteriologicas improprias,
com excecao das aguas de nascentes que, com uma simples protecao das cabeceiras e cloragao, podem
ser, muitas vezes, consumidas sem perigo. As 4dguas de grandes rios, embora nao satisfazendo pelo seu
aspecto fisico, podem ser relativamente satisfatorias, sob os pontos de vista quimico e bacteriologico,
quando captadas ou colhidas em locais do rio menos sujeitos a contaminagao.

A resolugao CONAMA n° 20, de 18 de junho de 1986 destaca que:

O Conselho Nacional do Meio Ambiente - CONAMA,
no uso das atribuigoes que lhe confere o art. 7°, inciso
1X, do Decreto 88.351, de 1° de junho de 1983, e o
que estabelece a resolucao CONAMA n° 003, de 5 de
junho de 1984; Considerando ser a classificacao das
aguas doces, salobras e salinas essencial a defesa de
seus niveis de qualidade, avaliados por parametros
e indicadores especificos, de modo a assegurar seus
usos preponderantes (BRASIL ([8])).

A cidade de Nazarezinho é abastecida atualmente por dois mananciais. Um, captado no agude de
Sao Gongalo, o outro, captado no Rio Piranhas, tendo este o percurso por gravidade, através de comportas

entre o agude de Engenheiro Avidos, localizado na regiao de cajazeiras e o agude de Sdo Gongalo na regiao

de Sousa.
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Manancial é o local onde a adgua se origina de maneira ininterrupta. Tem como objetivo principal
o abastecimento humano e em segundo plano as atividades comerciais, industriais e agropecuérias. Vale
ressaltar que quando é instalado um sistema de abastecimento nesses mananciais, é necessario que os
responsaveis sigam normas nacionais, passando assim por um controle de qualidade.

A portaria N° 2.914, de 12 de dezembro de 2011 estabelece em seu art. 40 que:

Os responsaveis pelo controle da qualidade da 4dgua
de sistemas ou solugoes alternativas coletivas de
abastecimento de agua para consumo humano, su-
pridos por manancial superficial e subterraneo, de-
vem coletar amostras semestrais da dgua bruta, no
ponto de captacao, para anélise de acordo com os
parametros exigidos nas legislacoes especificas, com
a finalidade de avaliagdo de risco & saide humana
(BRASIL ([10])).

Atualmente, como foi destacada anteriormente, a dgua utilizada para o abastecimento da cidade
de Nazarezinho é captada do Rio Piranhas e do agude de Sao Gongalo. O primeiro dista 6 km da cidade
de Nagzarezinho, tendo esta como origem o agude de Engenheiro Avidos, a mesma transportada por meio
de comportas e por gravidade até o agude de Sdo Gongalo. Desse percurso, fixou-se um ponto, onde se
formou um manancial para captacao da dgua para Nazarezinho através de bombeamento e uma adutora
de 150 mm de didmetro, a qual é tratada na estagdo construida na préopria cidade. A segunda, a 10 km
da ETA através de uma adutora emergencial. Vale ressaltar que atualmente a adutora de Sao Gongalo
funciona como principal meio de distribuigdo da cidade, trabalhando 24 horas diarias e a adutora do Rio
Piranhas, antes funcionava como principal, opera hoje como complementar no abastecimento da cidade.
Desde entao, a populagao passou a receber dgua suficiente para seu consumo e de boa qualidade.

Entretanto, para que a agua se torne propicia para o consumo humano, ela passa por varias
etapas de tratamento, as quais serao descritas a seguir. A 4gua é normalmente captada de um rio ou um

lago, como mostrado na figura 2.1

Figura 2.1: Captacao



Capitulo 2. Aspectos historicos da distribuicdo de dgua no sertio 16

Depois de captada até a ETA, a dgua passa pelo tratamento convencional que é composto das
seguintes etapas: clarificagao, desinfeccao, cloro residual, armazenamento e distribui¢ao. A clarificacao,
dependendo da ETA, ocorre em trés etapas: coagulacao,decantacao e filtracao.

A Portaria N° 2.914 de 12 de Dezembro de 2011 define em seu capitulo II, Art. 5° inciso V que
Agua tratada é toda dgua submetida a processos fisicos, quimicos ou combinacao destes, visando atender
ao padrao de potabilidade (BRASIL ([10])).

2.3.1.Clarificagao

A clarificagao tem como finalidade remover e eliminar as impurezas da dgua. Este é um processo
primordial numa estacdo de tratamento, pois visa fornecer uma agua limpa para seu consumidor. A
clarificagao é composta pela coagulacao, decantacao, e filtragao. Estas abordadas a seguir.

2.3.1.1.Coagulacao

A coagulacao é feita pelo processo quimico através de adigao de sulfato de aluminio, pois as 4guas
de represas e rios possuem um aspecto barrento. Apoés a chegada da adgua bruta, no canal de Parshall,
como visto na figura 2.2 é realizada a adicao do coagulante. Geralmente os reagentes sao aplicados por
via timida, ou seja, o Sulfato de Aluminio é dissolvido em agua e aplicado contando-se os ml/min. para

se encontrar a floculagao.

Figura 2.2: Canal de Parshall

A coagulagao tem por objetivo transformar as impurezas que se encontram em suspensao fina,
em estado coloidal, e algumas que se encontram dissolvida em particulas que possam ser removidas pela
decantacao e filtragao.

2.3.1.2.Decantagao

Na decantacao se verifica a deposicao de matéria em suspensao, pela acdo da gravidade. Este
processo consiste em tornar as dguas que carregam materiais em suspensao, mais lentos, provocando a
decantacao. O decantador, geralmente, é um tanque retangular com pontos de descarga.

Vale ressaltar que na ETA de Nazarezinho nao existe este processo de tratamento, pois como
a adgua é captada de um rio corrente, praticamente em oito messes do ano a mesma ja chega em boas
condigoes. Sendo que durante quatro meses a agua fica com o aspecto amarelado e barrento, exigindo
assim um tratamento mais adequado. Isto devido as chuvas que caem na cabeceira do rio. Assim, depois
de receber o tratamento quimico (Coagulacdo), a dgua da ETA de Nazarezinho passa diretamente para

o processo de filtracao.
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2.3.1.3.Filtracgao

A filtracdo consiste em fazer a dgua passar por substincias porosas capazes de reter e remover
algumas de suas impurezas. Como meio poroso, emprega-se em geral a areia sustentada por camadas de
seixos, sob as quais existe um sistema de drenos, acarretando a remocao de materiais em suspensao e
substancias coloidais e redugao de bactérias presentes.

No geral, em ETAs, os filtros sao classificados de acordo com sua velocidade ou sua pressao. Na
ETA de Nazarezinho se trabalha com um filtro de pressao. Este sendo de gravidade, como visto na figura
2.3

Figura 2.3: Filtro

Geralmente tém forma retangular e sdo usados para a filtragdo de grandes volumes de dgua

previamente coaguladas.

2.3.2.Desinfeccao

Depois de passar pelo processo de clarificagao, vem a desinfeccao, etapa feita através do Cloro.
Este, sendo uma das etapas mais importante do processo, pois além de ser a func¢ao precipua do tratamento
da 4gua, exige de quem o opera cuidados especiais de seguranca. Tem como objetivo a inativacao dos
microorganismos patogénicos.

A desinfecgao é realizada por intermédio dos agentes fisico ou quimicos, agregado a remogao de
particulas coloidais utilizando as operacoes unitarias necesséarias para cada performance que classifica a
adgua captada. A desinfeccao tem carater corretivo e preventivo, pois durante o percurso da agua até o
consumo ela pode ser contaminada.

O Cloro ainda tem como fungao eliminar odores e sabores, diminuir a intensidade da cor, como
também eliminar matérias organicas.

A Resolugao de Diretoria Colegiada- RDC n° 91, de 30 de junho de 2016 elenca em seu Art. 17

que:

No controle do processo de desinfec¢ao da dgua por
meio da cloragao, cloraminacao ou da aplicagao de
diéxido de cloro devem ser observados os tempos de
contato e os valores de concentragoes residuais de
desinfetante na saida do tanque de contato expressos
na Portaria do Ministério da Satide n°. 2.914/2011
e suas atualizagdes. (BRASIL ([11]))

Na ETA de Nazarezinho esse processo é feito através de um aparelho dosador de cloro a gas,

trazendo assim, uma dosagem segura e de acordo com a recomendacao do ministério da saude.
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2.3.3.Distribuicao

Antes de ser distribuida, a dgua é submetida a analise do cloro residual. Este processo visa
garantir que a dgua se torne potavel de acordo com as recomendagoes do Ministério da Satide. O mesmo
é realizado logo apos a filtragao e antes da agua ser conduzida ao reservatorio I, na caixa de correcao.

A Portaria do Ministério da satde n°® 518/2004 define em seu art. 4°, inciso I que:

Agua potavel, é a dgua para consumo humano cujos
pardmetros microbiologicos, fisicos, quimicos e radi-
oativos atendam ao padrao de potabilidade e que nao
oferega riscos a saude. (BRASIL ([12]))

Por fim, em Nazarezinho, a 4gua tratada é encaminhada para um segundo reservatorio, elevado
e de grande capacidade, onde a mesma é distribuida para abastecer a cidade. Esta distribuigao pode ser
realizada por gravidade ou por bombeamento. Vale ressaltar que esses reservatorios tém capacidade de
90 e 150 metros cubicos respectivamente e essa agua € transferido de um reservatorio para outro através
de bombeamento a uma vazio de aproximadamente 50m?/h.

Contudo, diante do estudo realizado nesse periodo critico de escassez de d4gua no sertao paraibano,
em especial a cidade de Nazarezinho, destaca-se a importancia da modelagem matemética. A mesma é
inserida nesse trabalho com intuito de contribuir para uma eventual melhora, na distribuicao de agua,

apos os dados finais estudados.
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3. Modelagem matematica: modelos matema-
ticos, técnicas, dados estatisticos e analise dos

resultados

A modelagem matemética é uma ferramenta de grande importancia nos estudos de casos con-
cretos da vida real, pois a mesma, associada aos dados estatisticos, possibilita estimar a confiabilidade

dos métodos matemaéticos utilizados para analises dos resultados.

3.1.Descricao dos dados estatisticos e modelagem mate-

matica.

Atualmente, segundo o IBGE ([20]), Nazarezinho possui uma populagao estimada de 7.301 pes-
soas. Tendo sua densidade demogréfica de 38,02hab/km?. Em varias décadas, quase que exclusivamente,
a cidade sempre se desenvolveu através da agricultura. Entretanto, com o passar dos anos e as consequén-
cias das secas, esse desenvolvimento se dividiu entre a agricultura e a renda do funcionalismo publico,
justamente devido & migragao das pessoas da zona rural para a zona urbana, conforme serao mostrados
pelos dados a seguir, apontando que Nazarezinho tem, ao longo dos anos, aumentado significativamente

sua populacao urbana. Consequentemente o aumento pela demanda urbana de abastecimento de agua.

3.1.1.Dados estatisticos da populagao de Nazarezinho/PB

Entre 2000 e 2010, a popula¢do de Nazarezinho apresentou um crescimento demografico de
0,0011%, enquanto no Brasil foi de 12,3%, no mesmo periodo. Nesta década, a taxa de urbanizacao do
municipio passou de 35,79% para 43,74%. Em 2010 viviam, no municipio, 7.280 pessoas. J4 entre 1991
e 2000, a populacao do municipio total apresentou um crescimento de 0,039%. Na UF, esta taxa foi de
0,095%. Na década, a taxa de urbanizagao do municipio passou de 32,28% para 35,79%.(IBGE ([13]))

Entretanto, como serao analisados os dados de distribui¢ao de agua da zona urbana, serd mos-

trado na tabela 3.1 os dados da populagao urbana entre 1991 e 2010.

Ano | Populagao urbana | (% do total)
1991 2.259 32,28%
2000 2.727 35,79%
2010 3.184 43,74%

Tabela 3.1: Fonte: Atlas do Desenvolvimento Humano no Brasil([9])

Vale destacar que, a partir dos dados disponibilizados pelo Atlas do Desenvolvimento Humano
no Brasil 2013, foi possivel observar que, entre os anos de 1991 a 2010, a taxa total de crescimento urbano
em Nazarezinho foi de 40,95%. Isto significa um crescimento populacional urbano de 925 habitantes no
periodo analisado ou 48, 68 habitantes por ano.

E importante ressaltar que um crescimento populacional depende de alguns fatores, pois essa
populacao pode aumentar, diminuir ou mesmo permanecer constante, tudo isto dependendo das taxas de

natalidade e mortalidade. Sendo assim, para que os dados aplicados se tornem mais proximo da realidade,
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foi feita uma média entre a taxa de crescimento populacional encontrada através da média aritmética de

1991 a 2010 e a taxa obtida através do método geométrico dado por:

L P(t
r= % — 1] 100 (3.1)
As estimativas de crescimento da populacao sao realizadas pelo método geométrico. Em termos
técnicos, para se obter a taxa de crescimento r, subtrai-se 1 da raiz enésima do quociente entre a populagao
final P(t) e a populagdo no comego do periodo considerado P(0), multiplicando-se o resultado por 100,
sendo “n” igual ao nimero de anos no periodo.(Ripsa ([26]))
Assim, como o Atlas traz P(1991) = P(0) = 2259 e P(2010) = P(t) = 3184, num periodo de 19

anos, basta aplicar na equagao 3.1 e obter a seguinte taxa anual:

. [3134 B
_ K @) _ 1] 100 = 1,82% (3.2)

Diante disso, foi possivel observar que entre os anos de 1991 e 2010, a taxa de crescimento urbano
pelo método geométrico em Nazarezinho foi de 1,82% ao ano, como mostra a equagao 3.2. Isto &, se
aplicarmos essa taxa a P(0) = 2259, obtém um crescimento populacional urbano em Nazarezinho de
41,11 habitantes por ano. Dessa forma, basta calcular a média aritmética das referidas taxas encontradas

em habitantes. Dai temos:

48,68 + 41,11
2

Logo, pode-se constatar na equagao 3.3 que os dados apresentados proporciona uma média arit-

= 44,895 (3.3)

mética de crescimento populacional urbano de aproximadamente 45 habitantes por ano. Portanto, sera
este crescimento populacional que seréa estimado nos anos nao registrados pelo Atlas do Desenvolvimento
humano e utilizado posteriormente na Tabela 3.2 para o cédlculo de consumo de agua per capita de

Nazarezinho.

3.1.2.Dados operacionais da CAGEPA e da Populagao urbana de

Nazarezinho

A seguir serao apresentadas algumas informagoes acerca do consumo de dgua per capita na cidade
de Nazarezinho, num intervalo de 11 anos. Periodo este que teve em alguns anos influéncia negativa no seu
abastecimento, causado por invernos irregulares. Para se obter o consumo "per capita"de uma populacao,
divide-se o total do consumo diario pelo nimero total da populagao atendida pelo abastecimento. Diante
disso, primeiramente foi realizada uma visita ao escrito local da CAGEPA onde foram coletados os
referidos dados sobre o abastecimento, e entdo a partir do numero estimado de habitantes da zona
urbana do municipio, obtido por meio da equacao 3.3, chegaram-se aos seguintes valores, como se pode

observar na Tabela 3.2



Capitulo 3. Modelagem matemdtica: modelos matemdticos, técnicas, dados estatisticos e andlise dos
resultados 21

Ano (n) | Consumo total L/dia | Populagao Urbana (P,) | Consumo Per Capita L/dia
2008 537.500 3.094 173,72
2009 537.500 3.139 171,23
2010 537.500 3.184 168,81
2011 587.900 3.229 182,07
2012 587.900 3.274 179,56
2013 293.967 3.319 88,57
2014 67.500 3.364 20,07
2015 288.000 3.409 84,48
2016 213.000 3.454 61,67
2017 445.333 3.499 127,27
2018 513.100 3.544 144,78

Tabela 3.2: Distribuigao de agua de Nazarezinho-Pb (CAGEPA)

Segundo SNIS 2018 ([27]) o brasileiro consome de forma direta, em média, 154 litros de 4gua por
dia. Isto significa que O montante é 44 litros maiores do que a quantidade que a Organizagao das Nagoes
Unidas (ONU) considera necessaria por pessoa, um total de 110 litros ao dia.

Entretanto, se analisar por estados, esse consumo per capita pode passar dos 200 1/hab./dia. Na
Paraiba, por exemplo, em 2016 o consumo era de 139,13 1/hab./dia. Analisando a Tabela 3.2 observa-se
que a cidade de Nazarezinho, em condigoes normais de abastecimento, chega a atigir a marca de 173
1/hab./dia.

Com relacao ao abastecimento, vale ressaltar que a partir de 2013 a cidade passou a sofrer com
a escassez de dgua devido & seca que até hoje permanece na regiao. Diante dessa situagao, é possivel
observar na tabela 2.1 a queda brusca do abastecimento a partir do ano de 2013. Isso se deu ao fato
de que o rio onde é captada parte da agua utilizada no abastecimento ter secado, consequentemente
acarretando em uma redugao do volume de agua necessario ao abastecimento. Sendo assim, a cidade
passou a ser abastecida por carros pipas durante esse periodo. Apenas em outubro de 2014 é que foi
construida uma adutora emergencial pela CAGEPA, voltando esta, mesmo que de forma irregular, a
distribuir dgua tratada para a populagao.

Posteriormente, no presente trabalho, serao analisados os dados da tabela 2.1, juntamente com
os modelos estudados. Mas antes, vale destacar a importancia da modelagem matematica, da Equacao
Diferencial Ordinéaria, elencando especificamente o fator integrante e separacao de variavel. Estas, servirao

de embasamento para resolucao dos modelos em questao.

3.1.3.A modelagem matematica

A modelagem matemaética tem como objetivo demonstrar, através do ensino da matematica,
métodos de aplicagao relacionados com o cotidiano da vida real e projetar o comportamento dos mesmos.
Bueno (2011) ([14]) ao mencionar Bean (2009) explana a modelagem mateméatica ao endossar

que:

A modelagem ¢ uma atividade humana na qual uma
parte da realidade esta conceitualizada, de forma cri-
ativa, com algum objetivo em mente. O cerne da
modelagem reside no recorte e na formulagao de um
isolado, ou seja, na conceitualizacao de um fendmeno
com fundamento em premissas e pressupostos que
remetem tanto ao fendmeno quanto aos objetivos do
modelador (o aluno).

Ainda segundo Bassanezi ([6]), a importancia do modelo matematico consiste em se ter uma



Capitulo 3. Modelagem matemdtica: modelos matemdticos, técnicas, dados estatisticos e andlise dos
resultados 22

linguagem concisa que expressa nossas idéias de maneira clara e sem ambigiiidades, além de proporcionar
um arsenal enorme de resultados (teoremas) que propiciam o uso de métodos computacionais para calcular

suas solug¢oes numeéricas.

3.2.Equacgoes Diferenciais Ordinarias

Muitos fendmenos das ciéncias naturais sao modelados por equagoes, pois as mesmas sempre
acabam sendo envolvidas por relagoes de algumas variaveis. Assim, destaque-se a importancia das EDOs
nas equagoes matemaéticas que envolvem as derivadas de uma fun¢ao desconhecida de uma variavel. E
no presente trabalho as EDOs serdo de grande importancia para o seu desenvolvimento, pois os modelos
matematicos aqui elencados necessitarao de métodos matematicos para as suas resolucoes. E o caso do
Fator Integrante e as equagbes Separaveis.

Em termos matematicos, quando se trabalha com uma equagao que envolve as derivadas de
uma fungao desconhecida de uma variavel, esta ¢ chamada de equagao diferencial ordinaria (EDO). Por

exemplo, uma EDO linear é uma equagao diferencial da forma
ao(@)y + a1 (2)y + -+ + an()y™ = b(x) (3.4)

onde a;(z) e b(z) sdo fungdes diferenciaveis em certo dominio e 3/, 4", - --4(™) sdo as sucessivas derivadas
da funcao desconhecida y com relacdo a variavel x. Mas geralmente, dada uma funcio F : A C R*t! — R,
podemos considerar a equagao

F(z,y,y,-,y™)=0 (3.5)

Considere uma equagao da forma (3.5), com a condicao de que o valor da fungao y procurada seja
dada para determinado valor de z, isto ¢, dado um par (xg,yo) € R?, procura-se uma solucio y : I — R
para a referida equagao, satisfazendo y(zp) = yo. Este problema é conhecido como Problema de Valor
Inicial (PVT).

Existem diversos teoremas acerca da existéncia de solugoes para EDOs. O presente trabalho
elenca aqui em um teorema de existéncia e unicidade para problemas de valores iniciais que sera suficiente
para as aplicagoes: os modelos mateméticos Exponencial e Logistico. Aqui serd enunciada uma versao
de um teorema que trata da existéncia e unicidade de solugoes para PVIs conhecida como Teorema
de Picard-Lindelof. Sera omitida a demonstracao, que foge dos objetivos desse texto, mas indica-se a

referéncia [28] para o leitor interessado.

Teorema 3.1. Seja f continua e Lipschitziana com rela¢ao & sequnda varidvel em Q = I, X By, onde

I, = {x;|x — x| < a}, By ={y;|y — yo| < b}. se |f] <M em Q, existe uma dnica solugao de

y' = f(z,y), y(xo) = yo
em I, onde a = min{a,b/M}.

E a ordem de uma equacao diferencial é a ordem da derivada mais alta que ocorre na equacao.
Dessa maneira, as equagoes diferenciais trabalhadas nesse texto sao da forma
dP dP P
=kP(t)e — =kP(1 — —),
(1) e S = kP(L- )
isto é, sao de primeira ordem. Em ambas equagoes, usa-se a letra ¢ para indicar a variavel independente
(ou seja, x na equagao (3.5)) e P para indicar a variavel dependente de ¢, isto &, a funcdo desejada (ou

seja, y na equagao (3.5))
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Por exemplo, ao resolver uma integral indefinida

[ f@yd.

na verdade resolve-se uma EDO simples, a saber

y = f(x).

Exemplo 3.2. Sabe-se que a solucdo geral da equacio diferencial ¢/ = 22 ¢ dada por

dado um valor inicial, (xg,yo), deve-se ter

yozy(ﬂ?o):?‘*‘c

3 3
Logo, C = yo — %“ e a fungao y(z) = % + Yo — %" é, de acordo com o Torema 3.1, a Gnica solugao para

a equagao inicial desejada com valor inicial yg = y(xo).

Para resolver uma EDO existem vérias técnicas de integracao. No presente trabalho serao elen-
cados dois métodos especificos. Fator Integrante e Separagao de variaveis. Estes, de grande importéncia

na demonstracao dos modelos de crescimento populacional exponencial e logistico.

3.2.1.Fator Integrante

Uma equagao diferencial linear de primeira ordem é aquela que pode ser escrita na forma

dy

oy +p(t)y = q(t). (3.6)

onde P e @ sao fungoes continuas em um dado intervalo. Esse tipo de equagao ocorre frequen-

temente em varios ramos da ciéncia.
Exemplo 3.3. Um exemplo de uma equacao linear ¢ xy’ + y = 6x porque, para = # 0, esta pode ser
escrita na forma
, 1
y + _y= 6. (3.7)

Observe que essa equacao diferencial nao é separavel, porque é impossivel fatorar a expressao
para 1’ como uma funcao de x vezes uma funcao de y. Mas ainda é possivel resolver a equagao observando

que, pela Regra do Produto,

zy +y = (zy),

e assim escreve-se a equagao como
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integrando-se ambos os lados dessa equagao, obtém-se

xy:3x2+cey:3x—|—§.

De acordo com Stewart ([29]), se tivesse sido dada a equagao diferencial na forma da Equagao 3.7,
seria necessério fazer uma etapa preliminar multiplicando cada lado da equagao por x. Ocorre que toda
equagao diferencial linear de primeira ordem pode ser resolvida de uma maneira similar pela multiplicacao
de ambos os lados da Equacgao 3.6, por uma fungao adequada I(x), chamada fator integrante. Tenta-se
encontrar I de modo que o lado esquerdo da Equagao 3.6, quando multiplicado por I(x), torna-se a

derivada do produto I(x)y:

I(x)(y' + P(z)y) = (I(x)y) (3.8)

Se for possivel encontrar tal fungao I, a equacao 3.6 ficara

Integrando ambos os lados, tem-se

I(2)y = / [(2)Q(x)da + C

De modo que a solugao sera

y(z) = = [/ [(2)Q(x)dz + C (3.9)

Para encontrar esse I, expande-se a equagao 3.8 e cancela os termos:

I(z)y" + I(x)P(x)y = (I(x)y) = I'(2)y + I(x)y

Esta é uma equacgao separavel para I, que resolve-se como a seguir:

/# :/P(m)daz
In 7] :/P(x)dac

I = Aef P(z)dx

onde A = +e®. Procura-se um fator de integragao particular, nao o mais geral; assim tomamos

A =1 e usa-se
I(I) _ ef P(z)dx

Para Stewart([29]), em vez de memorizar essa formula, contudo, apenas deve-se lembrar da forma

do fator intregrante, isto é, multiplica-se ambos os lados da equagao diferencial linear

Y + P(z)y = Q(x),

pelo fator integrante dado por
I(m) _ ef P(x)dz
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e integram-se ambos os lados.

Exemplo 3.4. Um exemplo simples de fator integrante é

d
el + 4oy = 823,
dx
A equacio dada é linear porque ela tem a forma da equacio 3.6 com P(z) = 423 e Q(x) = 82%. Um fator

integrante é

I(x) _ ef4z3d:1: _ 614

Multiplicando ambos os lados da equacao diferencial por e’”4, obtém-se

d d
e£4£ + 4x?’e”’4y — 8z3¢*” ou %(em4y) — 8z3e%”,

Integrando ambos os lados, tem-se
em4y = /8x3ex4dx =2¢" +C.

Logo,
y=2+ Ce~".

Além do fator integrante, destaque-se também o método de equagoes separaveis. Este, de grande

importancia na demonstragao do modelo populacional de Verhurst estudado no presente trabalho.

3.2.2.Equacgoes Separaveis

Uma equagao separavel é uma equacao diferencial de primeira ordem na qual a expressdo para
% pode ser fatorada como uma funcao de x multiplicada por uma fungao de y. Em outras palavras,

existem fungoes f e g tais que

Y — o) 7).

O nome separavel vem do fato de que a expressao do lado direito pode ser “separada”’” em uma
funcao de x e uma fungao de y. Da mesma forma, se f(y) # 0, pode-se escrever
dy _ g(z)

== hy)’ (3.10)

onde h(y) = f(ly). Para resolver essa equacgao, a reescreve-se na forma diferencial

assim todos os y estao em um lado da equagao e todos os x estao do outro lado. Entao ambos os lados

da equagao sao integrados

/h(y)dy: /g(x)dx. (3.11)

A Equagao 3.11 resulta em uma relagdo implicita entre y e . Em alguns casos, no entanto,
também é possivel isolar y em termos de x.

Usamos a Regra da Cadeia para justificar este procedimento: Se h e t satisfazem 3.11 , entao

% (/ h(y)dy) = % (/g(w)dw> :
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Logo
% (/ h(y)dy) % = g(z),

dy
h(y)—— = .
()7~ = 9(2)
Portanto, a equagao 3.10 ¢é satisfeita.(Vide [29])

Stewart([29]) diz que a técnica para resolver as equagoes diferenciais separaveis foi primeiro usada

assim

por James Bernoulli (em 1690), para resolver um problema sobre péndulos, e por Leibniz (em uma carta
para Huygens, em 1691). John Bernoulli explicou o método geral em um artigo publicado em 1694.
Ainda segundo Stewart ([29]), uma aplicagao pratica que pode ser trabalhada com uma equagao

separavel ¢ o Problema de Mistura

Um problema tipico de mistura envolve um tanque de
capacidade fixa preenchido com uma solucao comple-
tamente misturada de alguma substancia (digamos,
sal). Uma solu¢ao de uma dada concentragao entra
no tanque a uma taxa fixa e a mistura, bem agitada,
sai a uma taxa fixa, que pode ser diferente da taxa de
entrada. Se y(t) denota a quantidade de substancia
no tanque no instante ¢, entao y'(t) é a taxa na qual
a substancia esta sendo adicionada menos a taxa na
qual ela esté sendo retirada. A descrigao matematica
da situacao frequentemente leva a uma equagao dife-
rencial de primeira ordem separdvel. Podemos usar
o mesmo tipo de raciocinio para modelar uma vari-
edade de fendmenos: reacoes quimicas, descarga de
poluentes em um lago, injecao de medicamentos na
corrente sanguinea, entre outros.([29])

Veja um exemplo:

Exemplo 3.5. Um tanque contém 20kg de sal dissolvido em 5000L de dgua. Agua salgada com 0, 03kg
de sal por litro entra no tanque a uma taxa de 25L/min. A solu¢do é misturada completamente e sai
do tanque & mesma taxa. Pode-se encontrar a quantidade de sal que permanece no tanque apos um
determinado tempo.

Seja y(t) a quantidade de sal (em quilogramas) depois de ¢ minutos. Foi dado que y(0) = 20

e queremos encontrar y(30). Fazendo isso, encontran-se uma equagao diferencial que seja satisfeita por
y(t). Observe que dit/ é a taxa de variagao da quantidade de sal. Assim,

dy
dx

onde (taxa de entrada) ¢ a taxa na qual o sal entra no tanque e (taxa de saida) ¢ a taxa na qual o sal

= (taxa de entrada) — (taxa de saida) (3.12)

deixa o tanque. Temos

k L k
(taxa de entrada) = (0,03g> (25,) =0,7——
L min min

O tempo sempre contém 5000L de liquido, entdo a concentra¢ao no tempo ¢ é Y
L

min’

taxa de saida = M@ 25# = @ﬂ
5000 L min 200 min

obtém-se

em quilogramas por litro). Como a 4gua salgada sai a uma taxa de 25
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Entao da equacao 3.12, tem-se

dy y(t) 150 —y(t)
dt 0,75 200 200

Resolvendo essa equagao diferencial separavel, obtém-se

[l [
150 —y . 200

t

Uma vez que y(0) = 20, tem-se —In130 = C, logo

t
—In|150 —y| = 200 —1In 130.

Portanto,

1150 — y| = 13000 .

Como y(t) é continua, y(0) = 20 e o lado direito nunca é zero, deduzimos que 150 —y(¢) é sempre positiva.
Entao, [150 — y| = 150 — y e assim

y(t) = 150 — 130e 70

Concluimos entao que a quantidade de sal depois de 30 minutos ¢ dada por

y(30) = 150 — 130e 20 ~ 38, 1kg

Similar ao exemplo 3.5, pode ser usado, ao invés do sal, o sulfato de aluminio. Este, sendo o
produto utilizado nas estagoes de tratamento de agua (ETA). Sendo assim, a importancia de exemplificar

no presente trabalho um problema de mistura.

3.3.Modelos de crescimento populacional

O estudo dos modelos de crescimento populacional tem como finalidade analisar um caso con-
creto diante da realidade do espaco estudado, além de buscar modelar e investigar um fenémeno através
de termos matematicos, em especial, as equagoes diferenciais ordinarias (EDO). Esta modelagem pode
ser feita em um ambiente isolado, considerando os fatores dos fendmenos da natureza. E o caso dos
modelos estudados no presente trabalho. Malthus ressalta que a populacao cresce proporcionalmente ao
tamanho da populacao. Por sua vez, Verhurst supoe que a populagao cresce até um limite maximo de
sua capacidade.

Bassanezi ([6]) elenca que:
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O estudo da dindmica populacional da uma idéia do
processo de evolucao dos modelos empregados. Os
biossistemas sao quase sempre constituidos de um
grande niamero de populagoes inter-relacionadas. As-
sim, uma populacao raramente pode ser considerada
isolada, a nao ser em condigoes ideais de laboratério

ou quando nao é possivel individualizar no biossis-
tema outra populagao interagindo com a primeira.
Mesmo na anéalise de populagoes isoladas, muitos fa-
tores podem contribuir com sua dindmica — fato-
res abioticos (temperatura, vento, umidade etc.) e
fatores de auto-regulagao (espago, alimento, idade,
guerra etc).

3.3.1.Dinamica das populagoes

Dindmica populacional é o conjunto de todos os individuos de uma mesma espécie que habita um
determinado espaco, além de investigar o que ocorre nos ecossistemas em equilibrio desse ambiente. No
estudo da dinadmica populacional, ha de se destacar os processos de de crescimento Natural e crescimento
Horizontal. O primeiro se refere aos nimeros de nascimentos e 6bitos da populacao estudada e o outro
ao nimero de imigrantes e emigrantes.

Segundo Bacaer([4]), dinamica populacional é a area da ciéncia que tenta explicar, de uma
maneira mecanicista simples, as variagoes temporais do tamanho e composi¢ao das populagoes biologicas,
como os de seres humanos, animais, plantas ou microorganismos.

Além de terem suas caracteristicas proprias, as populagdes podem ter sua medida determinada,
isto é, sua capacidade de suporte maximo. O s6 Biologia ([19]) aborda que cada elemento de uma
populacao pode nascer, crescer e morrer, mas somente uma populagdo como um todo possui taxas de
natalidade e de crescimento especificas, além de possuir um padrao de dispersao no tempo e no espaco.

Para medir o tamanho de uma populagao de um deteminado espago, é necessario avaliar a
sua dendisade. A densidade populacional pode sofrer algumas alteracoes. Se a area de distribuicao
permanecer fixa, a populagdo entra em fase de crescimento devido a nascimentos e imigragdes. Caso
haja mortes ou emigragoes, esta populacao entra em fase de decrescimento e se as taxas de natalidade
e imigragoes forem iguais as taxas de mortalidade e emigragoes estas permanecerao em equilibrio. Em
suma, representado na Tabela 3.3 por NV a taxa de natalidade, por M a taxa de mortalidade, por F e [

as taxas de emigracao e Imigracao respectivamente, pode-se dizer que:

N+I>M+E | Populagao em crescimento
N+I<M+E | Populacao em decrescimento
N+I=M+E Populagao em equilibrio

Tabela 3.3: Densidade Populacional

A revista Iberoamericana de Educacion matematica([3]), ao citar Almeida e Oliveira, elenca que:
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O rapido crescimento das principais cidades da Eu-
ropa e o aumento da populagao pobre nas regioes
urbanas a partir dos anos de 1950 contribuiu para
o interesse em desenvolver métodos ou modelos ca-
pazes de estimar a populagao mundial. Neste con-
texto, estudiosos de diferentes areas iniciaram seus
estudos com a intengao de realizar estas estimativas.
Embora houvesse ensaios de diferentes especialistas,
alguns deles tiveram importancia fundamental e os
modelos por eles desenvolvidos sustentariam a ana-
lise do crescimento populacional por muitos e muitos
anos: os ingleses Thomas Robert Malthus e o francés
Pierre-Frangois Verhulst.

Serdo abordados agora os modelos matematicos de Malthus e Verhurst. Estes, com o intuito de

fornecer os dados populacionais da cidade de Nazarezinho-Pb para daqui a 10 anos e, consequentemente,

obter uma estimativa da quantidade de 4gua necesséria para o consumo humano diario nesse periodo.

3.4.Modelo Malthusiano ou Exponencial

Os referidos modelos matematicos aqui citados servem para analisar a progressao do crescimento
de uma determinada populagao em um espago isolado com todos os fendmenos que envolvem este meio.

Antes de trazer um pouco da historia e a demonstracao desses modelos, vale destacar uma com-
paragao e o comportamento dos mesmos em um mesmo espago de tempo. Enquanto Malthus supoe que
a populagao cresce a uma taxa proporcional ao tamanho da populacao naquele instante, sem limitagoes
aos fendmenos existentes do ambiente investigado, Verhurst supoe que esta populagao cresce nos estagios
inicias, mas, ao atingir a capacidade de suporte deste ambiente, a populagao permanecera constante,
por ele supor que os recursos do espago em analise sao limitados. E, podendo ainda entrar em fase de
decrescimento, se ultrapassar o limite de suporte do meio.

Stewart([29]) aborda uma comparagao do Crescimento Natural com os Modelos Logisticos e diz:

Na década de 1930, o bidlogo G. F. Gause realizou
uma experiéncia com o protozoario paramécio e usou
uma equagao logistica para modelar seus dados. A
tabela fornece suas contagens diarias da populagao
de protozoarios. Ele estimou a taxa relativa de cres-
cimento inicial como 0,7944 e a capacidade de su-
porte como 64.

t(dias) 0Oj1} 2|3 |45 |6 | 7|89 |10|11|12]13|14]|15]|16
P(observados) | 2 | 3 |22 | 16 | 39 | 52 | 54 | 47 | 50 | 76 | 69 | 51 | 57 | 70 | 53 | 59 | 57

Tabela 3.4: Contagem diéria da populacao de protozoérios

Exemplo 3.6. Encontre os modelos exponencial e logistico para os dados de Gause. Compare os valores
previstos com os valores observados e comente o ajuste. Solugdo: Dadas a taxa de crescimento relativo

k = 0,7944 e a populagao inicial Py = 2, o modelo exponencial é
P(t) — Poekt — 260,7944t.

Gause usou o mesmo valor de k para seu modelo logistico. [Isso é razoavel porque Py = 2 é
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pequeno comparado com a capacidade de suporte (M + 64). A equagao

1dpP 2
g arhes = (15) =+

mostra que o valor de k para o modelo logistico esta muito proximo do valor para o modelo exponencial.|

A seguir, a solu¢ao da equacao logistica fornece

K 64
P(t) = 1+ Ae—Ft 1+ Ae—0.7944t”
onde K —F 64 — 2
A=2""0-_2"2_3)
Py 2 ’
entao
64

P(t) = 5 T 31 0.700dt”

Usa-se essas equagoes para calcular os valores previstos (arredondados para o inteiro mais pro-

ximo) e os comparamos na tabela a seguir.

t(dias) 0l11 2 [3 4] 5 [6] 7891011 [12][13][14]15]16

P(observados) 213122116 |39| 52 | 54 |47 |50 | 76 | 69 | 51 | 57 | 70 | 53 | 59 | 57

P(Modelo logistico) 21419 | 17128 40 |51 | 57 |61 |62 |63 |64 |64 |64 | 64|64 64
P(Modelo exponencial) | 2 | 4 | 10 | 22 | 48 | 106

Tabela 3.5: Modelos logistico e exponencial na populagao de protozoarios

Observa-se na Tabela 3.5 e no Grafico 3.1 que, para os primeiros trés ou quatro dias, o modelo
exponencial fornece resultados comparéveis aqueles do método logistico mais sofisticado. Para ¢t > 5,

contudo, o modelo exponencial é muito impreciso, mas o modelo logistico se ajusta bem as observagoes.

Vv

10 12 14 16

-20

Figura 3.1: Modelos logisticos e exponencial para a populacao de paramécios

Percebe-se que o modelo exponencial é mais preciso num espago curto de tempo, como ja descrito

no presente trabalho. E o modelo logistico segue um padrao mais aproximado dos dados observados até
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atingir o limite de suporte da popupagao em analise. Agora é possivel a conhecer um pouco da trajetoria
de Malthus e Verhurst e suas contribui¢goes nos modelos de crescimento populacional.

Thomas Robert Malthus nasceu em 1766, perto de Londres, o sexto de sete filhos. Seu pai, amigo
e admirador de Jean-Jacques Rousseau, foi seu primeiro professor. Em 1784, o jovem Malthus comecou
a estudar matematica na Universidade de Cambridge. Obteve o seu diploma em 1791, tornou-se membro
do Colégio de Jesus em 1793 e de um sacerdote anglicano em 1797.

Em 1798, Malthus publicou anonimamente um livro intitulado Ensaio sobre o principio da po-
pulacao, na medida em que afeta o futuro aperfeicoamento da sociedade, com observacoes sobre as
especulagoes de Godwin, Condorcet e outros escritores. Veio como uma reacao contra o Inquérito de
Godwin sobre a justica politica (1793) e o esbogo de Condorcet para um retrato histérico do progresso
da mente humana (1794).

Apesar dos momentos dificeis vividos durante a Revolugao Francesa fez em nome do progresso, os
dois autores afirmaram que o progresso da sociedade era inevitavel. Malthus nao compartilhou o mesmo
otimismo. Ele também argumentou que as leis inglesas pobres, que ajudaram pobres familias com muitos
filhos, favoreceram o crescimento da populagao sem estimular um crescimento similar na produgao de
alimentos. Pareceu-lhe que essas leis realmente nao aliviou os pobres; pelo contrario. Mais geralmente, a
populagao tende para crescer sempre mais rapido que a producao de alimentos, parte da sociedade parecia
ser condenado & miséria, fome ou epidemias: estes sao os flagelos que retardam crescimento populacional
e que, na opiniao de Malthus, sao os principais obstaculos a progresso da sociedade. Todas as teorias que
prometem progresso seriam apenas utépicas. Estas idéias levaram Malthus a publicar seu livro em 1798.

Aqui esta como ele resumiu sua tese:

[[ . . ] o poder da populacdo ¢ indefinidamente
maior do que o poder na terra para produzir subsis-
téncia para o homem. Populagao, quando desmar-
cada, aumenta em uma propor¢do geométrica. A
subsisténcia aumenta apenas em uma razao aritmé-
tica. Um ligeiro conhecimento dos ntimeros mostre a
imensidao do primeiro poder em comparac¢ao ao se-
gundo. Por essa lei do nosso natureza que torna a
comida necessaria a vida do homem, os efeitos des-
ses dois poderes desiguais devem ser mantidos iguais.
Isto implica uma verificagao forte e constantemente
operacional da populagao da dificuldade de subsis-
téncia. Essa dificuldade deve cair em algum lugar;
e deve necessariamente ser severamente sentida por
uma grande parte da humanidade.([4])

De acordo com sua teoria, a populagao mundial cresce em progressao geométrica, enquanto a
produgao de alimentos em progressao aritmética. Estes calculos eram feitos utilizando a Lei de Malthus,
conjunto de férmulas matematicas que tinha como objetivo projetar o crescimento populacional no curto
e médio prazo. A teoria malthusiana explicava, desta forma, a existéncia da fome, pobreza e miséria no
mundo. Apontava como uma das principais solugdes o controle da natalidade.

O modelo matematico idealizado por Thomas Robert Malthus é mais conhecido como modelo
Malthusiano ou Exponencial. Este modelo assume que o crescimento de uma populagao é proporcio-
nal & populagao em cada instante (progressao geométrica ou crescimento exponencial), e desta forma, a
populagao humana deveria crescer sem nenhuma inibigao. Assim, o modelo de Malthus propoe um cres-
cimento de vida otimizada, sem fome, guerra, epidemia ou qualquer catéastrofe, onde todos os individuos
sao idénticos, com o mesmo comportamento.(|6])

Deste modo pode-se considerar o seu modelo descrito da seguinte forma:
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ar
dt

Considerando P um ntmero de individuos em uma populacao qualquer, a solugdo do modelo

kP(t) e P(0) = P,

Malthus se da através do problema de valor inicial anterior, onde k é uma constante de crescimento

dpP
intrinseco da populagao e — ¢é a taxa de crescimento. Dali, realizando os calculos do modelo Malthusiano

chega-se a solugao do problema de valor inicial:

P(t) = Pyet

Entretanto, para se chegar a este modelo matematico simples, Malthus se utilizou de varias

. - . . dp
outras formulas matematicas, das quais serao descritas a seguir. Pode-se reescrever i kEP(t) como

uma equagao linear da seguinte forma:

dp
—r — kP =0 (3.13)

Como solugao, usa-se o método do fator integrante na equagao (3.13):

SD(t) _ ef —kdt _ efkt.
Dai, multiplicando a equagao 2.1 por p(t) = e, tem-se:

ap
—kt 047
T

/ [e M P(t)] = / 0dt (3.14)

—e FEpt) =0

Observe que,
P
/ [ P()] = ke P(1) + L

Integrando ambos os membros da equagao 3.14, obtém-se
e MP(t)=C . P(t) = CeM.
Substituindo t =0 e P = Py,
Py=Ce=C
ou seja, a solugao do problema de valor inicial é:
P(t) = Pye. (3.15)

Este modelo da equacao 3.15 conduz ao crescimento exponencial, pois define o crescimento de
uma populacdo sob condigoes perfeitas, isto €, com recursos ilimitados, auséncias de predadores e imune
a doencas.

Stewart (|29]) ao explanar a equagao 3.15 diz que:
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E apropriada para a modelagem do crescimento po-
pulacional sob condigoes ideais, mas devemos reco-
nhecer que um modelo mais realista deveria refletir
o fato de que um dado ambiente tem recursos limi-
tados. Muitas populagoes comegam crescendo expo-
nencialmente, porém o nivel da populagao se esta-
biliza quando ela se aproxima de sua capacidade de
suporte M (ou diminui em dire¢ao a M se ela excede
o valor de M).

Este modelo realista ao qual Stewart (2013) se refere é o modelo logistico de Verhurst, o qual

serd abordado a seguir.

3.5.Modelo de Verhurst ou Logistico

Pierre-Frangois Verhulst nasceu em 1804 em Bruxelas. Ele obteve um doutorado em matematica
pela Universidade de Ghent em 1825. Ele também estava interessado em politica. Enquanto na Itélia,
para conter sua tuberculose, ele implorou, sem sucesso, em favor de uma constituicao para os Estados
Papais. Apos a revolucao de 1830 e a independéncia da Bélgica, publicou um ensaio histérico sobre um
patriota do século XVIII. Em 1835 ele se tornou professor de matemética na recém-criada Universidade
Livre de Bruxelas.

Nesse mesmo ano de 1835, seu compatriota Adolphe Quetelet, estatistico e diretor do observatorio
em Bruxelas, publicou um Tratado sobre o Homem e o Desenvolvimento de suas faculdades. Quetelet
sugeriu que as popula¢oes nao poderiam crescer geometricamente um longo periodo de tempo porque
os obstaculos mencionados por Malthus formavam uma espécie de “Resisténcia’, que ele pensava (por
analogia com a mecénica) era proporcional o quadrado da velocidade de crescimento populacional. Essa
analogia nao tinha base real, mas inspirou Verhulst.

De fato, Verhulst publicou em 1838 uma nota sobre a lei do crescimento populacional. Aqui sao

alguns extratos:

Sabemos que o famoso Malthus mostrou o principio
de que a populacao humana tende a crescer numa
progressao geométrica de modo a duplicar apdés um
determinado periodo de tempo, por exemplo a cada
vinte e cinco anos. Esta proposicao é inquestionavel
se for feita abstracdo da dificuldade crescente para
encontrar comida [. . . ]| O aumento virtual da
populacgao é, portanto, limitado pelo tamanho e pela
fertilidade dos o pais. Como resultado, a populagao
fica cada vez mais proxima de um estado estavel.([4])

O Modelo de Verhurst supoe que uma populagao, vivendo num determinado meio, devera crescer
até um limite méximo sustentavel, isto é, ela tende a se estabilizar. A equacdo incorpora a queda de
crescimento da populagao que deve estar sujeita a um fator inibidor de proporcionalidade. O modelo de
Verhurst é, essencialmente, o modelo de Malthus modificado, considerando a taxa de crescimento como
sendo proporcional & populacao em cada instante. (([6]), p. 334). Assim

dP
= =BP)P (3.16)

com B(P) = r(52£), r > 0 e K sendo o valor limite da populacdo. Desta forma B(P) tende a zero
quando P — K.
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Explicitando 8(P) na equagcao 3.16, e supondo que P(0) = Py seja dado, tem-se o modelo classico

de Verhurst ou modelo logistico:

dP P

P(O):Po,T>0

(3.17)

Observamos que P(t) = 0 e P(t) = K sao solugoes da equagao diferencial dada em (2.5). Sua

solugao analitica é obtida por integracao apos a separacao das variaveis, isto é,

gyl

K

Usando a técnica de fragoes parciais para resolver a integral do 1° menbro, obtém-se

dP 1 + P
—5 = =+ dP=In|P|—In|l—-—]|.
/P(l—}j) /(P 1-}2) nlPl=In K‘
Logo,
P(t)
h’l@ —Tt+c
K

Usando a condigao inicial P(0) = Py, pode-se determinar o valor da constante de integragao c:

1 Py | PK
Cinl—& 7nK—P0'
Portanto
In M =rt+In S
K—-P(t)| K—-PR|’
ou seja,
P(K — P) P Py "
1 _— | = t — T
"RE-P)| T T E-P KR
Explicitando P(t), obtém-se
K
P(t) = —+ De=rt 1 1
(g — De "+
KP,
P(t) = 0 (3.18)

(K — Po)e_” + Py '

A curva P(t) é denominada logistica e, de sua expressao (3.18), pode-se observar que:

a) Se Py < K entao Py < P(t) < K e P(t) — K, crescendo. Neste caso a equagao 3.17 mostra

dP
claramente que ’n >0;e

apP
b) se Py > K entao P(t) — K, decrescendo. Neste caso, o < 0.

Considerando Py = 1, analisamos 3(P) graficamente para K > Py, K = Py e K < P, nas figuras
3.2, 3.3 e 3.4 respectivamente. Observa-se que o comportamento dos mesmos vao de acordo com os itens a
e b, além de manter-se constante quando atingir o equilibrio. Isto é, Py = K. Podendo ainda ser descrito
por N + 1 = M + E, como mostra a tabela 3.3.

Portanto, o modelo de Malthus e o de Verhurst apresentado serao analisado posteriormente

concomitantemente com os dados do Atlas de desenvolvimento Humano no Brasil. Estes, serao aplicados
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3 o2 10 1 2 \s 7 3
-1

Figura 3.2: K > Py Figura 3.3: K = F) Figura 3.4: K < Py

a populacao abastecida pela CAGEPA de Nazarezinho para se ter uma proje¢ao da quantidade de agua

necessaria para abastecer a populacao urbana no ano de 2028.
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4. Aplicacao dos dados observados e os resulta-

dos.

Nessa segao serao utilizados os modelos apresentados na populacao da cidade de Nazarezinho. E
aliado a isto, sera feito uma pequena comparacao a respeito da populacao de Aguiar-Pb. Esta, parecida
com a cidade analizada, da mesma regiao do alto sertao do estado e que sofre com as mesmas variagoes de
chuvas irregulares durante os ultimos anos, das quais ja foram descritas no presente trabalho. Segundo o
IBGE, Aguiar tem atualmente uma populagao estimada de 5.640 habitantes e fica ha 69 Km da cidade de
Nazarezinho. A mesma tem atualmente uma média diaria de distribuicao de agua de aproximadamente
416,667m3!/dia e aplicada a populagdo urbana do mesmo ano, obtém-se uma média de consumo per
capita de aproximadamente 134,54 litros/dia. Os dados da referida cidade, foram obtidos de forma

analoga aos dados da cidade de Nazarezinho.

4.1.Modelo de Malthus

Inicialmente serao mostrados na tabela 4.1 os dados disponibilizados pelo Atlas do Desenvol-
vimento Humano no Brasil 2013. Estes referentes a popula¢do urbana de Nazarezinho e Aguiar como
também os dados estimados para os anos seguintes, obtidos a partir dos dados do IBGE, os quais serao

analisados posteriormente.

Ano | Nazarezinho | Aguiar
2008 3.094 2.613
2013 3.319 2.833
2018 3.544 3.053
2023 3.769 3.273
2028 3.994 3.493

Tabela 4.1: Populagao urbana de Nazarezinho e Aguiar Atlas/IBGE

Assim sendo, utilizando o modelo Malthusiano do problema valor inicial, serdo mostrados os
resultados populacionais obtidos a partir dos célculos do modelo e comparados com os dados estimados
pelo IBGE da cidade de Nazarezinho entre 2008 e 2028. Consequentemente serd mostrado o quanto
essa populacao se aproxima entre os resultados obtidos através dos modelos analisados. Esta analise sera
descrita num periodo de 05 em 05 anos. Pois, segundo Zill (([30]), p. 136), o modelo exponencial pode ser
realistico para crescimento de algumas populagoes durante um intervalo de tempo relativamente curto.

Do modelo malthusiano vem:

P(t) = CeM (4.1)

Com os dados referentes a tabela 3.2, toma-se P(0) = Pagos = 3.094 e t = 0,dai segue que:

P(0) = CeF®

Donde,

3.094 =C .. C =3.094
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Encontrando k: para t = 5, periodo de 05 em 05 anos, seguindo a tabela 3.2.

P(5) = P13 = 3.319

3.319 = 3.094¢°F

65

p 3319
~3.094

Da fungao logaritmica, tem-se,

entao,

k =0,014039756

Substituindo k na equagao 4.1 para encontrar os intervalos de tempo analisados, temos:

Pagos = P(0) = C = 3.094

Pyo13 = P(5) = 3.094¢5*0:014039756 _ 3 319

Pao1s = P(10) = 3.094¢!0% 0014039756 — 3 56

Pagas = P(15) = 3.094¢!* 0014099756 — 3 819

Pogog = P(20) = 3.094¢20%0:014039756 — 4 97
4.2.Modelo de Vehurst

Segundo Bassanezi ([6]), para usar a curva logistica 3.18 como modelo de proje¢do de uma certa
populagao deve-se estimar o valor de K.

Assim, supondo que daqui a varios anos a populagao urbana de Nazarezinho esteja limitada a
8.000 mil habitantes, sendo este valor populacional a capacidade total do meio em que estes individuos
necessitam viver, levando em consideragao todos os fatores e fendomenos ambientais, sera calculado a taxa
de crescimento populacional r.

Dai, Tomando como dados da tabela 3.2 P(2008) = P(0) = 3.094 e P(t) = P(2013) = P(5) =
3.319, basta aplicar na equagao 3.18 para encontrar a taxa de crescimento populacional r.

Do modelo logistico de Verhurst, vem da equagao 3.18:

KP,
P(t) =
( ) (K — PQ)GiTt + PO
. .094
P(t) = 8.000 x 3.09

(8.000 — 3.094)e~"t 4 3.094
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24.752

3.319 =
(4.906)e=5" + 3.094

Multiplicando meios pelos extremos, obtém-se
16.283014e°" + 10.268986 = 24.752

_5r 24.752 — 10.268986
o 16.283014

e 5" =0,8894553551

Utilizando as propriedades logaritmicas, tem-se

—5r = In(0, 889455355)

Donde,
—5r = —0,117145964 . r = 0,023429192

Logo, o modelo populacional logistico para encontrar o periodo de tempo analisado é dado por:

24.752
~ 1.906¢0-023429192¢ 13 (94

Como P(0) e P(5) ja foram usados para encontrar a taxa de crescimento populacional, basta

P(t) (4.2)

calcular a partir do proximo periodo, pois se estes forem substituidos na equacao 4.2 serao encontrados
os mesmos valores da tabela 3.2.
Agora, sendo Psg1s = P(10) obtém-se
24.752

P(10) = 4.906¢— 10x0,023429192 | 3 )94 - P(10) = 3.549

Da mesma forma para Pago3 = P(15),

24.752
P(15) = 4.006e— 15%x0,023429192 | 3 094 o P(15) = 3.781

Analogo também para Pagos = P(20), donde

24.752
P(20) = ooo—sseaammnms 3 gep - T (20) = 4015

Diante dos dados observados através dos modelos de malthus e verhurst seré mostrado na tabela

4.2 uma relagao de proximidade entre os mesmos e uma média obtida entre esses modelos matematicos

com os dados populacionais estimados do IBGE. Sendo estes descritos num intervalo de tempo de 05 em

05 anos.
Periodo | IBGE | Malthus | Verhurst | IBGE/Malthus/Verhurst
2008 3.094 3.094 3.094 3.094
2013 3.319 3.319 3.319 3.319
2018 3.544 3.560 3.549 3.551
2023 3.769 3.819 3.781 3.790
2028 3.994 4.097 4.015 4.035

Tabela 4.2: Relagao dos dados observados (O autor)
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De forma analoga, os dados da populacao de Aguiar foram aplicados aos modelos de Malthus e

Verhurst. E, assim, obtendo os seguintes resultados na tabela 4.3:

Periodo | IBGE | Malthus | Verhurst | IBGE/Malthus/Verhurst
2008 2.613 2.613 2.613 2.613
2013 2.833 2.833 2.833 2.833
2018 3.053 3.072 3.060 3.062
2023 3.273 3.330 3.295 3.299
2028 3.493 3.611 3.535 3.546

Tabela 4.3: Relacao dos dados observados (O autor)

4.3.Metodologia

Do ponto de vista metodolégico a pesquisa foi do tipo dados secundérios, uma vez que a principal
ferramenta de investigagdo da mesma foi o levantamento de informagoes junto ao escritorio local da
Cagepa na cidade de Nazarezinho-PB, com o objetivo de coletar dados acerca do abastecimento de dgua
da cidade, além de informagcoes sobre a histéria da fundacao da Cagepa e da sede local na cidade entre
outras.

Para a construgao e elaboracao da pesquisa, foram realizadas pesquisas bibliogréficas e outros
materiais disponiveis na internet acerca do assunto em questao, no intuito de proporcionar o arcabougo
tedrico necessario para o desenvolvimento deste trabalho. No que concerne as fontes utilizadas vale
ressaltar autores como: Bassanezi ([6]) e Stewart ([29]), os quais serviram de suporte tedrico para a

realizacao da referida pesquisa.

4.4.Resultados

Sempre que se utiliza de uma féormula ou mesmo de um modelo matematico, tem-se a finalidade
de facilitar um determinado céalculo complexo, no qual servirda de embasamento para relacionar os dados
analisados e conduzir a uma compreensao mais especifica e proxima da realidade.

O presente trabalho nao é diferente, pois se utiliza dos modelos exponencial e logistico para se
fundamentar nos nimeros populacionais futuros e aproximé-los da realidade de acordo com os dados do
IBGE e, assim fazer uma projecao e relacioné-los com os dados estatisticos do abastecimento de dgua da
cidade de Nazarezinho. Sendo estes dados positivos ou negativos, a empresa em questao, podera se utilizar
dessas informagoes para se adequar e se preparar para um melhor atendimento aos seus consumidores
finais, ou seja, a populagao.

Diante das informacoes elencadas anteriormente, serao apresentados agora os resultados obtidos a
partir do uso dos modelos de Malthus e Verhurst. Estes, com o intuito de fornecer os dados populacionais
da cidade de Nazarezinho para daqui a 10 anos, e, consequentemente, obter uma estimativa da quantidade
de &gua necessaria para o consumo humano diario nesse periodo. Percebe-se ainda que na tabela 4.3 os
dados obtidos sdo muito proximos dos dados estimados pelo IBGE.

Diante disso, ao analisar os dados populacionais obtidos através dos modelos exponencial e

logistico, cabe agora compara-los com os dados dos anos de 2018 e 2028, como mostrado na tabela 4.4:

Ano | Populagao | Média: Mal. Verh. IBGE | Consumo per capita | Consumo diario
2018 3.544 3.551 144,45 512.942
2028 3.994 4.035 144,45 582.856

Tabela 4.4: Elaborada pelo Autor
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Verifica-se que na tabela 4.4, o consumo de dgua diario pela populacao urbana teve um cres-
cimento de aproximadamente 69.914 1/dia, dados estes calculados pela média aritmética de Malthus,
Verhurst e do IBGE. Entretanto, este acréscimo nao traré prejuizo ou queda no abastecimento, pois a
cidade de Nazarezinho atualmente dispoe de duas adutoras e vazao de agua suficiente para esse abaste-
cimento.

Ante o exposto, foi possivel determinar uma estimativa da popula¢ao de Nazarezinho para o ano
de 2028 a partir dos modelos matemaéticos estudados, e em seguida determinar a quantidade diaria de
4dgua que sera necessaria para o abastecimento da cidade, no qual serd de aproximadamente 582.856 litros
de agua por dia.

Em funcgoes dessas projegoes, tendo esse periodo estudado condi¢oes de invernos normais e o
sistema, de abastecimento operando normalmente e com a vazao atual, pode-se concluir que até o ano de
2028 a cidade de Nazarezinho nao tera problemas em seu abastecimento de dgua. Isto, porque atualmente
a cidade recebe agua de duas captacoes, tendo assim, momentos em que é necessario desligar uma captagao

para nao haver desperdicio de adgua.
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4.5.Conclusao

De acordo com os dados coletados na area de investigacao do referido trabalho e com base
na analise realizada, foi possivel entender que o uso da modelagem matemaética, através dos modelos
matematicos apresentados, s6 tem a contribuir e facilitar para se trabalhar com dados estatisticos e
projetar as informacgoes futuras que venha a contribuir para uma melhoria na vida da sociedade, no caso
especifico, a quantidade de agua suficiente para abastecer a populacao da cidade de Nagzarezinho. No
qual fica evidente que através dos dados obtidos numa conjuntura de varios fatores da natureza, mesmo
com algumas previsoes de clima negativos, ainda sim fica vidvel uma tendéncia de agua suficiente para
esta referida populagao.

O desenvolvimento da presente pesquisa possibilita aos envolvidos o conhecimento e a experiéncia
de se trabalhar com modelagem matematica aplicada a situagoes do cotidiano, como foi o caso abordado
sobre a questao do abastecimento de 4dgua da cidade de Nazarezinho. Essa ferramenta de pesquisa
permite nao apenas estimar um determinado resultado para um problema, mas também faz com que o
pesquisador busque conhecer as intimeras variaveis que circundam o fato estudado, desde detalhes acerca
do surgimento, funcionamento e finalidades da situacao em estudo.

Diante da coleta de dados no escritério local da CAGEPA, pode constatar que entre 2013 e
2016 houve uma discrepancia de mais de 50% na distribuicao de dgua da cidade, consequéncia esta, dos
invernos irregulares no periodo. Entretanto, com a construgao da nova adutora o problema foi sanado,
voltando assim, a populagao a receber o precioso liquido em suas residéncias fornecidas pela CAGEPA.

A partir dos dados de distribuicao coletados, em um segundo momentos da pesquisa, foram
relacionados e aplicados nos modelos matematicos em questao. Dai pode-se explanar e projetar uma
populacao futura da cidade de Nazarezinho e, consequentemente, chegar a finalidade do referido trabalho,
o qual buscava a partir desses dados encontrar um método que viesse a contribuir num futuro proximo
positivamente na distribuicao de adgua da cidade. E, diante da realidade observada através das analises
dos dados, ficou evidente que a modelagem matematica aqui aplicada foi de grande importancia para este
trabalho.

Em sintese, tratar da questao do abastecimento de agua da cidade de Nazarezinho, tendo como
suporte tedrico os modelos Matematicos de Malthus e Verhurst foi uma experiéncia bastante gratificante,
pois durante o processo de realizacao desta pesquisa foi possivel observar mais fortemente como a mate-
maética pode se relacionar com situagoes do dia-a-dia. Dessa forma, fica evidente o potencial que existe
de se trabalhar com modelagem matematica aplicada a educagao bésica, visto que se configura como
um momento no qual o professor pode levar o conhecimento ao aluno de uma forma concreta, na qual o
mesmo buscard nao apenas utilizar um conhecimento matematico, mas também compreender como ele

interaja com o mundo real.
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