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RESUMO

Neste trabalho apresentamos uma abordagem do Principio de Cavalieri para obtencao de
expressoes para o calculo de volumes de alguns sélidos geométricos. A escolha de usar este
principio como proposta principal, deu pelo fato que, na maioria das vezes o célculo de
volumes no Ensino Médio se resume a usar métodos conhecidos, dessa maneira, apresen-
tamos o Principio de Cavalieri como postulados em aplicagoes, buscando um maior rigor
matematico para uma melhor compreensao dos alunos. Esse trabalho esta organizado em
quatro capitulos, sendo que, no primeiro destacamos uma nota histérica do matematico
Bonaventura Francesco Cavalieri (1598-1647), responsavel pelos resultados chamados de
principios de cavalieri que esta na sua obra mais famosa que é o livro “Geometria indivisi-
bilebus”. No segundo capitulo abordamos algumas nocoes elementares de geometria plana
e espacial como: ponto, reta e plano, além das defini¢oes de poligono e de alguns sélidos
geométricos como: prisma, piramide, cilindro, cone e esfera. No terceiro capitulo defini-
mos a ideia do conceito de volume, e também demostramos a expressao para o volume
do bloco retangular. O quarto capitulo foi direcionado para demostragoes de algumas
expressoes de calculo de volume dos sélidos geométricos usando o Principio de Cavalieri.
Palavras-chaves: Volumes; Sélidos geométricos; Principio de Cavalieri.



ABSTRACT

In this work, we present an approach of Cavalieri’s Principle to obtain expressions for the
calculation of volumes of some geometric solids. The choice to use this principle as the
main proposal it was due to the fact that, in most cases, the calculation of volumes in
High School is limited to using known methods, in this way, we presente the Cavalieri’s
Principle as postulates in applications, seeking greater mathematical rigor for a better
understanding of students. This work is organized in four chapters, thus, in the first
we highlight a historical note about the mathematician Bonaventura Francesco Cavalieri
(1598-1647), who was responsible for the results called Cavalieri’s Principle, which is in
his most famous work “Indivisibilibus Geometry”. In the second one we approach some
elementary notions of plane and spatial geometry, as: Point, line and plane, beyond the
definitions of polygon and some geometric solids, like, prism, pyramid, cylinder, cone
and sphere. In the third chapter, we define the idea of the volume concept, and we also
demonstrate the expression for the volume of the rectangular block. Finally, the fourth
chapter was directed to demonstrations of some expressions for calculating the volume of
geometric solids using the Cavalieri’s Principle.

Keywords: Volume; Geometric solids; Cavalieri’s Principle.
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Introducao

A geometria espacial é um ramo da matematica que se ocupa em estudar as diversas
propriedades dos objetos tridimensionais, a exemplos os solidos geométricos. Dentre esses
solidos, destacamos aqueles que sao mais comuns como: prisma, cilindro, piramide, cone
e esfera. No entanto, ha solidos cujos formatos apresentam deformacoes e dificultam a sua
visualizacao espacial. No cotidiano, geralmente, temos mais contato com esse primeiro
grupo de solidos, inclusive, nas habilidades da Base Nacional Comum Curricular para
Ensino Médio prioriza, em especial, o estudo deles. A principal justificativa para essa
abordagem é a vasta aplicabilidade desses solidos no cotidiano.

No Ensino Médio, os alunos da Educacao Béasica estudam com mais profundidade a
geometria Espacial. Essa abordagem se desdobra, basicamente, em analisar a posi¢ao dos
elementos geométricos no espago e obter o volume de determinados sélidos geométricos.
Entretanto, na maioria das situagoes, o calculo de volumes fica restrito a sélidos que pos-
suem formas especificas e assim é usado modelos matematicos conhecidos, uma vez que
em sélidos deformados necessitamos de outras ferramentas de estudos que muitas vezes
nao esta presente na grade curricular dos alunos nesta etapa estudantil, pois exige um co-
nhecimento mais avancado, como por exemplo o Calculo Diferencial e Integral. Pensando
nisso o foco principal desse trabalho é uma abordagem do Principio de Cavalieri voltado
para a obtencao de expressoes para o calculo de volumes de alguns sélidos geométricos.

A escolha de usar o Principio de Cavalieri como ferramenta neste trabalho, deu-se
pelo fato que, na maioria das vezes o calculo de volumes no Ensino Médio se resume a
usar métodos conhecidos. Dessa maneira, buscaremos por meio desse trabalho contribuir
com esses métodos e ainda ampliar com mais recursos de calculo de volumes utilizando
uma abordagem do Principio de Cavalieri, pois isso se configura mais um recurso didatico
a servico do educador.

Esse trabalho esta organizado em quatro capitulos, sendo que, no primeiro desta-
camos uma nota histérica do matematico Bonaventura Francesco Cavalieri (1598-1647),
responsavel pelos resultados chamados de Principios de Cavalieri que esta na sua obra

mais famosa que é o livro Geometria indivisibilibus. No segundo capitulo abordamos al-
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gumas nogoes elementares de geometria plana e espacial como: ponto, reta e plano além
das defini¢oes de poligono e de alguns sélidos geométricos como: prisma, piramide, cilin-
dro, cone e esfera. No terceiro capitulo definimos a ideia do conceito de volume e também
apresentamos a demostracao para expressao do céalculo de volume de um bloco retangular
cujas arestas sao numeros racionais e irracionais.

O quarto capitulo foi direcionado para demostracoes de algumas expressoes de
calculo de volume dos sélidos geométricos definidos no segundo capitulo deste trabalho.

Para estas demostracoes utilizemos como ferramenta principal o Principio de Cavalieri.



13

Capitulo 1

Aspectos historicos dos Principios de

Cavalieri

Neste trabalho, apresentaremos a importancia do Principio de Cavalieri para de-
monstrar expressoes do calculo de volumes de sélidos geométricos muito utilizadas pelos
alunos do Ensino Médio. Portanto, neste capitulo destacamos um pouco da histéria de
um dos grandes nomes nesta drea de estudo, o matematico Bonaventura Cavalieri e os
seus métodos conhecidos como os Principios de Cavalieri.

A caréncia de saber calcular volumes de sélidos geométricos e area de figuras planas
vem desde os tempos remotos, e que ao longo do tempo desenvolveram métodos bastante
praticos e eficientes, isso deve-se a curiosidade e a genialidade de grandes matematicos.
Segundo Eves, (2011, p.425) “o matematico Bonaventura Cavalieri nasceu em Mildo no
ano de 1598, tornou-se jesuado aos 15 anos de idade, foi aluno de Galileu e atuou como
professor de matematica da Universidade de Bolonha de 1629 até 1647, ano de sua morte”.
Esse genial matematico e religioso deixou grandes contribuicoes na area da geometria e
astronomia, com vasto material publicado nesta area de estudo. No entanto, a obra de
maior reconhecimento, e que o projetou como um dos grandes matematicos do século
XVII, é o tratado Geometria indivisibilibus. E nesse trabalho que Cavalieri expressa a
ideia do que seria indivisiveis, ideia essa baseada em pilares como Demdcrito (c. 410 a.C.)
e Arquimedes (c. 287-212 a.C.) mas sua inspiragdo pode-se estd associado ao esforgo de
Kepler de calcular determinadas dreas e volumes (EVES, 2011).

Mas a final o que Cavalieri entendia por indivisiveis? Essa pergunta é um pouco
complexa para ter uma resposta exata, pois na sua obra Geometria indivisibilibus, nao
ficou bem esclarecido, mas segundo Eves (2011, p.425), “tudo indica que um indivisivel
de uma porcao plana dada é uma corda dessa porcao e um indivisivel de um sélido dado

é uma seccao desse sélido”. A partir disso, conclui-se que ele entendia que uma porgao
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plana seja formada de uma infinidade de cordas paralelas e que um sélido seja formado
de uma infinidade de secgoes planas paralelas (EVES, 2011)

Desde da Grécia antiga, os grandes pensadores, Demdcrito e Arquimedes ja discu-
tiam problemas que envolvia os indivisiveis, pensado muitos séculos depois por Cavalieri,
podemos citar como exemplo que Democrito ja pretendia demostrar que considerando
duas piramides de bases equivalentes e alturas iguais possuem o mesmo volume. Mas
como Democrito deve ter obtido a solucao desse problemas?

A chave é fornecida por Plutarco, ao relatar o dilema a que chegou certa
vez Democrito quando considerou a possibilidade de um cone ser for-
mado de uma infinidade de sec¢Ges planas paralelas a base. Se duas
seccoes “adjacentes” fossem do mesmo tamanho, o sélido seria um cilin-
dro e nao um cone. Se, por outro lado, duas seccGes adjacentes tives-
sem areas diferentes, a superficie do sdlido seria formada de uma série
de degraus, o que certamente nao se verifica. Neste caso se assumiu
que o volume do cone pode ser subdividido indefinidamente (ou seja,
numa infinidade de sec¢oes planas atémicas), mas que o conjunto dessas
seccoes é contavel, no sentido de que, dada uma delas, hd uma outra
que lhe é vizinha; suposicdo que se situa, até certo ponto, entre as duas
ja consideradas sobre a divisibilidade de grandezas. Demdcrito pode
ter argumentado que se duas piramides de bases equivalentes e alturas
iguais sao seccionadas por planos paralelos as bases, verificando-se a di-
visao das alturas numa mesma razao, entao as sec¢oes correspondentes
assim formadas sdo equivalentes. Portanto as piramides contém mesmo
numero infinito de seccoes planas equivalentes, o que implica que seus

volumes devem ser iguais. Tem-se ai 0 que seria um exemplo primitivo
do chamado método dos indivisiveis de Cavalieri. (EVES, 2011, p.420)

Portanto podemos dizer que com muita maestria o matematico Bonaventura Cava-
lieri aperfeicoou métodos de indivisiveis ja existente e que deixou uma grande contribuicao
para calculos de areas e volumes, apesar de que para alguns dos matematicos do século
XVII como: Paul Guldin (1577-1642) e Gilles Persone de Roberval (1605-1675) demos-
traram grande insatisfacao pelo o que Cavalieri apresentava por indivisiveis, pois segundo
eles faltavam um maior rigor matematico.

Bonaventura Cavalelieri deixou um grande legado e um vasto conhecimento para
a historia da matematica, destacando-se com os seus principios, mais conhecidos como os
principios de Cavalieri. Entretanto, adotamos nesse trabalho os principios como postula-

dos, um corresponder a areas e o outro a volumes. Vejamos os seguintes postulados:

Postulado 1.0.1. Sejam duas regioes limitadas de um mesmo plano. Considere uma
reta dada nesse plano, de modo que, qualquer reta paralela a essa reta dada, intersecta
as duas regioes estabelecendo segmentos proporcionais. Entao essas regioes possuem dreas

sequindo a mesma propor¢ao.
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Postulado 1.0.2. Sejam dois sélidos de mesma altura e situados no mesmo semiespaco,

e seja um plano dado, de modo que, qualquer plano paralelo a esse plano dado, secciona

0s dois solidos estabelecendo sec¢oes de dreas iguais. Entao esses solidos tém o mesmo
volume.

Atualmente esses postulados, mais conhecidos como os Principios de Cavalieri,

configuram ferramentas muito utilizadas no Ensino Médio para calcular areas e volumes.
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Capitulo 2

Nocoes Elementares de (zeometria

Plana e Espacial

No capitulo anterior apresentamos um pouco da histéria do matematico Bonaven-
tura Francesco Cavalieri, e as contribuicoes dos seus principios para o célculo de areas e
volumes. Neste capitulo abordaremos alguns conceitos primitivos da geometria plana e
espacial e definiremos os principais solidos geométricos que, geralmente, sao objetos de
estudo no Ensino Médio. Desde ja, destacamos que todos os conceitos e definicoes deste

capitulo foram extraidos de [I], [4], [5] e [9].

2.1 Conceitos de ponto, reta e plano

Sempre que falarmos em ponto, reta e plano, é importante que nosso leitor saiba
que esses conceitos sao estabelecidos através de nocoes primitivas, que sao adotadas por

meio da observacao ou pratica. No livro I de Os Elementos, Euclides ja afirmava que:
e Ponto é aquilo que nada é parte, ou seja, é adimensional;

e Reta é uma linha que esta posta por igual com os pontos sobre si mesma, ou seja,
uma linha em que todos os seus pontos sao colineares e possui infinitos pontos que

nao tem dimensao;
e Plano é uma superficie plana que esta posta por igual com as retas sobre si mesma.

Esses sao os trés pilares de toda teoria da geometria euclidiana e espacial, e a
partir deles introduziremos a definicao de poligonos e de alguns sélidos geométricos.
Quando esses conceitos primitivos sao apresentados para os alunos do Ensino

Médio, podem surgir algumas indagacoes, em especial, por que em determinados casos,
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os mesmos tém dificuldades em diferenciar defini¢oes, postulados e resultados. A respeito
disso, Lima (2016) afirma que a geometria estéd alicercada em alguns nogoes que nao tém
definicao e postulados, que nao sao apresentados com uma demostracao, portanto, cabe

ao professor prestar esclarecimentos, que isto ocorre com qualquer teoria matemaética.

2.2 Poligonos

Os poligonos sao figuras planas que estao presentes por toda parte, seja na cons-
trucao civil, na natureza e nas obras de artes. Enfim, basta observar em nossa volta que
veremos a sua aplicabilidade e importancia para o cotidiano. Em razao disso, dedicamos
essa secao para que possamos abordar a definicao de poligonos, uma vez que, ao longo

deste trabalho, vez ou outra, sera necessario ter conhecimento desse conceito.

Definigao 2.2.1. Seja (A, Ay, ..., A,),n > 3, uma sequéncia de pontos distintos de

um plano onde trés pontos consecutivos nao sao colineares. Chamaremos de poligono, a

reuniao dos segmentos Aj Ay, AsAs, ..., A, 1A, A,A1, em que A, 1, A, e A; sdo conse-

cutivos, assim como A, A; e A,.

E muito comum representarmos um poligono apenas por A; A Az ... A, 1A,. Mas

¢ importante destacar que, AjAsAs ... A, 1A, = AjAy U A A3 U ... UA, 1A, UA,A;.

Defini¢ao 2.2.2. Seja (Aj, Ag, ..., A,),n > 3, uma sequéncia de pontos distintos de um
plano onde trés pontos consecutivos nao sao colineares. Chamaremos de poligono convezxo,
se, para 1 < i < n, areta A4;A4;;; nao contém nenhum outro ponto A;, mas deixa todos

eles em um mesmo semiplano, dentre os que ela determina A,, A1 e As.

O triangulo é um poligono convexo de trés lados.

2.2.1 Semelhanca de triangulos

Dizemos que dois triangulos sao semelhantes quando é possivel estabelecer uma
correspondeéncia biunivoca entre seus vértices, de modo que angulos correspondentes sejam
congruentes e a razao entre os comprimentos de lados correspondentes seja sempre a
mesma. Assim, sendo que ABC e EFG sao dois triangulos semelhantes e se A < FE,
B < F e C < G é a correspondéncia biunivoca que designa a semelhanca, conforme a

Figura

Entao as seguintes relacoes sao validas:
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kzx ky

B kz C

Figura 2.1: Triangulos semelhantes

.AB_BC’_OA_k
EF FG GE

A razao entre as medidas dos lados correspondentes denomina-se razao de proporcionali-
dade.

Os itens a seguir estabelecem as condigoes suficientes para que dois triangulos
sejam semelhantes e assim sao chamados de casos de semelhanc¢a de triangulos, cujas

demonstragoes sao encontradas em [I]. Sao eles:

A

(i) Caso Angulo Angulo. Se em dois tridngulos ABC e EFG tem-se A= Fe B =F,

entao, os triangulos ABC e EF G sao semelhantes.

(ii) Caso Lado Angulo Lado. Se em dois triangulos ABC' e EFG tem-se A = E e

AB A
— = :C, entao, os triangulos ABC' e EF G sao semelhantes.
EF GFE
AB CA
(iii) Caso Lado Lado Lado. Se em dois triangulos ABC e EFG tem-se ok

entao, os triangulos ABC' e EFG sao semelhantes.

Esses importantes casos de semelhanca serao tteis para que posteriormente pos-

samos desenvolver outros resultados.

2.3 Soélidos geométricos

O objetivo dessa secao é apresentar as defini¢oes dos principais sélidos geométricos
estudados no Ensino Médio: prisma, piramide, cilindro, cone e esfera, bem como expor
alguns elementos de maior relevancia nés respectivos sélidos que serao retomados no
proximo capitulo para demostragao de determinados modelos matemaéticos suficiente para

calculos volumes.
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2.3.1 Prisma

Os primas sao solidos geométricos que apresentam varios formatos e estao presentes
em diversos locais, basta observar o nosso meio, como por exemplo, em uma simples
embalagem de um produto de supermercado ou grandes edificios da construcao civil e até
mesmo na natureza. Pensando nisso, dedicamos esta subsecao para abordar a definicao,

seus elementos e a classificagao.

Definigao 2.3.1. Consideremos um poligono convexo (regiao poligonal convexa) ABC. .. MN
situado num plano a e um segmento de reta PQ), cuja reta que contém P(Q intercepta
o plano . Chama-se prisma (ou prisma convexo) a reuniao de todos os segmentos con-
gruentes e paralelos a PQ, com uma extremidade nos pontos do poligono e situados num

mesmo semiespaco dos determinados por «.

Q.

Figura 2.2: Prisma

Elementos

e O prisma possui: 2 bases congruentes, n faces laterais (paralelogramos), (n + 2)
faces, n arestas laterais, 3n arestas, 2n vértices, 3n diedros e 2n triedros, onde os
diedros e triedros sao angulos obtidos entre dois e trés semiplanos, respectivamente,

nao contido no mesmo plano.

e A altura de um prisma é a distancia entre os planos das bases.
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Segundo [5] para o prisma convexo ¢ valida a relacao de Euler:
V-A+F=2n-3n+(n+2)=2=V-A+F=2

Classificacao

Conforme a Figura [2.3] os prismas classificam-se como:

J_______l

Figura 2.3: Prismas reto, obliquo e regular (a base é um hexagono regular)

e Prisma reto é aquele cujas arestas laterais sao perpendiculares aos planos das bases.

Num prisma reto as faces laterais sao retangulos.
e Prisma obliquo é aquele cujas arestas sao obliquas aos planos das bases.

e Prisma regular é um prisma reto cujas bases sao poligonos regulares.

2.3.2 Piramide

As piramides sao sélidos geométricos que despertam a curiosidade no homem desde
os tempos remotos, a exemplo, temos as piramides do Antigo Egito. Além disso, este sélido
é abordado no Ensino Médio com estudo bem amplo. Portanto, abordaremos a definicao

de piramide, seus elementos e natureza.

Definigao 2.3.2. Consideramos um poligono convexo (regiao poligonal convexa) ABC. .. MN
situado num plano a e um ponto V fora de ov. Chama-se piramide (ou piramide Convexa)
a reuniao dos segmentos com uma extremidade em V' e a outra nos vértices do poligono.

V' é o vértice e o poligono ABC...M N ¢ base da piramide.
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Figura 2.4: Piramide

Elementos

e Uma piramide possui: 1 base, n faces laterais (triangulos), n + 1 faces, n arestas

laterais, 2n arestas, 2n diedros, n + 1 vértices, angulos poliédricos e n triedros.

e A altura de uma piramide é a distancia h entre o vértice e o plano da base.

Segundo [5] para a piramide convexa é vélida a relagao de Euler:
V—A+F=Mn+1)-2n+(n+1)=2=V-A+F=2

Natureza

Uma piramide sera triangular, quadrangular, pentagonal, etc, conforme a base for

um triangulo, um quadrilatero, um pentagono, etc.

2.3.3 Cilindro

O cilindro é um sélido geométrico bastante comum no cotidiano do homem, pode-
mos observar esse formato de sélido, a exemplo, em construcoes de algumas caixas para
armazenar agua. Além disso, o seu estudo é abordado de forma bem ampla no Ensino
Médio e pensando nisso abordaremos a defini¢cao de cilindro, seus elementos e classificacao.

Consideremos uma regido R em um plano « e um segmento de reta PQ nao paralelo
a a. Chamamos de cilindro de base R a reuniao de todos os segmentos de reta paralelos

a P(Q) com uma das extremidades em R e a outra em /3, onde 8 é um plano paralelo a a.
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Figura 2.5: Cilindro

Note que as extremidades dos segmentos paralelos que formam o cilindro e nao

pertencem & base R constituem uma outra regiao plana R’ contida no plano 3 e congruente

a R.

Um cilindro em que a base é um circulo é chamado de cilindro circular e é dito
cilindro circular reto quando as geratrizes sao perpendiculares a base. Tem-se também

que um cilindro reto é equilatero quando a altura é igual ao didmetro da base. Assim, a

sec¢ao meridiana é um quadrado.

Elementos

e O cilindro possui: 2 bases congruentes situados em planos paralelos.
e Qualquer um dos segmentos de reta é chamado geratriz do cilindro..

e A distancia entre os planos a e # é chamada altura do cilindro.

Classificagao

e Se as geratrizes sao obliquas aos planos das bases, temos um cilindro circular obliquo.

e Se as geratrizes sao perpendiculares aos planos das bases, temos um cilindro circular

reto.

e O cilindro circular reto é também chamado cilindro de revolucao, pois é gerado pela

rotacao de um retangulo em torno de um eixo que contém um dos seus lados.
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2.3.4 Cone

Cone é um dos importantes sélidos geométricos dentro da geometria espacial e que
geralmente seu estudo é abordado de uma forma mais ampla no Ensino Médio, pensando

nisso, abordaremos a definicao de cone, seus elementos e classificacao.

Definigao 2.3.3. Consideremos um circulo (regiao circular) de centro O e raio r situado
num plano « e um ponto V fora de a. Chama-se cone circular a reuniao dos segmentos

de reta com uma extremidade em V e a outra nos pontos do circulo.

Figura 2.6: Cone

Elementos

e O cone circular possui uma base: o circulo de centro O e raio r.

e Geratrizes: sao os segmentos com uma extremidade em V' e a outra nos pontos da

circunferéncia da base. O ponto V é o vértice e r é raio da base.
e A altura de um cone é a distancia entre o vértice e o plano da base.

e O cone circular reto é também chamado cone de revolucao, pois é gerado pela rotagao
de um triangulo retangulo em torno de um eixo que contém um de seus catetos.
Classificagao

Os cones podem ser classificados pela posicao do segmento VO em relacdo ao plano

da base:
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e Se o segmento VO é obliqua ao plano da base, temos um cone obliquo.

e Se o segmento VO é perpendicular ao plano da base, temos um cone reto.

2.3.5 Esfera

A esfera é um sélido geométrico que apresenta um formato digno de apreciagao, é
também facil de perceber esse formato de sélido no cotidiano, como por exemplo uma bola
de futebol. O seu estudo é abordado de forma mais ampla no Ensino Médio, pensando

nisso, apresentaremos a definicao de esfera e seus elementos.

Definigao 2.3.4. Consideramos um ponto O e um segmento de medida r. Chama-se
esfera de centro O e raio r ao conjunto dos pontos P do espaco, tais que a distancia OP

seja menor ou igual a r.

Figura 2.7: Esfera de centro O e raio r

Elementos

Considerando a superficie de uma esfera, como na Figura temos:

e Polos: sao as intersegoes da superficie da esfera com o eixo.

Equador: é a circunferéncia perpendicular ao eixo, pelo centro da superficie.

Paralelo: é uma circunferéncia perpendicular ao eixo. E “paralela“ ao equador.

Meridiano: é uma circunferéncia cujo plano passa pelo eixo.
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e A esfera é também sélido de revolucao gerado pela rotacdo de um semicirculo em

torno de um eixo que contém o diametro.

polo

e ridiaro

pi}h}l

Figura 2.8: Esfera



26

Capitulo 3
Volume

Diante da utilidade pratica no cotidiano percebemos a importancia do calculo de
volumes, e essas utilidades ficam bem evidente no estudo da geometria espacial. Pensando
nisso, neste capitulo abordamos a ideia inicial de volumes, partindo de um bloco retangular

com arestas medindo um nimero inteiro e em seguida para niimeros racionais e irracionais.

3.1 Nocgao intuitiva de volume

Podemos imaginar que para calcular o volume de um sélido qualquer, basta com-
parar com o volume de um objeto ja preestabelecido. Esta ideia nao é viavel para calcular
grandes volumes, é apenas uma nog¢ao intuitiva para alguns sélidos. Para se obter deter-
minado volume é preciso definir uma unidade base de medigao e compara-la com o espaco
ocupado tendo em vista que, para Lima (2011, p.67), “o volume de um sélido é a quanti-
dade de espaco por ele ocupada”. Existe diferentes técnicas de calculo de volumes, entre
elas o Principio de Cavalieri e o Célculo Diferencial e Integral, que sao os métodos mais
gerais que podem ser usados tanto para solidos com formas especificas como também para
os que apresentam irregularidades no seu formato. Dedicamos esse capitulo para abordar

essa primeira técnica.

3.2 Volume de um bloco retangular

Um bloco retangular é um sélido limitado por seis retangulos, conhecidos como
faces, cujos lados sao chamados de arestas. Esses retangulos constituem trés pares nos
quais, em cada par, os retangulos sao iguais. Desse modo um bloco retangular fica definido

quando conhecemos trés de suas arestas que concorrem em um dos pontos. O cubo é
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um caso particular de um bloco retangular, no qual todas as arestas possuem o mesmo

comprimento, ou seja, as seis faces do cubo sao quadrados.

Figura 3.1: Bloco retangular definido Figura 3.2: Cubo de aresta a.

pelas arestas a, b, c.

Teorema 3.2.1. Se a medida da aresta de um cubo C' é um niumero real positivo a, entao

o volume do cubo serd a’.

Demonstragao.

Consideremos um cubo em que a aresta mede uma unidade de comprimento,
também conhecido como cubo unitario, entdao, por definicao, o seu volume é 1 unidade
de volume. A partir disso, se @ é um numero natural e C' um cubo cuja aresta mede
a unidade de comprimento, entdo, como C pode ser decomposto em a® cubos unitarios
justapostos, o volume de C é a®.

Suponha agora um cubo C' unitério e vamos particionar cada uma de suas arestas

em um nimero inteiro ¢ de segmentos de mesmo comprimento. Assim obteremos ¢*

cubinhos justapostos, cada um com aresta medindo —. Portanto, se V> é o volume do
q
cubo C, entao
1
Vo = ?

. . p
Suponha agora um cubo C' com aresta racional de medida a, tal que a = = com
p e q inteiros positivos. Se dividirmos cada aresta a em p partes iguais, cada uma de

1
comprimento —, o cubo C ficard decomposto por p® cubos justapostos, cada um com

aresta — e, portanto, o volume de C' é dado por
q

1 D s
q q
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. . , . p -
Assim, se a aresta de um cubo tem como medida um ntmero racional a = =, entao seu
q

volume serd igual a a>.

Suponha agora que um cubo C' tenha aresta com medida a qualquer. Queremos
mostrar que Vo = a®. Seja  um nimero real, tal que z < a®. Assim, existe um nimero
racional 7 tal que x < r° < a®. Logo, o cubo C com aresta de medida a contém um
cubo D cuja aresta tem como medida o nimero racional r. Assim, o volume do cubo D
é numericamente menor que o volume do bloco C. Sendo Vp o volume do cubo D com
Vp=r3erd <a®=Vqeainda z < r?, isso implica que z < Vg

Seja y um numero real, tal que a® < y, entdo existe um nimero racional s, tal que
a® < s* < y. Logo, o cubo C que possui aresta de medida a estéd contido em um cubo
E cuja aresta tem medida s. Assim, o volume do cubo F é numericamente maior que o
volume do cubo C. Sendo Vi o volume do cubo E com Vg = s e Vo = a® < s° e ainda

a® < y, isso implica que Vi < y. Portanto,

VC = CL3.

Teorema 3.2.2. Se as medidas das arestas de um bloco retangular B sao os niumeros

reais positivos a,b e c, entao o volume do bloco retangular serd a -b - c.

Demonstragao. Suponha um bloco retangular B com arestas de medidas a, b e c e
denotamos o volume de B por Vz. Suponha que as medidas dessas arestas sejam nimeros
racionais, logo a = T, b= n ec= p com m,n,p e ¢ numeros inteiros positivos. Note que
se decompormos as qarestas de medidas comprimento m,n e p em segmentos de compri-

1
mento —, temos que o bloco retangular B ficarda decomposto em m, n e p cubos justapostos,
q

1 1

cada um dos quais com arestas medindo —. Assim, o volume de cada cubo é —, e portanto
q q

o volume do bloco retangular B sera

Suponha agora que um bloco retangular B cujas arestas sao as medidas a, b e ¢
quaisquer. Seja xr um numero real, tal que x < a - b - c. Entao existe niimeros racionais
r,settal que x < rstcomr <a,s <bet < c Logo, obloco retangular B contém o
bloco @, cujas arestas tém medidas r, set. Der < a, s < bet < ¢, temos que rbc < abc,
sac < abc e tab < abe, concluimos que rsta’b*c? < a®b*c. Sendo Vo o volume do bloco @

com Vg = rst e rst < abc = Vp e ainda x < rst, isso implica que = < V.
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Seja y um numero real, tal que abc < y, entao existe m,n e p tais que mnp < y
ea<m,b<mnec<p. Logo, obloco retangular x < Vz estd contido em um bloco
retangular O de arestas m, n e p. Dea < m, b < n e c < p, temos que abc < mbc,
abc < nac e abe < abp, o que podemos concluir que a*b*c® < mnpa?b*c®. Sendo Vp o
volume do bloco O com Vp = mnp e Vg = abc < mnp e ainda mnp < y, isso implica que
abc < y. Portanto,

Ve=a-b-c.

Assim, o volume de um bloco retangular Vz com area da base igual a ab e altura h é

Ve =ab- h.
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Capitulo 4
Aplicacoes do Principio de Cavalieri

No Capitulo 2, definimos os principais sélidos geométricos que normalmente sao
estudados durante a educacgao basica. Neste capitulo, continuaremos com o estudo desses
solidos, aplicando o Principio de Cavalieri para demostrar algumas expressoes para o
calculo de volumes. Antes disso, é importante ressaltar que a maioria dos resultados e
ideias apresentadas ao longo dessa abordagem foram retirados dos livros [5] e [§].

Utilizaremos agora por meio da Proposigao [£.0.1] a aplicagdo do postulado [I.0.1]
para a obter-se a drea de uma elipse. Essas aplicacoes e enunciados foram retiradas de

[10].
Proposicao 4.0.1. A drea de uma regiao eliptica de semieizos a e b é wab.

Demonstracao: Seja R uma regiao eliptica no sistema de coordenadas cartesianas com

centro na origem e eixos a e b, cuja inequacao ¢ dada por

72 y2

e seja S uma uma regiao circular definida pela inequagao
2?4+ 2 < oy > 0. (4.2)

Ao escrevermos x em fungao de y, na inequagao [.1], obtemos que

Logo,
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“Ib f

T

Figura 4.1: Representacao grafica das regioes R e S.

satisfazem 4.1

E, ao escrevermos x em funcao de y, na inequagao |4.2}, obtemos que

=0 -y =1 =40 -y

Logo, ] = /b? — y? e f, = —/b? — y? satisfaz .
Dai, se tomarmos uma reta t secante a R e S e paralela e nao coincidente ao

eixo Oz de ordenada y, a intersecao dessa reta com as regioes R e S sao segmentos de

comprimento
2 2 2
xg—xlza\/l—%— (—a 1—%) = 2a 1—‘12—2
b2 — y2
= 2a 72
2a
= ? b2 — y2.
e

xh—x] = /b —y? — (—\/b2 —y2> = 2/b% — 92
Assim, a razao entre esses comprimentos é dada por

2a
2 _ .2
T2 — 1 b b y_

vh—a) 9 b2 — 2 )

a

e, portanto, pelo Principio de Cavalieri,
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Logo, se A, é a area da elipse, entao

Ael=2'AR:2'%ab:7T(lb.

4.1 Volume do prisma

Nesta secao, abordaremos o Principio de Cavalieri para obtermos a expressao do

calculo de volume de um prisma.

Proposicao 4.1.1. O wvolume do prisma € o produto da drea da base pela medida da

altura.

Demonstragao. Sejam (); um bloco retangular de altura H e base By e ()3 um prisma
qualquer de altura H e base By, onde By e By pertencem ao um mesmo plano « e possui
areas iguais. Sejam Ap, e Ap, as areas de B; e By respectivamente e  um plano paralelo
ao plano «, que secciona Q1 e Qo gerando secgoes Bj e By, conforme ilustramos na Figura

4.2

Figura 4.2: Volume do prisma pelo Principio de Cavalieri.

Seja Ap e Ap, as areas de By e By. Como Ap, = Ap; e Ap, = Ap; tem-se que
Ap; = Ap,. Portanto, pelo Principio de Cavalieri, o bloco retangular @; e o prisma Qo
tém o mesmo volume. Assim, seja Vg, e Vp,, os volumes de ()1 e ()2, respectivamente,
entao Vy, = Vi,. No entanto, como o volume do bloco retangular é Vi, = Ap, H, donde

seque que
Vo, = A, H. (4.3)

Portanto, o volume do prisma é igual ao produto da area da base pela altura. [ ]
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4.2 Volume da piramide

Nesta secao, abordaremos o Principio de Cavalieri para obtermos a expressao do

célculo de volume de uma piramide. Para isso, usaremos os lemas e[d.2.2

Lema 4.2.1. A seccdo e a base de uma piramide sdo figuras semelhantes e a razdao de

lh 5 —.
semelhanga € -

Demonstragao. Sejam P uma piramide de base triangular ABC' e altura H e DEF

uma seccao de P paralela a base a uma distancia h do vértice da piramide.

B

Figura 4.3: Piramides

Com o auxilio da Figura , temos que os segmentos DY e AX sdo paralelos, pois
sao intersecoes de planos paralelos por um terceiro. Logo, os triangulos VY D e VXA,
pelo caso angulo angulo, sao semelhantes, assim as arestas laterais e a altura ficam
divididas na mesma razao, e portanto:

VD VY
VA VX

h

—. 4.4
: (4.4)
Mostraremos agora que a seccao DEF e a base ABC' sao triangulos semelhantes.

Note que os angulos de DEF e os angulos de ABC', por terem lados respectivamente

paralelos, sao congruentes. Assim, pelo caso angulo angulo, sao triangulos semelhantes.
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h
Da expressao , a razao de semelhanca é I Entao, da semelhanga dos triangulos
VDE e VAB, ver na Figura [1.3] temos que

DE DF EF h
AB AC BC H’

—

n
7]

SIS
I
SIS
l
SIS

Portanto, os triangulos que determinam a secgao DEF e a base ABC sao semelhantes e

a razao de semelhanca é —.
H
[

Lema 4.2.2. A razao entre dreas de figuras semelhantes € o quadrado da razdo de seme-

lhanca.

Demonstragao. Sejam E' e B’ os pés das alturas dos triangulos que definem a seccio
DEF e a base ABC da piramide, respectivamente, conforme a Figura entao FE' e

BB’ sao as respectivas alturas da seccao e da base. Assim teremos que

DF EFE EE
= -
AC BB BB’

T =

Logo, sejam Apgr) € A(apc) as respectivas dreas da seccao e da base, entao

A .DF - EE’

Aasoy

N N~
x|
R
vy
&

&
&

T =

EEREE

N—
[\

Portanto, a razao entre as areas da seccao DEF e da base ABC' ¢ igual ao quadrado da

h
razao de semelhanca T [

Proposicao 4.2.1. Duas piramides de mesma base e mesma altura tém mesmo volume.

Demonstracao. Sejam (); e () duas piramides de mesma base B e mesma altura H,
onde B pertence a um plano a, e seja § um plano qualquer paralelo a a que secciona ()q
e (2 a uma altura h dos vértices dessas piramides e gera as seccoes By e By, conforme

ilustramos na Figura [4.4]
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Figura 4.4: Volume da piramide pelo Principio de Cavalieri

Assim, sejam Ap, Ap, e Ap, as areas de B, By e By, respectivamente. Entao, dos

lemas e segue que
Ap, ([ h\®  Ap,
Ay \H/)  Ap

e, portanto, Ap, = Ap,. A partir disso, concluimos, por meio do Principio de Cavalieri,

que o volume de (), ¢é igual ao volume de Q5. [

Sempre que movemos o vértice de uma piramide em um plano paralelo a sua base,

o volume da piramide nao se altera.

Proposigao 4.2.2. O volume de uma piramide triangular € um terco do produto da drea

da base pela altura.

Demonstragao. Para demonstrar esse resultado iremos considerar um prisma P de
base triangular, conforme ilustrado na Figura e a partir desse prisma obteremos trés

tetraedros como os que esbogamos na Figura [4.6]

A
At

B B

Figura 4.5: Ilustracao do prisma P Figura 4.6: Obtencao dos tetraedros
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Cada um desses tetraedros foi obtido do prisma P através da decomposicao que
ilustramos na Figura

Para facilitar o estudo das propriedades desses tetraedros estabelecemos uma
notacao especifica que consiste basicamente em denotar um tetraedro de base A;AjA;
e vértice Ay por Ay — A1 A2 A3 e exprimir o volume desse tetraedro por V(Ay — A1 AxA3).

E, a partir disso, basta observar que, se Vp é o volume de P, entao
Vp=V(A-ABC)+ V(B —ACC')+ V(B — ABC)
Com o auxilio da Figura [4.7], obtemos os seguintes resultados

V(A— AB'C") = V(A— ABC
= V(A- A'BC)
= V(A — ABO).

que é equivalente a

V(B — ACC') = V(B - ACC')
— V(C'— ABC)

i

SEPTEERE (o

7

v

B

~N#Eaa-
.

o

Figura 4.7: Tetraedros

Dal, Vp = V(A'— ABC)+V(C'— ABC)+V(B'— ABC) e assim, como A'— ABC,
C" — ABC e B’ — ABC possuem a mesma base e a mesma altura que o prisma. Pela
Proposi¢ao V(A"— ABC) =V (C'— ABC) =V (B' — ABC). Portanto,

VP VP

V(A - ABC) = =
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Donde segue que o volume de uma piramide de base triangular é igual a um tergo do

volume do prisma com mesmas base e altura da piramide. [

Teorema 4.2.1. O volume de qualquer piramide € igual a um ter¢co do produto da drea

da base pela altura.

Demonstracao. Para verificar basta observar que qualquer piramide P com base B e
altura H conforme ilustramos na Figura pode ser dividida em piramides de bases
triangulares. Essa decomposicao é feita obtendo as diagonais do poligono da base e
construindo triangulos justapostos a partir delas e, nesse caso, o vértice de cada uma

dessas piramides coincide com o vértice de P.

Figura 4.8: Calculo do volume da piramide

Assim, a piramide P que foi decomposta em n piramides de bases By, Bs, ..., By,
todas triangulares. Entao, como o volume da piramide P ¢é igual a soma dos volumes

de cada uma dessas piramides. Seja Vp o volume da piramide P, pela Proposicao

temos que
Vp = %ABIH + %ABZH +...+ %ABHH
= (g, + A+t Ap)H
onde Ap,,Ap,,...,Ap, sao as areas de By, By, ..., B, respectivamente. Dai, se Ap ¢é a

area de B, com Ap = Ap, + Ap, + ...+ Ap, entao, segue que

1
Vp = g(ABl+AB2Jr...Jméan)H

1
= —-AgH.
3418
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4.3 Volume do cilindro

Proposigao 4.3.1. O volume de um cilindro € o produto da drea da base pela medida da

altura.

Demonstracao. Sejam (), um prisma de altura H e base B; e ()2 um cilindro qualquer
de altura H e base B, , onde By e B, pertencem ao um mesmo plano « e possuem areas
iguais. Seja [ um plano qualquer, paralelo a o que secciona ()1 e ()2 gerando as secgoes
Bj e Bj, conforme ilustramos na Figura

Figura 4.9: Volume do cilindro pelo Principio de Cavalieri

Sejam Ap, e Ap, as dreas de By e By e Ap e Ap; as dreas das seccoes By e By,
respectivamente e como Ap, = Ap;, Ap, = Ap, e Ap, = Ap, conclui-se que Ap; = Ap,.
Portanto, pelo Principio de Cavalieri, o prisma ()1 e o cilindro (02 tém o mesmo volume.
Assim, seja Vg, e Vo,, os volumes do prisma @ e do cilindro Qy, respectivamente, de .3
temos que

Vo, = Ap, H.

Mostrando assim que o volume do cilindro é o produto da area da base pela altura. =

4.4 Volume do cone

Nesta secao abordamos o Principio de Cavalieri para obtermos a expressao do

calculo do volume de um cone.

Proposicao 4.4.1. O wvolume de um cone € um terc¢o do produto da drea da base pela

medida da altura.
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Demonstragao. Sejam (); uma piramide de altura H e base By e ()2 um cone qualquer
de altura H e base B,, onde By e By pertencem a um plano « e possuem &areas iguais.
Seja f um plano qualquer paralelo a «, que secciona ()1 e (2 a uma distancia H — h das
bases e sejam Ap, e Ap, as dreas de By e By e Ap; e Ap, as dreas das secgoes Bj e B

como mostra a figura [1.10] obtidas a partir da sec¢ao de § com Q) e Qs, respectivamente.

Figura 4.10: Volume do cone pelo Principio de Cavalieri

Ap h 2 Ap h 2 Ap Ap
De 4.2.2] temos que —+ = (—) e 2 = (— = L = 2. Assim,
Ap, H Ap, H Ap, Ap,
como as dreas Ap, = Ap, temos que Ap; = Ap;. Logo, pelo Principio de Cavalieri a

piramide (); e o cone )2 tém o mesmo volume. Sejam Vg, e Vg, os volumes de @); e

()2, respectivamente. Segue que Vg, = Vp,. portanto, como o volume da piramide ) é

Vo, = §A31H , temos que o volume do cone )3 é dado por
1
VQQ = gABQH.

4.5 Volume da esfera

Nesta secao, abordaremos o Principio de Cavalieri para obtermos a expressao do

cdlculo do volume de uma esfera.

4
Proposicao 4.5.1. O volume da esfera de raio r é §7rr3

Demonstracao. Seja um cilindro ), equildtero de raio r e altura 2r e seja O o ponto
médio do eixo do cilindro. Considere dois cones que tem como vértice o ponto O e bases

que coincidem com as do cilindro.
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Figura 4.11: Volume da esfera pelo Principio de Cavalieri

A juncgao dos dois cones ¢ um solido chamado de clépsidra. Retirando os dois cones
do cilindro obtemos um novo sélido chamado de anticlépsidra que denotamos A;.

Seja uma esfera (o de raio r, considerando um plano o dado, de modo que a esfera
()2 seja tangente ao plano a e que o cilindro (); que gerou a anticlépsidra tenha a base
também em «.

Considere qualquer plano [ paralelo ao plano « e que seccione a esfera e a an-
ticlépsidra a uma altura h do ponto O. A secgao de [ gera um circulo na esfera com raio
r1, € na anticlépsidra, uma coroa circular, com um circulo maior de raio e um circulo
menor de raio 7o = h, obtida pela semelhanca de triangulos. Sejam A.. a area da coroa
circular e A, a 4rea do circulo, temos que A.. = 7(r* — ry?). Como ry = h, temos que
Ao = (r* — b?).

J& para a drea do circulo obtemos que A, = 712 Pelo Teorema de Pitdgoras,
temos que 1> = r* — h%. Logo, A. = 7(r* — h?). Assim A, = A..

Portanto, como as seccoes tem areas iguais, pelo Principio de Cavalieri, a esfera
possui volume igual ao da anticlépsidra. Sejam V4, e Vi, os volumes da anticlépsidra A,
e da esfera (), respectivamente, segue que V4, = Vp,. Como Vjy, é igual ao volume do

cilindro menos duas vezes o volume do cone, obtemos que

1
Vi = e 2r — 2. (§7TT2 . r>
2
= 2mrd — §7r7’3
4
= —qrd.

3

, s 4 3
Logo, concluimos que o volume da esfera é §7rr ) [
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