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RESUMO

A Modelagem Matematica vem se constituindo uma das mais importantes tendéncias me-
todolodgicas da atualidade, podendo ser aprimorada por outras tendéncias e potencializada
pelas Equagoes Diferenciais Ordinérias e suas aplicagoes. Neste contexto, este trabalho
de cunho tedrico tem o propédsito de apresentar sugestoes e aplicagoes de Modelagem Ma-
tematica com Equagoes Diferenciais Ordinarias para o Ensino Médio, aqui definimos a
importancia de um ensino de Matematica voltado para a solucao de problemas cotidianos,
com a utilizagdo da Modelagem Matematica e Equacoes Diferenciais Ordinarias como me-
todologia de ensino, onde o intuito maior é valorizar e possibilitar uma melhor conexao
entre Matematica de sala de aula e os anseios sociais. Entretanto, o sistema impoe limi-
tagoes refletidas na pratica docente dos professores de Matematica e nessa perspectiva,
esta literatura trabalha articulagoes entre as etapas de Modelagem Matematica que sao
aprimoradas pela Equagoes Diferenciais para que estas atinjam as perspectivas do sis-
tema e assim contribuam para a formagao de professores e para aprendizagem efetiva de

conceitos matematicos por parte dos alunos, tornado estes cidadaos autéonomos e criticos.

Palavras-chave: Modelagem Matematica. Equagoes Diferenciais Ordinarias. Metodo-

logia de Ensino. Formacao de Professores. Aprendizagem Efetiva.



ABSTRACT

Mathematical Modeling has become one of the most important methodological trends
today, which can be improved by other trends and enhanced by Ordinary Differential
Equations and their applications. In this context, this theoretical work aims to present
suggestions and applications of Mathematical Modeling with Ordinary Differential Equa-
tions for High School, here we define the importance of teaching Mathematics aimed at
solving everyday problems, with the use of Modeling Mathematics and Ordinary Differ-
ential Equations as a teaching methodology, where the main aim is to enhance and enable
a better connection between classroom mathematics and social concerns. However, the
system imposes limitations reflected in the teaching practice of Mathematics teachers and
in this perspective, this literature works articulations between the stages of Mathematical
Modeling that are improved by Differential Equations so that they reach the perspec-
tives of the system and thus contribute to teacher education and for the effective learning

of mathematical concepts by the students, making these citizens autonomous and critical.

Keywords: Mathematical Modeling. Ordinary Differential Equations. Teaching Method-

ology. Teacher training. Effective Learning.
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INTRODUCAO

O presente trabalho é uma pesquisa bibliografica que visa identificar as contribui¢oes
de atividades de Modelagem Matematica com Equacoes Diferenciais em problemas de
aplicagoes referentes ao Ensino Médio. Para tanto, a fundamentacao tedrica apoia-se em
estudos sobre diversas concepgoes de Modelagem Matematica, sobretudo a abordagem
defendida por Bassanezzi (2002) e concebida na perspectiva educacional por Biembengut
(2016).

A pesquisa foi realizada sob uma abordagem qualitativa e os dados analisados foram
obtidos por meio de livros fisicos e virtuais, artigos, sites governamentais entre outros. O
produto final, resultado deste trabalho, ¢ um material didatico direcionado a professores
da Educacao Basica e de Equagoes Diferenciais que desenvolvem atividades de Modelagem
Matematica envolvendo Equagoes Diferenciais Ordinarias.

Comecamos um primeiro momento, refletido no segundo capitulo, com a Modela-
gem como necessidade humana, como parte do processo de sobrevivéncia, pois somos
seres extremamente adaptaveis e esta Modelagem faz parte deste processo de adaptacao.
Demonstramos aqui, que a pratica da Modelagem esta arraigada ao nosso cotidiano se
tornando um processo cognitivo, abstraido das teorias, o que nao nos permite vislumbrar
que modelamos até nos mais simples atos, como quando alteramos as propor¢oes de uma
receita, por exemplo.

Na continuidade do segundo capitulo demonstramos que a Modelagem nao é exclusi-
vamente Matematica, mas que no intuito de aprimorar o processo foi inserido a esta os
rigores matematicos e esta passa a ser entendida como Modelagem Matematica. O intuito
deste capitulo é demonstrar que a Modelagem Matematica vem de uma base simples que
pode ser usada com um facilitador no processo de ensino aprendizagem, nao para fazer-
mos o mais facil, mas para fazer de forma simples o que parece ser complexo e é por isso
que introduzimos, diante do trabalho de Maria Salett Biembengut (1997), o conceito do
“faz casinha”, transcrito em um dos seus trabalhos, trabalhado aqui na forma de ma-
quetes para identificar os pensamentos matematicos existentes nas coisas mais simples,
pensamentos estes repletos de possibilidades a serem aprimoradas diante de problemas
complexos.

Cientes de que o curso de Licenciatura em Matematica esta estritamente voltado para
a formacao, ainda que inicial, do professor e que esta se da em varios aspectos, seja pela
pratica pedagogica, pela educacdo mateméatica em si ou pela didatica, onde todos os sa-
beres estao voltados a pratica da docéncia, destacamos um estudo mais aprofundado da
Modelagem Matematica como alternativa pedagogica viavel, com planejamentos articu-
lados para vislumbrar o cotidiano de forma idiossincratica, promovendo uma matematica

modeladora, capaz de subsidiar o individuo e torna-lo um cidadao auténomo e critico.
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Um segundo momento deste trabalho se da a partir do capitulo trés, onde expla-
namos as Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs) como subsidiadoras da Modelagem
Matematica no processo de ensino e aprendizagem no Ensino Médio, estando estas como
promotoras do conhecimento e facilitadoras do processo, tanto no desenvolvimento quando
na validacao, o que traz agilidade e sana parcialmente a problematica do cronograma em
relacdo a Modelagem Matematica.

Neste trabalho trouxemos as EDOs com uma visao voltada para aplica¢oes no Ensino
Médio, mas salientamos, ao leitor, a necessidade de um conhecimento prévio sobre limites,
derivadas e Equagoes Diferenciais a fim de uma melhor compreensao. Ainda nesta ética
demonstramos que as EDOs podem e sdo usadas em varias fases do ensino, ainda que de
forma velada e pronta, mas que o conhecimento das mesmas pode aprimorar os processos
de ensino-aprendizagem e Modelagem Matematica. Na continuidade, diante da proposta
de abrirmos um leque de aplicagoes com o intuito de facilitar o processo de Modelagem,
trouxemos aqui algumas aplicagoes de EDOs para o Ensino Médio.

Concluimos o trabalho com a Modelagem Critica, nao s6 como resultado do processo,
mas como capacitacao do individuo que passard a analisar as informagoes com uma Otica
mais agugada, capacitado a identificar condicionantes que alteram o resultado e que podem
ser alterados para se obter determinados resultados. A Modelagem Critica serd o nosso

apice do processo e o objetivo final deste trabalho.
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1 METODOLOGIA

Diante as potencializagoes impostas pela Modelagem Matematica ao processo de ensino-
aprendizagem e a percepcao do quanto as Equacoes Diferenciais Ordinarias podem facili-
tar, agilizar e aprimorar o entendimento proporcionado pela Modelagem, ainda cientes da
escassez de literaturas que remetessem esses qualificadores ao educagao basica, decidimos
estender estes conceitos, através de pesquisas bibliograficas ao Ensino Médio.

O presente trabalho esta dividido em quatro capitulos, o primeiro (Introducao) onde
referenciamos o trabalho por inteiro e tragcamos o percurso do mesmo fazendo breves
transcrigoes do que esta referenciado em cada capitulo. O segundo capitulo, baseado
em literaturas sobre Modelagem Matematica e Equagoes Diferenciais Ordinarias, traz
as defini¢oes desta enquanto metodologia cientifica e como tendéncia metodolédgica, as-
sim como explanagoes sobre Modelagem com Equacoes Diferencias Ordinarios e algumas
aplicagoes. O terceiro capitulo traz as discussoes impostas pelos capitulos anteriores e
conceitua a Modelagem Matematica Critica, por fim concluimos com um quarto capitulo

transcrevendo os resultados encontrados diante do trabalho.

O tipo de pesquisa foi definida pelos objetivos, sendo escolhida a que por defini¢oes
apresentou os melhores resultados, sendo assim, escolhemos a pesquisa qualitativa, de
acordo com as configuragoes destas pesquisas apresentada por Bogdan e Biklen (1982).

A pesquisa qualitativa tem o ambiente natural como sua fonte direta de
dados e o pesquisador como seu principal instrumento. [...] Os dados
coletados sdo predominantemente descritivos. [...] A preocupagdo com
o processo é muito maior do que com o produto. [...] O "significado"que
as pessoas dao as coisas e a sua vida sao focos de atencao especial pelo
pesquisador. [...] A andlise dos dados tende a seguir um processo indu-
tivo.(BOGDAN; BIKLEN, 1982 apud LUDKE; ANDRE, 1986, p. 11 -
13)

Ficou perceptivel, em razao do que delimitamos e do referencial, que a pesquisa de
ambito qualitativo seria a mais perspicaz, atendendo a todos os anseios, pois suas carac-

teristicas configuram o tipo de investigacao inerente ao nosso trabalho.

1.1 JUSTIFICATIVA DE ESCOLHA DO TEMA E OBJETIVOS DA PES-
QUISA

Diante da preocupacao com o cumprimento dos cronogramas estabelecidos pelo sis-
tema educacional, uma preocupacgao inerente aos professores, e cientes de que a Mo-
delagem Matematica, enquanto tendéncia metodologica, principalmente durante a sua
implantacdo para turmas e/ou professores que nao tem o habito de modelar, necessita de

tempo adicional é que resolvemos trabalhar aqui a Modelagem Matematica juntamente
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com as Equacoes Diferenciais Ordinarias como aprimoradoras e facilitadoras do processo
de Modelagem Matematica no Ensino Médio.

Observou-se na literatura classica que é dada pouca énfase ao estudo da Modelagem
de equagoes diferencias voltada para problemas do Ensino Médio. A partir dai, e com o
intuito de mostrar a importancia desse conteido para formacao de professores no curso
de Licenciatura em Matematica, é que essa acao se realizou e tem por base uma pesquisa
bibliografica, sendo em grande parte de cunho teorico, cujo objetivo central é ampliar e
analisar as aplicacoes de Modelagem Matematica e Equagoes Diferenciais Ordindrias no
Ensino Médio.

Como objetivos especificos de nossa pesquisa, propomo-nos a:

o Apresentar potencialidades e limitagoes no uso de Modelagem Matematica;
o Conceituar Equagoes Diferenciais Ordinarias com ideias basicas de aplicacoes;

o Apresentar a Modelagem Matematica com o uso de Equacoes Diferenciais Ordinarias

no Ensino Médio;

» Identificar e descrever estratégias de ensino e aprendizagem com o uso de Modela-
gem Matematica e descrever como estas sdo aprimoradas com o uso de Equagoes

Diferencias Ordinarias;

e Promover e instigar a Modelagem Matematica Critica como &pice no processo de

ensino-aprendizagem.

Diante destes objetivos, comecamos configurando a Modelagem Matematica como mé-
todo cientifico de conhecimento, como uma pratica milenar que vem sendo aperfeigoada
com o tempo e o uso de novas tecnologias.

No transcorrer do trabalho passamos a analisar a Modelagem como tendéncia meto-
dolégica, demonstrando como o que ja foi definido antes pode ser trabalhado em sala
de aula, suas aplicagoes em um processo facilitador da aprendizagem. Em sequéncia de-
finimos as configuragoes das Equagoes Diferenciais Ordinarias, abordando conceitos de
carater geral e detalhando os pontos especificos que iremos abordar durante o trabalho.
Apos as explanagoes dos conceitos de base, Modelagem Matematica e Equagoes Diferen-
ciais Ordindrias, demonstraremos que estes conceitos podem se complementar ao ponto
de aprimorar o processo de Modelagem e que a demonstra¢ao e/ou entendimento dessas

aplicagoes vao aprimorar o processo educacional no Ensino Médio.
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2 MODELAGEM MATEMATICA

A Modelagem, partindo da etimologia da palavra, é a agdo de criar modelos. Se
observarmos o cunho histérico, a Modelagem faz parte do processo de evolucdo humana,
advinda da necessidade de se resolver problemas praticos de determinada época, todas as
civilizagoes modelaram e modelam, ainda que com algumas caracteristicas peculiares a
cultura local, Etnomodelagem. Diante dessas observagoes, percebemos que a Modelagem
nao ¢é peculiar a matematica, sendo empregada em diversos campos de estudos como os

da fisica, quimica, biologia, geografia, engenharias e outros.

Modelagem Matematica é a arte de expressar por intermédio de lin-
guagem matematica situagoes problemas de nosso meio. Tem estado
presente desde os tempos mais primitivos. Isto é, a Modelagem é tao
antiga quanto a propria Matematica, surgindo de aplica¢bes na rotina
didria dos povos antigos. (BIEMBENGUT; HEIN, 2005, p.7)

Na busca por uma maior formalizacao a Modelagem é que inserimos a linguagem
matematica e passamos a ter o que hoje conhecemos por “Modelagem Mateméatica” O
rigor matematico enriquece o processo de Modelagem ao ponto de torna-la uma peca
chave da criatividade humana.

Um exemplo bem simples, mas de cunho geral, é o das maquetes, sejam elas de casa,
edificios, cidades ou representacoes da criatividade humana; estas maquetes representam
uma pratica de modelagem, ainda que simples para um olhar desatento, pois observamos
que qualquer individuo, dotado com um percentual satisfatério de coordenagdo motora,
logica e um pouco de criatividade, como a usada no artesanato, pode aparar as arestas
dos componentes de uma maquete, com um utensilio de corte, e assim aperfeicoa-la até
encontrar o modelo para sua construgao, observamos que este modelo aos poucos foi sendo
moldado entre as adaptagoes, feitas em cortes, de um material de baixo custo, ao ponto
de se tornar um modelo visualmente satisfatério com o qual o individuo pode expor o

formato de construcao idealizado, sendo este um modelo objeto pictoérico.

Figura 1 — Maquete

Fonte: Martins (2015)
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Para que estes modelos tragam uma maior eficacia no processo de edificagao, ou seja,
se transformem em solugdes para os problemas, onde o material para construcao é de
alto custo e o desperdicio e ma aplicacao poderao ocasionar problemas ainda maiores, é
preciso uma matematizagdo, uma confluéncia entre a criatividade logica com a seméantica
formal matematica, onde o pensamento, inserido no modelo, é transcrito em simbolos,
que ao ser trabalhado por axiomas matematicos torna-se um modelo objeto conceitual,

aprimorando as condi¢do necessaria para transpor-se do figurado ao real.

Modelo Objeto é a representacao de um objeto ou fato concreto; suas
caracteristicas sao a estabilidade e a homogeneidade das variaveis. Tal
representacao pode ser pictérica (um desenho, um esquema comparti-
mental, um mapa, etc.), conceitual (férmula matemadtica), ou simbélica.
A representacao por estes modelos é sempre parcial deixando escapar va-
riagoes individuais e pormenores do fenémeno ou do objeto modelado.
Um modelo epidemiolégico (sistema de equagoes diferenciais) que con-
sidera o grupo de infectados como sendo homogéneo onde todos os seus
elementos tém as mesmas propriedades é um exemplo de um modelo
objeto; Um desenho para representar o alvéolo usado pelas abelhas é
também um modelo deste tipo. (BASSANEZI, 2002, p. 19)

Ainda diante da observacao das maquetes, podemos retirar padroes na transicao destas
maquetes para a construcao real, ou seja, teorias de cunho geral, que possam ser aplicadas
a problemas que tenham as mesmas caracteristicas no mundo real, independente de terem

a mesma forma, obtendo o que chamamos de Modelo Teérico.

Um modelo tedrico é aquele vinculado a uma teoria geral existente — sera
sempre construido em torno de um modelo objeto com um cédigo de
interpretacdo. Ele deve conter as mesmas caracteristicas que o sistema
real, isto é, deve representar as mesmas varidveis essenciais existentes
no fendmeno e suas relagoes sao obtidas através de hip6teses (abstratas)
ou de experimentos (reais).(BASSANEZI, 2002, p. 20)

Por exemplo:

Restringindo ainda mais a nossa observacao das maquetes, vamos observar a maquete
de uma casa, mas especificamente o telhado desta casa. Observamos que, no caso real,
cada tipo de telha requer uma angulacao especifica, ou seja, o telhado deve ter uma
determinada inclinagao, isso por conta da espessura da telha que ao ser encaixada uma
na outra cria um aclive e caso nao seja cumprida a inclinacdo especifica ocorrerd retorno
da agua da chuva podendo ocasionar respingos ou até mesmo goteiras. Caso a inclinagao
seja especificada pelo fabricante, s6 nos resta cumprir as especificagoes, mas, caso nao
sejam, podemos, através de modelos, gerar padroes especificos para determinados tipos
de telhas e aplicar aquela angulacao para qualquer telhado feito com aquele tipo de telha,

transformando o aclive desta em declive.
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Figura 2 — Telhado

Fonte: Sartorelli (2019)

Diante deste exemplo, em se tratando da solu¢do do problema, podemos observar duas
resolucoes bem distintas, que poderiam nos nortear ao tentarmos diferenciar Matematica
Aplicada de Modelagem Matematica.

Utilizando a Matematica Aplicada, bastaria inserirmos os dngulos configurados para
cada tipo de telha, angulos estes especificados apds testes no encaixe da telha, para que
estas fiquem “bem casadas'e com declive, ou por especificagoes do fabricante, em seguida,
calcularfamos através do seno a altura.

Observamos que neste caso satisfariamos a resolugao aplicando um modelo matemaético
pré-estabelecido para situagoes problemas do mundo real com a mesmas caracteristicas,
mas nao atingiriamos o publico alvo, pois geralmente os telhados sao construidos por
marceneiros e pedreiros, que sdo muito bons em inserir angulos entre dois planos, mas
quando se trata de calcular a altura através do seno, cosseno e hipotenusa; eles passam o
encargo para os engenheiros.

Utilizando a Modelagem Matematica, comegamos por colher os dados de erros e acer-
tos, observando diretamente estas construgoes, apés a criacdo de um banco de dados,
identificariamos o que ocasionou os erros e os acertos, em seguida, observariamos como
foi calculado os dados do acerto e excluiremos o que ocasionou os erros, configurariamos a
metodologia usada pelo construtor e, diante desta base de dados, formulariamos o nosso
modelo. Apods a formulacdo do modelo, este seria avaliado, caso o mesmo nao condis-
sesse com a realidade este seria reformulado e quantas vezes fossem necessarias reavaliado
até que fosse validado. Observamos que utilizando a Modelagem Matematica, além de
encontrarmos uma solugao para o problema, atingiriamos o publico alvo, pois as ideias
inseridas no modelo partem diretamente dos mesmos.

O que acontece na realidade é que pedreiros usam porcentagem ou proporc¢ao para
calcular a altura da base do tridangulo formado da base retangular da casa até a parte

mais alta, a base do vao até a cumieira, conforme imagem a seguir.
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Figura 3 — Vao da casa

Telha Tégula: Lorgura Gtil= 30 cm
Comprimento dfil= 32 ¢m
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I(%)=% x 100

Fonte: Medina (2017)

E comum ainda encontrarmos os cdlculos da seguinte forma: a cada metro de distan-
cia, entre a cumieira e a parte mais baixa da casa, incrementa-se o valor da inclinacao
referente ao metro; ou seja, se a inclinacao for de 40% a cada metro se incrementa quarenta

centimetros, conforme imagem a seguir.

Figura 4 — Inclinacao

A
‘ 1
X
S / ‘ =
: — £ §
1 = | £ 5 o T
o = s, ~
¢ 5 5 7

sERRNE
L S i |
beiral| 1, 2m 3m am 5m 6m m 8m 9m

Fonte: Autor (2021)

Pelo exposto, fica perceptivel que na Modelagem Matematica existem intimeras for-
mas de se chegar a um modelo e que sendo este validado sempre teréd aplicabilidade, como
acontece em todas as ciéncias de base, e 0 que nos leva a modelar é a adaptabilidade,
uma das caracteristica humanas primordial e essencial a sua sobrevivéncia, por isso, mo-
delarmos para si, mas também para o proximo e nao ha uma forma de modelar definida
ou definitiva, mas somos levados a modelar cada vez mais e melhor, com eficiéncia e
praticidade de quem esta inserido em um sistema capitalista e competitivo.

Modelo matemaético é um conjunto de simbolos e relagbes matematicas
que representam de alguma forma o objeto estudado. O modelo pode
ser considerado como uma sintese de reflexdo sobre alguma parte da
realidade. Seu objetivo é explicar ou entender a situagio estudada para,
eventualmente poder agir sobre ela e, mesmo as situagées mais simples
fornecem motivagdo para uma iniciacao cientifica. (BASSANEZI, 2002,

p. 12)
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Segundo Bassanezi (2002, p. 16) “a Modelagem Matemética consiste na arte de trans-
formar problemas da realidade em problemas matemaéticos e resolvé-los interpretando suas
solugoes na linguagem do mundo real”. Assim como toda arte, embora tenhamos visto
que a Modelagem Matematica se aproprie da formalizacdo mateméatica com todo o seu
rigor, esta é livre para criatividade humana, uma forma de se expressar matematicamente,
onde “s6 se aprende a modelar modelando”, (BASSANEZI, 2002, p. 43).

2.1 MODELAGEM MATEMATICA COMO TENDENCIA METODOLO-
GICA

Diante do exposto, observamos na Modelagem Matematica caracteristicas estritamente
humanas, atendendo as necessidades sociais em ambito geral, o que a tornava altamente
cognitiva e cotidiana. Além de uma necessidade introdutéria e indutiva ao contexto
social, observamos que a Modelagem pode “ser tomada tanto como um método cientifico
de pesquisa quanto como uma estratégia de ensino aprendizagem” (BASSANEZI, 2002,
p. 16).

A necessidade de teorizar fez com que a Matematica se afastasse da Modelagem e
perdesse muitas de suas caracteristicas humanas, principalmente no campo educacional,
onde todos os estagios do desenvolvimento psiquico intelectual sao atropelados pela com-
petitividade do capitalismo, passando assim a ser uma ciéncia aplicada as necessidades do
sistema, que, para agilizar o processo de ensino, abstrai métodos essenciais ao processo

de aprendizagem.

De modo geral, conceitos matematicos sao aplicados de maneiras di-
ferentes em uma variedade de disciplinas, campos e areas de praticas
extra-matematicas. Toda vez que a matemética é usada para lidar com
questdes, problemas, situacdes e contextos em dominios fora da mate-
matica, modelos Matematicos e Modelagem estao necessariamente en-
volvidos, implicita ou explicitamente (NISS, 2018, p. 49).

Estando nas praticas vitais ao ser humano, que evolui com o decorrer do tempo, as
teorias da Modelagem Matematica passam do campo cientifico a pratica educacional e o
cronograma embutido nas normas educacionais pelo sistema econoémico faz com que os
professores passem a adotar teorias informais nas quais a competitividade é o carro chefe.
As notas no processo de avaliagdo passaram a ter um carater punitivo e nao avaliativo, o
que simplesmente substituiu a palmatoéria, usada nos primérdios da educagao para castigo
fisico, por um castigo psicoldgico, os alunos sao levados a uma aprendizagem estritamente
mecanica, onde o intuito é apenas atingir a média. A classificacao por notas fez com que
alguns alunos passassem a ter locais especificos dentro da sala de aula de acordo com um
nivelamento fornecido pelo processo de avaliagao adotado, o fundo da sala passou a ser o
calabougo para os prisioneiros tidos como incapacitados. A pressao psicologica e a falta

de aten¢ao dada a estes alunos pelos colegas e, em alguns casos, pelo professor, que ja nao
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tem tempo nem interesse de escutar e se contextualizar, os leva a se afastar do carrasco
e se inibirem como elementos neutros, que sao naquela sala de aula.

Nao temos aqui o intuito de afirmar que a Matematica inserida na sala de aula perdeu
definitivamente as caracteristicas humanas, até mesmo pelo fato de que as velhas meto-
dologias nunca deixaram de existir, estando inclusive nas tipificagoes da Base Nacional
Comum Curricular. Também nao temos aqui o interesse de denegrir o valor das novas
tendéncias de ensino, pois estas se complementam. O que queremos demonstrar é que
abstrair esséncias desta ciéncia, Matematica, tira a face humana e a torna, dentro da sala
de aula, uma ciéncia tecnicista e complexa ao ponto desta complexidade refletir em outras
ciéncias que se subsidiam da mesma.

Os processos mateméticos de resolucdo de problemas, de investigacao,
de desenvolvimento de projetos e da Modelagem podem ser citados como
formas privilegiadas da atividade matemaética, motivo pelo qual sdo, ao
mesmo tempo, objeto e estratégia para a aprendizagem ao longo de todo
o Ensino Fundamental. Esses processos de aprendizagem sao potencial-
mente ricos para o desenvolvimento de competéncias fundamentais para
o letramento matematico (raciocinio, representagdo, comunicagio e ar-

gumentagdo) e para o desenvolvimento do pensamento computacional.
(BRASIL, 2018, p. 35)

Diante deste impasse, partindo do erro para atingir o acerto em uma tentativa de res-
gatar o verdadeiro sentido do processo de ensino e aprendizagem, esculpindo novamente
a face humana na matematica aplicada em sala de aula, é que trouxemos a tona a Mo-
delagem Matematica, nao como tendéncia tnica, mas como uma tendéncia que servira
de base e subsidiara tendéncias como Letramento Matematico, Resolu¢ao de Problemas,
Etnomatematica, Historia da Matematica, entre outras. Para tal, estabelecemos um guia,
sugerido como suporte ao planejamento das primeiras aulas, para servir como um elo de
ligagao capaz de aproximar, cada vez mais, o sistema educacional do seu verdadeiro ob-
jetivo, que é produzir uma aprendizagem significativa com cidadaos autonomos, livres e
capacitados para solucionar problemas do dia a dia com eficdcia em tempo habil.

Ainda pensando nas dificuldades encontradas pelos professores no Ensino Médio,
quando no desenvolvimento ou na validacao de modelos mais complexos, traremos aqui
a Modelagem aplicada em Equacgoes Diferenciais Ordinarias, que em muitos casos, res-
pondem, por si s0, as trés perguntas basicas, O qué é? Como foi criado? e pra que

serve?

2.1.1 Planejamentos

Apesar de criar modelos pré-definidos de aula restringir a liberdade de pensamento,
os planos de aula e de curso devem ser criados para que se planeje o passo a passo das
aulas, sem pular etapas.

Nos planejamentos devemos estabelecer uma sequéncia cronoldgica, que servira de guia

a distribuicao dos contetidos e do raciocinio de forma sequencial e 16gica, uma base para
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os primeiros passos do processo, e, de certa forma, uma pré-modelagem das teorias aos
métodos de ensino envolvendo o cotidiano. Devemos sempre estar cientes que os planos
sao guias e nao moldes, que estes deverdo ser articulados, para que sejam modificados
sempre que necessario, que, embora tenhamos uma sequéncia de contetidos predefinidos,
estes devem ser propostos pelo professor de acordo com o interesse dos alunos pelo tema, os
alunos deverao sentir a necessidade e ter a curiosidade de aprender aquele dado contetdo,
alcancando assim a aprendizagem significativa, pois, como resume MOREIRA (2006,
p. 38 ), “a aprendizagem significativa é o processo por meio do qual novas informagoes
adquirem significado por intera¢ao (ndo associagdo) com aspectos relevantes preexistentes
na estrutura cognitiva”.

Outro ponto positivo nos moldes das aulas, plano de curso, plano de aula, planejamento
de ensino, ¢é que eles servirao de referéncia as adaptagoes do contetido, devendo ser repleto
de anotagoes, observagoes e citacoes. O plano sempre deve ser feito pelo menor periodo
de tempo exigido pela escola, que geralmente é o periodo bimestral, e deve estar em
constante evolucao, sofrendo modificagbes sempre que um fato novo surgir.

Diante do exposto, com o intuito de atender a demanda dos contetidos propostos pela
BNCC (2018) ao mesmo tempo em que estabelecemos um guia para o desenvolvimento
da Modelagem Matematica, definimos um Roteiro para um plano de curso baseado em

Modelagem Matematica.

2.1.2 Roteiro de um plano de curso baseado em Modelagem Matematica

1. Conhecimento dos contetidos: devemos conhecer bem os contetidos e o livro didéatico
adotado pela escola, ter em maos uma grande diversidade de livros didaticos, a fim
de selecionar a melhor forma de se aplicar o contetido dentro de uma perspectiva

local. Os livros acessorios servirao de complemento para o livro didatico principal.

2. Associar os conteudos aos habitos locais: embora os alunos escolham os temas que
querem trabalhar e estes nem sempre levarao a conteudos especificos, o mediador
devera sempre ter um leque de possibilidades aberto, neste ponto, conceitos da
Etnomodelagem e Histéria da Matematica darao ao mediador argumentos suficientes
para conduzir a turma em um processo de Modelagem que culminara em um modelo

validado no menor tempo possivel.

3. Cronograma: um quebra cabeca de unidades cronolégicas que serd montado de
acordo com os roteiros tomados em sala de aula. Embora o cronograma seja tragado
em uma sequéncia gradativa de ideias conforme as especificacoes da Base Nacional
Comum Curricular (BNCC), com o tempo especifico para cada conteido, ele nem
sempre serd cumprido nesta sequéncia, pois, diante da busca do cognitivo e de uma
aprendizagem significativa, esta sequéncia sera constituida de acordo com o interesse

da maioria dos alunos em dados conteudos.
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4. Proposi¢oes de atividades: visando o processo de avaliacdo continua, no planeja-
mento de cada contetido, estabeleceremos os primeiros indicativos da aprendizagem.
Neste deverao constar atividades, previamente selecionadas, estabelecidas pelo livro
didatico ou ao nosso critério. Estas atividades poderao ser resolvidas de forma co-
letiva, visando complementar a aprendizagem, neste caso o aluno deve estar ciente
de que em algum momento podera ser convidado a vir ao quadro fazer algumas ex-
planacoes, esta nocao forgara o aluno a participar do processo e ndo apenas esperar
que o colega resolva as atividades; ou de forma individual, onde o aluno ird expor
e praticar o que aprendeu em atividades. Nos problemas selecionados ao nosso cri-
tério, teremos atividades envolvendo problemas cotidianos dos alunos, uma 6tima
oportunidade para se estabelecer a interdisciplinaridade, com situagoes problemas
trazidas de outras areas, além do Letramento Matematico que pode ser ressaltado na
confecgao de relatérios complementares a atividade. Esses relatorios devem ser pre-
viamente definidos, dependendo da disponibilidade, com o professor de Portugués e

alunos.

5. Reflexao sobre o que foi aprendido: devemos estabelecer aqui pontos a serem refle-
tidos, visando que as explanacoes em sala e os relatérios fornecerao subsidios para
uma boa reflexao, individual por parte do professor, que se auto avaliard, como cole-
tiva com a turma, onde os alunos irdo expor os seus conceitos sobre o novo processo,
uma espécie de Feedback parcial. Os pontos a serem refletidos devem identificar se
os objetivos foram alcancados, se a metodologia utilizada esta sendo suficiente ou

se precisa ser implementada.

6. Replanejamento do contetido as novas necessidade: visando a articulagdo do pro-
cesso, cientes de que a Modelagem Matemaética possa impulsionar a aprendizagem,
mas nao atingir niveis satisfatérios, deveremos criar espacos, ainda que nao sejam
usados, para implementar esta metodologia, aqui é uma 6tima oportunidade para se
analisar a aplicabilidade de novos recursos tecnolégicos e metodologias que possam

complementar o processo como a gamificagdo por exemplo.

7. Aplicabilidade prética do contetdo: neste ponto o conteiido deve ser bem traba-
lhado, explorando bem o cognitivo do aluno, amarrando as arestas com exemplos

do cotidiano do aluno e propondo novas atividades.

8. Avaliagoes: embora sejam os pontos finais de cada processo, o qual detalharemos
especificamente mais a frente, nao podemos deixar migalhas. Alguns alunos, apesar
do esforgo, nao atingiram um nivel satisfatorio e nao poderao ser deixados para tras,
porque este é o cume, o melhor indicativo de erro, o que ficou de fora dos rabiscos no
planejamento. E a tentativa de resgatar e produzir um nivelamento nestes alunos,

que conseguiram a faganha de ficar para tras diante de tanto trabalho, que nos
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proporcionara o apice da pratica de modelar, pois, como dito antes, s6 se aprende
a modelar modelando, partindo do erro para se atingir o acerto. Observando a
problematica do tempo, este resgate deve ser feito fora do cronograma, mas as
adaptagoes devem constar no planejamento, ainda que na forma de rabisco, para

que o mesmo possa ser aperfeicoado.

A aplicacao deste roteiro, associado aos livros didaticos acessorios e habitos locais,
além ser um guia para os conteidos dispostos em unidades cronoldgicas, abri um leque
de possibilidades contendo aplicagoes para os conteudos propostos pela BNCC, o que or-
ganiza, facilita e agiliza o processo de ensino-aprendizagem com Modelagem Matematica,
mas para que este guia tenha maior eficacia, conduzindo aos objetivos geral e especificos
de cada contetido e baseando-se nas técnicas de Modelagem Matematica definidas por
Bassanesi (2002, p. 43) e Biembengut E Hein (2005, p. 15), definimos um roteiro para

um plano de ensino baseado em Modelagem Matematica.

2.1.3 Roteiro de um plano de Ensino baseado em Modelagem Matematica

1. Definir uma situacao problema: definido o tema de acordo com o interesse da turma,
devemos guiar os alunos a restringi-lo, o maximo possivel, até se chegar a um ponto

especifico, ou seja, uma situagao problema.

2. Dados do problema: diante da situagao problema, devemos guiar os alunos na ob-
tencao de dados, que podera ser feita através de pesquisas, entrevistas, gamificagao
ou estudo de caso; abriremos aqui o nosso leque de possibilidades, criado no item
dois do plano de curso, ele nos servira de guia na hora de especificar os tipos dados

que serao colhidos.

3. Anadlise dos dados: os dados deverdo ser transcritos e analisados pela turma de
forma individual, onde cada um imprimira conceitos de acordo com o seu cognitivo,
neste ponto devemos guiar os alunos a separarem as varidveis das constantes e
relacionar as mesmas com suas grandezas, em seguida os conceitos e conclusoes
deverao ser expostos e analisados coletivamente, neste ponto devemos guiar os alunos
a comparar, caso haja, as suas conclusoes com os métodos usados no mundo real,
para calcular aqueles dados. Um exemplo, como mencionado antes, é o da inclinagao
dos telhados, de acordo com o tema escolhido existem intimeras possibilidades para

trabalharmos estes dados.

4. Pré-requisitos: para que os alunos sejam condicionados diante das necessidades
que forem surgindo, com o intuito de manter a equidade e o interesse da turma,
deveremos fazer as revisoes dos pré-requisitos necessarios, fornecendo habilidades

para superar os desafios e mantendo o estado de Flow.
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10.

A experiéncia do Flow caracteriza-se por uma profunda concen-
tragdo em um conjunto limitado de estimulos que sao aceitos pela
pessoa como relevantes, ou seja, o instante em que uma pessoa
esta totalmente concentrada e absorta em uma atividade. Nessa
circunstancia, hé equilibrio entre a capacidade e o desafio, a nogao
de tempo é alterada, a sensacao de controle é modificada, deixando
de ser controlado para passar a controlar suas agoes e ambiente.
As atividades como artes, esportes, jogos e outras atividades de
hobbies, fornecem um ambiente em que a curiosidade e o desafio
servem de motivacao e facilitam a concentracao e o envolvimento.
(DE CAMPOS, 2021, p. 5)

Figura 5 — Flow

Fonte: Alves (2020)

. O Modelo: uma expressao matematica capaz de produzir resultados iguais ou apro-

ximados ao mundo real.

. Validagao: os resultados gerados pelos modelos devem ser iguais ou aproximados ao

do mundo real.

Contetudo: apods a validagao do modelo, devemos explorar o conteido em que o
mesmo esteja inserido, configurando-o através de livros didaticos, explorando pro-
priedades, caracteristicas e aplicabilidades que proporcione uma melhor compreen-

sao.

Atividades: uma ferramenta para aprimorar o processo, devendo estar em uma
sequéncia gradativa de ideias. Os pontos principais das atividades devem vir acom-

panhados de pequenos relatorios.

Reflexdo sobre o que foi aprendido: esta reflexdo é o nosso primeiro feedback da
aprendizagem, nesta etapa pontos dos relatérios devem ser discutidos com toda a
turma. Somente se os objetivos nao forem alcangados devemos prosseguir para o

préoximo passo, caso contrario passamos para avaliacao.

Replanejamento do contetido as novas necessidades: baseado no nosso indicativo de
erro, o feedback das reflexoes, é que devemos replanejar, este deve ser voltado para
sanar as falhas. No replanejamento a metodologia deve ser aprimorada, a ludicidade
explorada ao ponto de nao saturar as informacgoes produzindo o minimo de estresse

possivel.
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11. Aplicabilidade pratica do conteiido: neste ponto o aluno deve ser levado a perceber
a aplicabilidade do conteido no seu cotidiano, nada que impeca de apresentar dire-
tamente a aplicabilidade do contetido através de exemplos, desde que o interesse do

aluno seja mantido.

12. Proposicao de novas atividades: o diferencial aqui serd que as atividades serao
especificadas de acordo com as dificuldades encontradas pelos alunos. Neste ponto
teremos subsidios suficientes para analisarmos se podemos finalizar o processo ou
repetir do décimo ponto em diante até que a turma atinja maturidade suficiente

para fazer uma avaliagdo para finalizar o processo.

13. Avaliacao: devemos ter sempre em mente o que e quem esta sendo avaliado.

Assim como todos os guias, com a pratica, tendemos a nos desprender dos plane-
jamentos, encarando a modelagem como um processo natural, onde somos capazes de
movimentos livres, mas sempre um passo de cada vez com ideias gradativas de acordo
com a nossa necessidade e baseado-se em nossa experiéncia em sala de aula, tentando atin-
gir ao maximo os anseios dos alunos, planejando e replanejando sempre que necessario,
procurando refletir sobre o que os alunos pensam e a forma como os demais professores
agem.

Devemos sempre valorizar a troca de experiéncia, selecionando o que ha de melhor e
colocando em pratica em sala de aula, nada de esconder planejamentos. A opinidao extra
enriquece o processo e as observagoes ajudam a manter o nosso trabalho em constante
evolugao.

Escutar sempre os alunos é uma das melhores maneiras de dar aula, partir das neces-
sidades deles para atingir os objetivos, isto é algo que tem que ser colocado em pratica.
“(...) professores que nao questionam provavelmente formarao alunos que nao questionam.
E alunos que nao questionam acabam por se omitir em oportunidades de se engajarem
ativamente em sua prépria aprendizagem (...)” (SUTHERLAND, 2009, p. 12).

2.1.3.1 Avaliacao

O aluno deve sempre associar a avaliacdo da aprendizagem a questionarios, usados para
aferir seus conhecimentos através de notas atribuidas de acordo com o seu desempenho,
para que o mesmo sinta a necessidade de se capacitar e preparar-se para ser avaliado, mas
o professor deve sempre lembrar que este tipo de avaliacao tem suas falhas em questoes
como tempo, ansiedade e nervosismo. Esta, pode se tornar um objeto de tortura perdendo
a sua verdadeira finalidade.

Por muitas vezes, diante de adolescente precisamos nos impor, por isso a importancia
da imagem tradicional da avaliacao, prova, mais devemos lembrar que também queremos

nos avaliar, a forma como estamos ensinando e qual o tipo de educagao que estes alunos
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estao tendo, entao o método de questionar nem sempre é eficaz, devemos mostrar para o
aluno o que queremos e o que estaremos avaliando.

Devemos sempre avaliar comportamento, coleguismo, respeito ao proximo e a apren-
dizagem efetiva dos conteiidos ministrados. Esta avaliacdo deve vir de forma espontanea
como relatorios sobre a atividade, resolucao de problemas no quadro e durante as ativida-
des, somente quando a maior parte da turma concordar através de propostas do professor,
que indicara o que vai ser cobrado e como vai ser cobrado, e quando o mesmo perceber
que a turma vai se sentir bem para fazer uma avaliacao é que esta deve ser aplicada.
Embora seja implementada por relatorios, TIs ou aplicativos, a avaliagao sempre terd em

sua esséncia caracteristicas do método tradicional.

2.2 MODELAGEM MATEMATICA COM EDO

As equagoes diferenciais ordinarias sao ricas em aplicagdes em diversas areas do conhe-
cimento como a Fisica, Biologia, Quimica entre outras; o que as tornam um complemento
perfeito para o processo de modelagem. Estas equagoes envolvem fungoes e suas deriva-
das, onde a ideia basica é que sdo equagOes em que a incoégnita é uma fungdo, ou seja,
uma relagao representada por uma equacao onde a incognita envolvida nao é um valor

numérico, mas uma fungao, como a exemplo:
f'(z) =3sinz + 5z

Aqui temos a derivada de uma funcao composta por outras fun¢des de variavel z, onde
o que queremos descobrir é quem é a primitiva, quem é a f(z) cuja derivada é igual a
3cos(x) + bz. Neste caso, um simples problema de integracao, onde f(z) = [ f'(z)dx ,
e desta forma calculamos a primitiva ou simplesmente a descobrimos com o auxilio de
calculadora cientifica ou aplicativos, como o Geogebra, onde obtivemos como resultado

f(x) = =3cos(x) + 22* 4 k, sendo k uma constante de integra¢io, conforme Figura 6.

Figura 6 — Gréfico da primitiva e sua derivada

Fonte: Autor (2021)
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Salientamos que nosso objetivo nao é trabalhar com Equacoes Diferencias Ordinarias
em um contexto geral, embora facamos algumas abordagens em torno desse conteido
necessarias para atingir os nossos objetivos, abstrairemos alguns conceitos relacionados
diretamente ao calculo destas equagoes, ficando o estudo destes como pré-requisito para
uma melhor compreensao deste trabalho.

Observamos que alguns conceitos de EDO, embora nao sejam empregados diretamente
no processo de modelagem, servem como facilitador do mesmo na resolugao de problemas,

como a exemplo:
!
f(x) =5f(x).
Onde a derivada nao é igual a 5z, mas a cinco vezes a propria funcao, o que ja nao é

tao Obvio e nos deparamos com o seguinte problema: qual é a fun¢do que ao derivarmos

»5 .27
PR

forma de primitivar o polinémio, caimos aqui em um caso especial, mais sofisticado, onde

da 5 vezes ela propria. Diferente de "5x” que quando integrada resulta em uma

D, e* = e"D,u, a derivada da func¢ao exponencial de base e, é ela mesma multiplicada pela
derivado do seu expoente, obtendo como solugao f(x) = € + k, tendo k como constante

de integracao.

Figura 7 — Derivada de %

Fonte: Autor (2021)

Outro ponto importante a se ressaltar é que a derivada é taxa de variacao de uma gran-
deza. Nao precisamos pensar muita para perceber que na natureza ha intimeras situacoes
onde a ideia de taxa de variacao pode ser empregada, é por isso que equagoes diferenciais
representa uma parte da Matematica extremamente rica, aparecendo nas seguintes apli-
cagoes: no estudo de finangas, na taxa de variagao de preco, na taxa de variagao de uma
moeda e na taxa de um ativo, entre outras; na propagacao de doencas, aparece na taxa
de variacao do niimero de pessoas infectadas, que é justamente a medida da propagagao
da doenca; em crescimento populacional, que é a taxa de variacdo da populacao, uma
mensuracao que aparece o tempo inteiro em estudos populacionais; em radioatividade,

onde temos a taxa de variacao do material radioativo que ha em um elemento. Portanto
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temos uma gama de exemplos, envolvendo derivadas e equagoes diferenciais dentro dessa
ideia de taxa de variagao, que podemos usar na Modelagem Matematica.

Como ressaltamos anteriormente, ao definirmos modelagem, nao precisamos trabalhar
com o problema real na integra, na sua complexidade total, nés precisamos de uma solucao
aproximada do problema, em geral, se vocé souber a resposta de um problema real dentro
de uma certa margem de erro, vocé tem uma situacao confortavel, onde se consegue
prever o resultado real de forma satisfatéria. Na engenharia é muito comum se falar
no coeficiente de seguranca de uma determinada acao, justamente porque vocé tem uma
margem de erro com que vocé trabalha, porque as suas solugoes sdo aproximadas. Ainda
assim, nao é facil obter soluc¢bes aproximadas e o que fazemos, ou o que os cientistas,
tecnélogos e engenheiros fazem ¢é transformar o problema real em um problema mais
simples, em um problema sintético, veja, por exemplo, a mecanica newtoniana é uma
aproximacao mais simples da realidade, tanto que um tempo depois tivemos que corrigi-
la, tivemos que fazer a mecanica relativistica. De forma similar, a mecanica newtoniana,
encontramos esses problemas reais na natureza, entao trocamos por um problema mais
simples, que é o problema aproximado, e geralmente, se conseguimos resolver o problema
aproximado, conseguiremos resolver o problema real.

Vejamos o caso da mecanica newtoniana, conseguimos resolver diversos problemas
da mecanica segundo newton, seguindo o principio de que precisavamos de uma solucao
aproximada para um problema real e conseguimos uma solucao real de um problema
aproximado, embora parega um jogo de palavras, se trata de uma metodologia extrema-
mente eficaz quando solugao real do problema aproximado pode ser usada como solugao
aproximada do problema real. E isso que fazemos frequentemente na mecinica, nas tec-
nologias, na ciéncia e € isso que chamamos de modelagem. A mecanica newtoniana, onde
a realidade foi simplificada para obtencao de uma solu¢ao aproximada dos resultados en-
contrados no mundo real, nada mais ¢ do que um exemplo de modelagem, pois temos a
solucao e ela funciona muito bem como solugdo aproximada para se fazer muitas coisas

no mundo real.

2.3 APLICACOES DE EDO NO PROCESSO DE MODELAGEM MATE-
MATICA NO ENSINO MEDIO

Antes das aplicac¢oes, para uma melhor compreensao, vamos nos situar em um contexto
histoérico.

Newton e Leibniz foram os primeiros a resolver problemas relacionados ao calculo,
entre eles o da reta tangente. Em 1665, Newton ja tinha resolvido o problema da reta
tangente para uma funcdo f(z) qualquer, ja Leibniz ndo podemos precisar quando o
mesmo comecou a trabalhar com o problema da reta tangente, o que podemos garantir

¢é que ele foi o primeiro a publicar em 1684, entao deduzimos que o primeiro a resolver o
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problema foi Newton, mas o primeiro a publicar foi Leibniz e por este motivo, ja que os dois
resolveram o problema de maneira independente, creditamos a estes o desenvolvimento

do céalculo.

Nao entraremos aqui em discussoes sobre a infeliz polémica Newton-
Leibniz. A opinido generalizada hoje é que ambos criaram o calculo
independentemente. FEmbora a descoberta de Newton seja anterior,
Leibniz foi o primeiro a publicar seus resultados. Se Leibniz nao era
tao profundo em matemaética quanto Newton, era talvez mais eclético,
e embora inferior ao seu rival inglés como analista e fisico-matemaético,
era provavelmente dotado de uma imaginacao mais aguda e um sentido
superior quanto & forma matemética (EVES, 1995, p. 444).

Diante do problema da reta tangente em que dado uma fungao f(z) e escolhendo um
ponto qualquer, sobre o seu grafico, qual seria a inclinagdo da reta tangente ao grafico de
f(z) neste ponto, a solu¢do de Newton e Leibniz se deu da seguinte forma: definimos uma
reta secante sobre o gréafico de f(x), basta que escolhamos ao acaso dois pontos, (x, f(x))
e (z+ h,f(xr+h)), onde h é a distancia entre as abscissas e pela equagao fundamental
da reta, f(x +h) — f(z) = m[(x + h) — ], onde m ¢é o coeficiente angular, estabelecemos
a sua fungdo, cientes de que a tangente é a reta que toca apenas um ponto em dada
regiao do grafico e que cada vez que reduzimos o h, o ponto (x + h, f(x + h)) se aproxima
de (z, f(x)) , basta que consigamos reduzir este h ao ponto em que o (z + h, f(x + h))

sobrescreva o (z, f(z)), conforme a sequéncia de imagens a seguir.

Figura 8 — Secante com pontos distantes

7 ¥

Fonte: Autor (2021)

Figura 9 — Secante com pontos préximos

Fonte: Autor (2021)
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Figura 10 — Reta tangente

h =0.001609213225

Fonte: Autor (2021)

Ante o exposto,

Figura 11 — Taxa de variacao

fx+h)—f(x)

temos que:

Logo, a taxa de variacao média é:

flz+h) - =)
- .

Assim sendo, fica notério que ao se estabelecer o limite, quando h tente a zero, tere-

Msec =

mos a inclinagdo da reta tangente em f(z) no ponto z, tendo assim a taxa de variagao

instantanea:

flx+h) = f(z)
N .
Diante desta compreensao, cientes de que essas taxas de variagoes podem e devem ser

Mian = f/(l‘) = flzg%

aplicadas em qualquer curva, vejamos algumas aplicagoes.
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2.3.1 Funcgoes Quadraticas

Observando que entre as competéncias especificas para o Ensino Médio encontramos
fungbes quadraticas, tipificada na BNCC “(EM13MAT503) Investigar pontos de méaximo
ou de minimo de fung¢oes quadraticas em contextos envolvendo superficies, Matematica
Financeira ou Cinemaética, entre outros, com apoio de tecnologias digitais.” (BRASIL,
2018, p.35). Vejamos como as EDOs podem e devem ser usadas para aprimorar o processo
de ensino aprendizagem de fung¢des quadraticas.

"A drea de um circulo ¢ dada em fungao da medida r do raio, ou seja, S = f(r) = mr?,
que é uma fungdo quadratica"(DANTE, 2010, p. 153), um dos exemplos tipicos do calculo
de areas usando funcoes quadraticas, o que deixa notério a aplicabilidade de fungoes

quadraticas no calculo de areas.

As fungbes quadraticas sdo uma classe de fungdes muito utilizadas em
problemas de calculo de area, em calculos de erro, no estudo do movi-
mento de projéteis, entre outros [...]podemos dizer que uma funcio qua-
dritica f : R — R é aquela cuja lei de formacdo é f(z) = ax?® +bx +c
com a # 0. Os valores a,b e ¢ sio denominados coeficientes e az? é o
termo dominante (DIAS, 2016, p. 38).

Vejamos o seguinte problema, precisamos calcular a drea de uma casa de modo que a
mesma fique bem centralizada e siga as mesmas proporc¢oes de um dado terreno que tem o
formato retangular com lados x +2 e 2x +4. Vejamos agora como devemos proceder para
encontrar os resultados, comecando por um esboco do terreno, representado na Figura
12.

Figura 12 — Area retangular

2L

2x +4
Fonte: Autor (2021)

Observamos que a area da casa, assim como a do terreno, podem ser representadas por
uma fungao quadrética do tipo f(x) = az®+bx+ ¢, sendo essa formada pela multiplicagdo

do lado menor x + 2 pelo lado maior 2z + 4. Assim temos:

f(z)=(x+4)(2x + 8)
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Logo,
f(z) =22" +87x +38

Em analise aos graficos das fungdes quadraticas, facilmente podemos perceber que o
ponto de maximo ou ponto de minimo de uma funcao é o ponto do vértice da parabola,
(x4, Yy), € que este ponto serd de maximo quando a pardbola tiver concavidade voltada
para baixo e de minimo quando a parabola tiver concavidade para cima, além do fato de
que o mesmo é o unico ponto da parabola que esta inserido no eixo de simetria, sendo
assim, podemos demonstrar e calcular este ponto através da féormula de Bhéaskara, usando

a seguinte definicao:

Figura 13 — Distanciamento das raizes

f
Eixo de Simetiia

Coeficiente Linear = -8

Fonte: Autor (2021)

Figura 14 — Fixacao do eixo de simetria

f
Eixo de Simetria

)

Coeficiente Linear = -2

5 5 b 3 2 \ / 2 3 4 5 6

Fonte: Autor (2021)
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A distancia “d”, entre cada uma das raizes reais e o eixo de simetria é a mesma, ou
seja, tanto o eixo como a coordenada x do vértice, z,,, se encontram na média das raizes

reais, sendo assim basta calcular a mesma, o que de forma genérica teriamos:

—b+VvVA + —b—VA
2a 2a

Ty — 2
T —_2:?:>w _ 2%
) Y 4a

—b

Ty = —

2a

Substituindo na fungdo temos que:

(—b>2 b —b PN ( b? > b2 TN 2 202 N 4dac
) = qa| — .« —_— C ) = a| — _ — C v —_ —_— —_ — -
4 2a 2a Y 4a? 2a Y da  4da 4a
_—b—|—4ac:> _—(b—4ac):> A
Yo = 4a Yo = 4a Yo = 4a

Nas observacoes da pardbola formada pelo grafico da funcao f(z) = 22 + 8z + 8,
percebemos que ao alterar o coeficiente linear produzimos uma translacao vertical na
parabola, que permanecerd no mesmo eixo de simetria, ou seja, podemos alterar este
coeficiente linear ao ponto em que o vértice coincidira com o eixo das abscissas.

Observamos que:

Por uma equacao diferencial de 1.* ordem entendemos uma equagao do
d
tipo d—y = F(z,y) ouy’ = F(x,y) onde F(z,y) é uma fungdo definida
x
em um aberto §2 do R?. Uma funcio y = y(z) definida em um intervalo

aberto I é uma solucdo dessa equagao se, para todo x em I, ocorrer
y' () = F(x,y(x)). [...] uma solugdo y = y(z) da equagio % =3x+5
que satisfaga a condigdo inicial y(0) = 2. [...] é uma funcdo [...] cuja
derivada seja 3z + 5. Entdo, y = [(3z + 5)dx = ng + 5z + k, k

constante, é a solucao da equagdao. Segue que y = 5302 + 5x 4+ 2 é uma

solucdo satisfazendo a condigdo dada. (GUIDORIZZI, 2015, p. 174 -
175)

s

A forma mais simples de uma EDO ¢é ¢/ = f(x), onde f(x) é continua em um inter-
valo I, que tem como solucao geral y(z) = [ f(z)dz, sendo a constante de integragao
determinada por y(zo) = yo.

Percebemos, ainda diante do nosso problema, onde f (z) = 222 + 8x + 8, uma solugao
para EDO, y/ = F(x,y) = 4z + 8, que mesmo alterando o coeficiente linear, uma
constante, a reta produzida pelo grafico da EDO nao se altera e corta o eixo de simetria

no ponto de ordenada y = 0, conforme a Figura 15.
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Figura 15 — Translagao vertical

’r Cosficients Linear = B

f(z)=22"+8z+6 f(z)=22" 48z +8

/ ] g ' 3 3 7 s s " 3 1 ) t 2

fillzx)=4x+8 flz)=4z +8

Fonte: Autor (2021)

Sendo assim para descobrirmos a abscissa do vértice basta que igualemos a EDO a
zero, neste caso fazendo 4z +8 = 0, o que implica que xr = —2 , sendo o pondo de minimo
da func¢ao quadratica.

Concebendo a forma genérica da funcido quadratica, f(z) = ax® + bx + ¢, como pri-
mitiva, teremos a EDO, f'(z) = 2ax + b, a qual igualada a zero teremos 2ax +b = 0 =

2ax = —b = x = =2, 0 mesmo resultado da media das raizes reais, obtidas com a férmula

2a’
de Bhaskara.
Diante do processo de modelagem a EDO além de ser usada para aprimorar o conhe-
cimento, memorizacao e obtencao de formulas, pode ser usada na etapa de validagao da

obtencao do ponto de méaximo ou de minimo e das translagoes horizontais e verticais.

Figura 16 — Translacoes

TRANSLACAO HORIZONTAL E VERTICAL

TRANSLACAO TRANSLACAO
VERTICAL HORIZONTAL

By

Fonte: Cortés (2019)
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Observamos que ao incrementar, com uma constante k£ com a distancia que queremos
transladar horizontalmente, o coeficiente linear da reta gerada pela EDO, podemos en-
contrar a sua funcao primitiva que terda o ponto do vértice no local que desejarmos, como

exemplo genérico teriamos:

—b 2ak — b
rT=—+k=>r=——

— = 2ax = 2ak — b= 2ax +b—2ak =0
2a 2a

Logo,
f'(x) = 2azx + b — 2ak
Assim sendo, teriamos:

/f’(x)dx = /(2ax + b — 2ak)dx

f(z) = az® + (b — 2ak)z + ¢

Usando o nosso exemplo anterior, f(z) = 2x* + 8z + 8, que por hora passaremos a
chamar de g(z), para em seguida compararmos os gréaficos, onde conhecemos a constante

de integragao, 8, e queremos transladar quatro unidades na abscissa, k£ = 4, teremos:

g(z) =22+ (8—2-2-4)x +38

g(z) =22° —8x +8

Figura 17 — Translacao Horizontal

f(x) =222 4+8x+8

g(x) =222 —8x +8

4 3 53 s > s e 35 3
flx) = 4 +8

Fonte:Autor (2021)
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2.3.2 Capitalizacao de Juros

No processo de capitalizacdo de juros a equacao que rege este fendmeno, no qual os

juros sao continuos, ¢ uma equagao diferencial de primeira ordem.

Sendo,

A taxa de variagao do valor do investimento é % , e essa quantidade é

igual a taxa segundo a qual os juros acumulam, que é a taxa de juros r
d

vezes o valor atual do investimento S(t). Entao, d—f = rS é a equagdo
diferencial que governa o processo. Suponha que sabemos também o
valor do investimento em algum instante particular, digamos S(0) =
So. Entdo a solu¢do do problema de valor inicial fornece o saldo total
S(t) na conta em qualquer instante ¢t. Esse problema de valor inicial
pode ser resolvido facilmente, ji que a equacao diferencial é linear e
separdvel. Logo, resolvendo as equacdes, encontramos S(t) = Spe™.
Portanto, uma conta bancaria com juros capitalizados continuamente
cresce exponencialmente (BOYCE; DIPRIMA, 1985, p. 41 - 42).

ds
E—T'S,

a EDO que governa o processo, r é a taxa de juros e o S a quantidade de dinheiro

num instante £, ou seja, o valor em dinheiro cresce a uma taxa proporcional a quantia

S presente no instante t. Entdo para resolver esta Equagao Diferencial, uma equacao

separavel, vamos deixar dS com S e o r com dt, desta forma teremos:

szr-dt

Integrando nos dois membros, para se obter a primitiva, teremos:

Logo,

Assim temos que:

Exemplo:

- o

InS+ci=rt+c3=mInS=rt+cy

6lnS — ertJrcz = S — Cert

S(t) = ce"

Suponha que uma aplicagdo renda juros continuamente. Qual serd o saldo apods 12

meses se.

a) A taxa de juros for 2% a.m. e o depésito inicial de R$ 100,007
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Neste caso faremos,
S(0) = R$ 100,00,

ja que o deposito inicial foi de R$ 100, 00, e.
r=2% a.m.,

pois a taxa de juros é 2% ao més. Sendo o deposito inicial efetuado no tempo zero,
t =0, temos:
S(0) = ce™*? = 100 = ce® = ¢ = R$ 100, 00.

Logo, ap6s 12 meses, t = 12, o saldo resultara em:

S(12) = 100e*%"? = §(12) = 100e™** = S(12) = R$ 127, 12.

Nos dando como solu¢ao para o problema, apds 12 meses, o saldo de R$ 127, 12.

b) A taxa de juros for de 4% a.m. e o depésito inicial for R$ 100,007

Aqui também faremos,
S(0) = R$ 100,00,

ja que o dep0sito inicial foi de R$ 100, 00, e.
r=4% a.m.,

pois a taxa de juros é de 4% ao més. Sendo o deposito inicial efetuado no tempo

zero, t = 0, temos:
S(0) = ce”%? = 100 = ce® = ¢ = R$ 100, 00.
Logo, apds 12 meses, t = 12, o saldo resultara em:

S(12) = 100e™*!? = S(12) = 100e™*® = S(12) = R$ 161,61.

Nos dando como solugdo para o problema, apos 12 meses, o saldo de R$ 161, 61.

2.3.3 Dinamica Populacional

O modelo de dinamica populacional é similar ao processo de capitalizacao de juros,
diferenciado pelo P no lugar do S, onde P representa a populagao no instante t, também
é feita por diferenciais separdveis. Assim temos:

dpP
Z _K.P
dt
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Onde chegaremos a uma férmula similar a encontrada para capitalizacao de juros.

dP
— = kdt
P

A qual, sendo integrada em ambos os membros, teremos:

InP+ci=kt+cs=InP=Fkt+c

InP _ ekt—i—cg kt .

Onde aplicando a operacao inversa, e , chegamos a: P = ce

Este modelo foi proposto por Thomas Malthus em 1978 e o crescimento é proporcional
a populagao total em cada instante. Esse modelo é muito simplista e ignora fatores que
sao relevantes na estimativa, nao considerando, por exemplo, a situacao econdémica do
pals e as taxas de natalidade, mortalidade entre outras informagoes que sao pertinentes
ao modelo.

Vejamos agora uma aplicacao desta dindmica populacional:

Uma cultura tem inicialmente F, bactérias. Em ¢ = 1h o ntimero de bactérias é
§P0. Considerando que a taxa de crescimento é proporcional a P (t), determine o tempo
necessario para triplicar o nimero de bactérias.

Como a taxa de crescimento é proporcional a populagao P (t), temos que o problema

dP
é modelado pela equacao diferencial 5 = kdt, cuja solucao de dada pelo termo geral

P = ce*. Sabendo que P (0) = Py e que P (1) = 3P, teremos para o tempo inicial,

t =0, que: P(0) = cek® = Py =ce’ = c = Py, logo a nossa constante c é igual a Py, que
substituindo no termo geral teremos: P (t) = Py - e®t.

Como foi dado no enunciado que P (1) = 3PO, substituindo no termo geral termos:

2
%P():Po-ek:ek:%.
Sendo assim basta aplicar a operacdo inversa, onde teremos, Ine* = ln% = k=1In %,
para obtermos o valor de k, sendo k& = 0,4055, que substituindo no termo geral teremos:
P(t) = P, - %1055,
Neste caso, para encontrarmos o tempo necessario para que a populagao triplique

0,4055¢ —, £0,4055¢ — 3" onde aplicando a inversa teremos, In %4955 =

faremos, 3P, = Py - e
In3 = 0,4055t =2 0,1 =t =2,71h.

Portanto o tempo necessario para que a populacao triplique é de 2, 71h.

2.3.4 Decaimento radioativo

(EM13CNT103) Utilizar o conhecimento sobre as radiagoes e suas ori-
gens para avaliar as potencialidades e os riscos de sua aplicagdo em
equipamentos de uso cotidiano, na satde, no ambiente, na industria, na
agricultura e na geracdo de energia elétrica. (BRASIL, p.555, 2016).

Similar aos modelos anteriores, no decaimento radioativo mudamos apenas a varavel

para A, onde A é a quantidade de elemento radioativo presente no instante ¢, sendo este
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apenas implementado pelo fato de que cada elemento tem um tempo de meia vida, tempo

necessario para que metade dos atomos presentes em uma amostra radioativa desintegre-

se.
Sendo assim temos que:
dA
kA
dt
Onde chegaremos a uma férmula similar a encontrada para capitalizagao de juros.
dA
— = kdt.
A
A qual, sendo integrada em ambos os membros, teremos:
InA+cy =kt+ c3 = InA =kt + cs.
Onde aplicando a operacdo inversa, /"4 = eF+¢2 chegamos a:
A(t) = ce.
Assim sendo, para um tempo inicial zero, t = 0, teremos:
A0) ="' = A(0) =c.
Logo,
A(t) = A(0)eM.
Sendo o tempo de meia vida metade do valor inicial, @, aplicando-se ao termo geral,
teremos:
A0
é ) = A(0) e¥'m.

Onde, t,, serda o tempo da meia vida e desenvolvendo os célculos encontramos que:

ki _ L
5

In %, teremos:

e

aplicando a operacao inversa, In e¥m =

0,69
by & —

k

Observacgao:
Como se trata de um decaimento a constante k serda negativa, ficando o tempo do
decaimento radioativo positivo, como nao poderia deixar de ser.

Vejamos agora um problema envolvendo decaimento radioativo:
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O is6topo de chumbo, Pb-209, decai a uma taxa proporcional a A(t) e tem meia-vida,
tm, de 3,3h. Se houver inicialmente 1¢g de chumgo, quanto tempo levard para que 90%
decaia?

Sabendo que o isétopo de chumbo decai a uma taxa proporcional a A(t), sendo a
sua a meia vida de 3,3 horas, ou seja, t,, = 3,3h, para encontrarmos a constante de
proporcionalidade em relagao ao tempo, aplicaremos este valor ao termo geral do tempo
de meia vida, onde teremos:

0’:9 = k= —03:7639 = k= -0,21

Portando a constante k de proporcionalidade da meia vida do chumbo, Pb — 209, é

-0, 21.

Sendo a quantia inicial de 1g, Ay = 1g, para encontrarmos a quantidade resultante

3,30 —

ap6s um decaimento de 90% faremos:

90

Logo a quantia final serd de 0, 1g, ou seja, A (t) =0, 1g.

Agora basta substituirmos os valores encontrados no termo geral do decaimento radi-

oativo, onde teremos:

0,1=1.-¢e%

Aplicando a funcao inversa:

In0,1 = Ine 2

Logo,

—0,21t > —2,3 =t~ 11h

Portanto leva 11h para que o decaimento radioativo de uma grama de chumbo seja de
90%.

2.3.5 Aquecimento/resfriamento

Pela lei de Aquecimento/Resfriamento de Newton temos que o aquecimento /resfriamento
é proporcional a diferenca entre a temperatura inicial do corpo, T, e a temperatura do

meio ambiente, T, sendo assim modelada pela EDO:

dr

— = k(T —-T,
o = )

Assim sendo, temos:
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Logo,

In(T —T,,) + ¢4 = Kt + c3

In(T —T,,) = Kt + ¢

Aplicando a operacao inversa teremos:

eln(T—Tm) _ eKH-Cz =T _—Tm=c- €kt.

Deixando a temperatura em func¢ao do tempo temos:

T(t) = Ty, + cet

Vejamos um exemplo:

Um termometro é removido de uma sala onde a temperatura ambiente é de 70°F e
levado para fora, onde a temperatura é de 10°F. Ap6s meio minuto, o termoémetro indica
50°F. Qual sera a leitura em t = 1lmin?

Como T'(t) é a fun¢do que rege a temperatura em funcdo do tempo, onde T (t) =

Tm + ce*, sendo a temperatura inicial igual a 70°F, temos que:

70 =10 + ce"* = 70 — 10 = ¢ = ¢ = 60.
Sabendo que, ao ser levado para fora, onde a temperatura é de 10°F, T'm = 10°F, apos

meio minuto o termoémetro indica 50°F, T’ <2> = 50°F, faremos:

50 = 10 + 60e¥ 2.
Logo,

50 — 10 = 60es =

Aplicando a fun¢ao inversa teremos:

2 k 2 2 2\ 2 4
Ine 1n3:>2 n3:>k 21n3:>k; In 3 =k ln9

Sendo a constante k = In g, para descobrirmos a leitura apd6s 1 minuto basta fazermos:

4
T (1) = 10 + 60e™s = T(1)=10+60 .

T (1) = 36,67°F

Portanto, apés um minuto a temperatura sera de 36, 67°F.
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2.3.6 Funcao horaria da posicao

A fungao horaria da posig¢do é mais um exemplo de fungao quadrética, onde S(t) repre-
senta a posi¢ao no instante t. Sendo esta composta pelo espaco inicial mais a velocidade

vezes o0 tempo mais a metade da aceleracao vezes o tempo ao quadrado.

2

a-t
S(t)=5S +v-t+
Sendo S = S(t) , a variagio instantdnea da posicdo do mével, & = y(t), é a sua
velocidade instantéanea, por sua vez, a variagao instantanea da velocidade, % = ‘5725 =

a(t), é a sua aceleragao.
Observe que na funcao horaria da posigao, S(t), o espago inicial é uma constante, logo

se derivarmos esta funcao teremos:

S'(t) = v+ at = v(t)

A mesma observagao se faz em relagao a funcdo horaria da velocidade, v(t), onde a

velocidade inicial é uma constante, logo:

vI(t) =a
Vejamos algumas aplicagoes:

Um objeto é lancado para cima do alto da tore de Pisa, tendo a sua trajetoria descrita
pela funcao h(t) = 57 + 4t — 4,9t%. Qual a sua velocidade em t = 257

Observando que a trajetoria do objeto langado é descrita pela fungéo h (t) = 57 + 4t —
4,9t*, sabendo que v (t) = A’ (t), temos que a velocidade instantanea é v (t) = 4 — 9, 8t.
Logo, para t = 2, temos: v (2) =4—-9,8-2 = v (2) = —15,6 m/s.

Portanto no instante ¢ = 2 a sua velocidade serd de —15,6 m/s.

(Metodista-SP) Em obras da construcao civil, é comum vermos um operério, no solo,
langando tijolos para outro operario, que se encontra situado no piso superior. Con-
siderando o lancamento de cada tijolo como sendo vertical, a resisténcia do ar nula, a
aceleragao da gravidade local igual a 1037 e a distancia entre as maos do operario langa-
dor e a do operario receptor igual a 3,2m , o valor da velocidade com que cada tijolo deve
ser lancado, de modo que chegue as maos do operario receptor com uma velocidade nula,

deve ser, em 7 | de
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e) 9,0

Tendo pelo enunciado que a gravidade local é igual a 10 m/s?, ou seja, ¢ = a =
10 m/s?, e a distancia entre as mao do operdrio langador e a do operdrio receptor ¢ igual
a 3,2m, ou seja, AS = 3,2m, tomando o espaco inicial, ou seja, as maos do operario
langador como zero, Sy = 0, temos que S () = 0, sendo este deslocamento regido pela
fungao horéria da posicdo, S (t) = So+v -t + “'th, substituiremos os valores encontrados

nesta. Assim teremos:

10 - ¢2

3,2=0+ Vot + (I)

Sendo a velocidade instantanea V' (t) = S’ (), temos que: V (t) = Vj — 10¢.
Sendo a velocidade nula na chegada temos: V;, — 10t = 0.
Logo,

Vo =10t (11)

Substituindo (II) em (I) temos:

3,2=10t- t—5t* = 52 =3,2=>t* =
Substituindo (III) em (II) temos:
Vo=10-0,8 =V =8m/s
Portanto o valor com que cada tijolo deve ser langado é de 8m/s.

Observacao: Esta solucdo é apenas para exemplificar a aplica¢do, pois poderiamos

solucionar o problema usando a Equacao de Torricelli, onde teriamos:

V2=VZ+2(-10)(3,2-0)=> V2 =64= V=64 =1, =8

(FMS) Um corpo em queda livre, sujeito a acelaragao gravitacional g = 107 , passa
por um ponto A com velocidade de 107 e por um ponto B com velocidade de 507 . A

distancia entre os pontos A e B é

a) 100 m
b) 120 m
c) 140 m
d) 160 m

e) 240 m
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Diante do enunciado temos que a aceleracao gravitacional de um corpo em queda
livre ¢ 10 m/s?, ou seja, g = a = 10 m/s?, que este corpo passa por um ponto A com
velocidade de 10 m/s e por um ponto B com velocidade de 50 m/s. Sendo a trajetoria

deste deslocamento regida pela fungao horaria da posigao, S (t) = So+v-t+ “’;2 , tomando

o ponto A como espago inicial, sendo este igual a zero, Sy = 0, substituiremos os valores,

ficando com a seguinte funcao:
S(t):O—i-lOt—l—?t = S(t) =10t + 5t° (I).

Sendo a velocidade instantanea V' (t) = S’ (), temos que: V (t) = 10t + 10.
Sendo a velocidade em B igual a 50 m/s, V (t) = 50, temos: 10t + 10 = 50.
Logo, 10t = 50 — 10 = t = 40/10 = ¢ = 4 (II).

Substituindo (II) em (I) temos:

S(4)=10 -4+5 -4*> = S(4) =40+80 = S(4) = 120.

Como tomamos A como espaco inicial, sendo este igual a zero, Sy = 0, temos que
AS = 120m.

Portanto a distincia entre A e B é de 120 metros.

Observagao: Esta solucao é apenas para exemplificar a aplicagdo, pois poderiamos
solucionar o problema usando a Equagao de Torricelli, V? = VZ+2aAS, onde substituindo

os dados teriamos:

507 = 102 + 2(10)AS = 2500 = 100 + 20AS
20AS = 2500 — 100 = AS = 280 = AS = 120m
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3 ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Expor todas as potencialidades da Modelagem Matemaética seria como tentar definir na
integra o que é Matematica, entdo o que apresentamos aqui sdo eventuais possibilidades,
trocando a parte pelo todo em uma amostra representativa onde nao s6 demostramos a
necessidade desta técnica para educar, mas para vida. Embora os rigores matematicos
tenham sido implantados na modelagem esta se dé de forma natural, simples como parte
integrante da criatividade humana, sendo que ninguém pode ser forcado a modelar, a
modelagem tem que ser uma expressao onde o autor imprime a idiossincrasia de forma
espontanea, mas podemos expor, dar a este, a sensacao de criadores, autores ao veem a
sua criacao trazendo beneficios, sejam estes de forma individual ou coletiva e desta forma a
modelagem é indissocigvel da Educacio Matemética em qualquer nivel ou contexto. E por
esta Otica que nos propomos e estamos propondo aqui a ideia de implantar a modelagem
de forma continua em todos os niveis da educacao.

Diante do exposto, onde evidenciamos a necessidade da Modelagem Matematica como
tendéncia metodoldgica, nao de forma isolada, mas como uma base para outras tendéncias
como a Pesquisa, a Historia da Matemaética, o Letramento Matemético a Resolugao de
Problemas entre outras. Demonstramos que é inviavel para o sistema educacional separar
a Modelagem Matematica da Educagao Matematica, assim como ¢é inviavel propor emen-
tas para serem cumpridas em tempo recorde, onde a preocupacao nao é a educagao em
si, mas o cumprimento de um direito estampado na Constituicdo Federal, sendo assim
cabem aos educadores se adaptarem as imposi¢oes do sistema.

A Modelagem Matematica demanda tempo, principalmente quando os elos do sistema
educacional estao quebrados, seja pelo discente sem interesse e ainda com dificuldades
para modelar, seja pelo docente sem pratica ou mesmo pela falta de aparatos e tecnolo-
gias educacionais. Sendo assim o tempo é um dos condicionantes que limita o processo de
modelagem e é por este motivo que este trabalho vem trazer nao s6 um leque de possibi-
lidades de aplicacoes com Modelagem Matematica, mas um potencializador do processo,
as Equacgoes Diferenciais Ordinarias, ainda que em um contexto simplificado, pois este
trabalho é voltado para aplicagoes no Ensino Médio, mas que retrata a ideia contida
nestas equagoes que serao alavancadoras nao s6 para Modelagem Matematica mas para
todo o processo de ensino-aprendizagem. As estratégias contidas nao sé no conceito geral
das Equagoes Diferenciais Ordinarias, mas em todos os conceitos por tras delas como
o de derivadas, limites, operagoes inversas e outros, nos leva a trabalhar e analisar as
variagoes ao nosso redor, produzindo um alto nivel de conscientizagao no sujeito, que
¢ agucado a pesquisar e modelar cada vez mais, desenvolvendo assim um pensamento
analitico aprimorado e porque nao dizer critico.

Enquanto educadores, buscamos produzir uma educacao libertadora, uma educagao
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capaz de transformar a realidade de individuos ativos e participativos na construcao de
um mundo melhor, essa liberdade é encontrada com a educacgao critica, a qual também
¢é proporcionada e potencializada pela Modelagem Matemaética, sendo assim chamada de

Modelagem Matematica Critica.

3.1 MODELAGEM MATEMATICA CRITICA

Ao aplicarmos a Modelagem Matemética como metodologia de ensino e aprendizagem
procuramos atingir o apice, a Modelagem Matematica Critica (MMC), trazendo para
nossa pratica pedagbgica, enquanto professores, reflexdes que possam auxiliar os alunos a
analisarem criticamente o mundo no qual estao inseridos. Essa educagao critica proporci-
onada pela Modelagem Matematica fornece ferramentas para que os alunos, cidadaos em
formacao, possam atuar conscientemente como agentes transformadores do meio em que

vivem.

[...] fundamenta-se na compreensdo e no entendimento da realidade na
qual os alunos estao inseridos pela reflexdo, anéalise e agao critica sobre
essa realidade. Ao emprestar-se da realidade os sistemas nela existentes,
os alunos passam a estuda-los simbdlica, sistematica, analitica e critica-
mente. Nesse caso, partindo de uma [determinada] situagao-problema,
os alunos podem levantar hipoteses, testd-las, corrigi-las, fazer transfe-
réncias, generalizar, analisar, concluir e tomar decisoes sobre o objeto
estudado. (OREY; ROSA, 2007, p. 204)

Esta conscientizagao proporcionada pela Modelagem Matematica traz uma visao mais
agucada, uma percepcao apurada de fatores condicionantes e tem um importante papel
na educagao critica e na cidadania, pois auxilia os alunos a entenderem as imposicoes
sociais ao mesmo tempo em que moldam a informagao ao seu favor, de acordo com suas

necessidades.

[...] refletir sobre a realidade torna-se uma agéo transformadora que pro-
cura reduzir seu grau de complexidade permitindo aos alunos explicé-la,
entendé-la, maneja-la e encontrar solugbes para os problemas que nela
se apresentam. (OREY; ROSA, 2007, p. 204)

Para melhor compreendermos como estes condicionantes, muitas vezes impostos por
fatores sociais, podem nos induzir a erros imperceptiveis, vamos a uma analise gradativa
de como processamos as informagoes.

Noa imortpa a oderm das ltreas drtneo das pvaralas, bsata que a pmrireia e a imtila
Itrea etjasem no lguar crteo e vcoé enednte tduo o que etsa erctiso. O que esse trecho de
texto revela é que nos atemos a ideia inicial e um resultado satisfatério, a resolugao ou o
percurso para obtencao do resultado nao importa.

O mesmo acontece quando sao misturados letras e niimeros, pois também é F4C1L
L3R QU4LQU3R M3N5AG3M S3M P3NS4R MU170, com imagens, por exemplo
a Figura 18
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Figura 18 — Cartas de Baralho

Fonte: Autor (2021)

Uma sequéncia de naipes de paus, paus, ouros e espada, com o naipe de espada virado
e pintado de vermelho, para vermos copas, e por fim, para percebermos o condicionamento
da nossa mente, repleta de pensamos lineares, onde durante o pensamento seguimos uma
sequéncia légica imposta pelos condicionantes que podem nos induzir ao engano. Vejamos
o seguinte problema: trés amigos foram a uma lanchonete, chegando 1a pediram o mesmo
tipo de lanche, ao terminarem um dos amigos gritou: garcom a conta? Imediatamente o
garcom somou a conta e respondeu: trinta reais, os amigos levantaram e cada um sacou
dez reais e entregou ao garcom, que retornou ao balcao e entregou ao dono da lanchonete
o dinheiro e a comanda para conferéncia, apés conferir o dono da lanchonete chamou o
garcom e disse, vocé somou errado, a conta sé deu 25 reais, volte 14 e devolva cinco. Ruim
de conta, mas “esperto”, o gargom percebeu que os cinco reais nao dariam a divisao exata
por trés amigos e logo colocou dois reais no bolgo e devolveu um real a cada amigo. Agora
vamos pensar um pouco, se cada amigo deu dez reais e recebeu um de troco, entao pagou
nove, trés vezes nove € vinte e sete, mais dois que o garcom colocou no bolso, vinte e nove,
para trinta falta um, entao onde esta o outro real?

E comum enxergarmos as coisas sempre na forma em que costumamos encontra-las
ou enxergarmos o que queremos ver, e isto nos leva a tirar conclusoes precipitadas. Nos
naipes, geralmente nove de dez erram, o que nao acontece com uma crianca de oito anos
que aprendeu ha pouco tempo os nomes dos naipes e ainda estd associando a forma e
a cor aos nomes. Como a nossa mente estd condicionada a reconhecer como vermelho
somente ouro e copas, e o formato de copa se parece com o de espada, tiramos conclusoes
precipitadas e geralmente nos equivocamos. O mesmo acontece com o problema acima,
certos da exatidao Matematica nao nos atemos ao fato de que os dois reais do garcom
esta inserido nos vinte e sete, pois a conta s6 deu vinte e cindo, sendo que os vinte e sete
da conta deve ser adicionado aos trés de troco, dando assim trinta.

Estes condicionantes sao muito usados pela politicalha, na estatistica, por exemplo,
pagam pesquisas para serem realizadas em seus redutos politicos, fornecendo assim uma

amostra viciada e induzindo o eleitor ao lado que, segundo as pesquisas, esta propenso a
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vitoria. Confiante no resultado da pesquisa o eleitor nao percebe o desenvolvimento frau-
dulento da mesma e apenas confiante no resultado toma a decisao de forma equivocada.

Na educagao, estando com a mente condicionada pela competitividade do sistema, o
professor cria teorias informais para avaliar e involuntariamente separa os alunos retar-
datarios dos demais, tirando conclusoes precipitadas sobre a capacidade intelectual dos
mesmos, enganando-se pela aparéncia, como no caso dos naipes. Este distanciamento
esta condicionado a varidvel tempo e aumenta continuamente, fazendo com que a teoria
informal do professor, que avaliou o aluno como incapaz, pareca verdadeira nao s6 aos
seus olhos, mas aos olhos de todos, como no caso da lanchonete em que fomos induzidos
a0 erro e nao conseguimos enxergar sem um olhar agucado o equivoco.

Este fator critico, assim como a capacidade de modelar mais e melhor, s6 se adquire
com a pratica. Vejamos agora o quanto necessitamos desenvolver este senso critico com
um exemplo envolvendo Equagoes Diferenciais.

Na Figura 19 abaixo temos a quantidade mensal de casos de Covid-19 em Bonito de

Santa Fé no estado da Paraiba, dados fornecidos pela secretaria de satide do municipio.

Figura 19 — Quantidade de casos por més

Més de Referéncia Casos p/ més

abril/2020 8 Casos de Covid-19 (Bonito de Santa Fé)
maio/2020 33| ao00

junho/2020 95
julho/2020 334
agosto/2020 158
setembro/2020 124
outubro/2020 322
novembro/2020 342
dezembro/2020 170
janeiro/2021 28
fevereiro/2021 45
[ marco/2021 93
abril/2021 141
maio/2021 106

junho/2021 108 .

Julho/2021 19 -
agosto/2021 29
setembro/2021 34
outubro/2021 19
Total: 2390

Fonte: Autor (2021)

Na préoxima imagem, os mesmos dados de forma linear, de forma cumulativa um

somatorio dos meses anteriores com o més atual.
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Figura 20 — Casos acumulados

Casos de Covid-19 (Bonito de Santa Fé)
abrili2020 8
maio/2020 41 3000
junho/2020 136 = & 8
julho/2020 470 o0 L B g8 .
agosto/2020 628 2 2
selembro/2020 752 o 89
outubro/2020 1074 2% g 3 8 B
novembro/2020 1416 g = -
dezembro/2020 1586 1500 —
janeiro/2021 1614 S
fevereiro/2021 1659 o0 o
mar¢o/2021 1752 L 8"
abril/2021 1893 =
maio/2021 1999 50 e
junho/2021 2107 w
julho/2021 2298 0
agosto/2021 2337 PP PP PP DO DD DD DD DD DD D
setembro/2021 2371 “\\\'{9 35\“9 Q\\-‘,\?P\\é\’v‘ 8 R \3?90(6(9@3_"5’%{ K \\5(‘?'\\:;\" w l‘?{\b“\\\-{P 33\“9 < _,\_"9\\\0'\’*‘ 8 _,\_“9@3?9&0-(0
outubro/2021 290 ° ¢ v F&E R A
S ;

Total: 26531
Fonte: Autor (2021)

Sem uma visdo critica do que estd acontecendo, diante dos dados expostos de forma

kt o que pode nos

linear, somos levados a aplicar o modelo de Thomas Malthus, P = ce
levar a uma analise precipitada e equivocada dos dados, pois se aplicarmos o modelo
em dados referentes aos meses de novembro, dezembro e janeiro; considerando novembro
como o inicio da pandemia, teremos o seguinte resultado:

Dados:

Nov.: P=1516; t =0

Dez.: P =1586; t=1

Jan.: P =1614; t =2

P = cekt

P/ Nov. 1516 = ce*? = 1516 = ce® = ¢ = 1516

P/ Dez. 1586 = 1516€"! = 1586 = 1516e" = ¢* = 1280 = ¢k = 1,04

Inef ~21n1,04 = k = 0,039

P/Jan.

P =2 1516e%9392 = P =~ 1516e%°™ = P =~ 1516 - 1,08 = P =~ 1637

Observe que o resultado é aceitavel, pois se aproxima da realidade em janeiro do
ano de 2020 em Bonito de Santa Fé, o que acontece é que pegamos um ponto de pico
e estabelecemos como inicio da pandemia, mas se pegarmos o valor inicial e um ponto
aleatério, como fevereiro de 2021, iremos verificar uma grande divergéncia em relagao a
realidade.

Dados:

Abril/2020: P=38; t =0

Outubro/2020: P =1074; t =6

Abril/2021: P =1614; t =12

P = ceM

P/ Abril /2020
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8=ce"0=8=ce" = ¢c=38

P/ Outubro/2020
1074 = 8ek6 = I — e6F = 6k — 134,25
Inef* =1n134,25 = 6k >~ 4,9 = k =0,81

P/ Abril/2021
P2g. 08112 o pgedT o P 8. 16.647,24 = P = 133.178

Observe a imagem:

Figura 21 — Casos de Covid-19 pelo modelo de Malthus

Més de Refe Casos Real - Malthus . Covid-19 (Modelo de Malthus)
maio/2020 41 18| 20000000
junho/2020 136 40| | o0
julho/2020 470 91
agosto/2020 628 204 16000000
setembro/2020 752 459 14000000
outubro/2020 1074 1032
novembro/2020 1416 2320 1200000
dezembro/2020 1586 5216| 10000000
Jane!rof2021 1614 11725 2000000
fevereiro/2021 1659 26356
margo/2021 1752 59245 6000000
abril/2021 1893 133178 4000000
maio/2021 1999 299372
junho/2021 2107 672960 7000
julho/2021 2208 1512753 0
agosto/2021 2337 3400529 O R S L g g gt gt g i g o
setembro/2021 2371] 7644076 PR G LR L R U R g
outubro/2021 2390] 17183180 TSV ST TS G T VLS
Total: 26531 38626207 TooeE ;

Fonte: Autor (2021)

O que acontece é que este modelo nao avalia os condicionantes e durante a pandemia
houveram diversos condicionantes, entre eles o que chamamos de “distanciamento social”,
que continha a populagao, diminuindo assim o nimero de contagios, ao mesmo tempo em
que tivemos eleicoes, que levou a populacao as ruas, o que é bem representado no ponto
de pico.

Sendo assim, diante de uma analise critica da situagdo, poderiamos usar um modelo
que representasse alguns destes condicionantes, ficando ele assim.

A populagao seria dividida em classes:

S: individuos suscetiveis, que podem contrair a doenca;

I: individuos infectados, aqueles que tem a doenca e podem transmitir;

R: individuos recuperados, aqueles que contrairam a doenca, mas se recuperaram.

Observe que os individuos da populagdo podem transitar entre essas categorias, sendo
que os infectados precisam do contato para transmitir a doenca, logo a nimero de contagio
¢é proporcional ao numero de infectados vezes o niimero de suscetiveis e o nimero de

recuperados proporcional ao niimero de infectados, ficando assim o modelo.
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Figura 22 — Casos de Covid-19 pelo modelo de SIR

s || || - |

Fonte: Autor (2021)

Observe que este modelo ainda seria suscetivel a erros, pois teriamos que considera
taxas de natalidade ou mortalidade, entre outras, dentro destas classes, o que é viavel
quando se tem os dados reais para analise, mas o intuito principal aqui é demonstrar o
quanto essa analise critica é essencial nos calculos, sejam em dindmica populacional ou
em qualquer outro, e sendo assim comprovamos a necessidade de uma educacao critica,

de Modelagem Matematica Critica em todas as fases do ensino.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

As configuragoes da Modelagem Matemética associadas as configuragoes das Equacoes
Diferenciais Ordinarias ampliam todas as perspectivas sociocriticas, favorecendo a comu-
nicacao e propiciando o didlogo em diversas esferas do conhecimento, este favorecimento
aproxima cada vez mais os professores de Matematica dos alunos que sentem o prazer de
aplicar em seu cotidiano o que foi aprendido em sala de aula.

O desenvolvimento das etapas da Modelagem Matematicas faz com que professores,
estudantes e a comunidade trabalhem de forma colaborativa, se apropriando do saber em
busca do bem estar social. Tudo comega na primeira fase do didlogo, quando professores
e alunos sentam para definir interesses, curiosidades e necessidades comuns ao grupo, esta
comunicag¢ao se difunde quando o aluno planeja juntamente com o professor a pesquisa,
a forma como os dados serao colhidos, e se concretiza de forma colaborativa quando os
resultados alcangado se propagam e sao aplicados na comunidade.

A aprendizagem estabelecida pela Modelagem Matematica torna-se cada vez mais
eficaz e efetiva quando se insere as defini¢oes das Equagoes Diferenciais Ordinarias. A
mediagao propiciada pelo professor que conduz os estudantes a discutirem as suas es-
tratégias ao mesmo tempo em que difunde o conhecimento propiciado pelas Equagoes
Diferenciais, fazendo com que alunos explorem as variaveis dos modelos matematicos em
diversas Oticas, usando a informacao contidas nos meios midiaticos ao seu favor, de forma
individual ou coletiva, descobrindo que a Matematica de sala de aula é concebida para
ser usada em problemas do dia a dia, uma caracteristica peculiar do cenério investigativo,
que diverge do paradigma dos exercicios transcritos em livros didaticos, faz com que a
aprendizagem esteja sendo sempre revidada, tornando-a eficaz e efetiva.

As Equagoes Diferenciais Ordinérias potencializam as perspectivas sociocriticas propi-
ciada pela Modelagem Matematica aproximando cada vez mais a Educagao Matematica
escolar do contexto social no qual os estudantes estao inseridos, promovendo um estrei-
tamento na relagdo entre o conhecimento propiciado em sala de aula com os recursos e
as necessidades do nosso tempo. E dada ao estudante, que diante do processo de Mode-
lagem Matematica assume uma postura de pesquisador, autonomia para buscar o saber
e este consequentemente aumenta o nivel de consciéncia e passa a assumir uma postura
sociocritica.

A percepcao de uma nova postura sociocritica estabelecida pela Modelagem Matema-
tica traz a necessidade de implementagoes a esta em relacdo a uma educacao critica e
este aperfeicoamento se d& quanto através das Equagoes Diferenciais Ordindarios os alunos
passam a perceber e trabalhar com os condicionantes impostos por fatores sociais, apri-

morando essa modelagem para o que conhecemos como Modelagem Matematica Critica.
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