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RESUMO

Os estudos de tensdo em problemas estruturais e geotécnicos podem ser realizados por meio de
diversas abordagens, tais como métodos analiticos, experimentais, Semi-experimentais,
numericos e modelos reduzidos, dentre outras. Quando a complexidade desses problemas
aumenta, seja em relacdo a geometria, aos carregamentos ou as condi¢des de contorno, alguns
desses métodos podem se tornar de dificil solugdo ou mesmo inviaveis. Diante disso, cada vez
mais se tem utilizado métodos numéricos como, por exemplo, 0 Método dos Elementos Finitos
(MEF). Em décadas passadas, muitos dos utilizadores do MEF estavam também envolvidos na
sua respectiva programacdo em computador. Todavia, atualmente, verifica-se que a quase
totalidade dos projetistas se preocupam apenas com a utilizacdo dos softwares e com a
interpretacdo dos resultados obtidos. Ainda que se constate um alto nivel de desenvolvimento
do método e da disponibilidade de completos softwares de analise, com interfaces modernas e
amigaveis, observa-se a necessidade de uma densa formacao nas suas bases tedricas, além de
uma introducdo a correspondente programacao em computador. Isso resultara na formacéo de
engenheiros projetistas com um maior embasamento para a validacao dos resultados gerados e
deteccdo de erros. Neste contexto, o principal objetivo deste trabalho é descrever em detalhes a
formulacdo de elementos finitos classicos da literatura, partindo de dominios simples até os
mais gerais. Essas formulagdes foram implementadas em um programa computacional por meio
da linguagem livre Scilab, resultando em uma biblioteca de elementos finitos uniaxiais, planos
e tridimensionais que sao utilizados periodicamente na Disciplina Introducdo ao Método dos
Elementos Finitos do Curso de Engenharia Civil do IFPB — Campus Cajazeiras. Utiliza-se entdo
tais elementos para a realizacdo de andlises linear elasticas de problemas estruturais e
geotécnicos. Para a validacdo, os resultados obtidos sdo comparados com aqueles apresentados
na literatura e/ou com aqueles calculados por meios da versdo estudantil de software comercial.
As deformadas das estruturas e macicos de solo analisados foram visualizados por meio do
software de cddigo aberto Paraview. Pelos resultados obtidos verifica-se a boa qualidade de
implementacdo da formulacdo apresentada. Assim, depreende-se que 0s cAdigos
computacionais utilizados neste trabalho possuem um consideravel potencial de aplicagdo no
ensino didatico do MEF e para a iniciacdo cientifica, contribuindo dessa forma para a
solidificacéo e disseminacdo dos fundamentos do método.

Palavras-chave: Método dos elementos finitos; cddigos computacionais; analise linear.



ABSTRACT

Strain studies in structural and geotechnical problems can be performed using different
approaches, such as analytical, experimental, semi-experimental and numerical methods,
reduced models, among others. When the complexity of these problems increases, whether in
terms of geometry, loading or boundary conditions, some of these methods may become
difficult or even unfeasible. Therefore, numerical methods have been increasingly used, such as
the Finite Element Method (FEM). In past decades, many of the FEM users were also involved
in its respective computer programming. However, currently, it appears that almost all
designers are concerned only with the use of software and with the interpretation of the results
obtained. Despite the high level of method development and the availability of complete
analysis software, with modern and user-friendly interfaces, there is a need for a dense training
in its theoretical bases, as well as an introduction to the corresponding computer programming.
This will result in the training of design engineers with a greater foundation for validating the
generated results and detecting errors. In this context, the main objective of this work is to
describe in detail the formulation of classical finite elements in the literature, starting from
simple domains to the most general ones. These formulations were implemented in a computer
program using the free language Scilab, resulting in a library of uniaxial, plane and three-
dimensional finite elements that are periodically used in the Course Introduction to the Finite
Element Method of the Civil Engineering Major at IFPB — Campus Cajazeiras. Such elements
are then used to perform linear elastic analysis of structural and geotechnical problems. For
validation, the results obtained are compared with those presented in the literature and/or with
those calculated using the student version of commercial software. Structural deformation and
soil masses analyzed were visualized through the open-source software Paraview. The results
obtained show the good implementation quality of the formulation presented.Thus, it is inferred
that the computer codes used in this work have considerable potential for application in the
didactic teaching of the FEM and for scientific initiation, hence contributing to the solidification
and dissemination of the method's fundaments.

Keywords: Finite element method; computer codes; linear analysis.
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1 INTRODUCAO

As novas concepcdes arquitetonicas estdo levando ao surgimento de estruturas com
formatos geométricos mais desafiadores, onde o seu dimensionamento requer uma analise
estrutural mais complexa. De acordo com Almeida (2005), a analise estrutural pode ser dividida
em 3 fases, onde a primeira é a substituicdo do modelo real da estrutura continua por um
matematico expresso por equacgdes diferenciais ordinérias ou parciais, cuja solucGes, também
chamadas de analiticas, avaliam as grandezas por um numero infinito de pontos. Entretanto,
esse tipo de solucdo existe € limitado a determinados casos, pois a complexidade varia de acordo
com diversidade da geometria e tipo de carregamento do objeto em estudo, tornando o processo
de dificil execucdo e sujeito a erros. Com isso, surge como alternativa as solu¢des numéricas,
ainda segundo o autor, essas solucGes chamadas de discretas utilizam equacdes que avaliam as
grandezas em um numero finito de pontos. Essas solu¢fes vém sendo cada vez mais exploradas
por meio de alguns métodos, entre eles estdo o Método das Diferencas Finitas, 0 Método dos
Volumes Finitos, 0 Método dos Elementos Finitos e 0 Método dos Elementos de Contorno.

Segundo Heleno (2011, p.5), esse método determina “as fungdes incognitas de uma
sistemas de equagdes diferenciais parciais sujeitas a condi¢des de contorno”, baseando-se em
discretizar uma estrutura em elementos finitos onde definem-se os nos, geralmente situados nos
seus contornos, e as equacdes diferenciais sdo transformadas em equacgdes algébricas, gerando
uma solucéo aproximada definida pelos valores nos pontos nodais. Esses elementos finitos, que
possuem uma geometria mais simples, podem ser aplicados para andlises lineares e ndo-lineares
para o sistema unidimensional como é o caso das barras; bidimensional, como os quadrilateros;
e o tridimensional, como o0s hexaédricos.

Devido aos avancos das pesquisas sobre métodos numeéricos, principalmente na area
computacional, hoje 0 MEF se faz presente em muitos softwares de analise estrutural usados
na engenharia civil, causando uma otimizac&o no tempo de anélise. Entretanto, de acordo com
Azevedo (2003), a utilizacdo dessas ferramentas sem uma base de conhecimento mais
consistente seria por meio de suposi¢des, 0 que acarreta certos perigos como a incorreta entrada
de dados, falta de correspondéncia entre 0 modelo de elementos selecionado e a estrutura
analisada, assim as elevadas qualidades dos softwares leva a uma falsa nogdo de seguranca
devido a falta de comparacdo entre os resultados, o que pdem em risco as estruturas

dimensionadas. Portanto, conforme afirma Moraes (2015), o estudo conceitual sobre MEF &
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relevante para entender o funcionamento dessas ferramentas, pois o analista ndo deve utiliza-

las sem o conhecimento para fazer um questionamento critico acerca dos resultados gerados.
Conforme afirma Saliba (2007), um desafio na area dos métodos numeéricos e

computacionais é o desenvolvimento de programas capazes de atender dos mais simples aos

mais complexos modelos discretos e que sejam amigaveis as mudancas.

Ao longo do tempo, algumas iniciativas de desenvolvimento de software pela
comunidade académica resultaram em produtos dependentes de sistema operacional,
pouco amigaveis, escritos em linguagens de programacdo ndo apropriadas, de
expansdo, manutencdo e distribuicdo dificeis, desenvolvidos por equipes fechadas,
com documentacéo deficiente, entre outras limitaces. (ALMEIDA, 2005, p.2)

Com isso, é possivel perceber que sdo necessarias pesquisas para a validacdo cddigos
computacionais mais simples, tanto para a introducéo sobre o MEF e entendimento de softwares
comerciais comumente utilizados, quanto para o desenvolvimento de mais complexos a partir
deles. Assim, diante do exposto, este projeto pretende contribuir para o entendimento didatico
sobre alguns tipos de elementos finitos e suas aplicacGes, servindo como referéncia para
projetos futuros. Vale ressaltar que foi trabalhada uma analise elastico-linear, onde os materiais
terdo essa caracteristica, sendo definida por Fontes (2005) “apud” Ferreira T. J. (2017) como
aquelas estruturas que sofrem deformacéo devido a aplicagéo de cargas e voltam ao seu estado

original quando retirados os carregamentos.

1.1 OBJETIVO GERAL

Utilizar uma biblioteca de elementos finitos uniaxiais, planos e tridimensionais
disponibilizados periodicamente na Disciplina Introdugcdo ao Método dos Elementos Finitos do
Curso de Engenharia Civil do IFPB — Campus Cajazeiras para a analise de problemas estruturais

e geotécnicos.
1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Para atingir o objetivo geral, foram definidos os seguintes objetivos especificos:
a) estudar de forma aprofundada a formulacdo de elementos finitos uniaxial, plano e
tridimensional classicos da literatura e descrevé-la em detalhe;
b) utilizar os elementos finitos uniaxiais, planos e tridimensionais disponibilizados
periodicamente na Disciplina Introducdo ao Método dos Elementos Finitos do Curso de

Engenharia Civil do IFPB, para analisar problemas estruturais e geotécnicos disponiveis na
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literatura;
c) comparar 0s resultados obtidos por meio dos codigos escritos em Scilab com o0s
disponiveis na literatura e/ou gerados por meio do software ABAQUS na sua versdo
estudantil;
d) verificar a qualidade de implementacéo e as potencialidades de aplicacdo dos codigos

utilizados.

1.3 ESTRUTURA DO TEXTO

Este trabalho é constituido de 7 capitulos. No Capitulo 2 sdo feitas as formulacdes dos
elementos finitos unidimensionais de Galerkin e isoparamétricos, dos bidimensionais triangular
CST, quadrilatero de 4 e 8 nds e o tridimensional hexaédrico de 8 nés. No Capitulo 3, é
apresentada a metodologia utilizada. O Capitulo 4 apresenta os codigos computacionais que
foram utilizados para as analises. O Capitulo 5 mostra as aplica¢cbes numéricos junto com suas
analises e comparac@es. E no Capitulo 6 oferece as consideragdes finais do trabalho, incluindo

sugestdes para trabalhos futuros.
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2 ELEMENTOSFINITOS APLICADOS A PROBLEMAS DE ELASTICIDADE 2D E
3D

De acordo com Azevedo (2003), mesmo existindo registros anteriores a década de 60,
essa foi época em que o0 MEF ganhou o formato conhecido atualmente, onde, inicialmente, eram
utilizados principalmente os elementos finitos triangulares e tetraédricos para mais tarde passar
a serem explorados os quadrilaterais e hexaédricos. A utilizacdo desse método, requer o uso de
recursos computacionais devido a quantidade de célculos necessarios, resultando em grandes
sistemas de equacdes. Ainda segundo o autor, 0 MEF requer uma formulacao que contenha uma
integral para que seja possivel substituir um dominio complexo, de volume V, por uma
somatdria de integrais com subdominios de geometria mais simples, de volume Vi, como é

exemplificado na equacéo a seguir:

fvf av = ; fav 2.1)
onde,
n (2.2)
V= Z 7

Esses subdominios correspondem aos elementos finitos sejam eles unidimensionais,
bidimensionais ou tridimensionais. Os elementos do primeiro tipo sdo considerados 0os mais
simples e ndo resultando em muito interesse na aplicacdo de problemas fisicos, entretanto, se

faz relevante para um estudo introdutério aplicados a casos genéricos.
2.1 ELEMENTOS FINITOS UNIDIMENSIONAIS

Para a solucdo de problemas fisicos, existem vérias formulagbes, que podem ser
classificadas, de acordo com Fish e Belytschko (2009), como fortes, que possuem condigdes de
contorno e uma equacéo de governo, sendo geralmente equacGes diferenciais parciais ou em
sistemas unidimensionais, ordinérias; e fracas, que sdo as reformulacdes da anterior em
integrais, gerando uma equivaléncia entre elas. O MEF consiste em uma solucao aproximada e
para isso necessita de uma formulagéo fraca, chamada de Método de Galerkin, onde ainda de
acordo com os autores, possui um nivel de complexidade de entendimento maior, porém oferece

a vantagem de analisar com mais facilidade problemas de engenharia com formas complexas.
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2.1.1 Elementos Finitos Unidimensionais de Galerkin

Na utilizacdo de solugdes aproximadas, existe a geracdo de erros ou residuos, que podem
se anular para alguns valores, mas somente ser extinguido se a solucdo simulada for igual a
exata. Portanto, como afirma Luersen (2000), uma boa aproximacdo € aquela na qual os
residuos sdo pequenos, estes podem ser alcancados de diversas formas por meio de sistemas de
equacOes de ordem n, podendo destacar o Método de Galerkin. Este consiste na aplicacéo de
integracdo por partes para reduzir a ordem das equacOes diferenciais, relaxando a ordem da
continuidade e introduzindo as condic¢@es de contorno, assim, com a utilizacdo deste método, é
possivel chegar a uma equacdo aproximada para elementos unidimensionais. Para isso, sera
demonstrada as formulagdes através uma estrutura submetida a um carregamento, ilustrada na

Figura 2.1.

Figura 2.1 - Estrutura submetida a um carregamento
Lt

> qx) Corte A-A
P ~
> > > <4 A_,/ ;‘i
S +B %
<+

Fonte — Autor, 2021.

As equac0es a seguir representam o carregamento (2.1.1.1), e as condi¢des de contorno
(2.1.1.2) e (2.1.1.3).

2~
AE%+ q(x) =0 Para0 <x <Ly (2.1.1.1)
X
u=20 Para x = 0 (Essencial-Dirichlet)  (2.1.1.2)
da = . . .
AEE Lp=0 Para x = L; (Neumann) (21.1.3)

Como afirma Azevedo (2003), o MEF tem como principal ideia a divisdo de um solido
em pequenas partes finitas, chamadas de elementos finitos, que possuem comportamento
conhecido, e nos deslocamentos dos nés que cada elemento possui, sendo generalizados para
os demais pontos da estrutura. A quantidade de nés ird variar de acordo com analise que se
pretende fazer, nesse capitulo serd demonstrado um deslocamento linear utilizando uma funcgéo
de primeiro grau, assim, cada elemento ird possuir dois nos posicionados em suas extremidades.

Assim, a Figura 2.2 ilustra a discretizacdo da peca anteriormente citada.
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Figura 2.2 - Estrutura discretizada

L1 / L2 /7
| P
—» — — ? > o4
x S q(x)

Fonte — Autor, 2021.

Os nos desses elementos terdo possibilidades de movimentacéo, conhecidos como graus
de liberdade. Para o caso de uma barra, que o elemento finito é representado por uma linha, os
seus nds poderdo se movimentar apenas em uma direcdo, ou seja, possui apenas um grau de
liberdade por n6, como mostra a Figura 2.3.

Figura 2.3 - Representa¢do da estrutura por linha e nos.
7 L1 7@ L2 7

Uy Uz

Fonte — Autor, 2021.

Pode-se escrever a seguinte funcdo de aproximacéo de um desses elementos.

i(x) = (1 - %) w + (%) u (2.1.1.4)
ou,
u(x) = Nyug + Noup (2.1.1.5)

Onde “N;” sdo funcdes interpoladoras e “ui” sdo os deslocamentos nodais. Segundo
Maciel (2013), “De acordo com o método de Bubnov-Galerkin, as componentes das funcGes de
ponderacao, Wi(x), e das funcbes de aproximacéo, i(x), pertencem ao mesmo espaco linear de

funcbes”, ou seja, possuem a mesma base de aproximacao.

ou
: —— — N. (2.1.1.6)
Wit = 5= M)
onde,
Wy=N=1- X (2.1.1.7)
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X
W,= N, = T (2.1.1.8)

Assim, sdo aplicadas a equacdo de Galerkin (2.1.1.9) para reduzir a ordem através da

integracdo parcial e as condigdes de contorno.

R; = fWi(x)RL(ai,x) dQ=0 Parai=1,2,..,n. (2.1.1.9)
Q
L 421
R; = f Ni(x){ AE— +q(x) |dx =0
0 dx
ou (2.1.1.10)

L dZa L
R, = f N;(x)AE— dx +f N;(x)q(x)dx =0
0 dx 0

Fazendo a integracdo por partes da equacédo 2.1.1.10, tém-se:

=N N
u =N du = M (2.1.1.11)
dx
2~ d~
dv = AE L 4y v=AE— (2.1.1.12)
dx? dx
sabendo que uv — [ vdu, tém-se:
2.1.1.13
dif* ([ _di dN; L ( )
R; = [Nl-(x) * AE —] — f AE — dx +f N;(x)g(x)dx =0
dxlyg J, dx dx 0

E possivel perceber que existem componentes dessa integral que sdo condicbes de
contorno, onde AE? = —P, assim:
L L du _dN; L
R; = [N;(x) = (=P)]g — [, AE —x—tdx + Jo Ni(®)q(x) dx = 0 (2.1.1.14)

Resolvendo a integracdo no intervalo dado, iniciando com as informagOes fora da

integral:

para x=0:
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X 0 x 0 (2.1.1.15)
NM=1-7=1-7=1 Ny=7=7=0
para x=L:
X L ‘0 (2.1.1.16)
! L =" No=g=1=1
Derivando a equacéo (2.1.1.5) e aplicando dentro da integral:
di  _ dN, dN, (2.1.1.17)
o =g
onde, £ para i=1:
dx
(2.1.1.18)
dv; _ . x_ 1
dx L~ L
ei=2:
a, x 1 (2.1.1.19)
d« L~ L

Logo, com base nesses resultados é possivel substituir em (2.1.1.14) e encontrar
solugdes para Ri, onde i=1 e 2:

e Parai=1:

L dN; (dN,  dN, t
R, =-P, —]0 [AE * I (Eul +Euz>] dx +J0 Nyig(x)dx =0

L

o= [ o (B (b [~
—r] — *\——)*|{—7~uy +-u ve ——J)qx)ax =
17, L L' L™ 0 L

AEN (Y w w L X

x(-1)

L x
=—f0 (l—z)q(x)dx+P1

(2.1.1.20)

e Parai=2:

L

L dN, /dN, dN,
R2 = —Pz —j;) [AE * E(Eul +Eu2)] dx +j;) qu(x) dx =0
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L

p. fL [AE ! ( ! ! )] dx + f (x) dx =0
2 . L L u; + L U, X . L q(x) dx

(%) q(x)dx + P,

D CED), [ Qe

AE AE L ox
0

x(—-1)

(2.1.1.21)

z) q(x)dx — P,

Portanto, é possivel reorganizar as equacdes (2.1.1.20) e (2.1.1.21) na forma matricial.

E quanto mais nds um elemento possuir, maior sera a ordem dessa matriz. Assim:

AE AE

T B L Uy _ F1 e.e _ me

AE AE {uz}_{FZ} Ou, [k]°u®*=F (2.1.1.22)
L L

onde,

F1=]OL(1—%)C,(;C)dx—P1 e F2=J0L(%)q(x)dx—P2

Essas sdo as equacdes de elementos finitos para apenas um elemento, onde [Kk]® € a
matriz de rigidez do elemento, sendo uma matriz de transformacéo linear, é responsavel por
transformar o vetor dos deslocamentos no vetor de cargas, relacionando os deslocamentos de
um conjunto de pontos de uma estrutura com as forcas exteriores necessarias para obté-los. O
vetor dos deslocamentos do elemento é chamado de u® e F° € o vetor de for¢as nodais, ou seja,

as forcas aplicadas nos n6s devido as cargas externas.

2.1.1.1 Matriz de Rigidez Global e Deslocamentos Nodais

A partir de equagdes dos elementos separados, € possivel montar a matriz de rigidez
global da estrutura. Os elementos por estarem interligados terdo nés em comum, com isso é
imprescindivel haver uma organizacdo com as conectividades, que é a relacdo entre o nimero
do elemento e 0 numero de nos. Retomando o exemplo da estrutura anteriormente discretizado

em dois elementos, tem-se as conectividades de acordo com a Tabela 2.1:
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Tabela 2.1 - Conectividades
Barra submetida a um carregamento

N° Elemento N61 N62
1 1 2
2 2 3

Fonte — Autor, 2021.

De acordo com as equagOes anteriormente definidas, os elementos podem possuir
propriedades de material e geometrias diferentes, entretanto, para generalizar, serdo

consideradas as mesmas areas transversais, comprimentos e médulos de elasticidade. Assim, as
matrizes de rigidez e vetores de cargas para cada elemento, serdo:

Elemento 1:
L E
qoL
AE  AE o FY) |55 +R
- — T = =
| L L| _AEr1 —1 F 9oL 2.1.1.11
[k]'= = 2
AE  AE ; L =1 1 2
L L
Elemento 2:
¥) L3
AE AE, ng) Q%L
n=| T. T _ﬁll ] F* =10 = ) qol (2.1.1.1.2)
- _E ﬁ u CLl-1 1 2 T_P
L L

Assim, de posse dessas informacdes, é possivel montar a matriz global, que é feita de

acordo com a sobreposicdo delas, sempre respeitando os graus de liberdade em comum, pois
estes devem ser somados. Portanto, tem-se que [K]:

= . (2.1.1.1.3)
L L L 1

simplificando,

1 2 -1
Llo -1 1

onde os vetores de deslocamento e de carga séo iguais a

AE[1 -1 0
=— l (2.1.1.1.4)
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Uy
. {uz’ (2.1.1.1.5)
Us
L
0 (3% g )
F F, ) 2
F. 2
’ E? ) | al_,
\ 2 J

Entretanto, a matriz de rigidez global ainda ndo pode ser resolvida, pois de acordo com
Luersen (2000), ela é uma matriz singular, é preciso que ela possua apoios para que a estrutura
possa obter uma Unica solucéo, do contrério, ela pode assumir infinitas configuracfes. Assim,
é necessario utilizar as condi¢des de apoios da estrutura, por estar engastada no né 1, ndo
possuira deslocamento nesse ponto, ou seja, u1=0, anulando a primeira linha e coluna da matriz,

reduzindo assim o numero de incognitas, tornando possivel o calculo da solucéo.

L
AE [ 2 17Uz do
Resolvendo esse sistema linear, obtém-se os descolamentos:
u; =0 (2.1.1.1.8)
3qoL* PL
= ~ Ta 21119
"2~ 2EA " EA ( )
_2qol>  2PL (2.1.1.1.10)
“3T7EA T EA

2.1.1.2 Deformacdes, Tensdes e Reacdes

Por meio dos deslocamentos, é possivel obter as deformagdes por meio da derivada da
funcdo de aproximacao #i(x), onde sera:

_du (2.1.1.2.1)

T dx

simplificando, a deformacé&o em elemento é dada por:
Uy — Uy (2.1.1.2.2)

L

Ey =

Para as tensdes, é possivel utilizar a Lei de Hooke aplicada a um elemento, onde:
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o, = Ee, (2.1.1.2.3)

assim,

1y — 1y (2.1.1.2.4)

L

o, =E

Além disso, é possivel obter as reacdes, para isso, basta retornar ao estado antes da

aplicacdo das condigdes de contorno:

AE AE L 2.1.1.25
Tu1+7u2+0u3:q%+R ( )

2.1.2 Elemento Finito Unidimensional Isoparamétrico

De acordo com Logan (2016), a formulacdo do elemento isoparamétrico utiliza as
coordenadas naturais sendo definidas pela geometria do elemento e néo pelas suas coordenadas
no sistema cartesiano. Essas coordenadas, segundo Vasquez (2001), sdo adimensionais, onde
no caso de elemento unidimensionais, elas estdo relacionadas com as longitudes. Assim,

observando a Figura 2.4, tem-se:

Figura 2.4 - Elemento unidimensional

vé L vé
7 L, AL /S
1 A 2

/X1/

7 X e

7 X2 7

Fonte — Autor, 2021.
Tendo as seguintes coordenadas naturais:

Xy —X XX
h=—7 §=—FT— (2.1.2.1)

Para simplificagdo, posicionando a origem de modo que x1=0 e X.=L, as coordenadas

tornam-se:

g =1 —% £, = 2.1.2.2)

X
L

Sendo &+ & =1, é possivel obter a coordenada natural de um ponto genérico “A” tendo
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referéncia em uma coordenada cartesiana xg do ponto médio “B”, ou seja, xs=L/2. De acordo

com a Figura 2.5.

Figura 2.5 - Elemento unidimensional com dois elementos

7 L 7

* L/2 L2

1 A 2
B

XB /
i X e

Fonte — Autor, 2021.
tém-se que:

_X—Xp 2(x—Xxp) 2X
§= L/2 L L

—1 (2.1.2.3)

Tendo em vista 0 exposto anteriormente, é possivel reescrever as fungdes de forma em

coordenadas naturais. Para tal, a Figura 2.6 possui as coordenadas cartesianas necessarias:

Figura 2.6 - Elemento finito de uma barra submetida a tracdo

7 L 7
)
A x5
v X 7
/ Xo /

Fonte — Autor, 2021.

Para o elemento apresentado, a fungdo de aproximacao pode ser expressa em por meio

de polindmio de primeiro grau:
u(x) = a; + ayx (2.1.2.4)
ou pode ser reescrito de acordo com as funges interpoladoras e deslocamentos
u(x) = Nyu; + N,u, oU, U = [N.]{6e} (2.1.2.5)
[Ne] = [N1 Ny (2.1.2.6)

onde:
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X, — X —X; +X
3 Ny =— (2.1.2.7)

N1=

simplificando essas fungdes da mesma forma feita para a equacéo (2.1.2.1), tem-se:

Ny =1—2 N, == 2128
1=1-7 2 =1 (21.28)
e gerando a matriz:

=[1-2 X 2.1.2.9
NJ=[1-7 © (212.9)

as deformacdes de uma peca podem ser definidas como:

du

= — 2.1.2.10

Por esta barra ter uma deformacéo linear, de acordo com a Lei de Hooke mostrada

abaixo, € possivel relacionar os esforcos e solicitacfes por meio das funcdes de forma.

du
o, = Eg, = E& (2.1.2.11)

assim:

N—j dA—J(Edu)dA—EduA 2.1.2.12
_AGX ) U dx T dx (2.1.212)

derivando a equacdo (2.1.2.5) e substituindo a (2.1.2.9) na equacao acima, obtém-se:

dN, 1 17 U — Uy
_ A [e N _ 21.2.1
N EA[dX]{Se} EA[ - L] |u2| EA—— ( 3)

Observando as fungdes de forma da (2.1.2.8) e comparando com as coordenadas naturais
obtidas (2.1.2.2), é possivel perceber que N1= &1 e N>= &>, podendo ainda substituir & e & por

&, obtendo as funcgoes interpoladoras em fungdo de uma coordenada natural:

N; = (1) N, =2 (1+5) (2.1.2.14)

2.1.2.1 Matriz de Rigidez

De acordo com Azevedo (2003), um corpo no estado de equilibrio estatico se deforma
devido a um conjunto de deslocamentos muito pequenos, compativeis com as condic¢des de
contorno, que podem ser chamados de deslocamentos virtuais (3). Segundo Sussekind (1980),

o principio de d’Alembert pode ser descrito como "para um ponto material em equilibrio, o
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trabalho virtual realizado pelo sistema de forcas reais em equilibrio que atua sobre o ponto,
quando este sofre um deslocamento virtual arbitrario qualquer, é nulo”, ou seja, os trabalhos
realizados serdo iguais. Diante disso, aquele realizado pelas deformacdes internas sera igual ao

realizado pelas forcas externas atuantes:

Assim, conforme Azevedo (2003), uma estrutura como a Figura 1 é modificada devido
a um conjunto de forcas de volume e de superficie, sendo possivel reescrever a igualdade acima

da seguinte forma:
f(SsTadV = fSﬁquL (2.1.2.1.2)
14 L

as deformacdes podem ser definidas de forma que:
e=[B]{u} (2.1.2.1.3)

onde a matriz [B] é chamada de matriz das deformacGes. Logo, acrescentasse o prefixo & por
se tratar de deslocamentos virtuais:
8¢=[B] 8 {u} (2.1.2.1.4)
sendo equivalente a forma das matrizes transpostas:
8eT = 8{u}T[B]” (2.1.2.1.5)

A lei de Hooke pode ser escrita de forma generalizada, onde o médulo de elasticidade é

substituido por uma matriz constitutiva [D]:
o=[D]e (2.1.2.1.6)
substituindo (2.1.2.1.3) em (2.1.2.1.6):
o=[D][B{u} (2.1.2.1.7)
a equacdo (2.1.1.5) também pode ser representada por:
i = [N]{u} (2.1.2.1.8)
assim, realizando o mesmo processo feito para as deformacdes, tem-se:

5t = [N]6{u} (2.1.2.1.9)

5iT = 8§{u)T[N]T (2.1.2.1.10)
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como dV=Adx e dL=dx, pode-se substituir essas informa¢des na equagéo (2.1.2.1.2), obtendo:
f 8{u}T[B]"[D][B]{u}Adx = f S{u}T[N]" qdx (2.1.2.1.11)

como os deslocamentos nodais virtuais ndo dependem de X, logo:

. (2.1.2.1.12)
S{u}T{u}f [B]Adx = S{u}Tf [N]T qdx

0

L L
{u}f [B]”[D][B]Adx = f [N]T qdx (2.1.2.1.13)
0 0
assim como mostra a formulagdo (2.1.1.22), a matriz de rigidez é, igual a:
L
k] = f [B]”[D][B]Adx (2.1.2.1.14)
0

Tendo essa matriz de rigidez do elemento [k], onde a matriz [B] é fun¢éo da coordenada
cartesiana X e um elemento unidimensional isoparamétrico, como falado anteriormente,
possuem coordenadas naturais, portanto ¢ necessario realizar a transformagdo para &. A Figura
2.7 mostra o elemento em coordenadas naturais, estas podem ser relacionadas através da

equacdo (2.1.2.3), sendo reorganizada gera a (2.1.2.1.15).

Figura 2.7 - Elemento unidimensional em coordenadas naturais

é L 7

Q 9 :
&=0 §2=2
Fonte — Autor, 2021.

L _ Xq1+X
X =Xg + 72 Onde, xp = == (2.1.2.1.15)

sendo L = x2 — X1:

X1 + X5 n (x3 — X1)E
2 2

X =

[(1-9)x; + (1+9)x,] (2.1.2.1.16)

NIH

A transformacéo necessaria para a matriz de rigidez é através do Jacobiano (J), segundo
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Logan (2016), ele relaciona um comprimento de um elemento em coordenada cartesiana com
um em coordenadas naturais, logo |J| é funcéo de & e depende dos valores das coordenadas dos

nos. Portanto, a transformacéo é dada por:

L 2
f fl)dx = f fllds (2.1.2.1.17)

0 0

onde, |J| = j—ze como:
dx x,—x; L (2.1.2.1.18)
& 2 2

L (2.1.2.1.19)

IJ| = >

Voltando a matriz de rigidez, de acordo com Fish e Belytschko (2007), em uma
dimensdo a matriz [D] sera igual ao modulo de elasticidade E. Logo substituindo os valores

encontrados em (2.1.2.1.14), tem-se:

L 2
[K] = Ef [B]TE[B]AdE (2.1.2.1.20)
0
Para a matriz das deformacdes [B], é possivel reescrever a (2.1.2.1.3) como sxzj—: :
du
du dg
ax  dx (2.1.2.1.21)
dg

Substituindo as fungBes N1 e N2 (2.1.2.14) na funcdo de aproximagdo u (2.1.1.5) e

derivando pelas coordenadas naturais, tem-se:

du  u; —uy

- 2 (2.1.2.1.22)
logo:
du gl_lg % U — Uy
it e s (2.1.2.1.23)
dE 2

Reorganizando em formato de matriz:

@_E_E_[ 1 1]{u1}
dx L L | L Ll



Assim, a matriz [B] sera:
1 1
-1
[B] T

Portanto, a matriz de rigidez de um elemento isoparamétrico sera:

1
M=5] 2 Iﬂﬁ[_% 1 ade

1 L L
1 1

W= 2|2 P gan
1212

2.2 ELEMENTO FINITO TRIANGULAR CST
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(2.1.2.1.24)

(2.1.2.1.25)

(2.1.2.1.26)

As secOes anteriores trataram de elementos unidimensional, utilizados em estruturas

Figura 2.8 - Parede de Concreto.

SINTENNNNING

Fonte — Autor, 2021.

submetidas a tens@es uniaxiais, assim, neste capitulo sdo tratados elementos utilizados no estado
plano de tensdo ou deformacdo. Estruturas estdo em um sistema bidimensional quando duas

dimensGes sdo muito maiores que a terceira (espessura), como exemplificado na Figura 2.8 a
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Fish e Belytschko (2007) definem os modelos planos de tensdo e deformagdo como
sendo: quando um corpo é fino em relagdo ao plano xy, se encontra no estado plano de
deformacéo, ou seja, a deformacéo normal ao plano ¢, e as distor¢Ges devido ao cisalhamento
Yxz € Yyz $30 nulas, mas a tensdo o, sera diferente de zero. O estado de tensdo plana também
considera uma esbeltez no eixo z, ndo havendo cargas sobre a face z, a tensdo o, = 0, assim

como as tensdes de cisalhamento T, e T,,, entretanto a deformacéo ¢, sera diferente de zero.

yz»
€& = Yxz = Yyz = 0 (2.2.1)
Oy =Txy =Ty, =0 (2.2.2)

Assim, as tensdes atuantes e as deformacdes geradas sdo:

Ox
o= {Gyl (2.2.3)
Txy
8X
sz{%} (2.2.4)
YXy
onde as deformacdes sdo:
_0u _0v _0u N av (2.2.5)
& = ox &y = dy Vay = dy 0x

Para os elementos unidimensionais, na relacdo tensao deformacao, expressa na equagao
(2.1.2.1.6), era possivel substituir a matriz constitutiva [D] pelo médulo de elasticidade, ja para

0s casos bidimensionais, a matriz [D]. Para o estado de tensdo plano:

1 v 0
E [v1 o
Dl=1—073 1—2v (2.2.6)
0 0
2
no o estado plano de deformacéo:
1—-v v 0
_ E v 1—-v 0
Pl =T a-m 0 o 1V (2.27)

Na andlise por meio de elemento finitos, a discretiza¢ao da estrutura pode ser feita com
a utilizacdo de tipos de elementos como é o caso do elemento triangular de trés n6s, como pode

ser visto na Figura 2.9.
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Figura 2.9 - Parede de Concreto Discretizada com Elemento Triangular CST

Fonte — Autor, 2021.

A Figura 2.10 abaixo mostra o elemento CST e este elemento possui 2 graus de liberdade

por no.

Figura 2.10 - Elemento Triangular CST

Y,
VJ
J(xj,y,)‘, b
T, g
v, | - = m(Xm,Ym)
i06,y;) U

Fonte — Autor, 2021.

Para este elemento, as fun¢des de deslocamento sdo dadas por:

u(X, y) = 04 + X + a3y

(2.2.8)
v(X,y) = a4 + asx + agy
e em sua forma matricial:
oy
o
n 1 x y 00 O] o3
{V} 1000 01 x y|)% (2.2.9)
O
g
Substituindo as coordenadas nodais nessa equagao, tem-se:
u; = uXy, yi) = g + 00X + agy;
u; = u(xj,y]-) =04 + 0 Xj + a3Y;j
(2.2.10)

Uy = u(Xm: Ym) = 04 T 00Xy T 03V m

Vi = u(Xy,yi) = oy + asX; + agy;
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V]' = U(Xj,yj) = 0y + (XSXJ' + a6yj

Vm = u(Xm» Ym) = 04 T A5Xpy T AgYm

Escrevendo as trés primeiras equacdes para o deslocamento u na forma matricial:

U; 1 x5 yi|(u
Um 1 Xy Ym|\%3
ou:
{a} = [x]"{u} (2.2.12)
Como afirma Logan (2016), a matriz inversa de [X] € igual a:
1 (0] (Xj Um
[x]™' = oA Bi B Bm] (2.2.13)
Yi Yj Ym
onde:
1 x5y
2A=|1 x5 ; (2.2.14)
1 Xm Ym
encontrando o determinando da matriz 2A, tém-se:
2A = Xi(yj — Ym) + % m = ¥1) + Xm(¥i = ¥)) (2.2.15)
Sendo assim, os coeficientes da (2.2.13) sdo:
A = Xj¥m — ¥ViXm & = YViXm — Xjym  Um = Xi¥j ~ ViX|
Bi =¥i—¥m Bj =ym — Vi Bm =i —Vj (2.2.16)
Yi = Xm ~ Xj Yj = Xi — Xm Ym = Xj —Xj
substituindo (2.2.13) em (2.2.12):
(8] 1 A & Amy(y
{az} =5x Bi B Bm] { U } (2.2.17)
o3 Yi Vi Yml\Um

De modo similar ao feito para o descolamento u, para o deslocamento v, os coeficientes

a's, sdo iguais a:
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(0] (Xj Um Vi
Bi B Bm] {V,- } (2.2.18)
Yi Yj Ymi\Vm

{a‘l} 1
Ogp = —
o) 2A

Para encontrar as funcdes de forma, ou funcdes interpoladoras, para o elemento

triangular é necessario resolver a equagdo (2.2.8), para isto se faz necessario reescrever a
equacdo do deslocamento na forma matricial. Devido ao processo se repetir para 0s

deslocamentos nodais v’s, sera demonstrado somente para os u’s. Assim:

261
{ul=1[1 x Y]{O‘z} (2.2.19)
3
substituindo (2.2.17) em (2.2.19), tem-se:
1 o O Oty
{u}=ﬂ[l X Y][Bi Bj Bm]{uj} (2.2.20)
Yi Yj Yml \Um

resolvendo esse problema, obtém-se:

1
u(x,y) = ﬁ{(ai +Bix +yiy)ui + (o + Bx + v3y)uy (2.2.21)

+ (et + BmX + YmY)Um}
De forma analoga, a funcdo v(X,y) pode ser reescrita como:
1
v(x,y) = 5o{(c + Bx+ viy)vi + (@) + Bx + Yiy) vy + (om + BruX + YmYIVm}  (2:2.22)

Observando as funcGes acima € possivel perceber os termos semelhantes entre elas, estes
termos sdo as fungdes interpoladoras do elemento CST. Especificando:

1
N; = oA (o5 + Bix + viy)
1
Nj = ﬂ (o(]. + BjX + y]y) (2223)

1
Nm = ﬂ (O(m + BmX + YmY)

Assim, as equacdes (2.2.8), tornam-se:

u(x,y) = Nju; + Nju; + Npyupy,
(2.2.24)
v(x,y) = Njv; + Njvj + Npyvy
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na forma matricial:

w [Ny 0 N O Ny O u;
{v}_ 0o N 0 N O Nm] vj (2.2.25)
Um
Vm
ou:
u=Nd (2.2.26)
2.1.1 Matriz de Deformacéo e Matriz de Rigidez
Reescrevendo a equacéo (2.2.5), tem-se:
( du
0x
zx av
{e} = yy =\ 3 | (2.2.1.1)
i 6u+6V
\dy 0%/

Derivando as equacgOes de deslocamento (2.2.8), obtém-se &, = aj, &, = 0 € Yy =
az + as, que sdo constantes e mostra que o elemento CST possui deformagdo constante.
Prosseguindo com a derivacdo das equac@es (2.2.24), onde as fungbes de forma sdo dependentes
de x ey, tém-se:

Ju

0
& = u,X = & (Niui + N]u] + Nmum) (2212)

ou:

(2.2.1.3)
u‘X = (Ni‘xui + Nj,xu]- + Nm,xum)

Assim, as funcdes de forma se tornam:

Nix = (e + Bix 4 viy) = 2
T (o + Bix +viy) = 22
Pi
Nx =24
B
Npx = ﬁ (2.2.1.4)

substituindo a (2.2.1.4) na (2.2.1.2), tem-se:
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du 1
a_X = ﬂ(ﬁiui + B]ul + Bmum) (2215)

Assim, repetindo esse processo para a deformagao &, e yyy:

av 1

5 = 77 (Vi + YY) + YmVim) (2.2.1.6)
du ov 1
oy Tax  2A (vius + Bivi +Vju; + B;v; + YmUm + BmVim) (2.2.1.7)

Com isso, substituindo esses trés resultados em (2.2.1.1) e escrevendo na forma de
matriz:
Bi 0 Bj 0 Bm 0

{ed==—[0 vi 0 v; 0 vyn (2.2.1.8)
2A
Yi Bi vj B Ym Pm

{d;}
{e} =18 [B] I[Bmll{ {dj} (2.2.1.9)
{dm}
onde d’s sdo as deformagdes u, v e y.
Com isso, matriz das deformacdes torna-se:
Bi O By 0 By O
1 1 1
[Bil =10 i [Bi] = =10 i [Bm] = 5[ 0 Ym] (2.2.1.10)
Yi Bi Y Bj Ym Bm
também escrito como:
(2.2.1.11)

Agora, voltando a matriz de rigidez (2.1.2.1.14) para a integral de volume, tem-se:
k] = f [B]T[D][B]dVe (2.2.1.12)
Ve
Sendo dVe=tdAe, onde t € a espessura da estrutura:
K] = f [B]"[D][B]tdAe (2.2.1.13)
Ae

assim:
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[k] = tA.[B]T[D][B] (2.2.1.14)

Onde [B] sdo as matrizes (2.2.1.10) e a matriz constitutiva [D] é a (2.2.6) ou (2.2.7).
Assim, a matriz de rigidez € igual a:

kil [kij]  [kim]
(K] = | [kl [kl [Kjmd

]

(2.2.1.15)
Uomi] Temg] [l
e possui submatrizes 2x2:
[ki;] = tA[B;]"[D][B]
[ki;] = tA[B;]"[D][B] (2.2.1.16)

2.3 ELEMENTO FINITO QUADRILATERO DE 4 NOS

Além do elemento finito triangular CST, outro que pode ser usado para a discretizacao
e analise bidimensional sdo os quadrilateros, como o de 4 nds representado na Figura 2.11. Esse

elemento é isoparamétrico, assim como exposto no capitulo 2.1.2, é definido por coordenadas

naturais, nesse caso, por & no sentido longitudinal e 1 para o vertical.

Figura 2.11 - Elemento Quadrilatero Q4

y
A
n
(X4,Y4) *4 3
(X3.¥3) R
1 — :
(X1.y4) _*1 )
(x2.2) 1 ﬁF 1 %

"X
(a)

Fonte — Autor, 2021.

As coordenadas naturais podem ser relacionadas com as cartesianas atraves das funcoes
abaixo, onde xc e yc sdo o0s centroides do elemento:

Y = x. + bt (2.3.1)

Y= ye+hn (2.3.2)
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O elemento Q4 possui 8 graus de liberdade, ou seja, possibilidades de deslocamento
representadas por a’s:

X =0 + 0§+ azn + o8&y (2.3.3)

2.3.4
y =as + o€ + ozn + agdn ( )

Assim, segundo Logan (2016), resolvendo a’s em fungao de x1, X2, X3, X4, Y1, Y2, Y3 €

Y4, tem-se:
1 (2.3.5)
x=2[0-90 -mx + A+ A —)x; + (1 + (A +n)xs
+ (1 =91 +n)x,]
1 (2.3.6)
y=710-9@ -y + @ +HA -1y, + 1+ +n)ys
+ (1= +1n)y,]
Com isso, as funces interpoladoras séo:
1
Ny =2 (1-91-n)
1
N2 =7 (1+91-n)
(2.3.7)
1
N3 =71+ 9 +n)
1
Ny=2(1-51+n)
A funcdo das coordenadas para um ponto qualquer pode se da por:
x = Ny (§n)x1 + Na(§n)x, + N3(§n)xs + Nu(§m)xy (2.3.8)
y = N:(Enys + No(§n)yz + N3(§n)ys + Na(§n)ys (2.3.9)

ou, na forma matricial:
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{X} _ Nl 0 Nz 0 N3 0 N4 0 ] ) \4) ( (2310)

vy"lo N, 0 N, 0 N; 0 N,

Reescrevendo as equagOes para qualquer deslocamento representados u e v e sendo

ilustrados Figura 2.12, tém-se:

Figura 2.12 - Elemento Q4 com deslocamentos

y,v
A
x,u
Fonte — Autor, 2021.
u(x,y) = N;(§nuy + N (§n)uy + N3(§n)uz + Ny(§n)uy (2.3.11)
v(x,y) = N1 (§n)vy + No(§n)v, + N3(§,n)vs + Nu(§m)vy (2.3.12)
na forma de matrizes e vetores:
(U1
Vi
U,
wy [Ny 0 N, 0 N3y 0 N, O]Vz
{v} =lo N, 0 N, 0 N; 0 N, usf (2.3.13)
V3
Uy
\V,/
na forma compacta:
Ue=Nede (2.3.14)

2.1.2 Matriz de Deformacéo e de Rigidez

Escrevendo as fungdes de deformacéo (2.2.5) na forma de matriz, tem-se:



ou:

0
X
0
9]

d
[0y  0Oxl]

€ =0u
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(2.3.1.1)

(2.3.1.2)

De acordo com Vazquez e Lopes (2001), a derivada dos deslocamentos em relacdo as

coordenadas naturais € igual a:

du  duox N du dy (2.3.1.3)
0t 0x 0t dy Ot

du  duox N du dy (2.3.1.4)
on  9xon  Adyon

na forma matricial:
ou 0x 0dy1rou
og| _|og || ox
ou| = |ox ay||ou (2.3.1.5)
onl lonm onlloy

Por ser um elemento isoparamétrico, é preciso do jacobiano para realizar a

transformacéo para as coordenadas naturais, sendo ele:

0x Ody
_ |98 098
[Jel = @ Q (2.3.1.6)
dn dn
assim:
ou du
0| _ ox
aul = [Jel a_u (2.3.1.7)
an dy

Realizando o mesmo procedimento para o deslocamento v, tém-se:
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ovl [9x 919
0g| _ |98 0%|[ox
LVLL)X 6yH0\>§ (2.3.1.8)
lanl o anll

substituindo a (2.3.8) e (2.3.9) no jacobiano:

oN;  oN;
e X Vi
_| 98 0%
Uel = N, N (2.3.1.9)
an X an Yi
logo:
[ON; ON ON; 0N, x, vy,
_|[98 095 98 0% ||x2 ¥
Ul =1aN, oN, oN, oN,||xs Vs (2:3.1.10)
lan on oy 6nJX4 Ya
ou:
X1 Y1
X
Del = 0INe] [ 32 (23.1.12)
X4 Ya

Substituindo as func¢des de deslocamento (2.3.11) e (2.3.12) na (2.3.1.2), tem-se:
g = ONod, = Bed, (2:3.1.12)

Com isso, a matriz de deformacdo do elemento é a derivada das fun¢des de forma:

r 0
0x
d
[B]=|0 =
d
dy

N, 0 N, O Ny 0 N, O
ayllo N, 0 N, 0 N; O N4] (23.1.13)
9
0x
na forma Compacta:
[B] = [[B1][B,][B5][B,]] (2.3.1.14)

(3x8)

Para encontrar essa matriz descrita acima, € necessario encontrar algumas submatrizes.

Estas podem ser obtidas utilizando a expressao:
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-0 roN;
0x ox
d [N, o0 oN;
[Bi]=|0 3y [0 Ni]: 0 3y (2.3.1.15)
a 0 oN; ON;
[dy 0x | dy  0Ox |

As derivadas das func¢des de forma em relacéo coordenadas naturais, também podem

serem relacionadas com as coordenadas cartesianas pelo jacobiano:

[aNﬂ oN;
| | [aaﬁj (2.3.1.16)
e
Assim:
[N N, oy _onoN:
Iaali]( |: Ue]_ll[ E—! — 1 |[ on GEH E-! (23117)
Bl
dy n dn 0§ Ilonm
logo:
oN; 1 dyoN; dyoN;
3 = datil on 7% ~ 3% o)
(2.3.1.18)

aNi _ 1 (aX ON; 0x 6N1>
dy  det[J]

g an  an 0%
Substituindo equagfes acima na equacdo (2.3.1.15), obtém-se a submatriz [Bi],
repetindo esse processo para as demais submatrizes é possivel encontrar a matriz [B]. Diante

do exposto, torna-se possivel obter a matriz de rigidez utilizando a expressao:
[k, = jA [B]"[D][B]tdA, (2.31.19)
e
sendo dA. = dxdy e dxdy=det[Je]dédn:
el(exs) = f f B]tdet[],]d&dn (2.3.1.20)

onde [D] é (2.2.6) e (2.2.7).
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2.4 ELEMENTO FINITO QUADRILATERO 8 NOS

Uma variagdo do elemento quadrilatero € a versdo ndo linear com 8 nos, como ilustrado
na Figura 2.13, onde surge nos nas laterais, que, segundo Logan (2016), é de ordem superior e
essa adicdo de pontos resulta em uma solucdo exata usando menos elementos, mesmo sendo
mais complexo e necessitando de mais recursos computacionais. Outra vantagem “é que 0S
limites curvos de corpos de forma irregular podem ser mais aproximados de perto do que

através da utilizacdo de elementos lineares simples e retos.” (LOGAN, 2016)

Figura 2.13 - Elemento Q8

(x7.y7)
(X,Ya) na
(X3,y3) 4, 7, 3
(%3:Ys)
(%6.Y6)
8e 5 ¢
(Xe.y1)
(¥5) (xpy5) 1 g o
Px

(a) (b)

Fonte — Autor, 2021.

Neste caso, as fungdes de forma para presente elemento aumentam, como este possui 8

nos, também possuira 8 funcdes:

1
Ny =21 =D -m(=F-n-1

1
N =21+ -mE-n-1)

1
N3 =Z(1+E)(1+n)(2+n—1)

1
N, =71 -DA+m(F+n-1)

1
Ns=5(1-m+D1A -9 oan

1
No =51+ +m (1)

1
N, =51+ +DA -

1
Ng =51 =D+ (-
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Com isso, os deslocamentos séo dados por:

Uy

([l 0 M o Moo om0 0N opful
Vv O Nl 0 N2 0 N3 0 N6 0 N7 O N8 u.g o
Vg

Como realizado no capitulo anterior, é possivel obter a matriz de deformacéo (2.3.1.1)

de diversas maneiras, como a descrita abaixo:

d 1 @yad dy 6]
ox  [JI]lanag  agan
(2.4.3)
0 1 @0xd 0x0
dy [lJlJlogan anmog
assim:
dy d dy 0 0
c onag 0dgan
Ex ~ 1 0 0x 0 0x d {u} (2.4.4)
yxyy [1J1] aton anoag|lv ™
0xd 0xd dyad dyao
[0§dn  oOndg dnot dgomd
ou:
{e} = [D][N]{d} (2.4.5)
onde [D] e [N] sé&o:
dy d dy 0
nodg  0dgam
D] = 1 0 dx d 0x0 (2.4.6)
[1J1] dgon 0nag o
0xd 0xd 0dyod dyaod
[0§dn  Ondg Odnog 0% ond
[N 0O N 0 N3 O Ne 0 N, 0 Ng O
N=1o N, 0 N, 0 Ny = 0 Ne O N, 0 N @4D
Portanto, tem-se que a matriz de deformacéo [B] sera:
[B]zxs) = [D'][N] (2.4.8)

Para obter a matriz de rigidez, o procedimento é igual ao realizado para o quadrilatero

de 4 nos, ou seja, obedecendo a (2.3.1.20) incluindo o mesmo jacobiano [J] e a matriz

constitutiva [D].
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2.5 ELEMENTO FINITO HEXADRICO DE 8 NOS

Visto alguns elementos que podem ser utilizados para a andlise de estruturas
bidimensionais, tem-se também elementos para o0s casos tridimensionais. O sdlido
tridimensional possuird as trés dimensGes de tamanhos significativos, ndo podendo mais
desprezar as tensdes e deformagdes em nenhuma dire¢do. Assim, Figura 2.14 mostra as tensoes

normais oy, oy € o, € as tensdes de cisalhamento onde Ty, = Tyx, Ty; = Ty € Tyx = Tz

Figura 2.14 - TensGes no Estado Tridimensional

ZA
Tye N
TZY ’ TXy
Oz P, N Txz
T g Ox
Zf, -8 ) “‘3:\7.
X
Fonte — Autor, 2021.
Nesse caso, as deformacdes passam a ser iguais a:
_Ou _ov _ 0w
£ = Bx Ey_ay 2= 92
(2.5.1)
du OJv dv ow dw du
ny=a_y+&=ny sz=£+a_y=Yzy YZX=&+E=YXZ

Existem alguns tipos de elementos finitos que podem serem utilizados na discretizacéo
de s6lidos 3D como € o caso do hexaédrico de 8 nos, possuindo 3 graus de liberdade por nd. A

Figura 2.15 ilustra o elemento sélido de 8 nds

Figura 2.15 - Elemento Hexaédrico de 8 nds (H8)

A n
y
(X3,Y3,23) >
4 8
2¢ >
°g
1

Z[3 (X5,Y5.25) “

Fonte — Autor, 2021.
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Esse elemento pode ser escrito de acordo com as formulagdes isoparamétricas, neste
caso ira surgir uma nova coordenada natural |t e assim como visto nos capitulos anteriores, 0s

deslocamentos podem ser escritos em relagéo as funcdes de forma, como é mostrado a seguir:
u(xy,z) = Z Ni(&n, Wu;
v(x,y,z) = Z N;(&n, Wv; (2.5.2)

W(X, Y Z) = z Ni(zi n, H)Wl
Por haver 8 n6s, 0 elemento apresentara as seguintes funcGes interpoladoras:

1

Ny =2@-90-md+w
1

N =50 -9 -mA-w
1

N =2(1-9@+mA—-p

8

1
Ny=2(1-9A+mA+p

8
(2.5.3)
1
Ns =5 (1 +91 -m(+p)
1
Ne =51 +91-m~w
1
Ny =51+ +mA—-w
1
Ng =51+ +mA+w
A funcdo das coordenadas para um ponto qualquer se da por:
X = Nyxq + Npx, + -+ Nox; + NgXg
y = N1y1 + Ny, + -+ +N7y; + Ngys (2.5.4)

z = Nqz; + Nyz, + -+ + N,z; + Ngzg

onde, os deslocamentos sao:
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Uj
){} 255
Wi

Por ser um elemento isoparamétrico, é preciso do jacobiano para realizar as

N, 0 0
0 N, 0
0 0 N

e 2

1=1

transformacdes das coordenadas cartesianas para as naturais. Assim, expande-se a (2.3.1.6) para

casos 3D, obtendo:

rdx dy 0z
9 0§ 0%
Jx 0dy 0z
=|— = — 2.5.

=150 30 3 (25.6)
Jx 0dy 0z
[op dp dud

A matriz [B] adquire um novo formato, semelhante ao visto no capitulo anterior, sendo

ele:
[B](6x24) = [D'][N] (2.5.7)
onde a matriz [D ] é expandida:
g 0 0-
0x
g 0
dy
9]
0 0 Ep
[D,]: a a (2.5.8)
oy ox
0 a 0
dz dy
0 0 0
L0z J0x-
e:
N, 0 O Ng 0 O
0O 0 N; 0 0 Ng

A matriz [D ] é dado em coordenadas cartesianas, assim, para obter as derivadas parciais

é preciso realizar algumas transformacoes nas fungdes N por meio do jacobiano. Logo:



Jd dy 0z
9 0% 0%
d 1[0 ody o0z
ox [J]{on an an
Jd dy 0z
op op adu

J 1

oz [J]

rox
0%
0x
an
0x
e

rox

a5

on
0x

Lop

A matriz [B] é constituida de submatrizes, sendo elas, onde i=8:

[Bil(6x3) =

_aNi
ox
0

0

oN;

ady
0

ON;
L 0z

0

0
0
oN;

0z
0
oN;
ay
oN;

9xA

0z

a5

on
0z

ol
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(2.5.10)

(2.5.11)

Obtida a matriz de deformacdes, é possivel obter a matriz de rigidez. Para isso,

utilizando a equagdo (2.2.1.12), onde dVe= dxdydz, transformando em coordenadas naturais,

tem-se dxdydz=det[].]d&dndu. Portanto, a matriz de rigidez de um elemento é obtida por meio

da seguinte expressao:

kel 2axzey = f f f [B]"[D][B]det[J.]dédndy

(2.5.12)

Por ser um elemento sélido, a matriz constitutiva [D] é expandida, adquirindo a forma:
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1—-v \Y \Y 0 0 0 (2.5.13)
1—v \Y 0 0 0
1—v 0 0 0
1-—2v
D)= 2z 00
- =2
Simétrica 5
1-—2v
2
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3 METODOLOGIA

Esse capitulo apresenta a classificacdo das pesquisas e 0s procedimentos realizados para

atingir os objetivos.
3.1 CLASSIFICACAO DA PESQUISA

O trabalho tem carater de pesquisa bésica, contribuindo mais com conhecimentos
académicos, mas ndo exclui a possibilidade de fornecer solu¢bes de problemas praticos.
Segundo os procedimentos de coleta, é classificada como experimental, que segundo Gil
(2002), trata-se da determinacdo de um objeto de estudo, bem como a selecdo de variaveis e
formas de controle para a observacdo dos efeitos, com isso, visa-se expor os fatores que
influenciam os codigos a apresentarem resultados confiaveis.

Quanto a abordagem do problema, se caracteriza como uma pesquisa quantitativa, que
de acordo com Proetti (2018), “tem por objetivo demonstrar, de forma quantificada, a
importancia dos dados coletados em uma verificagdo”. Este fato é verificado devido aos codigos
e software utilizados gerarem valores numéricos, como por exemplo os deslocamentos e as
tensdes, resultado € caracteristico de uma analise por meio de elementos finitos. Além disso, é
uma pesquisa qualitativa, onde ainda de acordo com o autor anteriormente citado, visa entender
e interpretar fatos, e isso se comprova por este trabalho ter requerido uma comparacdo com
outras fontes para averiguar a confianca ou ndo dos cddigos utilizados.

3.2 PROCEDIMENTO DE DISCRETIZACAO

O processo de discretizacdo € a primeira etapa da analise, sendo imprescindivel a correta
execucdo para evitar resultados incoerentes. Com isso, foi feita a discretizacdo manual dos
exemplos em malhas com diferentes nimeros de elementos. Além disso, foi feita a modelagem
também na versdo estudantil do software ABAQUS® para as aplicacdes numéricas das se¢des
6.2 e 6.3. Todos os cddigos utilizados necessitam que sejam informadas as propriedades da
estrutura como moédulo de elasticidade e area, a quantidade de elementos e nos, as coordenadas
dos nos, conectividades dos elementos, condi¢cbes de contorno e as forgas nodais. As
visualizacdes das aplicacdes analisadas via codigo foram feitas através do software de codigo
aberto ParaView.

A seguir, € apresentado o processo de discretizacdo para cada tipo de elemento finito

utilizado. Foram exemplificados os resultados da discretizagdo para a barra tracionada. Ja para
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os elementos bidimensionais foi utilizado uma viga biapoiada e para o elemento s6lido uma
viga em balanco. Com essas informacdes foi possivel realizar a analise de varios problemas

estruturais e geotécnicos com diversas malhas.

3.2.1 Elemento Finito Unidimensional
Para o elemento finito unidimensional, foi analisado uma barra submetida a tracéo,
como mostra a Figura 3.1.
Figura 3.1 - Barra tracionada

q(x)

L ]

Fonte — Autor, 2022.

Para a discretizagdo, foi definida a quantidade de elementos, a posi¢do do eixo
coordenado e enumerou-se 0s elementos e nos, sendo uma importante etapa para a execucao
correta dos céalculos. A Figura 3.2 ilustra a discretizacdo para um elemento unidimensional,

onde L=60uc (unidade de comprimento). A Tabela 3.1 apresenta as coordenadas nodais.

Figura 3.2 - Barra discretizada em 4 elementos

P e4 e3 e2 el
e ° ® ° ®
-~ 5 4 3 2 1
<} |
L X
£ £

Fonte — Autor, 2022.

Tabela 3.1 - Coordenadas nodais
Barra submetida a tracao

NUmero do n6 Coordenada x

1 0.0
2 15
3 30
4 45
5 60

Fonte — Autor, 2022.

O proximo passo consistiu em determinar as conectividades nodais dos elementos, ou
seja, especificar quais nds fazem parte de cada elemento, para que assim pudesse ser calculada

a interacdo entre eles. Na Tabela 3.2 ilustra-se esse processo.
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Tabela 3.2 - Conectividades Ne=4
Barra submetida a tracao

Numero do elemento  NO 1 NG 2
1 1 2
2 2 3
3 3 4
4 4 5

Fonte — Autor, 2022.

Em seguida, foi necessario obter os graus de liberdade que estdo restritos devido as
condicdes de contorno, ou seja, pelos apoios. Por serem elementos unidimensionais, possuem
apenas um grau de liberdade por n6 e sendo assim, para esse exemplo, existe restricdo apenas
no nd 5. Por fim, as forcas externas foram inseridas, nesse caso trata-se de um carregamento

linearmente distribuido, como mostra a Figura 3.3.

Figura 3.3 - Carregamento linearmente distribuido

— q(x)=-10x
’
j' o p o - e > o
5 4 2 1
L X
# Ch

Fonte — Autor, 2022.

Com isso, foi preciso obter o vetor de forcas nodais equivalente e por ser uma carga
triangular foi utilizado as nocbes de areas de influéncia. A Figura 3.4 a seguir mostra o
carregamento divido por elemento e de acordo com formato geométrico. Para o elemento
triangular, a maior parte das cargas sao concentradas a 1/3 da altura, enquanto para o retangulo

sdo centralizadas.
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Figura 3.4 - Carga distribuida linearmente
10*"L (/3%
P

10*%(3L/4)

IS Li4 i L/d4 f Lid4 i Li4 1 X 2
#

(a) Carga distribuida dividida para os elementos com indicacdo de areas  (b) Detalhamento
Fonte — Autor, 2022.

Logo, as forgas nodais para um elemento passam a serem dadas por:

2 1

N61=AT*>+AR*> (3.2.1.1)
1 1

N62 = AT *5+ AR+ (3.2.1.2)

Devido a cada elemento possuir dois nds, as cargas precisam ser concentradas em

ambos, isso leva a uma sobreposicdo de cargas nos nés centrais, que é mostrado na Tabela 3.3.

Tabela 3.3 - Forcas nodais
Barra submetida a tracéo

No6/Elemento 1 2 3 4 Total (uf)
1 375 375
2 750 1500 2250
3 1875 2625 4500
4 3000 3750 6750
5 4125 4125

Fonte — Autor, 2022.
3.2.2 Elemento Finito Triangular CST

Para o elemento bidimensional triangular CST é exemplificada a discretiza¢éo para um

caso genérico de uma viga biapoiada, como mostra a Figura 3.5.
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Figura 3.5 - Viga biapoiada
g= 5kN/m

50cm
50cm

]

As etapas inicias seguem como explicado anteriormente, definindo os eixos, a

3.00m
/ /

Fonte — Autor, 2022.

quantidade de elementos e enumerando-os. A Figura 3.6 mostra como se deu a discretizacdo da

viga, onde as coordenadas nodais sdo dadas pela Tabela 3.4.

Figura 3.6 - Viga discretizada em elementos CST

50cm

3.00m
Fonte — Autor, 2022.
Tabela 3.4 - Coordenadas nodais para a viga discretizada com elementos CST
Viga biapoiada
Numero Coordenada Coordenada Numero Coordenada Coordenada

do no X y do né X y
1 0.00 0.00 8 0.00 0.50
2 0.50 0.00 9 0.50 0.50
3 1.00 0.00 10 1.00 0.50
4 1.50 0.00 11 1.50 0.50
5 2.00 0.00 12 2.00 0.50
6 2.50 0.00 13 2.50 0.50
7 3.00 0.00 14 3.00 0.50

Fonte — Autor, 2022.

O elemento triangular possui 3 nos por elementos e, para as conectividades, utiliza-se o
sentido usual que é a organizacdo no sentido anti-horario e iniciando de baixo para cima. A

Tabela 3.5 mostra as conectividades para viga.
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Tabela 3.5 - Conectividades da viga biapoiada (CST)
Viga biapoiada

N;;“rﬁ;?]go N61 N62 N63 leﬂ?rﬁ;(r)n%o N61 N62 N63
1 1 9 8 7 4 12 11
2 1 2 9 8 4 5 12
3 2 10 9 9 5 13 12
4 2 3 10 10 5 6 13
5 3 11 10 11 6 14 13
6 3 4 11 12 6 7 14

Fonte — Autor, 2022.

Como ja explicado anteriormente, esse elemento possui dois graus de liberdade por n6s

que podem ser encontrados atraves das seguintes equacoes:

GDLx = (N°N6s * Graus de liberdade) — 1 (3.2.2.1)

GDLy = (N°NG&s * Graus de liberdade) (3.2.2.2)

Com isso, para a presente viga biapoiada os graus de liberdade restritos sao aqueles dos
nés 1e 7, ou seja:
a) paraono 1:
GDLx=(1x2)—1=1
GDLy = (1%2) =2
b) paraond 7:
GDLy = (7 % 2) = 14

Por fim, é preciso obter as forcas nodais equivalente aplicadas. Em casos como esse de
uma carga distribuida uniformemente é preciso realizar uma transformacdo para cargas

concentradas nos nos. Para tal, a Equacdo a seguir pode ser utilizada:

= e 3223
(N2 de contribuicio) (3.2.2.3)

Aplicada essa equacdo, o valor resultante equivale a contribui¢do individual do
elemento. No caso onde um nd pertence a mais de um elemento, é realizada a soma das

contribuicdes de cada um. Assim, as cargas nodais externas sao apresentadas na Tabela 3.6:
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Tabela 3.6 - Cargas nodais para a viga discretizada com o CST
Viga biapoiada

N6 Carga(kN) No6 Carga (kN)

8 1.25 12 2,50
9 2.50 13 2.50
10 2.50 14 1.25
11 250

Fonte — Autor, 2022.
3.2.3 Elemento Finito Quadrilatero de 4 Nés

O modo de discretizacdo para o elemento quadrilatero de 4 nos acontece de forma
bastante semelhante ao CST que, como pode ser visto na Figura 3.7, mostra a mesma viga
anteriormente utilizada, mas com a discretizacdo Q4. Mesmo tendo uma quantidade diferente
de elementos, devido a sua geometria, possui a mesma quantidade de nds, com iSso possui as

mesmas coordenadas.

Figura 3.7 - Viga discretizada em elementos Q4
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Fonte — Autor, 2022.

As conectividades séo de 4 nds e também seguem um sentido de organizacdo semelhante
ao elemento anterior, sentido anti-horario e iniciando na parte inferior. Com isso, a Tabela 3.7

apresenta essas conectividades.

Tabela 3.7 - Conectividades da viga biapoiada (Q4)
Viga biapoiada

Numero Namero
do N6l N62 No3 No4 do N6l N62 No63 No4
Elemento Elemento
1 1 2 9 8 4 4 5 12 11
2 2 3 10 9 5 5 6 13 12
3 3 4 11 10 6 6 7 14 13

Fonte — Autor, 2022.

Esse elemento possui dois graus de liberdade por n6, com isso os calculos séo feitos de
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acordo com as Equac0es (3.2.2.1) e (3.2.2.1). Assim como as forgas nodais séo calculadas por
meio da Equacdo (3.2.2.3), sendo que para essa viga genérica, possui as mesmas cargas nodais

Nos mesmos nos.

3.2.4 Elemento Finito Quadrilatero de 8 Nés

O elemento quadrilatero de 8 n6s mesmo possuindo semelhancas geométricas com o
Q4, sua discretizacao necessita de mais recursos devido a quantidade de nés. Ainda utilizando
aviga da Figura 3.5, a Figura 3.8 ilustra a discretizacdo para a mesma quantidade de elementos
apresentada no capitulo anterior.

Figura 3.8 - Viga discretizada com elementos Q8
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Fonte — Autor, 2022.

Da mesma forma que os elementos anteriores, faz-se necessario conhecer as
coordenadas de cada nd, sendo especificadas na Tabela 3.8. Além disso, as conectividades

também seguem a organizacgdo no sentido anti-horario como apresentado na Tabela 3.9.

Tabela 3.8 - Coordenadas do nos para o elemento Q8

Viga biapoiada

Ndamero NUmero Namero
dond X y do né X y dond X y
1 0.00 0.00 12 2.75 0.00 23 0.50 0.50
2 0.25 0.00 13 3.00 0.00 24 0.75 0.50
3 0.50 0.00 14 0.00 0.25 25 1.00 0.50
4 0.75 0.00 15 0.50 0.25 26 1.25 0.50
5 1.00 0.00 16 1.00 0.25 27 1.50 0.50
6 1.25 0.00 17 1.50 0.25 28 1.75 0.50
7 1.50 0.00 18 2.00 0.25 29 2.00 0.50
8 1.75 0.00 19 2.50 0.25 30 2.25 0.50
9 2.00 0.00 20 3.00 0.25 31 2.50 0.50
10 2.25 0.00 21 0.00 0.50 32 2.75 0.50
11 2.50 0.00 22 0.25 0.50 33 3.00 0.50

Fonte — Autor, 2022.

Tabela 3.9 - Conectividades da viga com elemento Q8
Viga biapoiada
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N° do Elemento N61 N62 NoO3 N6 4 N6 5 N6 6 NG 7 N6 8

1 1 2 3 15 23 22 21 14
2 3 4 g 16 25 24 23 15
3 5 6 7 17 27 26 25 16
4 7 8 9 18 29 28 27 17
5 9 10 11 19 31 30 29 18
6 11 12 13 20 55 32 31 19

Fonte — Autor, 2022.

Para condicBGes de contorno segue-se as Equagfes (3.2.2.1) e (3.2.2.2) por também
apresentar dois graus de liberdade por n6. Com isso para esse exemplo, 0 nO 1 esté restrito nas
direcBes x e y e 0 n0 13 apenas em Y, ou seja, 0s graus de liberdade 1, 2 e 26. Devido ao maior
naumero de nds, em caso de carga distribuida, para a transformacao em cargas nodais, é possivel
seguir a formula a seguir.

qXxL

P =
(N2 de contribuictes)

(3.2.4.1)

Logo, as cargas nodais para essa viga podem ser vistas na Tabela 3.10:

Tabela 3.10 - Cargas nodais para o elemento Q8
Viga biapoiada

No Carga (kN) NO Carga (kN)
21 0.625 28 1.25

22 1.25 29 1.25

23 1.25 30 1.25

24 1.25 31 1.25

25 1.25 32 1.25

26 1.25 33 0.625

27 1.25

Fonte — Autor, 2022.
3.2.5 Elemento Finito Hexaédrico de 8 Nos

Para solidos tridimensionais, € possivel utilizar o solido hexaédrico de 8 nos para
realizacdo de analises. A Figura 3.9 ilustra uma viga de Krishnamoorthy (1992), a qual esta

submetida a uma carga concentrada de 10kN na extremidade livre.
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Figura 3.9 - Viga em balango com carga pontuais na extremidade livre
5kN

5kN

200.00cm

Fonte — Autor, 2022.
Foi exemplificada a discretizacdo dessa viga em 3 elementos, como mostra a Figura
3.10. As coordenadas dos nos sdo apresentadas na Tabela 3.11.
Figura 3.10 - Discretizagdo em 3 elementos da viga em balango

5k

200.00cm

Fonte — Autor, 2022.

Tabela 3.11 - Coordenadas dos nos para o elemento H8 (cm)
Viga em balango

N° do no X y z N° do n6 X y z
1 0.00 0.00 20.00 9.00 133.33 0.00 20.00
2 0.00 30.00  20.00 10.00 133.33 30.00  20.00
3 0.00 0.00 0.00 11.00 133.33 0.00 0.00
4 0.00 30.00 0.00 12.00 133.33 30.00 0.00
5 66.67 0.00 20.00 13.00 200.00 0.00 20.00
6 66.67 30.00  20.00 14.00 200.00 30.00  20.00
7 66.67 0.00 0.00 15.00 200.00 0.00 0.00
8 66.67 30.00 0.00 16.00 200.00 30.00 0.00

Fonte — Autor, 2022.

Existem 8 conectividades por elemento e o sentido de organizacdo é semelhante ao ja
visto, no sentido anti-horario iniciando pelos ndés inferiores da base, conforme mostrado na
Tabela 3.12.
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Tabela 3.12 - Conectividades da viga para o sélido de 8 nds
Viga em balango

N°do — \s1  N62 N63 N64 N65 N66 N67 NGB
Elemento
1 1 5 7 3 2 6 8 4
2 5 9 11 7 6 10 12 8
3 9 13 15 11 10 14 16 12

Fonte — Autor, 2022.

O elemento solido possui 3 graus de liberdade por nos, que podem ser calculados a
através das Equacdes (3.2.5.1), (3.2.5.2) e (3.2.5.3):

GDLx = (N°N6s * Graus de liberdade) — 2 (3.2.5.1)
GDLy = (N°N6s * Graus de liberdade) — 1 (3.25.2)
(3.2.5.3)

GDLz = (N°N6s * Graus de liberdade)

Pelo fato da viga em questdo ser engastada em uma extremidade, e portanto, nao possuir
deslocamentos de translacdo nesses nds, pode-se, aplicar as equa¢des anteriores para 0s nos 1,
2, 3 e 4 e assim, obter os graus de liberdade restritos (Tabela 3.13):

Tabela 3.13 - Graus de liberdade restritos para uma viga engastada
Viga em Balango
N°don6 GDL(x) GDL(y) GDL(2)

1 1 2 3
2 4 5 6
3 7 8 9
4 10 11 12

Fonte — Autor, 2022.

Quando existe apenas cargas pontuais sendo aplicadas, elas se tornam nodais de forma
direta, porém, em casos de carregamentos distribuidos, assim com visto anteriormente para
elementos uni e bidimensionais, é preciso realizar a transformacao daquelas em cargas nodais
equivalentes. No caso de um sistema tridimensional, as cargas q(x) estardo distribuidas sobre
uma area. Sendo assim, as forgas nodais podem ser dadas por:

(q(x) * Area em contato com a carga)

F =
(N2 de n6s em contato com a carga) (3.25.3)

Vale ressaltar que é preciso considerar todas as contribui¢es dos nos pertencentes a

mais de um elemento.
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Os nobs que pertencem a mais de um elemento precisam receber as cargas equivalentes

a ele. A Tabela 3.14 exemplifica os carregamentos nodais para uma situacdo onde a viga em

balanco estaria submetida a uma carga distribuida de 1000kN/mz2,

Tabela 3.14 - Forgas nodais para a viga em balango (kN)

N°don6 x y z GDL(x) GDL(y) GDL(2)
2 - -50 - - 5 -
4 - -50 - - 11 -
6 - -100 - - 17 -
8 - -100 - - 23 -
10 - -100 - - 29 -
12 - -100 - - 35 -
14 - -50 - - 41 -
16 - -50 - - 47 -

Fonte — Autor, 2022.
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4 CODIGO COMPUTACIONAL

A seguir sdo apresentados trés fluxogramas que ilustram a estrutura dos cddigos,
utilizados para a realizacdo das analises. A Figura 4.1 apresenta o fluxograma para o elemento
unidimensional isoparamétrico e a Figura 4.2 para o triangular CST. A estrutura dos codigos
para 0s elementos isoparamétricos bidimensionais e tridimensionais sdo similares, o que
simplifica a apresentagdo do seu funcionamento por meio da pela Figura 4.3. A diferenca se

encontra na necessidade da informacéo da espessura para os quadrilateros.

Figura 4.1 - Fluxograma do c6digo numérico para o elemento unidimensional isoparamétrico
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Fonte — Autor, 2022.



Figura 4.2 - Fluxograma do cddigo numérico para o elemento triangular CST
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Fonte — Autor, 2022.
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Figura 4.3 - Fluxograma do cddigo numérico para os elementos isoparamétricos quadraticos e hexaédrico
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Saida de dados: Deslocamentos,
Deformag6es, Tensdes, Forcas e reacdes
nodais. Dados para visualizagdo no
ParaView: Matrizes Indeformada e
Deformadas, Deslocamentos em X,y € z,
Conectividades e Tipo do Elemento

Fonte — Autor, 2022.

66



67

5 APLICACOES NUMERICOS

A seguir, é apresentada a analise de diferentes exemplos numéricos. Os resultados
obtidos através da discretizacao de diferentes malhas foram os deslocamentos, forcas e reacdes
nodais, deformacdes e as tensdes nos elementos e, estes foram comparados com os obtidos
pelos autores e/ou com auxilio do software ABAQUS®. Em seguida fez-se uma discusséo dos
mesmos acerca da qualidade da implementacgéo da formulacdo apresentada.

5.1 BARRA SUBMETIDA A TRACAO AXIAL

O primeiro € um exemplo introdutdrio de uma barra submetida a tracdo, como mostra a
Figura 5.1. A estrutura possui comprimento L, area transversal A e modulo de elasticidade E, e
esta submetida a um carregamento distribuido linearmente, expresso pela equagao g(x) = -10x.

Figura 5.1 - Barra Submetida a Tracéo

Fonte — Autor, 2022.

Para este exemplo, foram utilizados os elementos finitos isoparamétricos
unidimensionais discretizados em 3 malhas com 1, 4 e 8 elementos, como ilustrado na Figura
5.2. Para preenchimento do cédigo foram utilizadas unidades adimensionais onde L=60uc,
A=2uc? e E=30x10° uf/uc? e com os resultados foram tragadas curvas juntamente com a solug¢ao

exata de deslocamentos nodais expressos pela equacédo (5.1.1) e tensdes pela equagéo (5.1.2).

3EA X\ 3
TFue) = (E) -1 (5.1.1)
A X\ 2
ah) o(x) = (E) (5.1.2)



Figura 5.2 - Discretizacdo da Barra
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Fonte — Autor, 2022.

Nas Figuras 5.3 e 5.4, respectivamente, s&o exibidos os deslocamentos e tensdes obtidos

por meio do 1Dbar_iso.sce. Observou-se o comportamento fisico esperado, onde no engaste

ndo ha deslocamento e nem tensao, sendo que estes valores aumentam segundo a distancia do

apoio. E possivel observar a convergéncia dos resultados numéricos com a solugdo exata a

medida que ocorre um refinamento da malha.

Figura 5.3 - Gréfico: Deslocamentos obtidos através do 1Dbar_iso.sce
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Fonte — Autor, 2022.
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Figura 5.4 - Gréafico: Tensdes obtidas através do 1Dbar _iso.sce
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Fonte — Autor, 2022.

Dada a relativa simplicidade do problema, observou-se que com apenas 4 elementos

obtém-se a solugdo exata tanto em deformacao quanto em tensao.
5.2 SOLO SOB UMA SAPATA CORRIDA

Os elementos bidimensionais podem ser aplicados a uma maior variedade de problemas
fisicos. A Figura 5.5 apresenta um solo sob uma sapata corrida com 2m de largura transferindo
uma carga uniformemente distribuida de 5kN/m2. Como apresentado por Khennane (2013), o
solo, que possui um modulo de elasticidade de E= 10°kN/m? e coeficiente de Poisson de v=0,3,
tem 5m de profundidade até o macico rochoso.

Figura 5.5 - Solo sob Sapata Corrida
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Fonte — Autor, 2022.
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O conjunto apresentado é um sistema tridimensional, entretanto, foram consideradas as
condicGes de estado plano em que a direcdo longitudinal da sapata ndo ha mudancga, ou seja,
sua espessura ndo muda. As extremidades da sapata sdo fixas na direcdo z, 0 que impede a
ocorréncia de deslocamento e tensfes nessa dire¢do, com isso, devido a simetria, também néo
ocorre em seu meio. Logo, existem deslocamentos apenas nos eixos X e y, a uma distancia de 6
m do centro da sapata o solo tem deformacGes que podem ser desprezados. Com isso, esse
problema pode ser analisado por elementos bidimensionais e foi feita a analise de apenas
metade por causa da simetria. Além disso, foi considerada uma espessura de 1m. As condi¢fes

de carregamento sao mostradas na Figura 5.6.

Figura 5.6 - Trecho Analisado
5 kKN/m

1.00m |

5.00m

6.00m

i

Fonte — Autor, 2022.

Observando as condic6es de contorno desse problema, percebe-se que em contato com
a rocha pode-se considerar ndo haver deslocamentos em nenhuma direcao, restringindo-se essa
variavel em x e y. Nas laterais ha movimentacdo em y, mas na direcdo x ndo tem livre
movimentacdo por haver matéria, ja que existe a continuacdo do solo. De posse dessas
informacdes foram realizadas 3 discretiza¢Ges utilizando o elemento triangular CST com as
malhas 10x12 (240 elementos), 15x18 (540 elementos) e 20x24 (960 elementos). A Figura 5.7

a seqguir ilustra as condi¢des de contorno utilizadas, carregamento e a discretizacdo da malha 1.
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Figura 5.7 - Discretizacdo da malha 1 — 240 Elementos
1.00m

1.25kN | 2-5kN |1.25kN

AN
Fonte — Autor, 2022.

Os resultados obtidos foram comparados com os de Khennane (2013) apresentados no
gréfico abaixo (Figura 5.8), foi dado foco para os deslocamentos verticais do trecho abaixo da
sapata por serem os mais significativos. Pode-se observar que os valores obtidos através do
cddigo triangular_CST.sce se aproximam bastante daqueles encontrados pelo autor, com uma
diferenca de 0,0%.

Figura 5.8 - Solo sob Sapata Corrida
5 /

E : /
_;': 2 /
©
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>
=
E 1 // ——— Khennane (2013)

/ triangular_CST.sce

0
0 -0,00002 -0,00004 -0,00006 -0,00008 -0,0001 -0,00012

Deslocamentos (m)
Fonte — Autor, 2022.

A anélise do problema no estado plano de deformagéo no macico de solo também foi
realizado utilizando o software de analise por elementos finitos ABAQUS® Student 2020, para
realizar a discretizacdo pelo elemento CPS3, que equivale ao CST-Padrdo implementado e
aplicado nesta pesquisa. A Tabela 5.1 apresenta os deslocamentos maximos abaixo do centro
da sapata em relagdo ao nimero de nos para as discretiza¢fes utiliando o software comercial e

programa triangular_CST.sce. A Figura 5.9 apresenta a vizualizancdo grafica dessa tabela.
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Tabela 5.1 - Deslocamento vertical maximo abaixo do centro da sapata
Solo Sob Sapata Corrida

Nameros de Elementos ABAQUS® (CPS3) triangular_CST.sce
240 -1,184x10-4 -1,184x10-4
540 -1,200x10-4 -1,201x10-4
960 -1,204x10-4 -1,204x10-4

Fonte — Autor, 2022.

Figura 5.9 - Gréfico: Deslocamento vertical maximo abaixo do centro da sapata versus Ndmero de elementos
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Fonte — Autor, 2022.

Os resultados da analise mostram valores muito proximos para todas as malhas, feitas
através das duas ferramentas, sendo obtido uma diferenca relativa de 0% entre as malhas com
240 e 960 elemento e de 0,071% entre as malhas com 540 elementos. E possivel perceber que
quanto maior o numero de elementos nas malhas, maiores s&o os deslocamentos até atingir uma
malha onde as diferencas para as outras sdao minimas, sendo que as malhas 2 e 3 possuem
maiores deslocamentos méximos que a malha 1, com uma diferenca de aproximadamente
1,400% e 1,650%, respectivamente.

A Figura 5.10 mostra os gradientes de cores dos deslocamentos dos valores obtidos pelo
ABAQUS® e pelo Scilab com o CST-Padrdao com vizualizagdo pelo Paraview, com isso €
possivel perceber que os deslocamentos maximos sdo exatamente iguais. Além disso, por meio
da visualizagdo dos deslocamentos de forma magnificada, se consegue perceber que o codigo
simulou o comportamento fisico do sistema, podendo-se perceber que 0s maiores valores
ocorreram abaixo da sapata, ou seja, onde o carregamento é aplicado, representado pela

presenca das cores “frias”. A medida que aumenta a profundidade e distancia horizontal para o
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elemento de fundacdo, se tornam menores até chegar em valores nulos, representadas pelas
cores “quentes”.

Figura 5.10 - Gradiente dos deslocamentos verticais
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Fonte — Autor, 2022.

deslocamentos_y

Além dos deslocamentos, foram observadas tensdes normais em oxx € oyy obtidos por
meio do codigo aplicado nessa pesquisa e do software na regido de maior deslocamento. No
ABAQUS®, a saida de resultados das tensbes sdo apresentadas por nos e quando mais de um
elemento contribui para o no, é feita uma média simples das tensdes nos elementos para
definicdo da tensdo nodal. Na Tabela 5.2 sdo apresentados as tensdes minimas em X (oxx), € na

Tabela 5.3, sdo exibidos as tensdes minimas utilizando emy (oyy). De acordo com essas tabelas,



74

é possivel que os valores se aproximaram bastante, sendo que para as malhas com 240 e 960
elementos, para ambas as tensdes, teve umas diferenca de 0,00%. Para a malha com 540

elementos, houve uma diferenca de 0,132% e 0,275%,0xx € oyy respectivamente.

Tabela 5.2 - Tens6es oxx
Solo Sob Sapata Corrida

ABAQUS® (CPS3) triangular_CST.sce
Malha Ne  Numero do (6% Namero do (6% I\?ig;g )
A 2 2
NO (KN/m?) Elemento (KN/m?) (KN/m?)
237 -2,496
240 142 -2,533 238 -1,630 -2,533
239 -3,472
537 -3,599
540 303 -3,218 538 -1,983 -3,222
539 -4,085
957 -4,060
960 524 -3,585 958 -2,395 -3,585
959 -4,299
Fonte — Autor, 2022.
Tabela 5.3 - Tensdo oyy
Solo Sob Sapata Corrida
ABAQUS® (CPS3) triangular_CST.sce
Msleha Numero do (oyy) Numero do (oyy) Média - (oyy)
N6 (kKN/m2) Elemento (kKN/m2) (KN/m2)
139 -4,938
240 142 -4,924 140 4911 -4,924
539 -5,354
540 304 -5,216 540 5,107 -5,230
959 -5,418
960 525 -5,261 960 5104 -5,261

Fonte — Autor, 2022.

A Figura 5.11 mostra os gradientes das tensdes normais oxx € oyy para as trés malhas
obtidos via ABAQUS®, onde as zonas das cores “frias” representam as menores tensdes € as

cores mais “quentes”, as maiores tensoes.
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Figura 5.11 - Gradiente das tensdes oxx € oyy 0Obtidos via ABAQUS®
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Fonte — Autor, 2022.

5.3 VIGA BIAPOIADA DE CONCRETO ARMADO

A Figura 5.12 mostra uma viga de concreto armado biapoiada com 1600mm de
comprimento, 400mm de altura e uma espessura de 100mm, submetida a duas cargas
concentradas de 30kN. O material possui um mddulo de elasticidade 40000MPa e um
coeficiente de Poisson de 0,17. Assim como no exemplo anterior, essa estrutura é simétrica,

sendo assim € possivel realizar a anélise apenas metade da peca, 0 que reduz a quantidade de
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elementos necessarios e o tempo de processamento. Foram adotadas 4 discretizacGes utilizando
dois tipos de elementos quadrilateros com malhas de 32 (4x8), 128 (8x16) e 288 (12x24)

elementos para ambos.

Figura 5.12 - Viga de concreto armado
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Fonte — Autor, 2022.

Por estar sendo utilizada as condic¢Bes de simetria da viga, € necessario aplicar condi¢Ges
de contorno que simule isso. Assim, como a divisdo acontece no meio do vao, nesse ponto passa
a ter restricbes de movimentacdo no sentido do eixo X (por haver material contendo

deslocamento). A discretizacdo € ilustrada na Figura 5.13 para a malha com 32 elementos.

Figura 5.13 - Discretizacdo da viga
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Fonte — Autor, 2022.

Os resultados foram comparados com os valores obtidos por Khennane (2013), com o
valor tedrico também fornecido pelo autor e pela analise via ABAQUS®. O autor citado utilizou
apenas o elemento quadrilatero de 8 nés e discretizou a viga com uma malha com 32 elementos.
Com o software comercial utilizou-se tanto o elemento de 4 nds quanto o de 8 nds. Na Tabela

5.4 sdo apresentados os resultados, sendo possivel perceber que os valores obtidos com os
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coédigos programa_Q4.sce e programa_Q8.sce sdo iguais ao Khenanne (2013) e com o
ABAQUS®, sdo superiores ao tedrico. 1sso acontece por ser obtido por meio da equacéo (5.3.1)
para viga esbelta (onde a é a distancia da carga até o apoio, L a distancia entre os apoios e El a
rigidez da peca), que € o caso analisado, que simplifica os efeitos reais da viga, ndo incluindo
os deslocamentos devido ao cisalhamento. Assim, Q4_Scilab apresenta um erro relativo de
18,35% e 0 Q8_Scilab de 22,66% para o resultado tedrico.

_ Pa(3L? — 4a?) (5.3.1)
max 24E]

Tabela 5.4 - Deslocamentos verticais maximos no meio do vdo com a malha de 32 elementos (mm)
Viga biapoiada submetida a cargas pontuais

Numero de ABAQUS® Scilab Khennane Valor
Elementos CPS4 CPS8 Q4 Q8 (2013) Tedrico
32 -0,14697  -0,15462 | -0,14697 -0,15507 0,15 0,12

Fonte — Autor, 2022.

A Figura 5.14 mostra o gradiente dos deslocamentos verticais, onde a zona com cores
mais “quentes” representa 0os menores deslocamentos, enquanto as cores mais frias sdo os
maiores deslocamentos. E possivel perceber que a deformada apresenta o comportamento fisico

esperado, com 0 meio do vao, ou seja, a extremidade direita, tem os maiores deslocamentos.

Figura 5.14 - Gradiente dos deslocamentos verticais para a malha de 32 elementos
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Fonte — Autor, 2022.
A Tabela 5.5 apresenta os valores dos deslocamentos verticais maximos no meio do véo
para as trés malhas utilizadas. Sdo comparados os valores obtidos via ABAQUS® e
programa_Q4.sce e programa_Q8.sce, para 0s elementos quadrilateros de 4 e 8 nos
respectivamente. Posteriormente, é apresentado o Figura 5.15 que relaciona os descolamentos

com o nimero de elementos.

Tabela 5.5 - Comparagdo dos descolamentos verticais maximo no meio do vao por meio do ABAQUS® e Scilab

(mm)
Viga biapoiada submetida a cargas pontuais
NUmero de ABAQUS® Scilab
Elementos CPS4 CPS8 Q4 Q8
32 -0,14697 -0,15462 -0,14697 -0,15507
128 -0,15364 -0,15783 -0,15364 -0,15829
288 -0,15623 -0,16022 -0,15623 -0,16021

Fonte — Autor, 2022.
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Figura 5.15 - Grafico: Deslocamentos x NUmero de elementos para os valores obtidos por meio do ABAQUS® e
Scilab
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Fonte — Autor, 2022.

Os resultados da analise mostram valores proximos para todas as malhas, nas analises
feitas via ABAQUS® e Q4 _Scilab/Q8_Scilab, sendo obtido uma diferenca relativa de 0% para
as trés malhas do elemento de 4 nés. Para o elemento de 8 nds foi encontrado uma diferenca
percentual de 0,289% para a malha com 32 elementos e de 0,291% para 128 elementos. Além
disso, comparando os dois tipos de elementos, é possivel perceber que o quadrilatero de 8 nds
apresenta resultados superiores mesmo em discretiza¢cdes com um menor nimero de elementos.
Enquanto isso, o quadrilatero de 4 nos precisa de mais refinadas malhas, o que é observado na
malha com 288 elementos que apresenta uma diferenca percentual de 0,742% em relacdo a
malha de 32 elementos do com 8 nés. Malhas maiores do que as apresentadas sao extremamente
densas, tornando a discretizacdo manual cansativa. Além disso, a comparacdo com os resultados
obtidos pela versao estudantil do ABAQUS® ndo se torna possivel devido a limitagdo de nimero
de nds pela Dassault Systemes. A Figura 5.16 apresenta os gradientes dos deslocmentos para

as malhas com 128 e 288 elementos para ambos os elementos analisados via ABAQUS®.

Figura 5.16 - Gradientes dos deslocamentos verticais para a viga de concreto armado
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Fonte — Autor, 2022.

54 VIGA EM BALANCO

A viga em balanco exibida na Figura 5.17 possui dimensdes de 3x0,2x0,2m, com um
moédulo de elasticidade de 2x10' kN/m e v = 0,15. Para as discretizagbes foi utilizado o
programa H8_Padrdo.sce. Utilizou-se 4 malhas com Ne = 3, Ne = 12, Ne = 25, Ne = 30, Ne =

50 e Ne = 80. Na Figura 5.18 estdo ilustradas as discretizacdes das malhas com menor e maior

densidade.
Figura 5.17 - Viga em balanco
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\
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Fonte — Autor, 2022.
Figura 5.18 - Discretiza¢do da viga em balango com as malhas 1 e 6
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(b) Discretizacdo de 80 elementos
Fonte — Autor, 2022.
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Com relagdo ao carregamento foram analisadas duas situagdes. A primeira com carga
pontual e a segunda com carga uniformemente distribuida. Para o primeiro caso, hd uma carga
de 2000N sendo aplicada na extremidade livre da viga. O segundo caso, a carga esta sendo
distribuida na face superior da viga com uma intensidade de 1000N/m2.

Os resultados obtidos com o programa H8 Padrdo.sce foram comparados com 0s
obtidos por Alwathaf (2014), e também com o valor tedrico dos deslocamentos. As Figura 5.19
e 5.20 representam os deslocamentos pelo niUmero de nos para o caso da aplicacdo da carga

concentrada e para distribuida, respectivamente.

Figura 5.19 - Gréfico: Deslocamento versus Nimero de elementos para a viga em balan¢o submetida a carga
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Fonte — Autor, 2022.

Figura 5.20 - Gréfico: Deslocamento versus Nimero de elementos para a viga em balango submetida a carga
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Fonte — Autor, 2022.
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Observa-se que em relagdo as curvas encontradas por Alwathaf (2014), o cddigo
H8_Padréo.sce apresenta uma boa preciséo para as duas situacoes de carregamento. Entretanto,
com relacdo ao valor teorico, existe uma diferenca, com um erro relativo de aproximadamente
13,90% e 13,75% para a malha com 30 elementos, para as cargas pontual e distribuida
respectivamente. Essa alteragdo diminui & medida que a malha foi refinada, ficando em torno
de 6,22% e 6,06% para 80 elementos, para as cargas pontual e distribuida respectivamente. E
possivel perceber ainda que para convergir para o resultado tedrico, as malhas precisam ser
muito densas pois a medida que foi realizado o acréscimo de elementos, o aumento dos
deslocamentos teve um ritmo mais lento nos dois casos. A Figura 5.21 mostra o gradiente dos
deslocamentos para ambas as condi¢des de carregamento, sendo a zona de cores quentes 0s

menores deslocamentos, onde esta o engaste, enquanto as cores frias representam os maiores.

Figura 5.21 - Gradiente dos deslocamentos para a viga engasta, com visualizag8o através do Paraview
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Fonte — Autor, 2022.

55 PLACAFINA
A Figura 5.22 ilustra uma placa fina com dimensdes 10x10x0,2uc (unidade de

comprimento), submetida a uma concentrada de 100uf (unidade de forca) posicionada em seu

centro e possui todas as bordas engastadas. Possui médulo de elasticidade E= 3x107 e
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coeficiente de Poisson v=0,3. E uma pega simétrica e, assim como visto anteriormente, para a
discretizacdo é possivel utilizar apenas uma parte da mesma (neste caso ¥ da placa). As
condicdes de contorno precisaram ser compatibilizadas, restringindo os deslocamentos dos nds
no eixo ortogonal aos locais do corte na estrutura. Alem disso, a essa divisdo a carga também
foi compatibilizada, sendo utilizada ¥4 da mesma, 25uf. Foram realizadas discretizagdo com o
elemento sélido de 8 nés (H8 Padrdo.sce), com 4 malhas: Ne = 16 (4x4x1), Ne = 144
(12x12x1), Ne = 400 (20x20x1) e Ne = 1600 (40x40x1), onde os dados de entrada forma
organizados da mesma forma vista na secdo 5.4. A Figura 5.23 ilustra as discretizacdes da placa

indeformada.

Figura 5.22 - Placa fina engastada em todas as bordas com carga central

Fonte — Autor, 2022.

Figura 5.23 - Placas discretizadas indeformadas, com visualizagdo através do Paraview

(a) Discretizagdo de 16 elementos (b) Discretizacdo de 144 elementos
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(c) Discretizagéo de 400 elementos (d) Discretizacao de 1600 elementos
Fonte — Autor, 2022.

O comportamento dessa placa € conhecido, assim o valor teérico do deslocamento no
centro é dado por Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959) através da equacéo (5.5.1):

0.0056 X F x 12 onde D = _E<Y (55.1)
Omax = D (12(1—v2)

Logo, o deslocamento méaximo no centro é de 0,0025458.
O resultado obtido através do cddigo H8 Padrédo.sce € comparado com a teoria, sendo

apresentada na Tabela 5.5.1. O Figura 5.24 apresenta a visualizacdo grafica dos valores dessa
tabela.

Tabela 5.6 - Valor dos deslocamentos no centro da placa
Placa quadrada engastada nas 4 bordas com carga central

Ndmero de H8_Padrao.sce Valor

Discretizacgéo

Elementos Tedrico

4x4x1 16 -0,00024 -0,00255
12x12x1 144 -0,00111 -0,00255
20x20x1 400 -0,00160 -0,00255
40x40x1 1600 -0,00197 -0,00255

Fonte — Autor, 2022.
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Figura 5.24 - Grafico: Deslocamentos versus Nimero de elementos
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Fonte — Autor, 2022.

Pode-se observar que em comparacdo com o resultado téorico, as malhas com menos
elementos possuem valores mais distantes com um erro relativo de 90,65% para a malha com
16 elementos e 56,31% para 144 elementos. Ao refinar as malhas, € possivel perceber uma
melhora na resposta, chegando erros relativos de 37,06% para Ne = 400 e 22,74% para Ne =
1600. Entretanto, mesmo com o aumento significativo da quantidade de elementos, ainda néo
foi suficiente para uma aproximacao rapida do valor tedrico, como visto no exemplo anterior.
Para isso seria necessario usar uma malha aindamais densa, 0 que necessita de um maior recurso
computacional e sobre tudo maior trabalho na geracdo da malha.

A Figura 5.25 apresentam-se as deformadas da placa com gradiente dos deslocamentos
verticais, onde as zonas de cores guentes tem valores menores, enquanto as da zona mais fria
sdo maiores. Mesmo diante dos erros relativos apresentados, o programa H8 Padrdo.sce
consegue capturar o comportamento fisico esperado para uma placa submetida uma carga
pontual, com maiores deslocamentos onde a carga esta sendo aplicada.

Figura 5.25 - Visualizacdo através do Paraview do gradiente dos deslocamentos para uma placa engastada nas 4
bordas com carga pontual
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(a) Discretizag8o de 16 elementos (b) Discretizacdo de 1600 elementos

Fonte — Autor, 2022.
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6 CONCLUSAO

O presente trabalho se propds a descrever em detalhes a formulacéo de elementos finitos
classicos da literatura, partindo de dominios simples até os mais gerais. Essas formulacdes
foram implementadas em um programa computacional por meio da linguagem livre Scilab,
resultando em uma biblioteca de elementos finitos uniaxiais, planos e tridimensionais que séo
utilizados semestralmente na Disciplina Introducdo ao Método dos Elementos Finitos do Curso
de Engenharia Civil do IFPB — Campus Cajazeiras. Utilizou-se entdo tais elementos para a
realizacdo de analises linear elasticas de varios problemas estruturais e geotécnicos
selecionados das literaturas estudadas.

Com a utilizagdo de elementos de alta ordem, como é o caso do quadrilatero de 8 nds,
observou-se que a convergéncia para resultados esperados acontece de forma bem mais réapida,
necessitando de uma malha menos densa de elementos, em comparacdo com o0s elementos
quadrilateros de 4 no6s padrdo. Entretanto, cabe salientar que os elementos padrBes
bidimensionais, como o triangular CST e o quadrilatero bilinear de 4 nés, possuem formulagdo
mais simples, menos graus de liberdade, e consequentemente um menor custo computacional.
Isso é relevante sobretudo em malhas maiores, ou em analises computacionalmente mais
onerosas, como é o caso das analises ndo lineares.

Anélises tridimensionais possuem uma dificuldade maior nas discretizacbes feitas
manualmente quando comparadas aos dos exemplos bidimensionais. Para a viga em balanco,
obteve-se um desempenho considerado bom com o elemento hexaédrico padrdo de 8, com erros
relativos menores e utilizando malhas com uma quantidade de elementos ndo muito alta. Se
tratando de placas, que possuem um elemento finito proprio, mas também podem ser analisadas
por meio de elementos solidos, 0 H8_Padrdo apresentou uma performance considerada baixa
em comparacao a viga, mesmo com a malha mais densa. I1sso pode ter sido causado pelos efeitos
de torcédo existentes e que ndo sdo considerados pela formulagdo do elemento. Entretanto, é
possivel alcancar o resultado tedrico com malhas extremamente densas, 0 que se torna inviavel
com uma discretizacdo manual. Além disso, cabe notar que isso aumentaria 0 tempo de
processamento.

Na presenca da vasta gama de softwares comerciais, o desenvolvimento e validagdo dos
algoritmos proprios ainda é relevante, devido a fatores como o alto prego das licengas,
necessidade de recursos computacionais avancados e tambem uso educacional, visto que as

versdes estudantis possuem limitac6es, como do nimero de nos e prazo de uso. Diante de um
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viés académico, por meio deste trabalho € possivel perceber que € vantajoso o uso dos cédigos
de forma didatica, visto que os comportamentos fisicos obtidos sdo condizentes com as
geometrias e carregamentos, além de ndo existir limitacdo quanto a numero de noés ou
elementos.

Por fim, conclui-se que a formulacdo descrita e 0os codigos computacionais utilizados
neste trabalho possuem um considerdvel potencial de aplicacdo para analise de problemas
praticos da engenharia, no ensino didatico do MEF e para a iniciacdo cientifica, contribuindo
dessa forma para desenvolvimento académico e tecnoldgico.

Na possibilidade de continuacdo desse trabalho, pontua-se as seguintes sugestdes:
implementacdo do elemento hexaédrico de 20 nds, comparando o desempenho com os lineares
em estruturas de geometria simples, até as mais complexas incluindo superficies curvas;
implementacdo de elementos lineares incompativeis; utilizar programas geradores de malhas.
Além disso é possivel aplicar a biblioteca de elementos a problemas de outras areas da
engenharia, como problemas de fluxo de calor e de Mecénica dos Fluidos; implementar de uma
rotina para realizar suavizacdo de tensdes, gerando assim, valores nodais e ainda implementar
de rotinas que transforme cargas distribuidas em forcas nodais equivalentes de forma

automatica.
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