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RESUMO

O presente trabalho teve como objetivo analisar um Livro Didético (LD) do 2° ano do Ensino
Médio quanto ao conhecimento de Esfera, mais precisamente, quanto ao volume da esfera e
drea da superficie esférica, a luz da Teoria dos Registros de Representagdes Semidticas (TRRS)
de Raymond Duval. Esta aborda o modelo de funcionamento cognitivo do pensamento
matemdtico e analisa as dificuldades encontradas na aprendizagem da Matematica
considerando a forma de acesso aos objetos matemdticos, que se dd por meio das suas
representacdes semiodticas. Dessa forma, esta pesquisa caracteriza-se como sendo de abordagem
qualitativa, do tipo bibliogréfica, se deu por meio de estudo descritivo do tipo exploratério e de
natureza aplicada. Como modelo de pesquisa, foi utilizado o método hipotético dedutivo.
Considerando a importancia do LD e que este, € o recurso principal utilizado pelos professores
em sala de aula, analisamos a abordagem do livro didético aprovado no PNLD/2021 e mais
adotado pelas escolas estaduais do municipio de Cajazeiras — PB, quanto aos registros de
representacoes € os tipos de conversdes dos objetos, volume da esfera e drea da superficie
esférica trabalhadas no LD. Com isso, identificamos que o LD apresenta lacunas em relacdo
aos objetos matemdticos volume da esfera e superficie esférica, pois nas questdes propostas
analisadas, foi priorizado o registro em lingua natural dos objetos mateméticos, o que na visao
de Duval (2004), ndo favorece na compreensao dos objetos geométricos, pois 0s tratamentos
discursivos e figurais devem ser feitos de forma simultinea. Com relacdo as conversoes,
apontamos que o livro prioriza algumas conversoes entre registros de representacdes semidticas
do volume da esfera e da drea da superficie esférica em detrimento de outras. Concluimos, que
no processo de ensino-aprendizagem de matemaética o professor ndo deve limitar-se apenas ao
livro diddtico, pois utilizar apenas este recurso niao garante a compreensdo dos objetos
matematicos.

Palavras-chave: Aprendizagem da Matematica; Livro Didéatico; Esfera; Registros de
Representagdes; Conversoes.



ABSTRACT

The present work aimed to analyze a Textbook (LD) of the 2nd year of high school regarding
the knowledge of Sphere, more precisely, regarding the sphere volume and spherical surface
area, in light of Raymond Duval's Theory of Records of Semiotic Representations (TRRS) It
approaches the cognitive functioning model of mathematical thinking and analyzes the
difficulties encountered in the learning of mathematics considering the form of access to
mathematical objects, which takes place through their semiotic representations. Thus, this
research is characterized as being of qualitative approach, of the bibliographic type, was carried
out through a descriptive study of exploratory type and applied nature. As a research model, the
hypothetical deductive method was used. Considering the importance of LD and that this is the
main resource used by teachers in the classroom, we analyzed the approach of the textbook
approved in the PNLD/2021 and more adopted by the state schools of the municipality of
Cajazeiras — PB, regarding the records of representations and types of conversions of objects,
volume of the sphere and spherical surface area worked in the LD. With this, we identified that
LD presents gaps in relation to mathematical objects sphere volume and spherical surface,
because in the proposed questions analyzed, the registration in natural language of
mathematical objects was prioritized, which in Duval's view (2004), does not favor the
understanding of objects because discursive and figurative treatments should be done
simultaneously. With regard to conversions, we point out that the book prioritizes some
conversions between records of semiotic representations of the volume of the sphere and the
spherical surface area to the detriment of others. We conclude that in the process of teaching-
learning mathematics the teacher should not be limited to because using only this resource does
not guarantee the understanding of mathematical objects.

Keywords: Mathematics learning; Textbook; Sphere; Representation Records; Conversions.
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1 INTRODUCAO

O ensino da Matematica tem gerado grandes discussdes acerca do processo de ensino-
aprendizagem dos docentes e educandos, as dificuldades existentes na educacdo bésica, no que
se refere as abordagens dos conteddos matemadticos, fazem pesquisadores e professores
desenvolverem pesquisas que debatem métodos e técnicas de aprendizagem que buscam
facilitar o processo de compreensdo dos alunos. A Geometria espacial ¢ um dos campos da
matematica, que tem importante papel na educagio bdsica de leitura e interpretacao do espago,
ja que seu estudo busca desenvolver o raciocinio geométrico e compreender a relacido entre
espaco e forma.

Dessa forma, temos como objeto de pesquisa deste trabalho, a Esfera, a qual € um Corpo
redondo e faz parte da geometria espacial, que requer um processo de familiarizacdo com os
sOlidos geométricos e no desenvolvimento de percepcdes e habilidades dos sujeitos em
identificar estes solidos, as formas e espacos de maneira que consiga entender o contetido
geométrico. Além disso, € bastante comum encontrarmos objetos com formato esférico no dia
a dia, como por exemplo, a bola de futebol, o Globo Terrestre entre outros objetos.

A escolha da Esfera para este trabalho, surgiu por uma instigacdo pessoal, como
admiradora das curiosidades e fatos cientificos do Espaco, que envolvem a matematica.
Entendo que é importante o estudo desse objeto matemético, pois por meio de conhecimentos
esféricos pode-se compreender melhor como funcionam alguns acontecimentos no planeta
Terra, a exemplo do fuso hordrio e das projecdes cartograficas, como também, pode possibilitar
um significado do seu estudo aos alunos e gerar interesse pela astronomia. Para isso, o ensino
deste objeto matemdtico deve ser satisfatorio, de modo que se consiga a compreensao dos
alunos.

Desse modo, a Proposta Curricular do Ensino Médio da Paraiba (2020), regulamenta o
ensino da esfera na 2? série do Ensino Médio. Assim, neste trabalho abordaremos o estudo da
Esfera de acordo com o que € abordado no Ensino Médio. Seguindo essa premissa, teremos
como foco principal os objetos mateméticos volume da Esfera e drea da superficie esférica.

Essa pesquisa tem como fundamentacdo tedrica, a Teoria de Registros de
Representacdes Semidticas (TRRS) de Raymond Duval, a qual aborda o modelo cognitivo do
pensamento, analisando os obstdculos existentes na aprendizagem da matemadtica e

considerando a forma de acesso aos objetos matemadticos, que de acordo com Duval (2016, p.
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17), “sdo unicamente acessiveis por meio da producdo de representagcdes semidticas”, assim, 0s
objetos mateméticos ndo possuem existéncia fisica e s6 € possivel ter acesso a estes objetos,
por meio de suas representacoes semioticas.

Por outro lado, o Livro Didatico (LD) € um dos principais recursos utilizados pelos
docentes na sala de aula, pois possibilita a organizagcdo do curriculo escolar e o planejamento
de aulas, mediante sua pluralidade de abordagens e usos. Para Saviani (2007) o livro didético é
um instrumento insubstituivel e adequado para a transformag¢do da mensagem cientifica em
educativa. Em matemaética, Carvalho e Lima (2010) apontam que o LD tem papel fundamental
de favorecer a aquisi¢cdo dos conteddos pelos discentes, bem como auxilia na avaliacdo da
aprendizagem. Diante disto, podemos afirmar que € essencial analisar o LD trabalhado no
ambito escolar.

Neste sentido, surgem os questionamentos: como os livros didaticos abordam o objeto
matematico esfera, quanto as suas representacdes? Estas abordagens podem levar os alunos a
uma compreensao desse objeto matemético?

Sendo assim, esse trabalho tem como objetivo geral analisar um Livro Didético do 2°
ano do Ensino Médio quanto ao conhecimento de Esfera, mais precisamente, quanto ao volume
da esfera e drea da superficie esférica, a luz da Teoria dos Registros de Representacdes
Semidticas. Para isso, temos como objetivos especificos: Analisar a BNCC e a Proposta
curricular do Ensino médio da Paraiba quanto aos objetos matematicos volume da esfera e drea
da superficie esférica; analisar o LD quanto aos registros de representacdes semidticas dos
objetos mateméticos volume da esfera e area da superficie esférica; analisar o LD quanto as
conversdes entre registros de representacdes semidticas dos objetos matematicos volume da
esfera e drea da superficie esférica.

Nessa perspectiva, esta pesquisa caracteriza-se como sendo de abordagem qualitativa,
do tipo bibliogréfica, se deu por meio de estudo descritivo do tipo exploratdrio e de natureza
aplicada. Como modelo de pesquisa, buscando entender o problema, foi utilizado o método
hipotético dedutivo, “esse modelo gera, através de um trabalho logico, as hipdteses, os
conceitos e os indicadores para os quais serd necessdrio buscar correspondentes no real”
(GERHART, 2009, p. 54).

Este trabalho estd estruturado em cinco capitulos. No primeiro capitulo, apresentamos a
justificativa, a problemética da pesquisa, 0s objetivos gerais e especificos e a estrutura do

trabalho. No segundo capitulo, trazemos uma pesquisa de ‘estado da arte’ que apresentam
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pesquisas com contribuicdes relevantes sobre o ensino da Esfera no Ensino Médio e da
Geometria. No terceiro capitulo, apresentamos a fundamentacio tedrica com consideracdes
importantes acerca da Teoria dos Registros de Representacdes Semidticas, bem como as
contribuicdes que trazem a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e a Proposta Curricular
do Ensino Médio da Paraiba. No quarto capitulo, apresentamos todo o trajeto metodoldgico
deste trabalho. No quinto capitulo, trazemos a andlise do LD e a sintese dos resultados. Para

finalizar, apresentamos as consideragdes finais.
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2 ESTADO DA ARTE DE PESQUISAS QUE TRAZEM REFLEXOES E
CONTRIBUICOES PARA O ENSINO DA GEOMETRIA E DO OBJETO
MATEMATICO ESFERA

Neste capitulo apresentamos pesquisas que trazem reflexdes acerca da educacdo
matematica, bem como do processo de aprendizagem para o ensino da geometria espacial e da
esfera. Estes estudos foram encontrados por meio de pesquisa denominada estado da arte ou
estado do conhecimento, que apresenta carater bibliogréafico e desafiador para os pesquisadores
pois, “buscam discutir uma certa produgdo académica em diferentes campos do conhecimento,
tentando responder que aspectos e dimensdes vém sendo destacados e privilegiados em
diferentes épocas e lugares, de que formas ¢ em que condigdes tém sido produzidas”

(FERREIRA, 2002, p. 258) estas produgdes académicas.

2.1 Impressoes iniciais acerca das Pesquisas Selecionadas

Para que fossem identificadas as pesquisas de interesse deste trabalho, recorremos ao
banco da Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertacdes (BDTD), que traz pesquisas
pertinentes de teses e dissertacOes defendidas nos programas brasileiros de Pds-Graduacgao,
considerando o periodo entre 2010 a 2021.

Para selecionar as pesquisas, na primeira andlise fizemos a leitura do resumo, palavras
chaves e introdu¢do, a fim de investigar se a pesquisa poderia contribuir com este trabalho.
Assim, identificamos o conteddo matemaético trabalhado, o nivel de ensino dos sujeitos
envolvidos na pesquisa e se as mesmas abordavam a TRRS como fundamentagdo tedrica.

Foram feitas duas buscas no BDTD em janeiro de 2022, na primeira foi pesquisado o
termo “esfera em matematica”, que resultou em 535 resultados de teses e dissertagdes, sendo
que, apos a andlise descrita no pardgrafo anterior, foi identificado do que se tratava cada
trabalho, e assim, foram selecionadas apenas 3 dissertagdes, pois apontam a abordagem e o
ensino da esfera no Ensino Médio. Na busca seguinte, foi pesquisado o termo “geometria
espacial e a teoria dos registros de representagdes semidticas”, resultando em 7 dissertagdes,
destas, duas foram selecionadas, pois abordam o ensino da geometria e estdo fundamentadas na
TRRS de Duval. Vale ressaltar que foram encontradas poucas pesquisas sobre o ensino da

esfera com abordagem na geometria espacial, como também, ndo foram encontradas pesquisas
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que trabalham o objeto matematico esfera com embasamento na TRRS, o que justifica serem

feitas duas buscas separadamente.

2.2 Pesquisas com destaque no Ensino da Esfera

Dentre as pesquisas selecionadas, quanto ao ensino do sélido esfera, tomamos como
referéncia os trabalhos de Medeiros (2014), Tavares (2019) e Pilati (2015).

O trabalho de Medeiros (2014) apresenta um estudo sobre o ensino das férmulas para o
calculo do volume da esfera e da drea da superficie esférica, para isto, o autor definiu a pesquisa
como sendo de cardter quanti-qualitativo e tem como objetivo principal, identificar de que
forma estes conteddos sdo abordados e quais os métodos utilizados por professores em sala de
aula. Por meio de um questiondrio composto por 14 questdes objetivas e subjetivas, foram
entrevistados 30 professores do ensino médio das redes de ensino publica, estadual e federal da
cidade de Natal — RN.

Dentre os resultados obtidos mediante o questionario, Medeiros (2014) ressalta quanto
ao ensino de drea e volume da esfera e a importancia da abordagem geométrica em sala de aula

que,

[...] a familiarizacdo com as figuras geométricas e o desenvolvimento de habilidades
ligadas a percepcio espacial sdo essenciais em vdrias situagdes escolares, no dia a dia
das pessoas e no exercicio das mais variadas profissdes. O conhecimento geométrico
pode ser caracterizado pelo exercicio de habilidades que configuram uma estrutura
comportamental a partir da qual se pode apreender o significado e as func¢des do
ensino da geometria (MEDEIROS, 2014, p. 08).

Neste sentido, torna-se bastante importante a abordagem da TRRS de Duval e as
atividades de tratamento e conversdo, as quais corroboram para que o estudante estimule o
conhecimento de ao menos dois registros de um mesmo objeto, e assim, consiga desenvolver a
habilidade de reconhecer a geometria e o objeto matematico esfera, em situacdes problemas do
cotidiano.

Quanto ao uso das féormulas e dos materiais concretos, 73% dos docentes entrevistados
afirmaram que s6 utilizam férmulas nas aulas e 50% disseram ndo utilizar materiais concretos.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais PCN’s (BRASIL, 1997, p. 127)
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O pensamento geométrico desenvolve-se inicialmente pela visualizagdo: as criangas
conhecem o espaco como algo que existe ao redor delas. As figuras geométricas sdo
reconhecidas por suas formas, por sua aparéncia fisica, em sua totalidade, e ndo por
suas partes ou propriedades.

Medeiros (2014) ressalta que as dificuldades relatadas pelos professores entrevistados,
mostram a necessidade de abordar a geometria de forma mais simples e acessivel ao
entendimento do aluno. Mediante os resultados da pesquisa, o autor afirma que, pode-se utilizar
as resolucdes matemadticas para a geometria espacial construidas no estudo por ele apresentado,
como um caminho para o professor justificar e simplificar o ensino de area e volume da esfera
em sala de aula. Com isso, o autor apresenta a nocao intuitiva e a defini¢do de volume, como
também, aborda o volume da esfera usando o Principio de Cavalieri, como também, usando
aproximacoes.

O trabalho de Tavares (2019) traz contribui¢des para o ensino do calculo do volume da
esfera e da drea da superficie esférica, e € caracterizado como uma pesquisa bibliografica, a
qual foi realizada em livros de geometria, artigos, sites e revistas especializados em geometria
e dissertagcdes do Programa de Mestrado Profissional em Matemadtica em Rede Nacional
(PROFMAT). Como resultado desta pesquisa bibliografica, foi verificado que a literatura
aborda o volume da esfera por intermédio do método da exaustio inscrevendo cilindros retos
na semiesfera.

Essa pesquisa apresentada por Tavares (2019), possui o objetivo de apresentar
estratégias para determinar as relagdes para o calculo do volume da esfera e da drea da superficie
esférica que podem ser adaptadas e utilizadas pelo professor de matematica no Ensino Médio,
que a partir destas estratégias, pode elaborar atividades para a sala de aula.

H4 uma grande relevincia ao investigar o contexto historico do objeto matemdtico
trabalhado, o professor amplia a familiarizagdo com o contetido abordado em sala. Tavares
(2019) ressalta a importancia do ensino da geometria Euclidiana no Ensino Médio e o quanto é
imprescindivel explorar o seu papel na evolu¢do humana, como também, a sua ligacdo com a
propria matemadtica.

Assim como na pesquisa de Medeiros (2014), Tavares (2019) também aborda o
Principio de Cavalieri no célculo do volume da esfera, além de também abordar o segundo
Teorema de Pappus, o Teorema de Arquimedes e o método da exaustdo. Os dois autores
destacam a importincia de mediar o ensino da esfera de forma que ndo sejam apenas

apresentadas as formulas. Com as pesquisas, eles sugerem que a abordagem deste contetido seja
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também, por meio de demonstracdes, teoremas e defini¢des, para facilitar a aprendizagem dos
alunos.

A partir disto, pode-se destacar a importancia de entender a forma de pensar em
matematica citada por Duval (2018), onde ele afirma que a matemética tem uma caracteristica
propria de pensar e trabalhar, o que torna um desafio fazer com que os alunos consigam adquirir
esse modo de pensar e trabalhar que € essencial para a aquisicdo dos conceitos matematicos.
Dessa maneira, apenas apresentar as férmulas do cdlculo do volume da esfera e da area da
superficie esférica aos discentes, ndo garante que os mesmos consigam alcancar este modo
matematico de pensar e trabalhar.

Tavares (2019) menciona aplicagdes da esfera e da superficie esférica no cotidiano e
descreve trés atividades sobre o volume da esfera que podem ser adaptadas para o Ensino Médio
e reforca que € muito mais enriquecedor propor alternativas para justificar ou deduzir a relagdo
do célculo do volume da esfera. Em umas das atividades € utilizado o software GeoGebra 3D,
a autora defende a utilizacio de ferramentas computacionais de forma a ampliar as
possibilidades de entendimento pelos estudantes das relacdes geométricas abordadas, bem
como facilita na compreensdo das demonstragdes matematicas estudadas e contribui com o
registro de elementos gréaficos para as aulas de geometria espacial.

Com isso, a autora busca uma motivacdo dos professores de matematica, de modo que
organizem atividades que comprovem as relacdes matemdticas e ndo abordem apenas a
apresentacao destas relacdes, e também, que utilizem aplicativos de geometria dinAmica na
organizacao e aplicacdo destas atividades.

A pesquisa de Pilati (2015) nos traz outro olhar, pois a mesma visa apresentar varios
métodos que possibilitam determinar o cédlculo do volume da esfera de forma eficaz, geral e
sistemdtica. Dessa forma, € estimado o volume da esfera por aproximacdes por somas de
Riemann utilizando cilindros, prismas de base quadrada e retangular e com a inscri¢ao de
sOlidos geométricos na esfera de raio r, além de mostrar a existéncia de um prisma de base
quadrada, o qual o volume € igual ao volume da esfera, utilizando a quadratura do circulo.

Como nas pesquisas de Medeiros (2014) e Tavares (2019), Pilati (2015) também
demonstra o Principio de Cavalieri para o calculo de areas e volumes da esfera, da mesma forma
que é abordado nos Livros Didaticos que utilizam este principio como método. Com isto, a
autora busca responder se o Principio de Cavalieri €, de fato, o melhor método a ser abordado

no Ensino Médio.
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A autora conclui que mediante todos os métodos apresentados no decorrer do trabalho,
¢ fundamental a reflexdo dos célculos obtidos nas tentativas de aproximagdo do volume da
esfera apresentados. Dessa maneira, o Principio de Cavalieri € o mais acessivel para os discentes
do Ensino Médio, pois se baseia em conhecimentos ja vistos e adquiridos pelos educandos, bem
como possui uma abordagem com célculos mais simples e que dependem apenas do raio da
esfera, tornando a demonstra¢ido mais perceptivel para os alunos.

Porém, isto ndo quer dizer que os alunos do Ensino Médio ndo conseguem compreender
as formas de calcular o volume da esfera, realizadas no trabalho, com base no céalculo
infinitesimal. “Pelo contrario, pois ao estudar progressdes aritméticas e geométricas o aluno
constréi conceitos de limites e somas infinitesimais mesmo sem a formalizacdo desses
conceitos” (PILATI, 2015, p. 52). Realizar a comparagdo do volume da esfera, até entdo
desconhecido para o aluno, aos volumes de objetos ja conhecidos, € uma forma de mensura-

los.

Entendemos que o professor deve oportunizar a compreensio de demonstragdes
matemadticas, pois conhecer o processo de constru¢do do conhecimento desperta o
interesse do educando em investigar, planejar, criar e testar hipGteses e analisar
resultados, provocando uma visdo diferenciada dos saberes desenvolvidos ao longo
dos séculos (PILATI, 2015, p. 2).

Portanto, vale salientar o quao € importante que o professor de matematica busque meios
diferentes de trabalhar o conteido apresentado nos livros didaticos, de modo que permita

ampliar as possibilidades de compreensao dos educandos.

2.3 Pesquisas com destaque no Ensino da Geometria

O ensino da Geometria estd presente nos documentos normativos que regem a educagao

3

bdsica brasileira, pois esse desenvolve “um tipo especial de pensamento que lhe permite
compreender, descrever e representar de forma organizada, o mundo em que vive” (BRASIL,
1998, p. 39). Deste modo, a aprendizagem da geometria auxilia no desenvolvimento do
raciocinio légico dos educandos, bem como possibilita uma abordagem critica da realidade por
meio de comparacdes com situagdes concretas do cotidiano.

Com base nisso, foram identificadas duas pesquisas que trabalham a educacdo

matematica, com foco no ensino da geometria, os trabalhos de Kluppel (2012) e Bullmann
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(2018), os quais abordam a importincia do ensino da geometria no Ensino médio e trazem
contribuicdes relevantes quanto ao ensino deste contetido que € indispensdvel na descoberta da
matemadtica. Vale destacar que, estas pesquisas estdo interligadas ao objeto matematico esfera,
o qual faz parte da geometria espacial.

Na pesquisa de Kluppel (2012) é apresentada uma anélise do contetido de geometria em
livros didaticos de matemética do Ensino Fundamental (anos finais) do periodo de 2002 a 2009,
com o objetivo de explicitar como se dd a abordagem deste contetido, quanto as especificidades
da TRRS, segundo Raymond Duval (2003, 2004). Esta anélise foi feita de modo que, foram
observados quais aspectos da TRRS sdo contemplados nos livros didéticos, quanto aos
tratamentos figurais e discursivos, bem como quanto as conversoes.

O LD é um recurso essencial, com importante funcdo no processo de ensino-
aprendizagem na educagdo bdésica, por meio deste recurso, o aluno tem acesso aos conteudos
de forma mais prética, possibilita a organizac¢ao do curriculo escolar e o planejamento das aulas.
Destes fatos, percebe-se a importincia de analisar este recurso.

Além disso, Kluppel (2012, p. 34) afirma que, “por meio da Teoria de Representagdes
Semidticas, Raymond Duval apresenta um caminho para aprendizagem da matematica,
ressaltando a necessidade de utilizacdo de diversos registros de representacdo para 0 mesmo
objeto matematico”. Com isto, a autora esclarece a importincia da TRRS no ensino da
matematica e busca contribui¢des para a superacao dos obstaculos no processo de aprendizagem
dos discentes.

A pesquisa de Kluppel (2012) possui abordagem qualitativa e ocorreu por meio de
estudo descritivo do tipo exploratério, a andlise do tipo pesquisa bibliogréfica sobre os livros
didaticos de matematica. Foram analisadas cinco cole¢des de livros didaticos de matemaética
aprovados pelo Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD), localizados num acervo da
Universidade Estadual de Ponta Grossa (UEPG), como também, livros didéticos de escolas da
rede publica do Parana.

Dessa forma, foram analisados os contetdos, defini¢des, demonstracdes e exercicios,
com base na TRRS. Mediante as andlises, a autora ressalta que poucas vezes sao apresentadas

demonstragdes e que existe uma falta de interacio entre o tratamento figural e o discursivo,

As defini¢des apresentadas em livros didaticos precisam cumprir as quatro funcdes,
no tratamento do discurso, e interagir com os tratamentos figurais para permitir, na
resolucdo de exercicios e demonstracdes de teoremas e utilizacdo de operagdes
discursivas (descri¢@o, explicacdo, narra¢do e raciocinio). Considera-se que a ndo
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congruéncia dimensional tem que ser explorada para aumentar a percepc¢ao das figuras
(KLUPPEL, 2012, p. 71).

Apenas a figura por si s6 ndo diz nada quanto as suas caracteristicas, € preciso um
tratamento de discurso para que complemente o entendimento que se pretende passar ao aluno.
Assim, de acordo com Duval (2004, p. 172) “o discurso ndo s6 articula expressdes que cumprem
uma fung¢ao referencial, como os nomes em posicao de sujeito nas frases, mas também unidades
que tem um valor légico e epistémico, como as proposigoes”.

Desse modo, a autora conclui que o LD auxilia no planejamento e na gestdo de aulas,
tanto pelas atividades e elucidagdes dos conteidos, como pelos exercicios propostos. Tal como,
que o livro € utilizado pelo professor, e com isto, ndo se deve esquecer a importancia da prética
docente no processo de ensino e aprendizagem que se inicia desde a escolha do LD, até a
utilizacdo nas aulas.

Contudo, Kluppel (2012) constata que no tocante a geometria, a abordagem deste
conteddo nos livros diddticos apresenta lacunas em relacdo a aspectos da TRRS, os resultados
apontam sobre as possibilidades de fragilidade de interlocucido entre o livro, o aluno e o
professor, no que diz respeito a forma de apresentacdo dos exercicios, demonstragdes ou
defini¢des.

Quanto ao tipo de conversdo encontrada nos livros analisados, Kluppel (2012) afirma
que foram: da lingua natural para um enunciado em lingua natural ou uma ou vdrias
representacOes figurais. Entretanto, essa conversdo por vezes negligencia os tratamentos
discursivos (aplicacdo de defini¢des, teoremas...), que s@o os tratamentos vinculados ao registro
de partida. E também nao considera que, no caso da conversdo inversa, de uma figura em um
discurso, existe a exigéncia de uma explicacdo, argumentacdo ou demonstracdo que leva a
expansao discursiva e as distintas formas de funcionamento cognitivo do raciocinio.

A pesquisa de Bullmann (2018) igualmente a pesquisa de Kluppel (2012), tem como
fundamentagdo tedrica a TRRS de Duval. Além disso, tem como objeto de estudo a geometria
espacial, que trata do estudo dos sélidos geométricos, desenvolve a nocdo de espaco
tridimensional e proporciona ao ser humano habilidades de enxergar o espago, por meio de
diferentes angulos de observacao.

Levando em conta as dificuldades dos estudantes quanto a exploracdo de conceitos da
geometria espacial, o motivo destas dificuldades, identificadas em pesquisas pela autora, € a

forma como sdo propostas as atividades em sala de aula, bem como aulas que ndo proporcionam
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a interacdo do aluno com o objeto matemdtico e a nao utilizacdo de metodologias que
possibilitem a producdo de sentidos e negociacdo de significados.

E neste sentido, que Bullmann (2018) busca entender, compreender e refletir o processo
de aprendizagem dos discentes de duas turmas do 3° ano do Ensino Médio Integrado de Méveis
e Edificacoes, do Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia Farroupilha — Campus
Santa Rosa, quanto a geometria espacial. Assim, a pesquisa objetiva identificar aprendizagens
quanto aos conceitos especificos de drea e volume em sdlidos geométricos e para isto, foi
desenvolvida uma sequéncia de ensino que faz uso do software GeoGebra considerando
atividades de tratamento e conversao dos registros de representagdes semidtica, de Duval.

Essa sequéncia de ensino, foi organizada em oito encontros, considerando a abordagem
da geometria espacial e pautada nos registros de representacdo semidtica e o uso do GeoGebra.
Os dados foram obtidos por meio das atividades propostas, que buscaram obter didlogos e
discussdes em dupla de estudantes, e facilitou na construcao do material para andlise mediante
escrita destas discussoes.

Bullmann (2018) apresenta estado da arte com pesquisas que trazem contribui¢des para
o ensino da geometria espacial, como também, o impacto do uso das Tecnologias da Informagado
e Comunicacgdo (TICs), por meio de propostas de ensino. Além disso, a autora aponta que

A escolha de uma metodologia necessita do conhecimento da mesma pelo professor,
de uma finalidade e especificidade que auxilie o docente na tomada de decisdes
coerentes e com possibilidade efetiva de tornar o sujeito ativo no seu processo de
aprendizagem. Do contrdrio, a prética ndo se potencializa (BULLMANN, 2018, p.
25).

Existem muitos tipos de metodologias de ensino que podem ser utilizadas pelo professor
de matematica em sala de aula, mas para que o processo de aprendizagem dos estudantes ocorra
de forma satisfatdria, € necessario que o docente tenha conhecimento suficiente e dominio dos
recursos utilizados, para orientar e conduzir os alunos no desenvolvimento das atividades
propostas.

Com base na TRRS, Bullmann (2018) apresenta classificacdo dos registros de
representacao utilizadas na pesquisa considerando que a representacao dos sélidos geométricos
pode ser realizada no plano e no espaco, sao elas: Registro Figural (representagdo geométrica);
Registro Simbdlico (representagdo numérica e algébrica) e Registro da Lingua Natural
(representacdo natural). A partir disso, ¢ destacado o quanto ¢ importante a “apresentacio de

varios registros de um mesmo objeto matemadtico e o trabalho interno que precisa ser
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desenvolvido mediante atividades de tratamento nos registros e entre os registros, em atividade
de conversao” (BULLMANN, 2018, p. 50).

Nos oito encontros que ocorreram para desenvolvimento da pesquisa de Bullmann
(2018), foram trabalhados, ndo necessariamente nesta ordem: a familiariza¢do e apresentacao
do GeoGebra; construcdo de sélidos como o cubo, prismas e piramide; planificacdo do cubo;
classificacdo e definicdo dos prismas e piramides; exploracdo do calculo de area e volume do
sOlido prisma e da piramide; reconhecimento do formato do cilindro e seus elementos
conceituais, a partir de uma atividade pratica, com auxilio de material concreto; planificacao do
Cilindro e deducdo da férmula de drea e volume, com respectiva resolu¢do de problemas. As
aulas foram de forma expositivas e discursivas, com o auxilio do GeoGebra para construcao
dos solidos apresentados.

Bullmann (2018, p. 78) explica que os sexto e sétimo encontros tiveram como objetivos
relacionar

o estudo de Cilindro, a partir das trés etapas do processo cognitivo de Duval, ou seja,
visualizagdo, construgdo e raciocinio; compreender a situacido proposta na linguagem
natural para obter a apreensdo do conhecimento; construir o sélido geométrico de
modo a demonstrar a apreensdo sequencial; interpretar o sélido, seus elementos e
articula-los ao enunciado de modo a explorar a apreensdo perspectiva e discursiva;
promover a modificago e reorganizacdo como, por exemplo, a planificagdo do sélido

a fim de constatar a apreensdo operatéria e explorar o cdlculo de perimetro, drea e
volume.

No dltimo encontro com os discentes, foram propostas atividades que tinham de ser
representadas e desenvolvidas no software GeoGebra. A autora ressalta que todos os encontros
foram filmados e transcritos, que constituiu um documento no qual se marcavam os didlogos
realizados pela propria, com os estudantes.

Diante das discussdes quanto as atividades abordadas na pesquisa, Bullmann (2018)
confirma a importincia do sistema de producdo das representagcdes semidticas no processo de
ensino e aprendizagem na matematica, pois a partir de notagdes simbolicas, a exemplo de
codigos e figuras e suas representacgdes; através de enunciado em lingua materna; férmula
algébrica ou representacio gréfica; torna-se essencial a compreensio dos objetos matemaéticos.

Portanto, de acordo com as respostas dos alunos foi possivel perceber que a abordagem
a partir do registro figural e das conversdes entre os registros, que lhes foi apresentado pela a
autora, os estudantes conseguiram distinguir o objeto matemadtico de suas representacdes, como

também relacionar conceitos do cotidiano aos conceitos especificos da matematica.
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Com base em todas as pesquisas apresentadas neste trabalho, identificamos que existem
lacunas quanto ao ensino do sélido esfera no Ensino Médio. Os docentes, muitas vezes, apenas
apresentam as féormulas de drea e volume da esfera para os alunos, sem buscar outras
possibilidades que facilitem as apresentagdes e demonstracdes destas formulas, e isso pode
privar o discente de uma convic¢do prépria a respeito da veracidade de uma afirmacgdo
matematica, além de, ndo possibilitar um significado do estudo deste s6lido aos alunos.

Dessa forma, podemos perceber a importancia da reflexao do professor em sua pratica
docente, tal como deve-se buscar métodos que possibilitem a compreensao dos estudantes
quanto aos conteidos matematicos. Quanto ao ensino da esfera, é essencial que o docente ndo
se limite apenas a apresentar formulas, € necessario o uso de demonstracdes, teoremas e
defini¢des, de modo que o aluno consiga adquirir um entendimento mais apurado.

Também, a contribuicdo da TRRS de Duval, no ensino da matematica torna-se evidente
diante do que foi exposto, as representacdes de um objeto sdo fundamentais para a atividade

cognitiva do pensamento.
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo serdo apresentadas consideracdes importantes acerca da Teoria dos
Registros de Representacdes Semidticas de modo geral, bem como, de maneira especifica ao
estudo da Geometria e aos registros dos objetos matemdticos volume da Esfera e drea da

superficie esférica. Também traz as contribuicdes dos curriculos sobre o contetido.

3.1 Introducio a Teoria dos Registros de Representacées Semiodticas

O ensino da Matematica tem gerado grandes discussoes acerca do processo de ensino-
aprendizagem a partir do ponto de vista dos docentes e dos educandos. As dificuldades
existentes na educacdo bdésica, no que se referem as abordagens dos conteddos mateméticos,
trazem pesquisas que debatem métodos e técnicas de aprendizagem que buscam facilitar o
processo de compreensdo dos alunos.

Na Teoria dos Registos de Representacdes Semidticas de Raymond Duval, é abordado
o modelo de funcionamento cognitivo do pensamento, relacionado a registros de representacoes
semioticas. O autor afirma que como os objetos matematicos ndo possuem existéncia fisica, s6

€ possivel ter acesso a estes objetos, por meio de suas representacdes semioticas.

As diversas representacdes semidticas de um objeto matemético sdo absolutamente
necessarias. De fato, os objetos matematicos ndo estdo diretamente acessiveis a
percepg¢do ou a experiéncia intuitiva imediata, como sdo os objetos comumente ditos
“reais” ou “fisicos”. E preciso, portanto, dar representantes. (DUVAL, 2012a, p. 268).

As representacOes semidticas em matematica sdo as figuras geométricas, os graficos, os
esquemas, as escritas simbolica, algébrica e numérica, entre outras. Assim sendo, “as
representacdes semidticas desempenham um papel fundamental na atividade matematica”
(DUVAL, 2012a, p. 268). Por conseguinte, o autor apresenta um caminho para a compreensao
da matemdtica, através da diferenciacdo entre um objeto matemdtico e suas respectivas
representacdes. Dai, portanto, pode ser considerado um paradoxo cognitivo do pensamento

matematico, pois:

De um lado, a apreensdo dos objetos mateméticos ndo pode ser mais do que uma
apreensdo conceitual e, de outro, é somente por meio de representacdes semidticas
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que a atividade sobre objetos matemadticos se torna possivel. Este paradoxo pode
constituir-se num grande circulo para a aprendizagem (DUV AL, 2012a, p. 268).

Por ndo ser possivel ter acesso aos objetos matemaéticos de forma imediata, € importante
que ndo se confunda o objeto matemdtico com sua representacdo, € a possibilidade de
multirepresentacdo de um mesmo objeto que permite contornar este paradoxo cognitivo do
pensamento matematico, o qual passa despercebido no ensino por existir “muito mais
importancia as representacoes mentais do que as representagdes semioticas” (DUVAL, 2012a,
p. 269).

A vista disso, vale ressaltar que,

As representacdes mentais recobrem o conjunto de imagens e, mais globalmente, as
conceitualizagdes que um individuo pode ter sobre um objeto, sobre uma situagio e
sobre o que lhe € associado. As representagdes semidticas sdo producdes constituidas
pelo emprego de signos pertencentes a um sistema de representacdes que tem
inconvenientes proprios de significacdo e de funcionamento (DUVAL, 2012a, p. 269).

Dessa forma, as representacdes semidticas de um objeto ndo sdo apenas necessarias para
fins de comunicacao, mas também sdo fundamentais para a atividade cognitiva do pensamento,
visto que, o desenvolvimento das representacdes mentais depende de uma interiorizacao das
representacdes semidticas, as quais possibilitam complementar func¢des cognitivas
fundamentais como a de tratamento (DUVAL, 2012a).

Outros dois termos essenciais na TRRS sdo a semiose e a noesis. “Se ¢ chamada
“semiose” a apreensdo ou a producao de uma representacao semiotica, € “noesis” a apreensao
conceitual de um objeto, € preciso afirmar que a noesis ¢ inseparavel da semiose” (DUVAL,
2012a, p. 270). Sendo assim, € possivel notar que ndo existe noesis sem semiose, dado que, s6
se tem acesso ao objeto matematico apenas por meio de sua representagao.

Com relagdo a semiose, para que um sistema semiotico seja um registro de representacao
€ preciso permitir as trés atividades cognitivas fundamentais: a formacao de uma representacao
identificavel, que deve seguir as regras e caracteristicas do registro usado; o tratamento, que se
refere a transformacdo de uma representacdo dentro do mesmo registro em que esta
representacao foi formada, ou seja, € uma transformacao interna a um registro; € a conversao,
trata-se da transformacdo de uma representacdo semidtica em uma interpretacdo em outro
registro, conservando a totalidade ou parte do objeto abordado, ou seja, é a transformacado

externa ao registro.
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Quanto as formas de tratamento de uma representacdo, Duval destaca a paréfrase, a

inferéncia, o célculo, a reconfiguracio e a anamorfose:

A parafrase e a inferéncia sio formas de tratamento em lingua natural. O calculo é
uma forma de tratamento préprio das expressdes simbdlicas (cdlculo numérico,

z

célculo algébrico, célculo proposicional...). A reconfiguracdo ¢ um tipo de
tratamento particular para as figuras geométricas: € uma das numerosas operagdes que
d4 ao registro das figuras o seu papel heuristico. A anamorfose ¢ uma forma de
tratamento que se aplica a toda representacdo figural (DUVAL, 2012a, p. 272).

No que concerne a conversdao de uma representagdo, os tipos destacados por Duval sdo

a ilustracdo, a tradugdo e a descricao:

A ilustracio € a conversdao de uma representacao linguistica em uma representacao
figural. A traducio € a conversao de uma representagao linguistica numa lingua dada,
em outra representagao linguistica de outro tipo de lingua. A descri¢io é a conversio
de uma representagdo ndo verbal (esquema, figura, grifico) em uma fungdo
linguistica. (DUVAL, 2012a, p. 272).

Diante do exposto, € importante ressaltar que as atividades cognitivas de tratamento e
conversao sao distintas e independentes, um exemplo a ser observado isto € o cdlculo numérico.
Segundo Duval (2012a) alunos podem chegar ao ensino médio sem saber transformar uma
representacdo decimal em uma representacdo fraciondria de um ndmero racional apesar de
poder saberem efetuar perfeitamente uma operacdo matematica, como a adi¢do por exemplo,
de dois nimeros racionais com sua representacao decimal e fraciondria.

E a falta de associagéo por parte dos estudantes de que “a expressdo decimal, a expressao
fraciondria e a expressdo com expoente constituem trés registros diferentes de representacao de
nimeros” (DUVAL, 2012a, p. 273). Portanto, ¢ imprescindivel que os alunos tenham acesso
aos tratamentos e as conversdes dos objetos matematicos.

Quanto a noesis (apreensdao conceitual de um objeto) e a coordenagdo de registros de
representacao, Duval (2012a) ressalta que a existéncia de muitos registros de um mesmo objeto
matematico, possibilita a modificacdo de um deles, como também, a mudanca de registro tem
a finalidade de permitir realizacdo de tratamentos de uma forma mais econOmica e mais
potencializada.

Cada registro possui suas particularidades, a escolha de um registro semidtico para
representar um objeto depende da funcdo das possibilidades e dos inconvenientes semidticos

do registro escolhido. Segundo Duval, isto significa que “toda representagdo ¢ cognitivamente
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parcial em relacdo ao que ela representa, e que de um registro a outro nao estdo os mesmos
aspectos do conteudo de uma situagdo que estdo representados” (2012a, p. 280).

Duval (2012a) considera como hipétese fundamental de aprendizagem, a compreensao
integral de um contetido conceitual que ocorre quando hd a coordenagdo de ao menos dois
registros de representacdo de forma espontanea e 4gil da atividade cognitiva de conversdao. Com
isto, € apresentado na Figura 1 uma descri¢do da estrutura de representacdes semidticas e de

seu funcionamento:

Figura 1 — Estrutura da representacao em fun¢do da conceitualizacgdo.

Conceito, objeto cognitivo
representado

~ AC \ S
Representante > Representante
no registro A <« 3 em outro registro
T ] : T
Tratamento em Tratamento em

Fonte: (DUVAL, 2012a, p. 282).

As flechas 1 e 2 correspondem ao tratamento de um registro, ou seja, as transformacgdes
internas a um registro; as flechas 3 e 4 correspondem as conversoes entre dois registros; a flecha
C representa a compreensao integral de uma representagdo, o que implica dizer que considera
a coordenacdo entre dois registros, as flechas pontilhadas representam a diferenciacdo que
existe entre representante e representado, o qual torna-se possivel notar que “o representante de
um registro pode ser considerado como o representante de outro registro, como € o caso em
uma relagao entre texto e imagem” (DUVAL, 2012a, p. 282). O esquema da figura traz o caso
mais simples da coordenacdo entre dois registros, por isto, ndo exibe exemplos para os
tratamentos proprios a cada registro.

A falta de coordenacdo ndo impede toda compreensdo, entretanto, limita esta
compreensdo ao contexto semidtico de apenas um registro, € isto, ndo favorece na construcao
de aprendizagens, bem como na utilizacdo, do que foi compreendido, em situacdes que esses
conhecimentos deveriam ser utilizados. Neste caso, o estudante ndo possui a possibilidade de

controle do “sentido” daquilo que ¢ feito.
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Os tratamentos que podem ser realizados durante a mudanga de registro tém grande
importancia no processo de compreensdo. Assim, a TRRS de Duval traz como sugestdo, uma
aprendizagem em que seja considerada a ligacdo estreita que existe entre a noesis e a semiose,
com isso torna-se possivel elevar os alunos a uma condi¢ao de tomada de conscientizacdo mais

global, e para isto, sdo necessdrias atividades de ensino mais especificas.

3.2 O Ensino da Geometria na perspectiva da TRRS

No que se refere ao ensino da geometria na Educacao Bésica, Duval (2004) traz que esta
atividade é efetuada por meio de dois registros: o das figuras, para designar as figuras
geométricas e suas propriedades, e o da lingua natural, para descrever as defini¢des, teoremas,
hipoteses e conceitos em geral.

A atividade cognitiva que a geometria requer € mais exigente que as outras dreas de
conhecimento, os tratamentos quando sdo realizados de maneira separada e alternada em cada
um dos registros sdo insuficientes para que se chegue em algum resultado, pois “os tratamentos
figurais e discursivos precisam ser realizados simultaneamente e de forma interativa” (DUVAL,

2004, p. 155, tradugdo nossa).

Quadro 1 — Registro figural e em lingua natural do objeto matematico esfera.

Registro figural Nao discursivo
(tridimensional)
Consideremos um ponto O e um
segmento de medida r. Chama-se
Registro em esfera de centro O e raio r ao
lingua natural | conjunto dos pontos P do espaco, Discursivo

tais que a distancia do segmento

OP seja menor ou igual ar.

Fonte: Elaborado pela autora, 2022.
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O Quadro 1 mostra a concepcdo de Duval quanto ao registro figural, o qual trata-se de
um registro ndo discursivo; e quanto ao registro em lingua natural, que € um registro discursivo.
Quanto ao sélido geométrico esfera, apresentado, pode-se observar que o registro figural, por
se tratar de um objeto espacial, € uma figura tridimensional. No registro em lingua natural é
apresentado a definicdo do objeto esfera.

Desse modo, com apenas a apresentacdo da figura do objeto esfera, ndo € possivel
descrever suas caracteristicas, € necessario um tratamento de discurso para que complemente o
entendimento que se pretende que o estudante construa.

Para Duval (2004, p. 168, traducio nossa) deve ocorrer,

[...] uma interacdo entre os tratamentos figurais que por abdugdo orientam a
abordagem heuristica, e os tratamentos discursivos que por deducdo constituem a
abordagem a partir dos objetos representados na figura. Naturalmente, essa interagao
pode ser bloqueada por importantes fendmenos de ndo congruéncia nas mdaltiplas idas
e vindas que a mobilizacdo simultidnea desses registros exige.

De acordo com Duval (2004), os tratamentos realizados no ensino da geometria sao
distintos dos demais tratamentos matemadticos, pois sdo especificos para que ndo ocorra uma
caracterizacdo heuristica das figuras como simples acessorios. O autor também afirma que,
quanto as dificuldades na aprendizagem da geometria, os conceitos geométricos ndo sao o
principal motivo, mas a falta de coordenacdo entre tratamentos de varios registros e a
proximidade entre tratamentos relevantes e irrelevantes inseridos em um mesmo registro.

Destarte, Duval (2012b, p. 120) ressalta que,

[...] a resolucio de problemas em geometria e a entrada nesta forma de
desenvolvimento do raciocinio que esta resolucio exige, depende da conscientizacao
da distinc¢do, quer dizer, da conscientizacdo da oposicao entre as trés primeiras
formas de apreensao das figuras. No entanto, isto constitui ndo mais do que um
aspecto do modo de raciocinar geométrico.

Dessa forma, o autor elenca as chamadas apreensdes na aprendizagem da geometria, as
quais sdo maneiras diferentes de ver as figuras segundo o seu papel, sdo elas: as apreensoes
perceptiva, discursiva, operatdria e sequencial. Estas trés ultimas apreensoes, sdo subordinadas
a apreensdo perceptiva. Estas apreensdes do conhecimento, sdo as interpretacdes que o aluno
necessita ser capaz de realizar quando se depara com as situagdes propostas.

A aprendizagem dos tratamentos das figuras geométricas, geralmente fica ligada ao

tratamento perceptivo ou ao tratamento matemadtico. As atividades de construcdo das figuras
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possibilitam descobrir, controlar e mobilizar a produtividade heuristica das figuras. A apreensao
perceptiva, também chamada de apreensdo gestaltica, busca compreender como as figuras se
organizam e sdo percebidas pelo estudante, ou seja, tem funcdo de identificacao, segundo Duval

(2012b, p. 120)

Nao importa qual figura desenhada no contexto de uma atividade matemadtica, ela é
objeto de duas atitudes geralmente contrarias: uma imediata e automdtica, a apreensao
perceptiva de formas; e outra controlada, que torna possivel a aprendizagem, a
interpretacdo discursiva dos elementos figurais.

Duval (2012a) ressalta que os tratamentos que estabelecem a produtividade heuristica
das figuras geométricas muitas vezes formam operacdes que nao sdo do tipo de apreensdo
puramente perceptiva, como também, ndo mostram ser do tipo conceitual, o que acaba por
vezes, favorecendo estas operacdes por meio dos fatores proprios a apreensio perceptiva, mas
também, pode ocorrer de inibir estas operagdes, que sdo independentes de todo raciocinio
dedutivo e do emprego de definicdes.

Uma figura geométrica admite tratamentos figurais distintos, a apreensdo operatoria
corresponde a descoberta da resolu¢do do problema, por meio das operacoes realizadas sobre
as figuras e possuem fins heuristicos. A apreensdo operatdria estd sempre ligada a apreensao

perceptiva, a conexao entre elas resulta no que se chama de visualizacdo. Assim,

A apreensdo operatéria de figuras é uma apreensdo centrada nas modificacdes
possiveis de uma figura inicial e nas reorganizagdes possiveis destas modificagoes.
Para cada tipo de modificacio, sdo diversas as operagdes possiveis (DUVAL, 2012b,
p. 125).

Sobre as modificacdes possiveis de uma figura geométrica Duval apresenta trés:
modificacdo mereoldgica, que trata da separagdo da figura em partes que formam subfiguras e
desenvolve a relagdo parte-todo, permitindo a operacdo de reconfiguracao; modificagdo ética,
a qual considerando a imagem, transforma uma figura em outra; e a modificacdo posicional,
que realiza um deslocamento em relacdo a um referencial (ALMOULOUD, 2003).

Duval (2004) sugere que as operagdes de modificacdo das figuras sejam solicitadas de
forma explicita e sistemdtica e, para que iSso ocorra, € preciso propor exercicios onde a
resolucdo utilize um tratamento figural.

A ligacdo entre as apreensdes sequencial e discursiva resulta em atividades de

constru¢do geométrica, a qual esta atividade também necessita da apreensdo perceptiva. A
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compreensdo de um objeto geométrico quando associada aos seus enunciados, defini¢cdes e
conceitos, trata-se da apreensdo discursiva.

Duval (2003) traz e descreve duas classificagdes quanto aos registros: os registros
monofuncionais que possuem algoritmos proprios em sua estrutura, sao os registros especificos
da matemdtica, como por exemplo, o simbdlico algébrico, e os registros multifuncionais, os
quais sdo registros que possuem tratamentos que nao sdo algoritmizaveis, bem como nao siao
especificos da matematica, pois também sdo utilizados em outras dreas do conhecimento, como
por exemplo, a lingua natural e as figuras.

Assim, o Quadro 2 mostra os registros de representacdes quanto ao volume da esfera,
considerando os registros de representacdoes em lingua natural, figural e simbdlico algébrico.
No registro em lingua natural € apresentada a defini¢do de esfera, pois € considerado que o
volume da esfera esta inserido em sua definicdo, visto que o volume abrange o conjunto dos
pontos P do espaco, tais que a distancia do segmento OP seja menor ou igual a r. No registro
figural é apresentada uma esfera de centro O e um segmento OP de medida r. No registro

simbolico algébrico € mostrada a relagcdo do calculo do volume da esfera.

Quadro 2 — Registros de representacdo quanto ao volume da esfera.

Lingua natural Figural Simbédlico algébrico

Consideremos um ponto O
e um segmento de medida

r. Chama-se esfera de

o

centro O e raio r ao
conjunto dos pontos P do V = §77:r3
espaco, tais que a distancia
do segmento OP seja

menor ou igual ar.

Fonte: Elaborado pela autora, 2022.

Destarte, da mesma forma que apresentada anteriormente, o Quadro 3 traz os registros

de representacdo da drea da superficie esférica.

Quadro 3 — Registros de representagdo da area da superficie esférica.

Lingua natural Figural Simbélico algébrico




37

Chama-se superficie da
esfera de centro O e raio r
ao conjunto dos pontos P A = 4mr?

do espaco, tais que a

distancia OP seja igual ar.

Fonte: Elaborado pela autora, 2022.

Segundo Duval (2003) o registro em lingua natural sdo representacdes discursivas e
utilizam representacdes de escritas de conceitos, enunciados e teoremas e, da mesma maneira
como o registro simbolico algébrico, sdo considerados discursivos; o registro figural, o qual
trata-se da representacdo da esfera em figura geométrica tridimensional, é considerado ndo
discursivo.

Dessa forma, as apreensdes do conhecimento apresentadas neste texto, podem auxiliar

no processo de aprendizagem da geometria, bem como da esfera.

3.3 A Base Nacional Comum Curricular e a Proposta Curricular da Paraiba sobre a
Esfera

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento normativo que
regulamenta o processo de ensino, na Educacdo Basica, das escolas brasileiras. Sobre a

matematica, a BNCC ressalta que,

A Matematica nio se restringe apenas a quantificacdo de fendmenos deterministicos
— contagem, medi¢do de objetos, grandezas — e das técnicas de cdlculo com os
nimeros e com as grandezas, pois também estuda a incerteza proveniente de
fendmenos de cardter aleatdrio. A Matemadtica cria sistemas abstratos, que organizam
e inter-relacionam fendmenos do espaco, do movimento, das formas e dos nimeros,
associados ou ndo a fendmenos do mundo fisico. Esses sistemas contém ideias e
objetos que sdo fundamentais para a compreensio de fendmenos, a construgdo de
representacdes significativas e argumentagdes consistentes nos mais variados
contextos (BRASIL, 2018, p. 265).

E imprescindivel que seja considerado o papel heuristico das experimentacdes na
aprendizagem da Matematica. No Ensino Fundamental, a BNCC (2018) apresenta os diversos
campos da matemadtica, é necessario que a inter-relacdo entre estes campos garanta que oS

estudantes consigam relacionar observacdes empiricas do mundo real a representagdes (tabelas,
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figuras e esquemas) e associar essas representacoes a uma atividade matemadtica (conceitos e
propriedades), fazendo indugdes e conjecturas.

De acordo com a BNCC (2018) a Geometria compreende o estudo de conceitos e
procedimentos que sdo necessdrios para que o aluno consiga resolver problemas do cotidiano e
de diferentes dreas do conhecimento como também, € importante considerar o aspecto funcional
presente na geometria, o estudo de formas e relacio entre elementos de figuras planas e
espaciais e de posicao e deslocamentos no espacgo, pode desenvolver o pensamento geométrico

dos estudantes. Assim,

[...] a Geometria ndo pode ficar reduzida a mera aplicacdo de férmulas de célculo de
drea e de volume nem a aplicagdes numéricas imediatas de teoremas sobre relacdes
de proporcionalidade em situagdes relativas a feixes de retas paralelas cortadas por
retas secantes ou do teorema de Pitdgoras (BRASIL, 2018, p. 272).

A BNCC (2018) organiza o ensino da matemadtica em cinco grandes dreas tematicas:
Numeros, Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas, Probabilidade e Estatistica, as
habilidades estido organizadas segundo unidades de conhecimento da prépria drea. Quanto ao
Ensino Fundamental, pode-se encontrar o objeto matematico Esfera inserido nos objetos de
conhecimento da unidade tematica de Geometria, bem como nas habilidades, dos 1°, 2° e 3°
anos iniciais do Ensino Fundamental.

Com relacdo ao Ensino Médio, o qual ¢ o foco deste trabalho, a BNCC “propde a
consolidagdo, ampliagdo e o aprofundamento das aprendizagens essenciais desenvolvidas no
Ensino Fundamental” (BRASIL, 2018, p. 527). Dessa maneira, a BNCC (2018) enuncia que
como forma de continuidade as aprendizagens do Ensino Fundamental, no Ensino Médio o
ensino da matemadtica tem de aproveitar o potencial j4 constituido pelos estudantes, e para isso,
esta etapa se concentra na constru¢do de uma visdo integrada da Matematica, que se aplique a
realidade em situagcdes distintas.

A BNCC ressalta que o aluno deve ser capaz de representar, as competéncias que estao
relacionadas a representacdo consideram a producdo de registros para evocar um objeto
matematico, dai, € possivel verificar a importancia das representacdes para a compreensdo da

matematica, ja que o acesso aos objetos matematicos se dar por meio delas. A vista disso,

[...] na Matemdtica, o uso dos registros de representacdo e das diferentes linguagens
¢é, muitas vezes, necessdrio para a compreensdo, a resolu¢do e a comunicac¢io de
resultados de uma atividade. Por esse motivo, espera-se que os estudantes conhecam
diversos registros de representacdo e possam mobilizd-los para modelar situagdes
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diversas por meio da linguagem especifica da matemadtica — verificando que os
recursos dessa linguagem sdo mais apropriados e seguros na busca de solucdes e
respostas — e, a0 mesmo tempo, promover o desenvolvimento de seu préprio
raciocinio (BRASIL, 2018, p. 529).

A BNCC traz cinco competéncias especificas para a area da Matematica e suas
Tecnologias no Ensino Médio, bem como s@o indicadas habilidades relacionadas as
competéncias e que devem ser alcancadas nessa etapa. As habilidades sdo dispostas sem
indicacdo de seriacdo, o qual permite a flexibilizacdo dos curriculos e propostas pedagdgicas
de cada escola.

Uma proposta para o Ensino Médio apresentada pela BNCC, € a organizacdo curricular
levando em conta a organizacdo por unidades. Assim, na unidade de Geometria e Medidas,

inserida na competéncia especifica 3, pode-se encontrar a habilidade:

(EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o cdlculo de dreas
totais e de volumes de prismas, pirAmides e corpos redondos em situag¢des reais (como
o célculo do gasto de material para revestimento ou pinturas de objetos cujos formatos
sejam composic¢des dos sélidos estudados), com ou sem apoio de tecnologias digitais
(BRASIL, 2018, p. 545).

Esta habilidade diz respeito ao célculo de volume e areas totais de s6lidos geométricos,
bem como dos Corpos Redondos, o qual a Esfera faz parte. Dessa forma, esta habilidade indica
a interpretacdo, resolucdo e formulagdo de problemas matematicos relacionando com situacdes
reais.

Diante do exposto, a realizagdo da Proposta Curricular do Estado da Paraiba para o
Ensino Médio foi decorrente da aprovacdo da BNCC e propde a aprendizagem das suas
competéncias e habilidades, visando tracar os caminhos e implementar nos sistemas de ensino,
considerando as caracteristicas regionais. Dessa maneira, destaca para a drea de Matematica e
suas Tecnologias, que deve-se induzir o estudante a pensar de modo critico, como forma de
potencializar a capacidade de deduzir/induzir/inferir sobre situacdes em que sejam aplicados os
conhecimentos matematicos e assim, o aluno consiga sustentacao para suas ideias, bem como,
formular e resolver problemas em diversos contextos.

Outro ponto importante destacado na Proposta Curricular da Paraiba para o Ensino
Médio € que na Matemética os objetos s@o abstratos, ou seja, estdo no mundo das ideias e sdo
acessados por meio de representacdes semidticas, evidenciando assim, a utilizagao de simbolos

e signos que compdem os registros de representacdes semidticas destacados por Duval (2003).
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Desse modo, as solugdes dos problemas matematicos, sobretudo os problemas do dia a dia,
podem ser expressadas na linguagem materna e possuir varios elementos que sdo proprios da
linguagem matematica, se fazendo necessario muitas vezes, o processo de conversdes entre 0s
registros de representacoes.

Da mesma forma que a BNCC, a Proposta Curricular da Paraiba apresenta as
competéncias especificas da matematica incluindo as peculiaridades paraibanas, bem como traz
as habilidades. A organizacdo curricular da matemdtica se d4 por dreas do conhecimento,
apontando as habilidades de cada area e definindo o ano/série a ser estudado cada contetdo.

Assim, com base na Proposta Curricular do Estado da Paraiba para o Ensino Médio, o
Quadro 4 apresenta a unidade temética Geometria, os objetivos de aprendizagem e o objeto de

conhecimento Corpos redondos.

Quadro 4 — Organizacdo curricular do objeto de conhecimento Corpos redondos.

2° Ano
UNIDADE OBJETIVO DE OBJETO DE
TEMATICA APRENDIZAGEM CONHECIMENTO

-Diferenciar poliedros de corpos
redondos.

-Compreender 0s  conceitos
primitivos da geometria espacial.
-Relacionar diferentes poliedros
ou corpos redondos com suas
planificacdes.

GEOMETRIA -Resolver problemas envolvendo o Corpos redondos
célculo de volumes e dreas lateral
e total de corpos redondos e
poliedros.

-Investigar obtencido da medida de
volume de poliedros e corpos
redondos por meio do Principio de
Cavalieri.

Fonte: (PARAIBA, 2020, p. 276-277) adaptado pela autora, 2022.
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Neste quadro, pode-se observar que o s6lido redondo Esfera, estd inserido no objeto de
conhecimento e que a Proposta Curricular regulamenta que seja abordado no segundo ano do
Ensino Médio, bem como seu ensino seja planejado para que se consiga atingir os objetivos de
aprendizagem. Assim, o documento orienta que as escolas paraibanas desenvolvam a

organizagdo curricular da forma apresentada.
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4 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Com base no objetivo deste trabalho, que visa analisar o LD quanto ao conhecimento
de Esfera tendo como embasamento a TRRS. Esta pesquisa caracteriza-se como sendo de

abordagem qualitativa e do tipo bibliogréfica, que de acordo com Gil (2008)

[...] é desenvolvida a partir de material ja elaborado, constituido principalmente de
livros e artigos cientificos. Embora em quase todos os estudos seja exigido algum tipo
de trabalho desta natureza, hd pesquisas desenvolvidas exclusivamente a partir de
fontes bibliograficas (p. 50).

Dessa forma, a pesquisa se deu por meio de estudo descritivo do tipo exploratério e de
natureza aplicada. Como modelo de pesquisa, buscando entender o problema, foi utilizado o
método hipotético dedutivo, “esse modelo gera, através de um trabalho logico, as hipdteses, os
conceitos e os indicadores para os quais serd necessario buscar correspondentes no real”
(GERHART, 2009, p. 54).

A colec¢do do LD selecionada para anélise, foi aprovada no PNLD de 2021 e escolhida
por meio de uma pesquisa, realizada no site do Sistema de Controle de Materiais
Didaticos — SIMAD, a qual comprovou ser a colecao mais adotada pelas escolas estaduais da
cidade de Cajazeiras, estado da Paraiba. Foi escolhida esta cidade por ser o local onde reside a
autora deste trabalho.

Assim, a colecdo escolhida, intitulada Prisma Matematica, € formada por seis volumes
autocontidos, ou seja, sem ordem definida para sua utilizacdo. Os volumes sdao separados por
conteddos matematicos: Conjunto e Funcdes; Funcdes e Progressdes; Geometria e
Trigonometria; Sistemas, Matemética Financeira e Grandezas; Geometria; e Estatistica,
Combinatoria e Probabilidade. A estrutura de cada volume, considera as orientagcdes para
adequacdo ao Novo Ensino Médio, que comeca a ser implementado, gradativamente, neste ano
de 2022, finalizando esta fase de implementacdo em 2024.

O Novo Ensino Médio reformula a carga hordria de aulas definidas para os trés anos do
Ensino Médio, sendo parte desta carga horéria direcionada para a formagdo geral basica dos
estudantes, atendendo a BNCC. E a outra parte € voltada para cumprimento de itinerarios
formativos. Além disso, entre outras mudancas, a composi¢ao curricular passa a ser estruturada

por dreas de conhecimento integradas, sendo elas: Linguagens e suas Tecnologias; Matematica
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e suas Tecnologias; Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias e Ciéncias Humanas e Sociais
Aplicadas.

Diante do exposto, o volume da cole¢ao Prisma Matemaética, selecionado nesta pesquisa
foi o livro Geometria, manual do professor. Este livro possui quatro capitulos, dentre eles, o
capitulo quatro, intitulado “Corpos Redondos”, que no tépico quatro aborda a esfera, mais
precisamente, os objetos matematicos volume da esfera e superficie esférica.

Dessa maneira, o capitulo quatro inicia com uma situacao, na qual descreve obras com
formas arredondadas de um famoso arquiteto brasileiro, apresentando trés questdes discursivas.
Também traz as competéncias gerais e especificas da BNCC, trabalhadas no decorrer do
capitulo, isto tanto no livro manual do professor, como também no livro do estudante. O
capitulo apresenta cinco topicos, o topico um ¢ a “Introdugdo”, que descreve os sélidos que
serdo abordados, bem como traz representagdes figurais de edificios conhecidos, com formatos
arredondados.

Os tépicos dois e trés, abordam os objetos matemdticos Cilindro e Cone,
respectivamente, apresentando seus conceitos, defini¢des, elementos, seccdes, volumes, areas
da superficie e atividades resolvidas e atividades propostas, nas representacdes discursiva em
lingua materna, figural geométrica, numérica e algébrica.

O tépico quatro, escolhido para ser analisado nesta pesquisa, ¢ intitulado “Esfera” e
apresenta a definicdo de esfera, de superficie esférica e dos elementos da esfera, aborda
também, o volume de uma esfera, atividades resolvidas e atividades propostas, nas
representacOes discursiva em lingua materna, figural geométrica e algébrica. Posteriormente,
traz a drea uma superficie esférica, a seccao de uma esfera, atividades resolvidas e atividades
propostas, nas representagdes discursiva em lingua materna, figural geométrica e algébrica.
Este topico encerra com a se¢do “Historia da Matematica”, que traz um breve relato sobre as
contribuicdes do matematico Arquimedes no estudo da esfera e do cilindro.

O topico cinco, traz o contetido “Projegdes Cartograficas” que apresenta trés tipos de
projecdes: Projecdo cilindrica, cOnica e plana. Também traz atividades resolvidas e atividades
propostas, nas representacoes discursiva em lingua materna, figural geométrica e algébrica.

Posteriormente, o LD apresenta mais trés se¢des inseridas no capitulo quatro, a secao
“Explorando a Tecnologia” que apresenta uma ferramenta tecnoldgica para auxilio no célculo
de areas e volumes de corpos redondos, a secdo “Atividades Complementares” que possui

questdes de vestibulares e do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) e por fim, a secao
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“Para Refletir”, que faz um pequeno resumo do que foi visto no capitulo e apresenta quatro
questdes reflexivas, com respostas discursivas e pessoais.

A analise desenvolvida no topico 4 do LD, denominado ‘Esfera’ busca identificar os
registros de representagdes semiodticas da superficie esférica e do volume da esfera trabalhados,
assim como, as conversdes que podem ser realizadas entre estes registros, nas questoes
propostas, as apreensdes geométricas que podem ser utilizadas e os objetos mateméticos que

sao trabalhados concomitante com a superficie esférica e o volume da esfera.
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5 ANALISE DO CONTEUDO ESFERA DO LIVRO DIDATICO

O capitulo quatro da cole¢ao analisada neste trabalho, ¢ intitulado como “Corpos
Redondos”, nele sdo apresentados topicos, nesta ordem, Introdugdo; Cilindro; Cone; Esfera; e
Projecdes Cartograficas. Para este trabalho o foco € no estudo da Esfera, sendo assim, este serd
o topico analisado.

Logo no inicio do tépico Esfera, o LD apresenta o objeto matemdtico esfera na
representacdo discursiva em lingua materna, exemplifica que existem vdrios objetos que
possuem o formato esférico e outros que se aproximam deste formato e, por isso, sdo
considerados uma esfera, como por exemplo, o planeta Terra. Ao lado da representacao
discursiva em lingua materna, os autores trazem a representacao figural geométrica da esfera e
pede para que se considere o centro O, o raio r e o ponto P. Como pode ser observado na Figura

2.

Figura 2 — Apresentacdo da Esfera no LD.

EDITORIA DE ARTE

@

Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p. 128).

Em seguida, na representacdo discursiva em lingua materna, € explicado a defini¢do de
superficie esférica, a qual trata-se do conjunto de todos os pontos P do espaco, cuja distancia
ao ponto O € igual ar. Como também, € apresentada a defini¢do de esfera, que é o conjunto dos
pontos do espaco cuja distancia ao ponto O € menor ou igual a r. Apds isso, o LD mostra uma
imagem de um edificio chamado Domo da Rocha, localizado em Jerusalém, que possui parte
de sua estrutura com formato de uma esfera e também o descreve na representacao discursiva
em lingua materna.

Também sao apresentados os elementos da Esfera e suas defini¢cdes, na representacao

discursiva em lingua materna, e na representacao figural geométrica apresentada na Figura 3.
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Figura 3 — Representacdo figural geométrica dos elementos da Esfera.
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Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA.. 2020, p- 129).

Logo abaixo, é apresentada a definicdo de circulo maximo de uma esfera, na
representacao discursiva em lingua materna e na representacdo figural geométrica apresentada

na Figura 4.

Figura 4 — Representacdo figural geométrica do circulo méximo da esfera.
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Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p. 129).

Ainda na mesma pdgina do LD, é descrita na representacdo discursiva em lingua
materna, a defini¢do da esfera como um sélido de revolugdo, pois também pode ser obtida por
meio da rotagdo de um semicirculo que possui seu didmetro, em torno de um eixo de rotagdo.
Dessa forma, também ¢ mostrado como ocorre essa rotacdo na representacdo figural

geométrica, apresentada na Figura 5.
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Figura 5 — Representacao figural geométrica da esfera obtida pela rotagdo de um semicirculo
em torno de um eixo.
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Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA.. 2020, p- 129).

Ap6s essas descrigdes, o LD apresenta o “Volume de uma Esfera”, como um conteudo.
Dessa maneira, inicia introduzindo o contetido na representacdo discursiva em lingua materna,
traz um exemplo de uma situacdo real, sobre a quantidade de aco que seria necessdria para
formar um rolamento de esferas, seguido de uma representacdo figural geométrica de um
rolamento de esferas.

Assim, o livro aborda o volume da esfera pelo principio de Cavalieri, utilizando dois
corpos redondos ja abordados anteriormente no mesmo capitulo, o cilindro e o cone. Na
representacao discursiva em lingua materna, é considerado um cilindro equilétero de altura 2r
e raio da base r, depois € retirado dois cones circulares retos, de altura r e raio da base r, cujas
bases coincidem com as bases desse cilindro, onde se obtém o sélido A, apresentado também

na representagdo figural geométrica, como mostra a Figura 6.

Figura 6 — Representacdo figural geométrica do sélido A.
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Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p. 130).

WECHRLA DE ARTE

Em seguida, é expressa tanto na representacao discursiva em lingua materna, quanto na
representacdo simbdlica algébrica, o volume do sélido A como sendo a diferenga entre os
volumes do cilindro e dos dois cones. Apos isso, ¢ considerado um plano a, onde uma esfera E

de raio r e o s6lido A estdo apoiados sobre ele; da mesma forma, os autores utilizaram a
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representacdo discursiva em lingua materna e a representacdo figural geométrica.
Posteriormente, utilizando os mesmos registros de representacdo, em lingua natural e figural, é
considerado um plano P paralelo a a que secciona a esfera e o solido A, a uma distancia d do

centro O, como apresenta a figura 7.

Figura 7 — Representacdo figural geométrica do volume da esfera pelo principio de Cavalieri.

ILLISTRAGOES: ECATORIA DE ARTE

Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p. 131).

A sec¢do determinada pelo plano  na esfera € um circulo, e no s6lido A ¢ uma coroa
circular. A partir dai o LD apresenta o calculo da drea do circulo e da coroa circular por meio
da representacdo discursiva em lingua materna e da representacdo simbolica algébrica, bem
como compara as duas equagdes obtidas e assim, obtém-se o volume da esfera na representagcdo
algébrica. Depois disso, o LD traz duas questdes resolvidas na sec¢do “Atividades Resolvidas”,
as quais abordam o volume da esfera, e uma delas apresenta enunciado no registro em lingua
natural, o comando, também no registro em lingua natural e suporte no registro figural, a
solucdo € dada no registro simbdlico algébrico; a outra apresenta apenas enunciado e comando,
no registro em lingua natural, e traz o registro figural e o registro simbdlico algébrico na solucao
da questdo. Posteriormente, sdo apresentadas oito questdes propostas na se¢ao “Atividades”, as
quais serdo analisadas neste trabalho.

Logo em seguida, o LD explicita o conteido “Area de uma superficie esférica”
utilizando os registros em lingua natural, figural e simbdlico algébrico. Dessa forma, ¢é
considerado uma esfera formada por n sélidos com formato de piramides, com vértices no

centro C da esfera, como mostra a Figura 8.
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Figura 8 — Representacdo figural geométrica de uma esfera formada por piramides.
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Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p. 134).

Assim, quanto maior for o nimero n de sélidos construidos, mais proxima estard a soma
da drea das bases destes sdlidos com formato de piramide, da drea da superficie esférica. Como
também, mais proximo estard a soma dos volumes de todas essas "piramides"”, do volume da
esfera. Partindo deste pressuposto, conhecendo o volume da pirdmide, cuja altura é igual ao
raio da esfera, o volume da esfera € igual a soma dos volumes das n piramides. Logo, fazendo
n tender ao infinito, encontra-se a drea de uma superficie esférica.

O dltimo contetddo, abordado no topico Esfera ¢ “Seccdo de uma esfera”, cujo livro
apresenta de forma breve, no registro em lingua natural e no registro figural. Em seguida, sao
apresentadas trés questoes na se¢do “Atividades Resolvidas”, as quais trazem o enunciado e o
comando, na representacdo discursiva em lingua materna e ndo apresentam suporte. As
resolucdes destas questdes sdo mostradas na representagcdo discursiva em lingua materna e na
simbolica algébrica. Apenas na resolu¢do de uma questdo, € utilizada a representacdo figural
geométrica. Logo em seguida, sdo apresentadas oito questdes propostas, na se¢ao “Atividades”,
as quais serdo analisadas neste trabalho.

Posteriormente, o LD traz uma secdo denominada “Historia da Matematica” que aborda
a representacdo discursiva em lingua materna, representacdo simbdlica algébrica e
representacao figural geométrica, exibindo um texto sobre os estudos de Arquimedes sobre a
esfera e o cilindro. Dessa forma, € encerrado o tépico Esfera.

Mais a frente no LD, sdo apresentadas questdes na se¢do “Atividades Complementares”
que possui questdes de exames oficiais relacionadas aos conteddos estudados no capitulo.
Sendo assim, s@o selecionadas sete questdes relacionadas ao objeto matematico esfera, as quais

também serdo analisadas neste trabalho.
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5.1 Analise das questoes propostas no LD sobre o conteido matematico Esfera

Ao todo, serdo analisadas 24 questdes propostas na secdo “Atividades” e na secdo
“Atividades Complementares”, relacionadas ao objeto matematico esfera.

A Questdo 36, apresentada na Figura 9, traz dois registros de representacdo, o registro
figural e o registro em lingua natural. O enunciado do exercicio, apresentado por meio da
representacdo discursiva em lingua materna, sugere o uso da calculadora para auxilio dos
célculos, bem como sugere o valor de w. O comando pede para que seja calculada a capacidade
do recipiente apresentado. O suporte traz a representacdo de uma figura geométrica composta,
formada por dois corpos redondos (cilindro e esfera) com as medidas destes so6lidos e indica o

cilindro e a esfera por meio da representacdo em lingua materna.

Figura 9 — Questdo 36

3B6. Calcule, aproximadamente, a capacidade em
mililitros do recipiente indicado na figura.
Adote t = 3,14.
Utilize a calculadora para auxilid-lo nos
calculos. 3334,68 mL

6cm
L ]
m|

10cm} cilindro

esfera

, 18cm

Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p. 132).

Na resolucdo desta questdo € necessario que se utilize as apreensdes, perceptiva das
formas das figuras geométricas apresentadas e discursiva entre os dados descritos na lingua
materna e aqueles das figuras geométricas, pois os dados sdo fornecidos de modo que € preciso
identificar os elementos do cilindro e da esfera, como a altura e o didmetro, como também, fazer
o tratamento na representacdo simbdlica numérica de forma escrita ou a0 menos mental, para
que se encontre o raio de cada sélido. A questdao envolve dois objetos matematicos o volume

da esfera e o do cilindro, como mostra a Figura 10.
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Figura 10 — Esquema 1
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Fonte: Elaborado pela autora, 2022.

Assim, € preciso realizar duas conversoes, uma do registro figural geométrico para o
simbolico algébrico do volume do cilindro, e a outra, do registro figural geométrico para o
simbolico algébrico do volume da esfera. Logo apds, como € apresentado no esquema da Figura
10, fazer um tratamento na representacdo numérica para adicionar os dois volumes, € outro
tratamento para transformar para a medida de capacidade em mililitros, como indicado no
comando.

A Questdo 37, apresentada na Figura 11, traz o enunciado na representagdo discursiva
em lingua materna, indica a figura tridimensional trabalhada e apresenta o dado da densidade e
a indicacao dos raios da representagdo geométrica. O comando pede para que seja calculado a
massa do sélido em quilogramas. O suporte traz uma representacdo figural geométrica de uma
semiesfera, com as medidas dos raios externos e internos a este solido, apesar disto, a

representacao figural ndo deixa claro que a semiesfera se trata de um sélido vazado.

Figura 11 — Questao 37

37.0 recipiente da imagem é uma semiesfera de
madeira cuja densidade é 0,7 g/cm? e raios
internos e externos conforme a indicagao.
Calcule sua massa em quilogramas. 4,52 kg

Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p. 132).
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Para o desenvolvimento desta questdo, sdo utilizadas as apreensdes discursiva e
perceptiva das formas geométricas, pois € necessdrio que seja identificado os raios da
semiesfera e reconhecer que seu volume € a metade do volume de uma esfera. Dessa forma,
sendo necessdrio realizar um tratamento na representacdo algébrica, dividindo o volume da
esfera por dois, para obter o volume de uma semiesfera. Além disso, é necessario realizar uma
conversdo do registro figural para o simbdlico algébrico do volume da semiesfera de raio
externo, e outra conversdo, do registro figural para o simbdlico algébrico do volume da
semiesfera de raio interno. Feito isto, € preciso fazer um tratamento na representacao numérica
de diferenca entre os dois volumes encontrados.

Neste ponto, vale salientar que o enunciado e o suporte da questdo, nio explicitam que
se trata de uma semiesfera vazada, apesar de citar ser um recipiente, entende-se que isso pode
induzir o aluno ao erro. Também € importante ressaltar, que para a resolu¢do desta questdo, é
imprescindivel que o estudante conheca a representacdo algébrica da densidade, para que, apds
realizar os passos citados anteriormente, consiga realizar o tratamento em representacao
numérica para encontrar a massa da semiesfera. Ademais, deve-se realizar um tratamento na
representacao numérica, para transformar para a medida de capacidade em quilogramas, como
indicado no comando.

A Questao 38, apresentada na Figura 12, traz o enunciado na representacao discursiva
em lingua materna, indicando o s6lido abordado e o diametro deste s6lido. O comando aponta
que deve ser calculado o volume de dgua que o reservatorio suporta. Diferentemente das

questdes anteriores, esta questao ndo traz um suporte.

Figura 12 — Questao 38

38.Um reservatério no formato de uma semies-
fera tem 18 m de diametro. Qual é o volume
de agua que cabe nesse reservatorio? 486m m*

Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p. 133).

Para resolucao desta questao, € utilizada a apreensdo discursiva. Deve-se identificar os
dados mostrados no enunciado da questdo, e assim, realizar o tratamento na representacio

simbdlica numérica de forma escrita ou ao menos mental, para encontrar o raio da semiesfera,
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como o realizado na questdao 36 (Ver Figura 9). Apés isso, fazer a conversdao do registro
discursivo em lingua materna para o simbdlico algébrico do volume da esfera, em seguida,
realizar o mesmo tratamento em representacdo algébrica realizado na questdao 37 (Ver Figura
11), dividindo o volume da esfera por dois, para obter o volume de uma semiesfera. Por fim,
realizar tratamento na representacdo algébrica do volume da semiesfera e encontrar o volume
de 4gua que cabe no reservatdrio, como solicitado no comando.

A Questdo 39, apresentada na Figura 13, traz o enunciado na representacdo discursiva
em lingua materna, onde indica a forma do sélido abordado (cilindro) e suas medidas, bem
como afirma que o recipiente contém 1 litro a menos que sua capacidade total. Sdo exibidos
dois comandos na representacio discursiva em lingua materna, o primeiro pede para calcular o
volume do cilindro e sugere o valor de m, o segundo questiona qual o raio de uma esfera, que
quando inserida neste cilindro, esteja totalmente submersa e transborde 2 litros de dgua. O

suporte traz a representacao figural geométrica do cilindro e aponta a altura h, o raio r e o liquido

(4gua).

Figura 13 — Questado 39

39. (Unifesp-SP) Um recipiente, contendo dgua,
tem a forma de um cilindro circular reto de
altura h = 50 cm e raio r = 15 cm.

agua

Este recipiente contém 1litro de 4gua a menos
que sua capacidade total.

Calcule o volume de agua contido no cilin-
dro (use m = 3,14). 34,3251

Qual deve ser o raio R de uma esfera de
ferro que, introduzida no cilindro e to-
talmente submersa, faca transbordarem
exatamente 2 litros de agua? 8,95 cm

Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p. 133).

Na resolu¢do dessa questdo, sdo utilizadas as apreensdes perceptiva e discursiva. A
questdo envolve dois objetos matematicos, o volume do cilindro e o da esfera. No primeiro

comando, deve-se realizar a conversdo do registro discursivo em lingua materna para o registro



54

simbolico algébrico do volume do cilindro e depois, fazer um tratamento na representacio
numérica para transformar o volume encontrado na medida de capacidade em litros.

No segundo comando, a partir do que é afirmado, € preciso fazer uma conversiao do
registro discursivo em lingua materna para o registro simbdlico numérico de forma escrita ou
ao menos mental, encontrando assim, o valor total do volume da esfera em litros, como mostra

o esquema da Figura 14.

Figura 14 — Esquema 2

Comando

Conversdo do registro discursivo em lingua materna para o registro simbélico numérico

1+ 2 = 3 litros = V; — Tratamento no registro simbélico numérico— Medida de capacidade em cm

¥

Tratamento no registro simbadlico algébrico

¥

3

— Volume da Esfera
Ve = §n7'3

Fonte: Elaborado pela autora, 2022.

Com isso, € necessdrio realizar um tratamento na representagdo numérica, para
transformar para a medida de capacidade em centimetros cubicos, para encontrar o raio em
centimetros. Por fim, fazer um tratamento no registro simbodlico algébrico, dessa forma,
tornando-se possivel encontrar o valor do raio R.

A Questao 40, apresentada na Figura 15, traz o enunciado na representacao discursiva
em lingua materna, e indica que uma esfera estd inscrita num cilindro equilatero de raio a, neste
caso, € necessario que o aluno reconhecga que no cilindro equildtero o raio € igual a duas vezes
a altura. O comando pede a razdo entre os volumes dos corpos redondos, esfera e cilindro.
Diferentemente da questdo 39 (Ver Figura 13), esta questdo ndo traz um suporte, o que pode
dificultar a resolugdo, pois € importante que se fagca a conversao do registro discursivo em lingua

materna para o registro figural geométrico, de forma escrita ou pelo menos mental.
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Figura 15 — Questao 40

40.Uma esfera esta inscrita em um cilindro equi-
latero de raio a. Qual é a razao entre o volume
V, da esfera e o volume V, do cilindro? %

Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p.- 133).

Para a resolu¢do desta questdo, é utilizada a apreensdo discursiva, pois deve-se
identificar os sélidos abordados e organizar os dados expostos no enunciado. Como na questao
36 (Ver Figura 9), esta questdo envolve dois objetos mateméticos o volume da esfera e o do
cilindro. E preciso fazer o tratamento na representagio simbdlica numérica de forma escrita ou
ao menos mental, para que se encontre a altura do cilindro e seja identificado o raio da esfera,

como mostra o esquema 3, na Figura 16.

Figura 16 — Esquema 3

Volume do Cilindro

V; = mr?h

Volume da Esfera 2a
+

VE=§m'3 - A

Fonte: Elaborado pela autora, 2022.

Dessa forma, deve-se realizar duas conversdes, uma do registro discursivo em lingua
materna para o registro simbdlico algébrico do volume do cilindro, e outra, do registro
discursivo em lingua materna para o registro simbdlico algébrico do volume da esfera. Feito
isso, efetuar um tratamento na representacdo simbolica algébrica para encontrar a razao entre
os volumes encontrados, como solicitado no comando.

A Questdo 41, apresentada na Figura 17, traz o enunciado na representacdo discursiva
em lingua materna, indicando os sélidos abordados (cone, cilindro, semiesfera) e o didmetro e
a altura de cada um deles. O comando pede a quantidade de casquinhas (cone e semiesfera) que
podem ser servidas com o sorvete armazenado no recipiente (cilindro) cheio. O suporte traz a

representacdo de uma figura geométrica composta, formada por trés corpos redondos (cone,
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semiesfera e cilindro) e indica por meio da representacdo em lingua materna, o cilindro, que é

o recipiente de sorvete, o cone e a semiesfera, que € a casquinha e a meia bola de sorvete.

Figura 17 — Questdo 41

41.Uma casquinha de sorvete, no formato de
cone, tem 3 cm de diametro e 6 cm de pro-
fundidade. Depois de totalmente preenchi-
da, ainda é adicionada meia bola de sorvete,
conforme a imagem.
Ja o recipiente cilindrico que armazena o
sorvete possui 18 cm de diametro e 5 cm de
altura.

= Casquinha conica com = Recipiente
meia bola de sorvete. contendo sorvete.

Determine o numero de casquinhas que
podem ser servidas com o sorvete armazena-
do em um recipiente cheio. 0 casquinhas

Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p. 133).

Para resolugdo desta questao € utilizada as apreensdes perceptiva e discursiva, ja que 0s
dados sdo fornecidos de modo que é preciso identificar os elementos do cone, da semiesfera e
do cilindro, como a altura e o didmetro, como também, deve-se fazer o tratamento na
representacao simbdlica numérica de forma escrita ou a0 menos mental, para que se encontre o
raio de cada sélido. A questdo envolve trés objetos matemdaticos o volume do cone, da

semiesfera e o do cilindro, como mostra o esquema da Figura 18.

Figura 18 — Esquema 4

Volume da Semiesfera

— 4 s
Ve, =—mr
Se 6
— Volume do Cone
il
e z
=—mr-h
° 3

Ve
Volume do Cilindro
= Ve=mnr?h

Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p. 133) adaptado pela autora, 2022.
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Assim, € necessdrio realizar trés conversdes, uma do registro figural geométrico para o
simbolico algébrico do volume do cilindro, outra, do registro geométrico para o simbdlico
algébrico do volume do cone, e uma terceira, do registro figural geométrico para o simbdlico
algébrico do volume da semiesfera. No caso do volume da semiesfera, sua representagdo
algébrica é obtida por meio de um tratamento na representacao algébrica do volume da esfera,
dividindo-a por dois.

ApOs isso, € necessdrio realizar um tratamento na representacio algébrica do volume do
cone e da semiesfera, somando os dois volumes e dessa forma, obtém-se o volume da casquinha
de sorvete. Por fim, é preciso fazer um tratamento na representacdo algébrica do volume do
cilindro e da casquinha de sorvete, dividindo os dois volumes e dessa maneira, encontrando o
que € solicitado no comando.

A Questado 42, apresentada na Figura 19, traz o enunciado na representagdo discursiva
em lingua materna, indicando que a regido R mostrada na figura, estd limitada por trés
semicirculos e que R realiza uma volta completa em torno do eixo x. Assim, o comando pede
para calcular o volume do solido gerado. O suporte traz a representagdo de uma figura
geométrica que apresenta trés semicirculos no plano cartesiano, mostra a regido R e os raios

dos semicirculos.

Figura 19 — Questao 42

42.(PUC-RS) A regido R da figura esta limitada por
trés semicirculos.

EDITORADE ARTE

LUST RAGOE S

1 2 x
Sabendo que R efetua uma volta completaem

torno do eixo x, calcule o volume do sélido
gerado. n

Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p. 133).

Para a resolucdo dessa questdo, sdo utilizadas a apreensdo perceptiva das formas e a
apreensdo discursiva, sendo esta dltima necessdria, porque deve-se identificar as informagdes

presentes no suporte, no registro figural, e relaciond-las com os dados presentes no enunciado
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e comando, no registro discursivo em lingua materna. Além disso, ao olhar apenas para o
registro figural, ndo seria suficiente reconhecer seus elementos.

Nesta questao, também ¢ utilizada a apreensdao operatéria uma vez que, o aluno ao
identificar os raios dos trés semicirculos, deve realizar ao menos mentalmente, a rotacao da
regido R em torno do eixo x, gerando assim, trés esferas; duas esferas menores de mesmo raio
e uma esfera maior, circunscrita as esferas menores e com o dobro do raio.

Dessa forma, ¢ fundamental fazer ao menos duas conversdes, uma do registro figural
para o registro simbdlico algébrico do volume da esfera maior, e outra do registro figural para
o registro simbolico algébrico do volume da esfera menor. Apds isso, fazer um tratamento no
registro simbdlico numérico multiplicando o volume da esfera menor por dois, ja que se trata
de duas esferas de mesmo raio, inscritas na esfera maior. Por fim, deve-se realizar um
tratamento no registro simbdlico numérico da diferenga entre os volumes encontrados das
esferas.

A Questao 43, apresentada na Figura 20, traz o enunciado na representagdo discursiva
em lingua materna, contextualizando uma situacio entre uma estudante e seus pais, onde os
mesmos solicitaram a filha que confeccionasse caixinhas de papel-cartdao em formato cubico,
para colocar brigadeiros em formato esférico, de modo que os brigadeiros fiquem com metade
para fora da caixinha. Porém, antes de serem armazenados nas caixinhas, os brigadeiros sao
colocados em forminhas com formato cilindrico. Usando esta situacdo, ainda no enunciado, é
pedido para que os alunos formem grupos para responder os comandos, bem como € dado o
valor de m e sugerido o uso da calculadora para auxilio nos calculos.

Dessa forma, sdo apresentados trés comandos, o primeiro pede para que seja calculado
o volume de cada brigadeiro, o segundo pergunta a capacidade, ou seja, o
quanto de brigadeiro que cabe nas forminhas em formato cilindrico, e o terceiro, pede a
quantidade de caixinhas com aresta igual a 4 cm que poderdo ser confeccionadas levando em
consideracdo as medidas do papel-cartio dadas. O suporte traz a representacdo figural
geométrica do brigadeiro j4 inserido na forminha de formato cilindrico, e mostra medidas
importantes como, o raio do brigadeiro em formato esférico, e consequentemente, da forminha
em formato cilindrico, e mostra a medida da aresta da caixinha em formato cubico, como pode

ser observado na Figura 20 abaixo.
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Figura 20 — Questao 43

43.Em uma festa de arrecadagdo de fundos em o, Forme pequenos grupos com seus colegas
uma escola, os pais de uma estudante resol- s 2 e, juntos, respondam s questées a seguir.
veram fazer brigadeiros para vender durante Para todas as situacdes necessarias, consi-
a festa. Solicitando ajuda a filha, pediram a ela
que confeccionasse caixinhas de papel-cartao
para colocar cada um dos brigadeiros. As cai-
xinhas confeccionadas deveriam ter formato
cubico, com todas as faces coladas, com ex-
cecao da tampa. Antes de ser armazenado
na caixinha, o brigadeiro é colocado em uma
forminha de formato cilindrico, de modo que
metade do doce, de formato esférico, fique c) Sabendo que cada folha de papel-cartao
para fora da forminha. tem 50 X 70 centimetros, quantas caixi-
nhas de aresta igual a 4 cm poderao ser

confeccionadas?
36 caixinhas.

derem nt = 3,14

Utilizem a calculadora para auxilia-los nos

calculos.

a) Qual é o volume, aproximado, de cada
brigadeiro? aproximadamente 33,49 cm

b) Qual é a capacidade aproximada das formi-
nhas de formato cilindrico? 25,12em

4cm

Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p. 133).

Para a resolucdo desta questdo, sdo utilizadas as apreensdes, perceptiva das formas da
figura geométrica para reconhecimento dos sélidos envolvidos e discursiva, pois € necessario
identificar os elementos dos sdlidos no suporte e relaciond-los com as informacdes do
enunciado e dos comandos. Além disso, sdo abordados trés objetos matematicos, o volume da
esfera, o volume do cilindro e a area do cubo.

Assim, € necessario realizar trés conversdes. No primeiro comando, € preciso fazer a
conversdo do registro figural para o registro simbodlico algébrico do volume da esfera. No
segundo comando, fazer a conversao do registro figural para o registro simbdlico algébrico do
volume do cilindro. No terceiro comando, fazer a conversao do registro discursivo em lingua
materna para o registro simbdlico algébrico da area do cubo. Apds isso, fazer dois tratamentos
no registro simbolico numérico, um multiplicando as medidas dadas para encontrar a drea do
papel cartdo, e outro dividindo esta drea encontrada pela drea do cubo, dessa forma, encontrando
a quantidade de caixinhas, como solicitado.

Vale ressaltar que o enunciado da questdo afirma que as forminhas possuem formato
cilindrico, mas no suporte apresentado no registro figural, dd a entender que se trata de um
tronco de cone, neste caso, isto pode confundir o aluno, pois o enunciado da questao nio condiz

com o que € apresentado no suporte.
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A Questao 44, apresentada na Figura 21, traz o enunciado na representacdo discursiva
em lingua materna e indica a drea de uma superficie esférica. No comando pede para que se

calcule o raio da esfera. Essa questao ndo apresenta um suporte.

Figura 21 — Questao 44

44 sabendo que a drea de uma superficie esférica
é 8 cm?, calcule o raio da esfera. /5 o

Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p. 136).

Para a resolucdo dessa questdo € utilizada a apreensdo discursiva, pois € necessario
compreender os elementos da figura geométrica abordada a partir do registro discursivo
apresentado. Dessa maneira, essa questdo aborda a drea da superficie esférica. Assim, é preciso
realizar a conversdo do registro discursivo em lingua materna para o registro simbdlico
algébrico da drea da superficie esférica. Ap0s isso, realizar um tratamento no registro simbolico
algébrico substituindo o valor dado no enunciado, para encontrar o raio da esfera. Esta questdo
difere das demais por exigir um maior custo cognitivo do aluno, ao realizar o tratamento no
registro simbolico algébrico da drea da superficie esférica, como o raio r da esfera ndo estd
1solado, em algum momento seré preciso isold-lo para que se encontre seu valor.

A Questdo 45, apresentada na Figura 22, traz o enunciado na representagdo discursiva
em lingua materna, indica que um plano a secciona uma esfera e explicita o raio da esfera e a
distancia entre o plano e o centro da esfera. O comando pede para que seja calculado a 4rea da

sec¢do obtida. Esta questdao ndo traz um suporte.

Figura 22 — Questao 45

4.5.Um plano o secciona uma esfera de raio 20 cm.
A distancia do centro da esfera ao plano o é

12 cm. Calcule a area da seccao obtida.
2561 cm?

Fonte: (BONJORNO; JIjNIOR; SOUSA. 2020, p. 136).

Para a resolucdo dessa questdo sdo utilizadas as apreensdes operatéria e discursiva.

Assim, € necessdrio ter conhecimento de que a sec¢do da esfera € um circulo e que € possivel
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encontrar o raio da seccao utilizando o registro simbdlico algébrico do Teorema de Pitdgoras,
como apresentado na Figura 23 abaixo.

Figura 23 — Seccdo da esfera.

seccao

EDITORIA DE ARTE

Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p. 267).

Dessa forma, para conseguir visualizar o que € exposto por meio do registro discursivo
em lingua materna no enunciado e no comando, € preciso realizar a conversdao do registro
discursivo em lingua materna para o registro figural geométrico da sec¢do da esfera, tal como
na Figura 23. Apdés isso, € preciso fazer um tratamento no registro simbolico algébrico para
encontrar o raio da sec¢do. Como também, realizar um tratamento no registro simbdlico
algébrico substituindo o valor do raio encontrado na area do circulo, dessa forma, encontrando
a area da secgdo.

A Questdo 46, apresentada na Figura 24, ndo apresenta um enunciado, traz o comando
na representacao discursiva em lingua materna e questiona qual a drea da superficie esférica
gerada por uma volta completa de um semicirculo em torno do seu diametro AB. O suporte
apresenta a representacdo figural geométrica de um semicirculo e indica seu centro, o raio € o

diametro.

Figura 24 — Questao 46

46.Qual é a area total da superficie esférica gera-
da pela rotacao completa do semicirculo da
figura em torno de seu diametro AB? 100%t cm?

AO=5cm

A (o] B

Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p.- 136).
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Para a resolugdo desta questdo, sdo utilizadas as apreensoes perceptiva e discursiva, pois
deve ser identificado as informacdes da representacdo geométrica em conformidade com o que
¢ descrito no comando. Dessa forma, o aluno deve perceber que, visto que o seguimento AB ¢é
o diametro do semicirculo, AO indicado na figura e o seguimento OB tratam-se dos raios do
semicirculo. Da mesma forma como visto na questdo 42 (Ver Figura 19), a apreensdo operatoria
€ necesséria, pois € preciso fazer a rotacdo do semicirculo em torno do segmento AB, a0 menos
de forma mental, para que se consiga visualizar a esfera gerada . Desse modo, € preciso fazer a
conversdo do registro figural para o registro simbdlico algébrico da 4rea da superficie esférica,

como mostra o esquema da Figura 25.

Figura 25 — Esquema 5

Converséao do registro figural Area da superficie esférica
ara o registro simbdlico
para.oree - S = 4nr?
— (S e P algébrico.
A AO=5 lo) oB=5 B l

Tratamento no registro
simbdlico algébrico.

Fonte: Elaborado pela autora, 2022.

Em seguida, repetir o tratamento realizado na Questdo 44 (Ver Figura 21), o tratamento
no registro simbdlico algébrico substituindo o valor do raio e encontrando a drea da superficie
esférica como solicitado no comando.

A Questdo 47, apresentada na Figura 26, traz o enunciado na representacdo discursiva
em lingua materna, em que considera o planeta Terra uma esfera perfeita e apresenta o raio da
Terra, mais abaixo, sugere o uso da calculadora para auxiliar nos cdlculos. A questdo traz dois
comandos, o primeiro pede a area da superficie da Terra e indica o valor de m, o segundo
apresenta a area do continente americano e questiona qual € o percentual em relacao a superficie
total da Terra. A questdo ndo traz um suporte, que neste caso, poderia facilitar a compreensao

do que € descrito em lingua materna.
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Figura 26 — Questdo 47

4'7.Supondo que a Terra seja uma esfera perfeita,
& esabendo que seu raio é de aproximadamen-
te 6400 km, determine:

a area total da superficie terrestre (use Tt = 3);
491520000 km?
o valor percentual que ocupa o continente

americano, cuja area € de 42215000 km?,
em relagao a superficie total da Terra.

Utilize a calculadora para auxilia-lo nos calculos.
aproximadamente 8,59%

Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p. 136).

Para a resolugdo dessa questao € utilizada a apreensao discursiva. No primeiro comando,
deve-se fazer uma conversao do registro discursivo em lingua materna para o registro simbolico
algébrico da area da superficie esférica. No segundo comando, o aluno deve ter conhecimento
de como calcular um valor percentual, e dessa maneira, realizar um tratamento no registro
simbodlico numérico dividindo a drea do continente americano pela drea total da superficie da
Terra, e apos isso, multiplicar o valor encontrado por 100. Logo, encontrando o que foi
solicitado.

A Questao 48, apresentada na Figura 27, traz o enunciado na representacao discursiva
em lingua materna, o qual descreve a defini¢do de fuso esférico. O comando pede para que se
encontre a férmula que calcula a area do fuso esférico em fun¢do do angulo a e do raio r. O
suporte traz a defini¢do do fuso esférico por meio do registro figural, indicando o angulo a, o
raio r e o arco equatorial. Vale ressaltar que o LD analisado, ndo aborda o conteido de fuso

esférico dentro do tépico Esfera, traz este contetido apenas nesta questao.
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Figura 27 — Questao 48

48.Chamamos de fuso esférico a superficie ge-
rada pela rotacao, por um angulo de medida

o (0° < o = 360°), de uma semicircunferéncia

de raio r em torno do eixo que contém seu
didmetro, como mostrado na figura a seguir.

€ nréo

> o0
fuso esférico

arco
equatorial

ILUSTRAGEES: EITORIA DE ARTE

Dé aférmula que calcula a drea do fuso esférico
em funcdo da medida do angulo o e do raio r.

Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p. 136).

Para a resolucdo dessa questdo, sdo utilizadas as apreensdes perceptiva e discursiva,
para conseguir resolver o aluno deve identificar os elementos no suporte e no registro discursivo
em lingua materna. Diferentemente das outras questdes, esta ndo pede para que seja calculado
o volume da esfera, nem a drea da superficie esférica, mas que se chegue a uma relacdo da area
do fuso esférico em funcdo do angulo e do raio.

Assim, é necessdrio fazer uma conversao do registro figural para o registro simbodlico
algébrico da drea da superficie esférica que se relaciona com o angulo de 360°, como mostra o

esquema 6 na Figura 28.

Figura 28— Esquema 6

Conversao do registro figural para o registro

simbolico algébrico da area da superficie esférica — 4mr®

Tratamento no registro simbdélico algébrico

l
Area do fuso Medida do angulo (em grau)
mr? ——————— — 360°
Aruso esférico — - a

dmr? . Tr? -a

Afpuso esférico — 360° = 90°

Fonte: Elaborado pela autora, 2022.
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Para isto, € imprescindivel identificar que a drea de um fuso esférico € proporcional a
medida do angulo a rotacionado, dessa forma, deve-se realizar um tratamento no registro
simbdlico algébrico utilizando uma regra de trés simples para calcular a drea do fuso esférico
em func¢do da medida do angulo a e do raio r.

A Questdo 49, apresentada na Figura 29, traz o enunciado na representagdo discursiva
em lingua materna, indica que os s6lidos abordados sdo uma esfera e um cone reto e a area da
superficie esférica e do cone sdo iguais. O comando pede para que seja determinado o raio da
esfera, levando em consideracdo o raio da base e o volume do cone dados. Esta questao ndo traz
um suporte, o qual poderia facilitar para um melhor entendimento do que € descrito no

enunciado e no comando.

Figura 29 — Questao 49

49, (Faap-SP) A area da superficie de uma esfe-
ra e a area total de um cone reto sao iguais.
Determine o raio da esfera, sabendo que o vo-

lume do cone é 12t dm? e o raio da base é 3 dm.
V6 dm

Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p. 136).

Para a resolucdo dessa questdo é utilizada a apreensdo discursiva e a apreensio
operatoria, pois € necessario que o aluno visualize, a0 menos mentalmente, o que € exposto no
enunciado e comando. A questdo aborda trés objetos matematicos o volume do cone, a drea

total do cone e a area da superficie esférica. Como mostra o esquema da Figura 30.
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Figura 30 — Esquema 7

Volume do Cone

1
Vo= §1rr2 h - Tratamento no registro simbdlico algébrico
g =1 +h?
Area total do Cone N
Teorema de Pitagoras
Se=mr-(g+7r)
Sg=S¢

Y Area da superficie esférica

Sg = 4mr?

Fonte: Elaborado pela autora, 2022.

Desse modo, € necessdrio realizar trés conversdes, uma do registro discursivo em lingua
materna para o registro simbdlico algébrico do volume do cone, para que se encontre a altura
h. Outra, do registro discursivo em lingua materna para o registro simboélico algébrico da area
total do cone, neste caso, para encontrar a geratriz g do cone reto, € necessario fazer um
tratamento no registro simbdlico algébrico estabelecendo uma relagdo pitagdrica entre o raio 7,
a altura h e a geratriz g. E a terceira conversao do registro discursivo em lingua materna para o
registro simbdlico algébrico da drea da superficie esférica. Apds isso, realizar um tratamento
no registro simbdlico algébrico igualando a drea da superficie esférica e drea total do cone, para
assim encontrar o valor do raio da esfera.

A Questao 50, apresentada na Figura 31, traz o enunciado na representacao discursiva
em lingua materna, indica que um plano a secciona uma esfera e explicita a distancia entre o
plano a e o centro da esfera e o raio da sec¢@o obtida. O comando pede para que seja calculado
o volume da esfera. Esta questdo ndo traz um suporte e se assemelha com a questdao 45 (Ver
Figura 22), pois também aborda a sec¢do de uma esfera e sdo utilizados os mesmos

procedimentos para resolvé-la, com excecdo do que € solicitado no comando.

Figura 31 — Questao 50

50.Uma esfera é seccionada por um plano o. dis-
tante 12 cm do centro da esfera. O raio da sec-

¢ao obtida é 9 cm. Calcule o volume da esfera.
4 5001 cm?

Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p. 136).
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Para a resolucdo dessa questdo € utilizada a apreensdo discursiva e a apreensio
operatoria, além de identificar os elementos presentes no registro discursivo é preciso que se
faca, ao menos mentalmente, a conversdo do registro discursivo em lingua materna para o
registro figural geométrico da sec¢do da esfera. Desse modo, como na questdo 45 (Ver Figura
22), € necessdrio ter conhecimento de que a sec¢do da esfera é um circulo, e que é possivel
encontrar o raio da esfera utilizando o Teorema de Pitdgoras, dessa maneira, a complexidade
desta questdo aumenta o custo cognitivo para conseguir resolvé-la. Assim, € preciso fazer um
tratamento no registro simbdlico algébrico na relacdo do Teorema de Pitdgoras para encontrar
o raio da esfera. Como também, fazer uma conversao do registro discursivo em lingua natural
para o registro simbdlico algébrico do volume da esfera, € um tratamento no registro simbdlico
algébrico substituindo o valor do raio encontrado no volume da esfera.

A Questao 51, apresentada na Figura 32, traz o enunciado na representacdo discursiva
em lingua materna, descreve a estrutura de uma igreja que possui uma cipula abobadada com
formato externo de uma semiesfera, ¢ dado seu diametro e explicado que serd aplicada uma
manta asfaltica na parte externa dessa abobada, também relata o valor que serd cobrado por
cada metro quadrado para instalacdo da manta, além de sugerir o uso da calculadora na
resolucao e o valor de m. O comando questiona o valor cobrado para a instalacdo da manta na
abdobada. O suporte apresenta a imagem da parte da igreja que possui formato de uma semiesfera

e a descri¢do na representacdo discursiva em lingua materna.

Figura 32 — Questao 51

Srl.Uma igreja possui uma cupula abobadada  para evitar vazamentos sera aplicado externa-
com formato externo de uma semiesfera de  mente uma manta asféltica apenas na regiao
diametro medindo 12 metros.

da abdébada. A empresa que instala a manta

asfaltica cobra R$ 120,00 por metro quadrado

para a instalacdo da manta. Qual sera o valor

. da instalacao da manta asféltica nessa abdba-
| da? Considere T = 314. 732712960

& Utilize a calculadora para auxilia-lo nos calculos.

OPIS ZAGREB/SHUTTE

= Diversos templos religiosos possuem abobadas
(ou domos) no formato semiesférico. Um dos
mais famosos é o da Basilica de Sao Pedro, no
Vaticano. Fotografia de 2019.

Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p. 136).
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Para a resolucdo dessa questdo sdo utilizadas as apreensdes perceptiva e discursiva.
Dessa maneira, deve-se realizar a conversdao do registro em lingua materna para o registro
simbdlico algébrico da drea da superficie esférica. Apds isso, fazer um tratamento no registro
simbdlico algébrico da superficie da esfera, dividindo por dois, para encontrar a drea da
superficie da semiesfera. Como também, fazer um tratamento na representacdo simbdlica
numérica de forma escrita ou a0 menos mental, para que se encontre o raio da semiesfera e esse
raio seja substituido na 4rea da semiesfera. Por fim, deve-se realizar um tratamento na
representacdo numérica multiplicando a drea encontrada pelo valor dado de cada metro
quadrado, e assim, encontrar o valor procurado.

A Questao 52, apresentada na Figura 33, traz o enunciado na representacdo discursiva
em lingua materna, o qual descreve a definicdo de cunha esférica. O comando pede para que se
encontre a formula que calcula o volume da cunha esférica em fun¢@o do angulo a e do raio r.
O suporte traz a definicdo da cunha esférica por meio do registro figural, indicando o dngulo a,
o raio r e o arco equatorial. Vale ressaltar que assim como acontece na questio 48 (Ver Figura
27) sobre fuso esférico, o LD analisado, nao aborda o contetiido de cunha esférica dentro do
topico Esfera, traz este contetido apenas nesta questao. A resolucdo desta questao se assemelha
com a resolugdo da questdo 48 apesar de serem conteddos distintos, sdo utilizados os mesmos

procedimentos.

Figura 33 — Questao 52

52. Chamamos de cunha esférica o sélido gera-
do pela rotagado, por um dngulo de medida o
(0° < o = 360°), de um semicirculo de raio r
em torno do eixo que contém seu didmetro,
como mostrado a seguir. T ¢
270

cunha esférica

arco
/" equatorial

Escreva a formula que calcula o volume de
uma cunha esférica, em fun¢ao da medida
do angulo o e do raio r.

Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p. 136).
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Para a resolucdo dessa questdo, sdo utilizadas as apreensdes perceptiva e discursiva,
para conseguir resolver o aluno deve identificar os elementos (raio e angulo, por exemplo) no
suporte e no registro discursivo em lingua materna. Assim, € necessdrio fazer uma conversao
do registro figural para o registro simbdlico algébrico do volume da esfera que se relaciona com

o angulo de 360°, como é mostrado no esquema da Figura 34.

Figura 34 — Esquema 8

Conversao do registro figural para o registro Y 4

simbadlico algébrico do volume da esfera 511:1"

3

Tratamento no registro simbdlico algébrico

1
Volume da Cunha Medida do dngulo (em grau)
Y 360°
-mr° ————— —
3
Veunna esférica — o
3
W= a3 g
Veunna esférica = 360° = 270°

Fonte: Elaborado pela autora, 2022.

Também ¢é preciso identificar que o volume da cunha esférica é proporcional a medida
do angulo a rotacionado. Dessa forma, deve-se realizar um tratamento no registro simbdlico
algébrico utilizando uma regra de trés simples para calcular o volume da cunha esférica em
fun¢do da medida do angulo o e do raio 7.

A Questdo 12, apresentada na Figura 35, traz o enunciado na representacao discursiva
em lingua materna, indica uma situagao onde a medida do raio da base, da altura e da geratriz
de um cone reto, estd em progressdo aritmética de razdo igual a 1, nessa ordem descrita.
Também € dado o resultado da soma destas medidas e afirmado que a area total da superficie
do cone € igual a drea da superficie de uma esfera, com base nisto, no comando € solicitado o

raio desta esfera. Esta questdo ndo apresenta um suporte.
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Figura 35 — Questdo 12

12.(AFA-SP) Num cone reto, a medida do raio
da base, da altura e da geratriz estdo, nessa
ordem, em progressdo aritmética de razdo
igual a 1. Sabendo-se que a soma dessas me-
didas é 12 dm e que a area total da superficie
deste cone é igual a area da superficie de uma
esfera, a medida do raio da esfera, em dm, é

a)\/g ) \E alternativa a
b Y18
2

d)2

Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p. 149).

Para a resolucio dessa questio é utilizada a apreensio discursiva. E imprescindivel que
o estudante saiba como se forma uma progressao aritmética de 3 termos e razdo 1, pois isso
possibilita encontrar as medidas do raio r, da altura h e da geratriz g do cone. Dessa forma, é
preciso fazer um tratamento no registro simbdlico algébrico para encontrar essas medidas, como

pode ser observado no esquema da Figura 36.

Figura 36 — Esquema 9

1. Tratamento no registro simbdlico algébrico
P.A. r, I, g erazéo 1:

r+h+g=12

r=h-1

g=h+1

Assim,

(h—1)+h+(h+1)=12l-'-h=4dm ~r=3dmeg=>5dm

2. Conversédo do registro discursivo em lingua materna para o
registro simbdlico algébrico da area total do cone reto

-3 Area total do Cone

Apg=mr-(g+17)

3. Conversdo do registro discursivo em lingua materna para o 3 <
registro simbélico algébrico da area da superficie esférica Area da superflcaezesferlca
Ap = 4R

4. Conversdo do registro simbélico algébrico
Are = Ag

Fonte: Elaborado pela autora, 2022.

ApOs isso, realizar duas conversdes, uma do registro discursivo em lingua materna para
o registro simbdlico algébrico da drea total do cone reto, e outra, do registro discursivo em

lingua materna para o registro simbdlico algébrico da 4rea da superficie esférica.
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Posteriormente, fazer um tratamento no registro simbdlico algébrico da drea total do cone e da
area da superficie esférica, igualando as duas dreas e assim, encontrar a medida do raio da
esfera.

A Questdo 13, apresentada na Figura 37, traz o enunciado na representa¢do discursiva
em lingua materna, indica que um prisma hexagonal regular estd inscrito em uma esfera, € dado
as medidas da altura e do lado da base do prisma. O comando pergunta qual a drea da superficie

dessa esfera. O suporte traz a representacao figural geométrica dos sélidos.

Figura 37 — Questao 13

13. (Uespi-Pl) Um prisma hexagonal regular, com
lado da base medindo 3 cm e altura 8 cm, esta
inscrito em uma esfera, como ilustrado a seguir.
Qual a area da superficie da esfera? alternativa e

a) 921t cm? d) 981 cm?
b) 941t cm? e) 1001t cm?
c) 961 cm?

Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p. 149).

Para a resolugio dessa questio, sdo utilizadas as apreensdes perceptiva e discursiva. E
necessario compreender os elementos da esfera e do prisma abordados a partir do registro
discursivo, sendo preciso a conversao do registro discursivo em lingua materna para o registro
simbdlico algébrico da drea da superficie esférica. Para encontrar a medida do didmetro e,
consequentemente, do raio da esfera, pode-se fazer a conversao do registro discursivo em lingua
materna para o registro figural por meio das informag¢des do enunciado, e assim, utilizar a

apreensao operatoria para construir um triangulo retangulo como o apresentado na Figura 38.
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Figura 38 — Triangulo retangulo

diametro da esfera

[

6 cm

Fonte: Elaborado pela autora, 2022.

Neste caso, 6 cm equivale a medida da maior diagonal do hexdgono da base e 8 cm, a
altura do prisma hexagonal. Assim, é necessario fazer dois tratamentos no registro simbdlico
numérico, um utilizando o Teorema de Pitdgoras para encontrar o didmetro da esfera, e outro,
de forma escrita ou ao menos mental, para encontrar o raio da esfera. Apds isso, realizar um
tratamento na representacdo algébrica da drea da superficie esférica, encontrando o que €
solicitado no comando.

A Questao 14, apresentada na Figura 39, traz o enunciado na representacdo discursiva
em lingua materna, e descreve uma situacdo ocorrida numa palestra, onde um cientista
comparou o tamanho dos planetas do sistema solar, pediu para a plateia considerar que todos
estes planetas s@o esféricos e que o a medida do raio do planeta Jupiter € 11 vezes a medida do
raio do planeta Terra. O comando da questdo, questiona que ao associar o planeta Terra a uma
bola de futebol, o planeta Jupiter devera ser associado a quantas destas bolas. O suporte traz a

representacao figural geométrica dos planetas e do Sol, descrito pelo cientista.



Figura 39 —

14. (Faculdade Albert Einstein) Em uma palestra,
um cientista ilustrou comparativamente o
tamanho dos planetas do sistema solar com
auxilio da foto a seguir.

Questao 14

Em seguida, langou a seguinte pergunta: se
associarmos o planeta Terra a uma bola de fu-
tebol, o planeta Japiter devera ser associado,
aproximadamente, a quantas dessas bolas?
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A resposta correta para a pergunta do pales-
trante é alternativa e

a)2048. ) 33. e) 1331
b)121. d)22.

{www.colegioweb.com.br]

No entanto, o cientista disse que essa foto
dificulta a percepgao correta da diferenca
de tamanho entre os planetas. Para ilustrar
o que dizia, ele pediu para a plateia consi-
derar que todos os planetas sao esféricos e
que o tamanho do raio do planeta Jupiter é
11 vezes o tamanho do raio do planeta Terra.

Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p. 150).

Para a resolugdo dessa questao, s@o utilizadas as apreensdes perceptiva e discursiva, pois
€ necessdrio compreender os elementos da esfera descritos na representacdo discursiva em
lingua materna, como também, na representa¢do geométrica. Nesta questdo, tem que se fazer a

relacdo entre o raio e o volume da esfera, como mostra o esquema da Figura 40.

Figura 40 — Esquema 10

Jipiter
Terra

Conversdo do registro discursivo em lingua materna
para o registro simbdlico algébrico do volume da esfera

Volume da esfera Volume da esfera

4 4
Fjﬁpizar = EHR:; Vrerra = 51"3
'd .
ralor
R=11-r

Tratamento no registro algébrico

Viipiter
Quantidade de bolas = —Lupiter

Terra

Fonte: Elaborado pela autora, 2022.

Sendo assim, deve-se realizar a conversdao do registro discursivo em lingua materna
para o registro simbdlico algébrico do volume da esfera, por duas vezes, uma para o volume da
esfera considerada como o planeta Terra, e outra, para o volume da esfera considerada como o

planeta Jupiter. Dessa forma, realizar dois tratamentos no registro algébrico da esfera, um
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considerando o raio da Terra r e o raio de Jupiter 11 vezes r, e outro, dividindo os dois volumes,
da Terra e de Jupiter, para encontrar o que € solicitado no comando.

A Questao 15, apresentada na Figura 41, traz o enunciado na representacdo discursiva
em lingua materna, descreve cédpsulas que possuem formato cilindrico e extremidades
hemisféricas e contém medicamento em microesferas de 1,0 mm de didmetro, sdo dados o
comprimento total de cada cdpsula e o didmetro de cada hemiesfera. O comando pede o nimero
méximo de microesferas que cabem no interior de cada cdpsula, desprezando o espaco entre

elas. A questdo ndo apresenta suporte.

Figura 41 — Questdo 15

15. (Uneb-BA) Considere-se que

= capsulas, de formato cilindrico e extremi-
dades hemisféricas, contém determinado
medicamento em microesferas de 1,0 mm
de diametro;

« 0 comprimento total de cada capsula
mede 15 mm, e o diametro de cada he-
misfera mede 6 mm.

E correto afirmar que o nimero maximo de

microesferas que cabem no interior de cada

capsula, admitindo-se despreziveis os espacos

entre elas, é alternativa 03

01) 500 03) 702 05) 804

02) 681 04) 765

Fonte: (BONJORNO; JIjNIOR; SOUSA. 2020, p. 150).

Para a resolucao dessa questdo, € utilizada a apreensdo discursiva. E necessario fazer a
conversdo do registro discursivo em lingua materna para o registro do volume da esfera
(microesfera) e fazer um tratamento no registro simbdlico numérico ou a0 menos mental, para

encontrar o raio da microesfera, como apresenta o esquema da Figura 42.

Figura 42 — Esquema 11

- Volume da microesfera  _, Didmetro = 1,0 mm
4 L
V= Em“s Tratamento no registro simbdlico

numérico para encontrar o raio r

Fonte: Elaborado pela autora, 2022.
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Sabendo que as capsulas possuem formato cilindrico e extremidades com formato de
semiesfera, € necessdrio fazer a conversdo do registro discursivo em lingua materna para o
registro do volume do cilindro e fazer um tratamento no registro simbdlico numérico para
encontrar a altura h do cilindro, neste caso, o volume do cilindro e a altura do cilindro sdo
considerados dois objetos matematicos. Também € necessario fazer a conversdo do registro
discursivo em lingua materna para o registro simbdlico algébrico do volume da esfera, como
s@o duas semiesferas, ndo € preciso dividir o volume da esfera por dois. O esquema da Figura

43 apresenta o que foi descrito.

Figura 43— Esquema 12

Semiesfera 1
Vs
— 1. Volume do cilindro
V.=mrth

h

Capsula
7 2, Tratamento no registro simbélico numérico para encontrar a altura h
Cilindro

h = altura da cipsula — raio da semiesfera 1 — raio da semiesfera 2

A

Semiesfera 2

5. Tratamento no registro simbélico numérico
3. Semiesfera 1 + Semiesfera 2 = Volume de uma esfera _, 4. Tratamento no registro simbélico numérico _
Vcﬁpsuiﬁ =V.+Vg M

4
Ve=—mr?
3 Vy

= quantidade de microesferas

Fonte: Elaborado pela autora, 2022.

Por fim, deve-se realizar dois tratamentos no registro simbdlico numérico, um para
somar os dois volumes, o do cilindro e o da esfera formando o volume da cdpsula. E outro,
dividindo o volume da cépsula pelo volume das microesferas, dessa forma encontrando a
quantidade méxima de microesferas que cabem no interior de cada cipsula.

A Questao 17, apresentada na Figura 44, traz o enunciado na representacdo discursiva
em lingua materna, descreve que sdo fundidas trés esferas idénticas e macicas, dado a medida
de seus diametros, no comando é questionado o raio da esfera obtida apds a fundi¢do dessas

trés esferas. A questdo nao traz um suporte.
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Figura 44 — Questao 17

17.(UFRGS-RS) Fundindo trés esferas idénticas e
macicas de diametros 2 cm, obtém-se uma
Unica esfera macica de raio alternativaa

a) 3. ) 6. e) 6.
b) ¥/4. d)3.

Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p. 150).

Para a resolucdo desta questdo € utilizada a apreensdo discursiva. Deve-se fazer a
conversdo do registro discursivo em lingua materna para o registro simbdlico geométrico do

volume das trés esferas, como mostra o esquema da Figura 45.

Figura 45 — Esquema 12

1. Conversdo do registro discursivo em lingua materna para o
registro simbdlico algébrico do volume da esfera

l
Volume das Esferas

3 —s 2. Tratamento no registro simbélico

x5 s 4
=gar®; Vg, =gur®; Vg, =zmr iy "
3 3 numeérico para encontrar o raio r

3
l

\. 3. Tratamento registro simbélico algébrico substituindo o raio r
encontrado em cada volume

l

Ve

1

4., Tratamento registro simbélico algébrico do volume da esfera

VE1 + VEZ + VEa = VEMrziar

—
1
4 5. Tratamento registro simbdlico algébrico do volume da
esfera
__ Py
VEMm'ur - 3TU

Fonte: Elaborado pela autora, 2022.

Realizar dois tratamentos no registro simbélico algébrico do volume da esfera, um de
forma escrita ou mental, para encontrar os raios das esferas, e outro, substituindo o valor do
raio encontrado no volume de cada esfera. Em seguida, realizar um novo tratamento no registro
simbdlico algébrico somando os volumes das trés esferas. Apos isso, fazer mais um tratamento
no registro simbolico algébrico do volume da esfera, substituindo o volume somado das trés
esferas, e dessa maneira, encontrar o raio da esfera obtida.

A Questdo 19, apresentada na Figura 46, traz o enunciado na representa¢do discursiva
em lingua materna, apresenta um reservatorio de agua constituido por uma esfera metalica e

que € sustentada por colunas metdlicas inclinadas de 60° com o plano horizontal e soldadas a
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esfera ao longo do seu circulo equatorial, também é dada a medida do diametro da esfera. No
comando € questionada qual a medida aproximadamente da altura h da esfera em relacao ao
solo. O suporte apresenta a representacdo figural geométrica da esfera sobre as colunas
metdlicas, bem como indica a altura h no centro da esfera e do circulo equatorial e a medida do

diametro do circulo equatorial.

Figura 46 — Questdo 19

19. (ESPM-SP) Um reservatorio de agua é cons-
tituido por uma esfera metalica oca de 4 m
de diametro, sustentada por colunas metali-
cas inclinadas de 60° com o plano horizontal
e soldadas a esfera ao longo do seu circulo
equatorial, como mostra o esquema abaixo.

Sendo /3 = 173, aaltura h da esfera em rela-
¢ao ao solo é aproximadamente igual a:
a)240m c)320m €)3,60m
b)280 m d)340m alternativa ¢

Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p. 151).

Para a resolu¢@o dessa questdo, sdo utilizadas as apreensdes perceptiva, discursiva e
operatdria. Para que facilite o entendimento e a resolucdo desta questdo, é importante que a
partir das informagdes apresentadas no enunciado, comando e suporte, seja construida a figura
geométrica do esquema apresentado na Figura 47, além de ser possivel realizar varios

tratamentos no registro simbdlico numérico, como mostrado abaixo.

Figura 47 — Esquema 13

Tratamentos no registro simbélico numérico

2 m — raio da esfera

(h + 2) m — altura + raio da esfera

5 m — raio do circulo equatorial

3 m — diferenca entre o raio da esfera e o raio do
circulo

60° — angulo de inclinacio das colunas metélicas
com plano horizontal

(h+2)mi

EDITORIA DE ARTE

| 3m |
} — !

Fonte: (BONJORNO; JUNIOR; SOUSA. 2020, p- 271) adaptado pela autora, 2022.
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A figura geométrica mostrada na Figura 47, foi construida utilizando como referéncia
as colunas que sustentam o reservatorio. Vale ressaltar que para resolver esta questdo, nao sao
suficientes os contetidos abordados no tépico Esfera, € fundamental o conhecimento de relagdes
trigonométricas. Sendo assim, sabendo que o tridngulo retangulo no trapézio da Figura 47,
possui as medidas dos seus catetos, € preciso realizar um tratamento no registro simbdlico
algébrico para o calculo da tangente do angulo 60°. Apds isso, fazer dois tratamentos no registro
simbdlico numérico, um para substituir o valor da raiz de 3 dada na questao, e outro retirando
a medida do raio da esfera. Dessa forma, encontrando o valor da altura h.

A Questao 20, apresentada na Figura 48, traz o enunciado na representacdo discursiva
em lingua materna, indica uma esfera inscrita num cubo, o qual é dado a medida de suas arestas
e é afirmado que o plano de cada face do cubo € tangente a esfera. O comando pede para que
seja calculado a drea da superficie esférica. O suporte traz a representacao figural geométrica

da esfera inscrita no cubo e as medidas das arestas.

Figura 48 — Questao 20

20.A figura mostra uma esfera inscrita em um
cubo de aresta 4 cm (note que o plano de cada
face do cubo é tangente a esfera). Calcule a
area total da superficie esférica. alternativa ¢

EDITORIA DE ARTE

LUSTRAGOES:

a) 4n cm?
b)8m cm?
c) 16m cm?
d)32n cm?

e) mem?

Fonte: (BONJORNO; JIjNIOR; SOUSA. 2020, p. 151).

Para a resolucdo desta questdo sdo utilizadas as apreensdes perceptiva e discursiva, pois
€ necessdrio identificar os elementos da esfera e do cubo no registro figural e relacioni-los com
0 que traz o registro discursivo em lingua materna. Além disso, € utilizada também a apreensao
operatdria porque € preciso fazer um tratamento no registro figural, ao menos mentalmente,
para que se consiga visualizar estes elementos. Sao abordados dois objetos matemadticos, a

esfera e o cubo. Assim, € preciso realizar a conversao do registro discursivo em lingua materna
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para o registro simbdlico algébrico da 4rea da superficie esférica, como apresenta o esquema

da Figura 49.

Figura 49 — Esquema 14

1. Conversio do registro discursivo em lingua materna para
o registro simbélico algébrico da drea da superficie esférica

)
Area da superficie esférica
3. Tratamento no registro simbélico

= ¥4
Sg = 4nr = algébrico substituindo r

4 cm
r=2oem

p"

2. Tratamento no registro simbélico numérico

x 2
!—2— cm

Fonte: Elaborado pela autora, 2022.

ApOs isso, € importante o aluno fazer uma interpretacdo operatoria para seccionar a
esfera no seu diametro e constatar que o didmetro corresponde a aresta do cubo, sendo assim,
deve-se realizar um tratamento no registro simbdlico numérico de forma escrita ou ao menos
mental, para encontrar o raio da esfera. E dessa maneira, fazer um tratamento no registro

simbolico algébrico substituindo o raio e encontrando a drea da superficie da esfera.

5.2 Sintese da Analise das Questoes

No decorrer do topico Esfera, verificamos que o LD apresenta os objetos mateméticos
por meio dos registros de representacdes em lingua natural, simbdlico algébrico e figural.
Quanto ao volume da esfera, o livro aborda utilizando o Principio de Cavalieri em consonéncia
com a Proposta Curricular da Paraiba, enquanto que a drea da superficie esférica € apresentada
através de um processo de decomposicao da esfera em sélidos com formatos de piramides e
alturas equivalentes a medida do raio da esfera.

No Gréfico 1 sdo apresentados o quantitativo de questdes que trabalham os objetos

matematicos volume da esfera e drea da superficie esférica.
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Griéfico 1- Questdes que abordam os objetos matemdticos volume da esfera e drea da
superficie esférica

QUESTOES QUE ABORDAM OS OBJETOS VOLUME DA
ESFERA E AREA DA SUPERFICIE ESFERICA
24
21
18
15
12

S W o VO

Volume da esfera Area da superficie
esférica

Fonte: Elaborado pela autora, 2022.

Das 24 questdes analisadas, 54% trabalham o objeto volume da esfera, enquanto que
38% trabalham o objeto drea da superficie esférica. Destas questdes, a questdo 19 e a questao
45, o que equivale a 8%, ndo trabalham os objetos volume da esfera e drea da superficie esférica.
A questdo 19 (Ver Figura 46) trabalha por meio de tratamentos, o raio da esfera e as relagdes
trigonométricas para encontrar uma determinada altura h de uma esfera, sustentada por colunas
metdlicas, em relacdo ao solo. J4 a questdo 45 (Ver Figura 22) trabalha a drea da secc¢do da
esfera.

No Grafico 2, sdo apresentados os registros de representacdes semidticas do volume da

esfera e da drea da superficie esférica que sdo trabalhados nas questdes.
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Griafico 2— Registros de Representacdes Semioticas abordados nas questdes

REGISTROS DE REPRESENTACOES SEMIOTICAS
TRABALHADOS NAS QUESTOES

Registro em Lingua  Registro em Lingua  Registro em Lingua  Registro em Lingua
Natural do Volume da  Natural e Registro Natural da Area da Natural e Registro
Esfera Figural do Volume da  Superficie Esférica  Figural da Area da

Esfera Superficie Esférica

O R, N W H U1 OV N ®

Fonte: Elaborado pela autora, 2022.

Como podemos observar no grafico, dentre as 24 questdes analisadas, 29% trabalham
apenas o registro de representacdo em lingua natural do volume da esfera, enquanto que 25%
trabalham os registros em lingua natural e figural do volume da esfera, simultaneamente. Ja
21% das questdes trabalham somente o registro em lingua natural da area da superficie esférica,
enquanto que 17% trabalham os registros em lingua natural e figural da drea da superficie
esférica, ao mesmo tempo. Duas destas questdes, as quais equivalem a 8%, ndo trabalham os
registros supracitados, sdo elas, a questdo 45 (Ver Figura 22) que aborda o registro em lingua
natural da drea da seccdo de uma esfera, e a questdo 19 (Ver Figura 46) que aborda o registro
em lingua natural e o figural de relacdes trigonométricas.

Quanto aos tipos de apreensdes geométricas abordadas nas questdes, encontramos as
apreensdes perceptiva e discursiva presentes em 58% e 100% delas, respectivamente. Estas
apreensoes sdo utilizadas quando € preciso identificar os elementos dos s6lidos na representagcao
geométrica e relacionéd-los com o que € exposto na representacdo na linguagem natural, como
também, quando € necessdrio identificar os elementos e propriedades dos s6lidos trabalhados,
por meio da representacdo discursiva em lingua materna. Outra apreensdo trabalhada, é a
apreensao operatoria, a qual aparece em apenas 8 questdes, o que equivale a 33% das questdes
analisadas. Esta apreensdo exige um maior custo cognitivo do aluno, pois requer um tratamento
figural que auxilia na descoberta da resolu¢ao do problema, mediante as operagdes realizadas

sobre as figuras.
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Na andlise das questdes, encontramos outros solidos geométricos que sao trabalhados
juntamente com a esfera, dessa maneira, s6lidos como o cone, o cilindro, o cubo e o prisma sdao
abordados em 38% das questdes analisadas.

No Griéfico 3, s@o apresentadas as principais conversdes entre os registros trabalhadas
nas questdes analisadas. Dentre as 24 questdes, apenas a questdo 19 ndo trabalha a conversao,
assim foram consideradas 23 questdes quanto as conversdes entre os registros de representacdes

semioticas.

Grafico 3— Conversdes entre registros do volume da esfera e da area da superficie esférica
trabalhadas nas questdes

CONVERSOES ENTRE REGISTROS DO VOLUME DA ESFERA E
DA AREA DA SUPERFICIE ESFERICA

10
8
6
4
= F
0
u Registro figural geométrico para o Registro simbdlico algébrico do volume da
esfera
u Registro em lingua natural para o Registro simbdlico algébrico do volume da
esfera

Registro figural geométrico para o Registro simbolico algébrico da area da
superficie esférica

Registro em lingua natural para o Registro simbdlico algébrico da area da
superficie esférica

Fonte: Elaborado pela autora, 2022.

De acordo com o grafico acima, a conversdao mais trabalhada nas questdes foi a que tem
como registro de partida o registro em lingua natural e o de chegada o registro simbdlico
algébrico da drea da superficie esférica, com 35%. A conversdo que tem como registro de
partida o registro figural geométrico e o de chegada o registro simbolico algébrico do volume
da esfera, equivale a 26%. A conversao que tem como registro de partida o registro em lingua
natural e o de chegada o registro simbdlico algébrico do volume da esfera, equivale a 22%, e a
conversdo que tem como registro de partida o registro figural geométrico e o de chegada o
registro simbolico algébrico da area da superficie esférica, equivale a 13% das questdes.

Vale ressaltar que as conversdes em que o registro de partida € o registro em lingua
natural e o de chegada o simbdlico algébrico, foram priorizadas, aparecendo com mais

frequéncia que as demais. J4 a conversdes em que o registro de partida € o registro figural e o
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de chegada o simbdlico algébrico aparecem em segundo lugar como as mais trabalhadas. Nas
duas situacdes, nao foram encontradas conversoes de volta.

Podemos observar na andlise das questdes, que foram trabalhadas conversdes entre
registros de objetos matemadticos distintos do volume da esfera e da drea da superficie esférica.

Assim, no Grafico 4 sao apresentadas estas conversoes.

Griafico 4 — Conversoes entre os registros do volume do cilindro, do volume do cone e da area
total do cone

CONVERSOES ENTRE REGISTROS
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0
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lingua natural  para o Registro  lingua natural lingua natural
para o Registro simbdlico para o Registro  para o Registro
simbdlico algébrico simbdlico simbdlico
algébrico do volume do algébrico algébrico
do volume do cilindro do volume do da area total do
cilindro cone cone

Fonte: Elaborado pela autora, 2022.

Podemos observar no gréfico acima, que a conversdo que tem como registro de partida
o registro em lingua natural e o de chegada o registro simbdlico algébrico do volume do cilindro,
equivale a 17% das questdes, ja a conversdo em que o registro de partida € o registro figural e
o de chegada o registro simbdlico algébrico do cilindro, equivale a 9%, todas as questdes que
abordaram o volume do cilindro, também trabalharam o volume da esfera. As conversoes que
tem como registro de partida o registro em lingua natural e o de chegada o registro simbdlico
algébrico do volume do cone, e a que tem como registro de partida o registro em lingua natural
e o de chegada o registro simbdlico algébrico da drea total do cone, equivalem a 9% das
questdes. Também foram abordadas conversoes entre registros dos objetos matematicos: drea
do cubo, apenas na questdo 43 e triangulo retangulo e teorema de Pitdgoras, nas questoes 13,

45,49 e 50.
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Dessa forma, finalizamos a sintese das questdes analisadas neste trabalho, tendo

identificado os registros de representacdes e as conversoes trabalhados.
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CONSIDERACOES FINAIS

Nesta pesquisa, tivemos como embasamento a Teoria dos Registros de Representagdes
Semidticas de Raymond Duval, que aborda o modelo de funcionamento cognitivo do
pensamento e analisa as dificuldades encontradas na aprendizagem da Matematica
considerando a forma de acesso aos objetos mateméticos, os quais nao possuem existéncia fisica
e sO € possivel ter acesso a estes objetos, por meio de suas representagdes semioticas.

Com relacdo ao ensino da Esfera, buscamos responder as indagacdes: como os livros
didaticos abordam o objeto matematico esfera, quanto as suas representacdes? Estas abordagens
podem levar os alunos a uma compreensdao desse objeto matematico? Para responder estes
questionamentos, tivemos como objetivo geral analisar um livro diditico do Ensino Médio
aprovado no PNLD de 2021, quanto ao conhecimento de Esfera a luz da Teoria dos Registros
de Representacdes Semidticas. Para alcancar tal objetivo, analisamos as abordagens do topico
Esfera, presente no quarto capitulo do livro, no que concerne aos registros de representacoes e
as conversoes entre os registros do volume da esfera e da area da superficie esférica, trabalhadas
nas questdes propostas.

O LD analisado traz o volume da esfera, por meio do Principio de Cavalieri, e a drea da
superficie esférica por aproximagdo utilizando sélidos com formatos de piramides e alturas
equivalentes a medida do raio da esfera. Medeiros (2014) mediante sua pesquisa, afirma que
muitas vezes as demonstragdes e justificativas das formulas sdo deixadas de lado e ressalta a
importancia da utiliza¢do do Principio de Cavalieri por se tratar de um resultado importante e
bastante utilizado para explicar de forma intuitiva, clara e simples, as férmulas das dreas e
volumes. Da mesma forma, Tavares (2019) reforca ser mais enriquecedor propor alternativas
para justificar ou deduzir a relacio do calculo do volume da esfera, como acontece no Principio
de Cavalieri.

Desse modo, verificamos quanto aos registros do volume da esfera que 25% trabalham
os registros em lingua natural e figural, simultaneamente, enquanto que 29% trabalham apenas
o registro de representacdo em lingua natural do volume da esfera. Quanto aos registros da area
da superficie esférica, 17% das questdes trabalham os registros em lingua natural e figural da
area da superficie esférica, a0 mesmo tempo, ja 21% das questdes trabalham somente o registro

em lingua natural da drea da superficie esférica, o que na visdo de Duval (2004), ndo favorece
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na compreensdo dos objetos, pois os tratamentos discursivos e figurais devem ser feitos de
forma simultanea.

Quanto as conversdes, a mais trabalhada nas questdes, foram as que t€m como registro
de partida o registro em lingua natural e o de chegada o registro simbdlico algébrico da 4rea da
superficie esférica, com 35%. Enquanto que a conversdo que tem como registro de partida o
registro figural geométrico e o de chegada o registro simbdlico algébrico da area da superficie
esférica, equivale a 13%.

A conversdes mais trabalhadas entre o volume da esfera foram as que t€m como registro
de partida o registro figural geométrico e o de chegada o registro simbdlico algébrico do volume
da esfera, equivalendo a 26%. E a conversdao que tem como registro de partida o registro em
lingua natural e o de chegada o registro simbdlico algébrico do volume da esfera, equivalendo
a22%.

Em todas as questdes analisadas ndo foram encontradas conversdes em que o registro
de partida fosse o registro na lingua natural e o de chegada o registro figural do volume da
esfera e/ou da area da superficie esférica. Sendo assim, apontamos que o livro prioriza algumas
conversdes entre registros de representagdes semioticas do volume da esfera e da drea da
superficie esférica em detrimento de outras. Duval (2012a) afirma ser fundamental que as
atividades propostas aos alunos, envolvam conversdes de ida e volta entre os registros de
representacdes do objeto matematico estudado, visto que sdo processos diferentes e necessarios
para que se consiga transitar espontaneamente entre os registros de representagdes e dessa
forma, compreender o objeto matematico.

Da mesma maneira, na pesquisa de Kluppel (2012) foram encontradas conversdes em
que o registro de partida € o da lingua natural para um enunciado em lingua natural ou uma ou
vdrias representacoes figurais. Esse tipo de conversdo negligencia tratamentos discursivos, uma
vez que nao considera que na conversdo inversa, entre o registro figural e em lingua natural, €
exigido uma explicacio que leva a expansao discursiva e as distintas formas de funcionamento
cognitivo do raciocinio.

Desse modo, evidenciamos que no processo de ensino-aprendizagem de matemdtica o
professor ndo deve limitar-se apenas ao livro didético, pois utilizar apenas este recurso nao
garante a compreensdo dos objetos matematicos. Assim, como afirma Kluppel (2012) o LD tem
papel importante na pratica docente e no processo de aprendizagem, pois auxilia no

planejamento e gestdo das aulas. Destarte, € necessdrio que o docente tenha um olhar critico
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para o LD e analise as abordagens dos objetos matemadticos trabalhados, buscando
complementar o ensino para conseguir uma melhor compreensdo dos discentes.

Ressaltamos que hd muito o que pesquisar e investigar sobre o tema proposto dessa
pesquisa, a andlise do livro didatico € sempre muito importante na busca de uma melhor
abordagem dos objetos matematicos. Com isso, indicamos novos estudos que contribuam ainda

mais com o ensino da matematica.
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