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RESUMO

Este trabalho apresenta como tema principal o estudo das derivadas ordindrias. No
desenvolvimento do trabalho de carater bibliografico foi feita uma abordagem da teoria de
modo simples, objetivo e pratico, mas, sempre com o rigor matematico exigido, seguindo para
aplicagOes praticas sobre o tema, foram apresentadas defini¢des, exemplos, observagdes,

teoremas, demonstragdes e aplicacdes sobre derivadas.

Palavras-chave: Derivadas Ordinérias. Teoria, Teoremas, Demonstragdes e Aplicagdes.



ABSTRACT

This work presents as its main theme the study of ordinary derivatives. In the development of
the bibliographic work, the theory was approached in a simple, objective and practical way,
but, always with the required mathematical rigor, moving on to practical applications on the
subject, definitions, examples, observations, theorems, demonstrations and derivative
applications.

Keywords: Ordinary Derivatives. Theory, Theorems, Demonstrations and Applications.



NOTACOES

Notacio Significado
f(x) Fungdo de x
€ Pertence
R Reais
lim Limite
X—=Xg
f’ Derivada
sin x Funcao Seno de x
Ccos X Funcao Cosseno de
X
/9 Raiz
A Delta
dv Derivada
dx
In Logaritmo
Neperiano
e Numero de Euler
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1. INTRODUCAO

Este trabalho traz como proposta uma abordagem sobre derivadas, fazendo uma
introducao inicial e detalhada com o objetivo principal de trazer uma contribuicdo embasada
sobre os conceitos de derivada bem como algumas aplicagdes praticas. Sendo o Calculo
Diferencial e Integral, o assunto onde as derivadas estdo inseridas, um dos instrumentos mais
comumente utilizados pelas areas das ci€ncias exatas para resolver a complexidade de diversos
problemas. Assim, o Célculo ¢ considerado um dos contetidos matematicos mais influentes no
desenvolvimento cientifico e tecnologico atual. Para conseguir um estudo sobre a génese do
Célculo, precisariamos de uma busca ampla em que resultado constituiria num texto longo que
estaria fora do objetivo deste trabalho no geral. O inicio da derivada e o seu crescimento se
funde com o do célculo, pois o célculo nasceu com o desenvolvimento da derivada e do integral.
A autoria do desenvolvimento do célculo ¢ tema bastante discutido, pois uns defendem que foi
o matematico inglés Sir Isaac Newton que o desenvolveu, enquanto outros creditam ao filosofo
e polimata (individuo que estuda ou que conhece muitas ciéncias) alemao Gottfried Wilhelm
Leibniz como o criador do calculo. Porém, deve-se saber que os dois colaboraram bastante para
o célculo. O conceito de derivada que conhecemos origina-se de Leibniz, inclusive as notagdes
mais usuais ¢ nomenclatura. Nesse sentido, a questdo que norteia o presente instrumento ¢
apresentar um acessivel trabalho a alunos e docentes em inicio de suas fungdes sobre os
conceitos das derivadas e apresentar também aplicagdes. Objetivando a compreensao que
facilitard o entendimento das derivadas e suas aplicagdes o trabalho parte inicialmente da
apresentacdo dos conceitos prévios que auxiliardo posteriormente nas demonstragdes. Dai,
partiremos para uma parte mais tedrica referente as derivadas com teoremas, exemplos e
demonstragdes. Para finalizar trabalharemos algumas aplicagdes das derivadas, utilizadas em

varias areas do conhecimento.

Figura 1 — Issac Newton (esquerda) e Leibniz (direita)

Fonte: Revista Galileu
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2. CONTEXTUALIZACAO HISTORICA

O que o torna o célculo infinitesimal tao versatil ¢ a grande variedade de areas em que
pode ser aplicado, como na matematica, na fisica, na tecnolodgica e na economia. A derivada é,
por exemplo, um conceito fundamental da fisica, pois explica aceleragdes, velocidades
instantaneas e forcas. (GALILEU). E por volta de 300 anos atras Sir Issac Newton e Gottfried
Wilhelm Leibniz (que também era filosofo) travavam uma notavel luta pela paternidade do
calculo infinitesimal. Por causa disto Newton disse a famosa frase: "Os segundos inventores
ndo tém direitos".

Isaac Newton foi um matematico, fisico, astronomo, tedlogo e autor, nasceu na
Inglaterra numa aldeia no condado de Lincolnshire. Seu pai, também chamado Isaac Newton,
morreu trés meses antes. Nascido prematuramente, Newton era uma crianga pequena por conta
de sua prematuridade. Dos doze anos até os dezessete anos Newton foi educado na escola The
King's School, em Grantham, que ensinava latim e grego e provavelmente transmitia uma base
significativa de matematica. Em junho de 1661 foi admitido no Trinity College, Cambridge o
qual faz parte da Universidade de Cambridge, na cidade de Cambridge, Reino Unido. Passou
quatro anos em Cambridge e recebeu seu grau de Bacharel em Artes, em 1665. Tornou-se amigo
do Professor Isaac Barrow, que o estimulou a desenvolver suas aptiddes matematicas, tornando-
o0 seu assistente. Entre 1665 ¢ 1667, durante o tempo em que a universidade ficou fechada, em
consequéncia de uma epidemia de peste bubdnica que assolou a Inglaterra e matou um décimo
da populagao, Isaac Newton teve que voltar para a casa da sua mae. Foi neste periodo, Newton
fez as descobertas mais importantes para a ciéncia: descobriu a lei fundamental da gravitagao,
imaginou as leis basicas da Mecanica e aplicou-as aos corpos celestes, inventou os métodos de
calculo diferencial e integral, além de estabelecer os alicerces de suas grandes descobertas
opticas. Em 1667, quando a universidade reabriu, Newton voltou para sua atividade secundaria
de ensino, mas logo progrediu e com 26 anos, tornou-se professor de Matematica, sucedendo
seu proprio mestre e protetor Isaac Barrow. Em 1672 foi eleito para a Royal Society.
Representou a universidade de Cambridge no Parlamento, por duas vezes, de 1689 ¢ 1690 e em
1701. Foi diretor da Casa da Moeda, época em que fortaleceu a moeda e reergueu e crédito
nacional. Em 1705, a rainha Ana outorgou a Newton o titulo de “Sir”. Foi o primeiro cientista
areceber tal honraria (FRAZAO). Isaac Newton Passou o resto de sua vida cientifica ampliando
suas descobertas entre elas a invencdo de um novo sistema matematico de calculo infinitesimal

também conhecido como derivadas. Sir Isaac Newton, apesar de célebre, vivia sozinho, isolado
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e ndo se dava bem em sociedade. Ainda assim, quando faleceu aos 84 anos de idade, tinha um

status glorioso na Inglaterra e seu funeral foi digno de um rei (FRAZAO).

Figura 2 - Estatua de Isaac Newton, em Cambridge, Reino Unido.

Fonte: Ebiografia.

Por outro lado, nesta disputa temos Gottfried Leibniz (1646-1716) um filésofo e
matematico alemao, estudioso do calculo integral e também do calculo bindrio, que seria
futuramente importante para o embasamento dos programas de computadores. Nasceu em
Leipzig, na Alemanha, em 1 de julho de 1646. Foi criado pela mae ao ficar 6rfao de pai muito
cedo. Entrou na escola Nicolau com apenas sete anos. Estudou latim e grego e adquiriu
conhecimento de forma autodidata. Aos 14 anos, entrou precocemente na Universidade de
Leipzig e graduou-se em filosofia. Em 1663, recebeu o grau de mestre em filosofia. Em 1666,
publicou sua tese “Dissertacdo sobre a arte combinatoria”. Na Universidade de Altdorf, recebeu
o doutorado em Direito. Em Londres, participou da Royal Society e foi eleito membro, depois
de exibir a sua invengdo, a maquina de calcular. Desenvolveu o teorema fundamental do
calculo, publicado em 1677 e devidamente aplicado na Europa, embora Newton ja tivesse
estudos ndo publicados sobre o assunto (FRAZAO). Faleceu em Handver na Alemanha, no dia
14 de novembro de 1716, vitima de uma crise de gota foi sepultado num funeral vazio, cujo

unico presente era seu secretario.
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Figura 3 - Gottfried Wilhelm von Leibniz

Fonte: Ecalculo

O primeiro trabalho sobre Célculo Diferencial foi publicado por Leibniz em 1684, antes
mesmo do que Newton, sob o longo titulo Nova methodus pro maximis et minimis, itemque
tangentibus, qua nec irrationales quantitates moratur. Nesse trabalho apareceram as formulas
da derivada do produto e derivada do quociente. Apesar das disputas, tanto Newton quanto
Leibniz aceitaram a relevancia do "concorrente". Leibniz disse: Considerando a Matematica
desde o inicio do mundo até a época de Newton, o que ele fez ¢ sem divida a melhor metade.
Newton, por sua vez, na primeira edicdo do Principia, admitiu que Leibniz tinha um método
semelhante ao seu. Excepcionalmente, na terceira edi¢do, posteriormente ao apice das
desavengas, Newton retirou a referéncia a Leibniz. Mas, o desenvolvimento do Calculo nao
parou neles e continuou com muitos outros matemadticos, como, por exemplo, Jacques

Bernoulli, Johann Bernoulli, Euler, d'Alembert, Lagrange ¢ Cauchy (ECALCULO.USP).

3. OBJETIVOS

Objetivo geral:
e Demonstrar as regras de derivacdo e utiliza-las em aplicagdes praticas.
Objetivos especificos:

e Apresentar aplicacdes das derivadas em matematica e também em outras areas do

conhecimento.
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e Fazer uma apresentacdo do objeto de estudo derivada com uma abordagem clara, sem
menosprezar o rigor matematico, mas exposto de varias formas, numa sequéncia logica

e didatica para a compreensao do assunto derivadas.
4. METODOLOGIA

Este trabalho tem como metodologia a revisao bibliografica e sera apresentado em duas
etapas: a primeira versa sobre a apresentagdao dos conceitos de uma forma geral, como
definigdes, propriedades e exemplos inerentes ao objeto matematico em estudo para esse
trabalho, seguindo pelo desenvolvimento de algumas aplicagdes praticas desse importante

conteudo, que ¢ o estudo das derivadas.

5. DERIVADAS

Neste capitulo sera apresentado a defini¢ao da derivada de uma fun¢do em um ponto, o
seu significado geométrico e cinematico, a definicdo geral da derivada ordindria de uma fungao
e, em seguida, serdo feitas as derivadas de algumas fungdes elementares importantes, junto com
suas demonstracdes, donde sera formalizada as regras praticas da determinacdo da derivada de

uma fungdo, com isso, chegando ao que ¢ conhecido na literatura como regras de derivagao.
5.1 DERIVADA DE UMA FUNCAO EM UM PONTO

5.1.1 DEFINICAO DE DERIVADA DE UMA FUNCAO EM UM PONTO

Seja f(x) uma fungdo definida em um intervalo I ¢ xoum ponto de I, com I < R. Para

todo x € I e x, # x, considere a funcao:

f () = f(xo)

x_xO

que é denominada de razdo incremental da fungdo f(x)relativa ao ponto x,.
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Geometricamente:

Tangente

¥

.u""f »
Figura 4 - Quociente de Newton
Fonte: Uel.br

A fungdo f(x) é derivavel no ponto x,, se existir e for finito o limite

i £0) — fGx0)
m--—-—-—-—----

X=X X — Xg

O valor do limite, que indicaremos por f’(xo0) é denominado derivada da fungdo f (x)

no ponto X, isto &,

f’(xo) = lim f(xX)—f(x0)

X—Xg X—Xo
caso o limite exista.
Importante:

Se o limite definido acima nao existir ou existir e for +o0 ou —oo, diremos que a fungao

f (x) ndo ¢é derivavel no ponto x,, isto ¢, ndo existe f'(x;).
Exemplo 1

Considere a fung¢do f: R — R definida por f(x) = x2, calcular sua derivada no ponto

Xo= 2.

Solucio Vamos determinar a razdo incremental da fung@o f(x) no ponto x, = 2.
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[ = fO0) _fO)=f2) _x*=4 _(x+2).(x=2) _

= = 2
X — Xo x—2 x—2 x—2 X+

Sendo a derivada de f(x) no ponto x, = 2, definida por

f)—f(2)
x—2

f'2) = lin; temos f'(2) = lirr%(x +2)=2+2=4
xX— X—

Dessa forma, temos que a fungdo f (x) = x?2 é derivavel no ponto x,= 2 e sua derivada

nesse ponto ¢ f’ (2) = 4.
Exemplo 2

Considere a fungdo f : R —» R definida por f (x) = x3, calcular sua derivada no

ponto x, = 1.
Solucio
Vamos determinar a razo incremental da fung¢do f (x) no ponto x, = 1.

fO = fO) _fO)=f(D) _ =1 _(x=1.(2+x+1)

X — Xo x—1 Cox—1 x—1

Sendo a derivada de f(x) no ponto x, = 1, definida por

flx)—f(1)
x—1

() = lin} temos f'(1) = lirr}(x2 +x+1)=3
X— xX—

Dessa forma, temos que a fungdo f(x) = x3 é derivavel no ponto x, = 1 e sua derivada

nesse ponto ¢ f'(1) = 3.
Exemplo 3

Considere a fungdo f : R — R definida por f (x) = sen x, calcular a sua derivada no

ponto xy = a.
Solucio

Vamos determinar a razdo incremental da funcdo f (x) no ponto x, = a.
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X—a Xx+a
fx) = f(xo) f(x)—f(a) senx—sena 2sen (T)-COS ( > )
X—x = x—-a xX—a B xX—a
Sendo a derivada de f (x) no ponto x,= a, definida por
£ - f(@) 2sen (T) - cos T
f'(a) =lim——————= temos f'(a) =lim
x»a X—a x-a xX—a
ou ainda, podemos escrever
x—a
, _y 25en( ) ) X —a
f'(a) = lim {———7—=cos ( > )
2
Aplicando a propriedade do limite do produto, obtemos,
xX—a
f(a)_xﬂW'xlfﬁcos( )()
2
xX—a
o sen(59)  x-a |
Para calcular o limite lim ——=a ——, vamos considerar T = t e, assim, temos
x-a —
2

que, quando x tende para a, t tende para zero, ou seja,

xX—a
x—>a:>T—>0=>t—>0,

sent

e utilizando o resultado do limite fundamental em (1), ltirrol = 1, segue que,
q

sent x+a
f'(a) = lim .lim cos ( )
t—0 x—-a
Logo,
a+a
f'(a) = 1.cos( )
2

Portanto,

f'(a) = cosa
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Dessa forma, temos que a fun¢do f (x) = senx ¢ derivavel no ponto x5 = a e sua

derivada nesse ponto € f'(a) = cosa.
Exemplo 4

Considere a fungdo f : R — R definida por f (x) = cosx, calcular a sua derivada no

ponto x, = a.
Solucio
Vamos determinar a razdo incremental da fung¢do f (x) no ponto x, = a.

f(x) — f(xo) B f(x) — f(a) _ cosx —cosa —2.sen (xzﬂ) -Sen(x ; a)

X — Xp X—a X —a X—a

Sendo a derivada de f (x) no ponto x, = a, definida por:

f'(a) = lim

X—a

f) - f(@)
xX—a

Temos
Zsen(ﬂ).sen(ﬂ)
’ - 2 2
fi(a) = i‘i%[ p—
ou ainda, podemos escrever
x —
N o o o 2
f(a)z_ylcl—{rcll ﬁ.sen( 5 )

Aplicando a propriedade do limite do produto, obtemos,

x—a
f'(a) = —i@g%.lim sen (%) (un

xX—a
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xX—a
I TR U ) xX—a
Para calcular o limite lim —=%—a ——, vamos considerar

— =
xX—a 2

= { e, assim, temos

que, quando x tende para a, t tende para zero, ou seja,

xX—a
x—>a=>T—>0:t—>0,

sent

e utilizando o resultado do limite fundamental em (II), }rirr(} = 1, segue que,
-

. sent . x+a
f’(a)=—¥1rr01 " .hmsen( )

X—a 2

Logo,

a+a)

f'(a) = —1.sen< >

Portanto
f'(a) = —sena.

Dessa forma, temos que a fungdo f (x) = cos x ¢ derivavel no ponto x, = a e sua

derivada nesse ponto ¢ f’ (a) = —sen a.

Exemplo 5

Considere a fun¢do f: R — R definida por f (x) = 3/x, verificar se existe sua

derivada no ponto x, = 0.
Solucio

Vamos determinar a razdo incremental da funcdo f (x) no ponto x, = 0.

fO) — fxo) _ Vx — \/— \/— 3
X — X x—0 x2 \/_

Sendo a derivada de f (x) no ponto x, = 0, definida por
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fO =10 _ .

lim

1
x—0 _x—>0?{/x_2'

f'(0) = lirr(l) temos que f'(0) = +
X—

Dessa forma, temos que a fungdo f (x) = 3/x NAO ¢é derivavel no ponto x, = 0.
Derivadas Laterais
Definicao

Se o limite da razao incremental existir apenas para x — x, pela esquerda ou pela direita,

diremos que a derivada ¢ LATERAL.

Derivada a Esquerda dex

o = g L0210
Derivada a Direita de x,
f ) = f(x0)

'(xp) = lim
fi) = lim ———

Importante
Sef’_(x0) = f', (xo), diremos que a fungdo f (x) ¢ derivavel no ponto x,, € mais
f'(xo) = f'_(x0) = f', (x0)

Se existirem f'_(xo) e f', (xo) , mas

f'_(x0) # f' (o)
Entéo, ndo existe f'(x).
Exemplo 6

Considere a fun¢do f: R — R definida por f (x) = |x|, calcular a derivada no ponto

x0=0.

Solucio
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Vamos determinar a razdo incremental da fungéo f (x) no ponto x, = 0.

f(x)—f(xo):|x—0|zm_{1,sex>0}

X — X x—0 x l=1,sex<0

Sendo a derivada de f(x) no ponto x, = 0, definida por

x—0

temos que ', (0) = +1e f’, (0) = —1. Dessa forma, conclui-se que a fungdo f (x) =

|x], NAO ¢ derivavel no ponto x, = 0.
Notacido de Derivada

Podemos representar a derivada da fungdo f (x) no ponto x, por:
y'(x0) ou f'(xo)

dv df (x)
(E)x:xo ou (W)x:xo

Importantes

1) Se afungédo f (x)é derivavel no ponto x, entdo existe ¢ ¢ finito o limite

)= f(x) Ay
o —x, A, = ()

2) Sendo x — xy = Ax = x = Ax + x,, temos que a derivada da fungdo f (x)no ponto x,

ey = tim LS

X0 X — xO
pode ser escrita como

f(xo + Ax) — £ (xo)
Ax

f'(x0) = lim
X—Xg
Exemplo 7

Determinar a derivada da funcéo f (x) = x? no ponto x,,.
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Solucio
Sendo a derivada da funcdo f (x) no ponto x, definida por

f(xq + Ax) — £ (xo)
Ax

f'(xp) = lim
X—Xg

temos que f(xy + Ax) = (xo + Ax)? = x& + 2x5Ax + (Ax)?

e, assim
f'(xo) = lim (2 xy + Ax) = 2x,
Ax—0
ou seja,
f'(xp) = lim (2xy + Ax) = 2x,
Ax—0
Continuidade
Teorema

Se uma fungdo f (x) é derivavel no ponto x, do seu dominio, entdo f (x)é continua no

ponto x,.
Demonstracao

Sendo f (x)uma fungdo derivavel no ponto x,, devemos mostrar que f (x) é continua

em X, isto €, temos que provar que:
(D f(x) Existe (Esta definida);

(II) lim f(x) Existe;
X—Xg

(1) f(xo) = lim f(x)
X—Xg
Demonstracao

Por hipotese, a fungdo f (x) € derivavel no ponto x,. Logo, f’(x0) existe, € temos que
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f(xo) = lim £(x)

de onde concluimos que f(x,) deve existir para que o limite tenha significado. Além disso,

temos

f&) = f(xo)

x_xo

f&x) = fxo) = (x = xo)

Logo, passando ao limite, na equagao acima, temos

Lf () — £ ()]
xX—Xx

lim [f(x) — f(x)] = lim
X—Xq X—Xo 0

. (x = xo)
Donde segue, das propriedades dos limites

lim (x — x,)
X—Xg

i (760 = fxo) = iy |FE9=LE),

ou seja,
lim [ () = f ()] = f'(x0).0= 0
Portanto,
lim [£ () = f(x0)] = 0
Por outro, lado temos que lim £(x) = lim [£(x) = f (xo) + f (xo)]
lim £G) = lim [£(0) = £Cio)] + lim £(xo)
lim £(x) = 0+ £(xo)
Portanto,
lim £G) = £(x0).

Portanto, sdo validas as condigdes I, II e III e, com isso, concluimos que f (x) € continua

no ponto X = x.
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Importante
A Reciproca desse Teorema nao ¢ verdadeira.
Exemplo 8
A fun¢do f : R — R definida por f(x) = |x| é continua no ponto x, = 0, pois
}Ci_r)r(l)lxl = 0 = f(0)
mas, no entanto, a fungdo f(x) = |x|, NAO ¢ derivavel no ponto x = 0, pois
fl,(0=+1 e f'_(0) =-1,
isto €, ndo existe [’ (0).
5.2 SIGNIFICADO DA DERIVADA

5.2.1 SIGNIFICADO GEOMETRICO DA DERIVADA

Seja f(x) uma fun¢do definida e continua no intervalo I, seja G o seu grafico cartesiano.
Considerando-se os pontos x € [,e xy € [,com x # x; , a reta s determinada pelos pontos

P(xy, f(x9)) € Q(x, f (x)) ¢ uma secante a curva G. O coeficiente angular da reta s ¢ dado por

_ @ = fx)

tga
g X — X

que ¢ exatamente a razdo incremental de f (x) relativa ao ponto x,.

E 3

f(xo+h)

flxa)}

Figura 5 — Gréfico da Representacdo Geométrica da Derivada

Fonte: Uel.br
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Se a fungdo f(x) ¢ derivavel no ponto x, , entdo para x tendendo a x, o ponto Q tende
a aproximar-se de P e, consequentemente, a reta s tende a uma posicao LIMITE ¢, que € por
defini¢do, a tangente geométrica a curva G no ponto P. Donde se conclui, que a existéncia de

f'(x,) significa que a curva G tem tangente unica em P.

O coeficiente angular da reta t ¢ dado por

Filxg) = lim f(x) = f(xo)
o) = o7 J 0l

x-xg X — Xg

e a equacdo da reta t, tangente ao grafico de G no ponto P ¢ definida por
y — f(x0) = f'(x0)- (x — xp).

Conclusao

A derivada de uma fung¢do f(x), quando existe, assume em cada ponto x, do seu
dominio um tunico valor, que ¢ o coeficiente angular da reta tangente ao grafico cartesiano de

f(x) no ponto de abscissa x,.
Exemplo 9

Determinar a equagio da reta tangente a parabola de equacdo f(x) = x2 em seu ponto

de abscissa x, = 2.
Solucio
Temos que,
Xg=2 - f(2)=22=4 ->P(24)

Como a derivada de f(x) = x2 é f'(x) = 2x, logo no ponto de abscissa x, = 2 temos

que a sua derivada ¢
F(2)=22=4
Assim, a equacgao da reta tangente ¢ dada por y — f(2) = f'(2).(x — 2), ou seja,

y—4=4.(x—-2).
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-
sy
e

-1

Figura 6: Reta Tangente a Curva de uma fungao
Fonte: Autoria Propria

5.2.2 SIGNIFICADO FiSICO OU CINEMATICO DA DERIVADA

Consideremos uma particula em movimento no espago, suponhamos que, x, tempo ¢,
a(t) é o vetor posi¢do da particula com relagdo a um sistema de coordenadas. Ao variar o tempo
t, a extremidade livre do vetor @(t)descreve a trajetoria C da particula. Suponhamos que a
particula esteja em P no tempo t € em Q no tempo t + At. Entdo Ad = a(t + At) — a(t)

representa o deslocamento da particula de P para Q, ocorrida no intervalo de tempo At.

A taxa média de varia¢do de d(t) no intervalo At é dada por

o a(t+Ar) — a(e)
Vm = At

E ¢ denominada velocidade média da particula no intervalo de tempo At. A velocidade

instantanea da particula no tempo t, que denotamos por l_/)(t) ¢ definida pelo limite

- _ oat+Ar) — a(e)
VO = =i T e

caso o limite exista.
Solucio

Portanto, quando a(t) ¢ derivavel, a velocidade instantinea da particula é dada por
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V() =a'(®)
Da mesma forma, temos que a aceleracao média da particula ¢ dada por

V(a+ At) =V (¢)
Gm = At

Portanto, se I7(t) ¢ derivavel, a aceleracdo instantanea da particula ¢ dada por

a(t) =V'(t)

Importante
a=V(e)=a' ()
i dv(t) d*vt
~dt dt?
Aplicagao

Determinar o vetor velocidade e o vetor aceleragdo de uma particula que se move

segundo a lei @(t) = cos2t + sen2t] + k.

Mostrar que, o vetor velocidade ¢ perpendicular ao vetor posicao e que o vetor

aceleracdo ¢ perpendicular ao vetor velocidade.
Solucio
V(t) = @'(t) = (—2sen2t,2cos2t,0) = —2sen2tl.2cos2t]
ed(t) = —4cos2ti— 4sen 2tj
Sabemos que, dois vetores sdo perpendiculares, se o seu produto escalar ¢ nulo.
Assim,
a(t).V(t) = (cos2t,sen2t, 1).(—2sen2t, 2cos2t, 0)
a(t).V(t) = —2sen2tcos2t + 2sen2t.cos2t + 0

a(t).v(t) =0
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V(t).d(t) = (—2sen2t, 2cos2t, 0). (—4cos2t, —4sen2t, 0)
V(t).d(t) = 8sen2tcos2t — 8sen2t .cos2t + 0

V(t).d(t) =0

@

Figura 7: Significado Cinematico da Derivada
Fonte: Autoria Propria
5.3 DERIVADA GLOBAL DE UMA FUNCAO
Definicao

Considere a fungdo real y = f(x) definida num intervalo real aberto ]|a, b[ com a e b
pertencentes aos reais e a < b , define-se a derivada da fungdo y = f(x), como sendo a fungdo

f’ (x) tal que seu valor em qualquer ponto do seu dominio ¢ definido por

80— @)

f'(x) = lim Ax

Caso exista, esse limite apresentado acima.

Consideracao Importante
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Definicao

Dizemos que uma fungdo real y = f(x) definida num intervalo real aberto ]a, b[ com
a e b pertencentes aos reais e a < b é derivavel, quando a fungdo y = f(x) admite derivada

em todos os pontos do seu dominio.
Exemplo 10

Determinar, pela definicdo de derivada, a derivada da funcdo f(x) = x% + 3x
Solucio

Sendo a derivada da fungdo f (x) definida por

1) = i L) Ax =G

Ax—0 Ax

temos que,

flx+ Ax) = (x + Ax)? + 3(x + Ax),

ou ainda,
f(x + Ax) = x? + 2xAx + (Ax)? + 3x + 3Ax,
assim,
£ = lim x% + 2xAx + (Ax)? + 3x + 3Ax — x? — 3x
Ax—0 Ax
£ = Aljicrjlo Ax(2x -ZxAx + 3)
ou seja,
f'(x) = AI)icr_r)lo(Zx + Ax +3)
f'(x) =2x+3
Exemplo 11

Determinar, pela defini¢do de derivada, a derivada da fungio f(x) = Vx.



Solucio
Sendo a derivada da fungdo f(x) definida por

f(x +Ax) = f(%)

£ = —
temos que,
flx+4y) =Jx+4,
assim,
- el
o= (LB ) b
Ax— Ax m + \/_
ou seja,
f'(x) = lim Ax
AxX=0 Ay (m + Vx)
ou ainda,
f'(x) = lim !
Portanto,

Fe) = 5=

31
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5.4 ALGEBRA DAS DERIVADAS OU REGRAS DE DERIVACAO

A partir desse momento, serd dado destaque a derivada de algumas fung¢des importantes
para que se possa aos poucos adquirir o conhecimento mais geral sobre derivadas ordindrias,

ou seja, derivadas estudadas sobre o conjunto dos numeros reais (R).
5.4.1 FUNCAO CONSTANTE

Para uma funcao constante a sua derivada € zero, isto €, se ¢ ¢ uma constante real ¢

f(x) =c,paratodo x € R, entdo f’ (x) = 0.
Simbolicamente, f(x) = ¢ = f'(x) =0.
Demonstracao

Calculando a derivada pela defini¢do e estabelecendo a veracidade da regra.

fet+Ax) —f() _ i S €

Ax Ax—0 Ax

e =,
Entao,
fG)=c->f'(x)=0
Exemplo 12
Sabendo que f (x) = 4, definida para todo x € R, determinar a sua derivada.
Solucio

Pela regra apresentada temos que, f’ (x) = 0.

f(x)=c, com c negativo|'

Figura 8 — Grafico da Fungdo Constante

Fonte: Autoria Propria
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5.4.2 FUNCAO LINEAR

A derivada da fungdo linear ¢ o coeficiente angular apresentado na funcao, isto €, se
f (x) = ax definida para todo x € R com a sendo uma constante real e a diferente de zero,

entdo f' (x) = a.
Em simbolos:

f(x) =ax = f(x) = a.

Demonstracao
') = i fx+Ax) —f(x) I [a(x + Ax)] — [ax]
fre) = Ao Ax = ao Ax
ax + alAx — ax
lim =lima=a
Ax— Ax Ax—0
Entao,
f&)=ax=f'(x) =a
Figura 9 — Gréfico Funcdo Linear
Fonte: Autoria Propria
Exemplo 13

Sabendo que f (x) = 4x, definida para todo x € R, determinar a sua derivada.

Solugao:
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Pela conclusdo da regra apresentada temos que f~ (x) = 4.
5.4.3 FUNCAO AFIM

A derivada da fun¢do afim ¢é o coeficiente angular apresentado na funcao, isto ¢, se
f (x) = ax + b definida para todo x € R com a, b constantes reais ¢ a diferente de zero,

entdo f' (x) = a.
Em simbolos:
f(x) =ax +b = f(x) = a
Prova,

flx+ Ax) — f(x) - Ja(x + Ax) + b] — [ax + b]
= lim
Ax Ax— Ax

rie =

. ax+alx+b—ax—b )
lim =lima=a
Ax— Ax Ax—0

Entao,

fX)=ax+b=f'(x)=a

-1

-2

-3

Figura 10 — Grafico Fun¢do Afim

Fonte: Autoria Propria
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Exemplo 14
Sabendo que f (x) = 4x + 8, definida para todo x € R, determinar a sua derivada.
Solucio:
Pela regra apresentada na demonstragao temos que,
f (x) = 4.
5.4.5 FUNCAO POTENCIA

A derivada da fungdo poténcia f (x) = x™,Vx € R, que éum polindmio de graun, é
definida pelo grau n multiplicado pela expressio x™ !, ou seja, se n é um nimero inteiro

positivoe f (x) = x™,Vx € R, entdo f'(x) = n.x" 1.
Simbolicamente

f(x) = x"=f'(x) =n.x"?
Demonstracao

Temos por defini¢do que a derivada de uma fungdo f (x) ¢ dada por

1) — i LEH A0 =)

Ax—0 Ax

Sendo f (x + Ax) = (x + Ax)™ e desenvolvendo (x + Ax)™ pelo Binomio de

Newton,
Obtemos:
BN [ Bt EE BT e
o - gy PG s (o
logo,

f'x) = Aljicr_r}o[n. x4 (M) 2 x + ()™
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Portanto,
f/(x) = nxn!
¥
Figura 11 — Grafico Fung¢ao Poténcia

Fonte: Autoria Propria

Exemplo 15
Dada a fungio f (x) = x*, definida para todo x € R, determinar a sua derivada.

Solucio:

Pela regra de derivagdo demonstrada para fun¢do poténcia podemos afirmar que,
fl(x) =4.x*"1= f'(x) = 4.x3
Observaciao importante

Na defini¢do, da fun¢ao poténcia foi definido o expoente n como sendo um niimero
natural e positivo, mas essa defini¢cdo pode ser expandida para a fun¢do poténcia com expoente

n sendo racional.

Exemplo 16

1
Determinar a derivada da fungdo f(x) = i definida para todo x € R*
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Solucio
Utilizando a regra de derivagao para func¢ao poténcia, obtemos:
fe)=—==f@)=x",
logo
fl(x) =—4.x*1= f'(x) = —4.x7°

ou seja,

5.4.6 FUNCAO DEFINIDA POR UM PRODUTO DE UMA CONSTANTE POR OUTRA
FUNCAO

Sejam f uma funcdo real, ¢ uma constante real, ndo nula, e g uma fun¢ao definida por
gx) = c.f (x).
Se, a derivada da fungdo f (x) existe, ou seja, f‘(x) existe, entdo
g'(x) = c.f'(x).

Nessa regra de derivacao, nota-se que, se preserva a constante e o resultado da derivada

¢ a multiplica¢do dessa constante pela derivada da funcdo f .
Simbolicamente

gx) = c.f(x) = g'x) =c.f'(x)
Demonstracao

Por hipotese, temos que a derivada da fungao f (x) existe, e por defini¢do a derivada da

funcdo f (x) é dada por

fx 4+ Ax) — f(x)
Ax

f16 = Jim,
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Sendo g(x + Ax) = c.f (x + Ax) e, como,

g(x +Ax) — g(x)

9/ = Jim,

Ax
temos que,
. Cf(x+Ax) —c. f(x)
g'6d = Jim =
Assim,
v flx+Ax) = f(x)]
g'09 = fim e
ou ainda,
9 = c. lim LEH A0~ f()]
Ax—>0 Ax
Portanto,
g'(x) = c.f'(x)
Exemplo 17

Sabendo que f (x) = 4x3 , definida para todo x € R, determinar a sua derivada.
Solugao:
fl)=4.(x3) = f'(x) =4.3x?) = f'(x) = 12.x2
5.4.7 FUNCAO DEFINIDA POR UMA SOMA DE FUNCOES

Sejam f(x) e g(x) duas fungdes reais, derivaveis em qualquer ponto x do seu dominio

e, seja h(x) uma func¢do definida com o mesmo dominio das fungdes f(x) e g(x) por

h(x) = f(x) + g(x).

Entdo, h(x) é derivavel em x ¢ sua derivada ¢ definida por
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W (x)=fx)+ g9 &)
Simbolicamente
h(x) = f(x) + glx)=>h (x) = f'(x) + 9" (x)
Observagdo importante

Para essa regra de derivacgdo, fica claro que, a derivada de uma fung¢do h, dada por uma
soma algébrica das fungdes f e g ¢ definida pelas somas das derivada das fungdes f e g, de
forma que podemos afirmar que a derivada de uma soma algébrica de fungdes ¢ a soma das

derivadas dessas funcoes.
Demonstracao

Por hipoétese, temos que existem as derivadas das fungdes f(x) e g(x) e por definicao

suas derivadas sao dadas, respectivamente, por

flx 4+ Ax) — f(x)
Ax

, o gx+Ax) —g(x)
e 96 = fim T,

f1e = Jim,
Sendo,
h(x + Ax) = f(x + Ax) + g(x + Ax)

€ como,

h(x + Ax) — h(x)
Ax

G0 = jim

Fazendo as devidas substitui¢des com relagao a fungao h obtemos,

W) = qim L&A + g+ A)] — [f() + g ()]
0= Lo, A

ou ainda,

Wiy = 1im L&A~ fI] + [l + Ax) — g ()]
09 =2, A

Dai, segue que:
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fx+dx)—f(x) = glx+Ax)—g(x)
+ lim
Ax Ax—0 Ax

v = fim,
Portanto,
R (x) =f"(x)+g'(x)
Exemplo 18
Dada a fun¢iof (x) = x3 + 5senx, determinar a sua derivada.
Solucio

Fazendo uso da regra de derivacao para uma funcao soma apresentada na demonstragao,

temos,
f'(x) = (x®)" + (5senx)’,
ou seja,
f'(x) = 3x? + 5cosx.
5.4.8 FUNCAO DEFINIDA POR UM PRODUTO DE FUNCOES

Sejam f (x) e g(x) duas fungdes reais derivaveis no ponto x do seu dominio e, seja

h(x) uma fungdo definida pela multiplicacdo dessas fungdes, ou seja, por
h(x) = f (x).g(x0).
Entdo, h(x) é derivavel em x e sua derivada é definida por
Wx) = fx).9x) + f(x).9).
Simbolicamente
h(x) = f(x).g(x) =R (x) = f (x).9(x) + [ (x).9'(x)
Demonstracao

Por hipdtese, temos que existem as derivadas das fungdes f(x) e g(x) e por defini¢do

suas derivadas sao dadas, respectivamente, por
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' s fx+Ax)—f(x) ’ i gx+Ax)—-g(x)
f1x) = Alach—I}O Ax e g'(x) = Alalcglo Ax

Temos que,

h(x + Ax) — h(x)
Ax

h(x+Ax) = f(x+Ax).g(x+Ax) e h (x) = Aljicr_r)l0

Assim,

e _ i S+ AX). g(x + Ax)] — [f(x). g(%)]
WG = fim v

Somando a expressdo —f (x + Ax).g(x) + f (x + Ax).g(x) ao numerador do

limite acima temos que,

W) = 1 fx+Ax).g(x +Ax) — f(x + Ax). g(x) + f(x + Ax). g(x) — f(x). g(x)
() = fim, =

Colocando-se em evidéncia as fungdes f (x + Ax) e g(x), obtém-se:

m fx+Ax). [g(x + Ax) — g(0)] + [f (x + Ax) — fF(0)]. g(x)

h'(x) = li

Ax—0 Ax
Logo,
W) = 1 flx+Ax). [glx+Ax) —g(x)]  [flx+Ax) = f(x)]. g(x)
() = fim, Ax * i, Ax

E aplicando as propriedades dos limites encontramos,

) = Jim, -+ ). i SEE I g TEEERTEON i 0

Portanto,
h(x) = f'(x0).9(x) + f(x). g'(x)
Exemplo 19
Determinar a derivada da funcdo f (x) = x3.senx.

Solucio
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Aplicando a regra da derivada do produto para a funcdo f (x), temos:
f'(x) = (x3)". (senx) + x3. (senx)’
ou seja,
f'(x) = 3x%.senx + x3.cosx
Portanto,
f'(x) = x%. (3senx + xcosx)
5.4.9 FUNCAO DEFINIDA POR UMA QUOCIENTE DE FUNCOES

Sejam f (x) e g(x) duas funcdes reais, derivaveis no ponto x do seu dominio e, seja
h(x) uma fungdo definida por h(x) = % com g(x) # 0.Se h(x) é derivavel em x, entio

sua derivada ¢ definida por

_ ) g(x) — f(0).9'(x)

e IOk
Simbolicamente
f® 0900~ f(0).g'(%)
D=7 = PE= [g(0)7T?

Pela demonstracdo da derivada do quociente para duas fungdes, tem-se a regra que ¢
definida pela derivada da fun¢do do numerador multiplicado pela fungdo do denominador
menos a fun¢do do numerador multiplicado pela derivada da fun¢do do denominador e essa

diferenca ¢ dividida pelo quadrado da fun¢do do denominador.
Demonstracao

Por hipdtese, temos que existem as derivadas das fungdes f (x) e g(x) e por definicdo

suas derivadas sao definidas, respectivamente, por

f(x+Ax) — f(x) ') = lim glx + Ax) — g(x)
Ax ¢ gWw=,

f'(x) = lim Ax

0

Temos por defini¢do que,
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h(x + Ax) = % K = lim h(x + A;)C — h(x)
Assim,
fix+Ax) f(x)
h (x) = J;Tog(x + Aﬁ g(x)
ou ainda,
B = tim o [ A0-9() — f(). g + Ax)

Ax—0 Ax g(x + Ax). g(x)

Somando-se —f(x). g(x) + f(x).g(x) ao numerador temos que,

W) = i 1 flx+8x).9(x) = f(x).g(x) + fF(x). g(x) — f(x). g(x + Ax)
YT e 9+ 80 g(x)

de onde obtém-se,

fx + AKJ)C —f(x) g(x) — f(x)_g(x + Aﬁ —g(x)

e = fim, 9+ 50900

Aplicando as propriedades dos limites, chega-se a expressao:

h'(x) = Ax—0
~ g(x + Ax). g(x)
Portanto,
oo S0 g(x) — f(x).g'(x)
h'(x) = _
Lg(0)]
Exemplo 20

Determinar a derivada da fungdo f (x) = Se:x

Solucio

Aplicando a regra da derivada do quociente para a funcao f (x), temos:
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(senx)'.x — senx.(x)' cosx.x — senx.1

(x0)? - (x)?

f'x) =

Portanto,

XCOSX — senx

fre ="
5.4.10 FUNCAO COMPOSTA

Considere as fungdes y = g (u) e u = f (x) tais que o dominio da fungdo u se

du

. ~ . . ay . )
encontra no contradominio da funcao g e as derivadas das fungdes 20 e Ix existem, assim a
u X

funcdo composta y = g[f (x)] € derivavel e sua derivada ¢ definida por

dy dy du

=== o Y@ =gW @ ou ¥ =gUF@LI )

Essa regra ¢ conhecida com a regra da cadeia. Percebe-se que, nessa regra de derivagao,
se for considerada a fung@o f (x) como a fung¢@o interna(dentro) na composicao de g[f (x)] e
a funcdo g como a funcdo externa(fora), pode-se afirmar que: ¢ a derivada da funcao de fora g
com relagdo a fungdo de dentro f multiplicada pela derivada da func¢do de dentro f com relacao

a variavel x.
Simbolicamente
y =glf ] = ¥y =gIf®]f'x)
Exemplo 21
Determinar a derivada da fungdo y = sen?x.
Solucio

Fazendo u = senx, obtém-se y = u?. Aplicando a regra da cadeia para a fungio y

obtemos
y =)' v = vy =2uu.

Sendo ' = cosx, conclui-se que:
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y' = 2.senx.cosx = Yy = sen(2x).

Exemplo 22

Determinar a derivada da fungdo y = V1 + x2.
Solucio

1
Fazendou = 1 4+ x? temos que Yy = Vu= uz. Aplicando a regra da cadeia para a

funcdo y temos que,

!

1 -1
y' = (uE) u >y = %.uT.u'.
Sendo u’' = 2x, obtemos:
! 1 (1 + 2)_71 2 / x
= —. X 2x = = —
Y72 Y T irx

5.4.11 FUNCAO EXPONENCIAL

Se a fun¢do y = f (x) = a*, definida paratodox € R,ondea > Oea # 1,entdoa

fungdo y = f (x) é derivavel em todo ponto x do seu dominio e sua derivada é definida por
y' = f'(x) = a*.lna,
onde [n a ¢ o logaritmo natural de a.

Essa regra de derivagdo, permite concluir que a derivada da fung@o exponencial a* é o

proprio a* multiplicado pelo logaritmo natural da base da fun¢do exponencial.
Simbolicamente
y=fx)=a* = y' =f'(x)=ad*Ina

Demonstracao

Por hipdtese, temos que a fungdo y = f (x) é derivavel, assim pela defini¢do de

derivada de uma fun¢ao temos:
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flx+Ax) - f(x)

f16 = Jim,

Ax
logo,
x+Ax __ a*
fea= fim—x
Dai, segue:
, . ax(an _ 1)
fe = fim =%
ou ainda:
(a® — 1)
ProN s X 1
f') = Alylcglo @ 'Alalcglo Ax
Ax _
Como o limite fundamental lim 4—2 & igual a Ina = lo g&, conclui-se que:
Ax—0 Ax &
f'(x) =a*.Ina
Exemplo 23

Dada a fungdo f (x) = 2%, definida para todo x € R, determinar a sua derivada.
Solucio: Aplicando a regra de derivagdo para fun¢do exponencial obtém-se:
f'(x) = 2*.In2
Importante
Se f(x) = e* ,entdo f'(x) = e*
Prova
fx) =e* = f'(x) =e*.lne
Como Ine = logs = 1, conclui-se que

flx) =e*
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5.4.12 FUNCAO LOGARITMICA

Seja a fungdo f (x) = logZ, definida para todo x € R* onde a> 0 ¢ a # 1. A fungdo

f (x) ¢ derivavel em todo ponto x do seu dominio e sua derivada é definida por

1
f1() =~ logs ou f'(x) = ——

Essa regra de derivagdo permite concluir que, a derivada da fun¢do logaritmica de
x (logaritmando) na base a ¢ definido como o inverso do logaritmando x multiplicado pelo
logaritmo de e na base a ou ¢ igual o inverso do logaritmando x multiplicado pelo logaritmo

natural de a.

Simbolicamente

1
f=logi = f@=1.logs ou f(x)=——

Demonstracao

Por hipotese, temos que a funcdo f (x) é derivavel, assim pela defini¢do de derivada de

uma fung¢ao, temos:

fx+Ax) — f(x)

f&) = lim =5
logo,
(x+Ax) x
, __logg — loga
f&) = lim =75
Dai, segue:
X+Ax)
log( x )
! a
x) = lim
£ () L
ou ainda:



Aplicando propriedade de logaritmo, obtemos:

Ax ix
(1+7)A ]

1) = Jim log,

Agora, aplicando propriedade de limite, encontramos:

1
lim (1+A7x)ﬂ

]cl(x) — logan—m

Assim,

1. X
im (1+—5—)Ax
A, (=)

Ax
f'(x) = log,
Escrevendo,

1 . X
i —)Ax
iy (4=

Ax

1
f'G0) = ~log

a

Como o limite

X
i —)Ax =
Am (L + ) =e
Ax

pois, se trata de um limite fundamental, conclui-se que:

1
f'(x) = . logs

ou ainda,

Exemplo 24

Rk

|

48
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Sabendo que f(x) = log, definida para todo x € R, determinar a sua derivada.

Solucio:

1 1
1 I e 1 —
f'G) =—logs ou f'()=——

Importante
Se f (x) = Inx,ouseja, f(x) = logZ, entdo f'(x) = %

Prova

1 1
f@)=Inx=log{ = f'(x)==.logi==-.1

Portanto,

() = &
fre) =<
5.4.13 FUNCAO TRIGONOMETRICA

I) Funcao Seno

Seja a funcdo f (x) = senx, definida para todo x € R. A funcdo f (x) ¢ derivavel

em todo ponto x do seu dominio e sua derivada ¢ definida por
f'(x) = cosx
Simbolicamente
f(x)=senx = f'(x)=cosx
Demonstracao

Temos por definig¢do, que a derivada de uma funcao f (x) é dada por

£ = lim f(x + Ax) — f(x)
A

1
X—0 Ax

Sendo f (x + Ax) = sen(x + Ax) temos que
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sen(x + Ax) — senx
Ax

f1e = fim,

o ~ . Yo - +
Utilizando a relacdo trigonométrica Senp — sen q = sen (%) . COS (pz_q)

encontra-se:

2 [ (FEB7) cos (1 80)

Fe =

Ax
Logo,
Ax
) = i 59”(7) y (2x+Ax)
100 = i = a2
)

o .. . Sent Ax
utilizando o limite fundamental, lim ¥ =1, com 5= t

t=0
obtém-se:
f'(x) =lim >en t. lim cos (Zx * AX)
t-0 Ax—0
Portanto,
f'(x) = cosx

II) Funciao Cosseno

Sejaa fungdo f (x) = cosx, definidaparatodox € R. A fun¢do f (x) é derivavel em

todo ponto x do seu dominio ¢ sua derivada ¢ definida por f* (x) = —senx.
Simbolicamente

f(x)=cosx = f (x) = —senx
Demonstracao

Temos por definicdo que a derivada de uma fungdo f (x) ¢ dada por
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f(x + Ax) — f(x)
Ax

f16) = fim
Sendo f (x + Ax) = cos(x + Ax) temos que

cos(x + Ax) — cosx
Ax

f16 = fim,

Utilizando a relagdo trigonométrica cosp — cos q = —sen (?) .sen (%)

encontra-se:

_ [Sen (w) sen (W)]

f16 = fim,

Ax
Tem-se,
Ax
') = — 1 sen (7) y (Zx + Ax>
A T T
2
.- .. . Sent AX
utilizando o limite fundamental, llII(} 5 =1, com 5= t
t=
obtém-se:
, _ sent I <2x+AX)
f16) = ~lim == fimsen (=
Portanto,
f'(x) = —senx
I1I) Funcio Tangente

Seja a funcdo f (x) = tgx, definida para todo x € R — E + kmk € Z}. A funcdo

f (x) é derivavel em todo ponto x do seu dominio e sua derivada é definida por f’'(x) = sec?x.

Simbolicamente
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fX)=tgx = f (x)=sec’x
Demonstracao

Sendo f(x) = tgx temos da trigonometria que f(x) = % Aplicando a derivada do

quociente para a fungdo f(x), segue

(senx)'.cosx — senx. (cosx)’

! x —

f'e) (cosx)?
ou seja,

, cosx.cosx — senx.(—senx)

frx) = 5
(cosx)
Dai, segue que
cos’x + sen®x 1
frex) = f'x) =

(cosx)? (cosx)?

Temos da trigonometria que, cos?x + sen?x = 1, para todo x pertencente ao conjunto

, . 1
dos numeros reais ¢ —— = secC X.
COSX
Portanto,
! — 2
f'(x) = sec*x
IV) Funcao Cotangente

Seja a funcdo f (x) = cotgx, definida para todo x € R. A fungdo f (x) é derivavel

em todo ponto x do seu dominio e sua derivada é definida por f’ (x) = —cossec?x.
Simbolicamente

f(x)=cotgx = f (x)=—cossec’x
Demonstracao

Sendo f(x) = cotgx temos da trigonometria que f(x) = % Aplicando a derivada do

quociente para a fungdo f(x), segue
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!

(cosx)'.senx — cosx. (senx)

!
x =
f'x) sen?x
100 —Senx.senx — coSX.cosx
x =
sen?x
100 (sen’x + cos?x)
x) = —
sen?x
2
1A
xX) = —
f'(x) sen?x
1 \2
@ =(m)
f'x) senx
f'(x) = —cossec?x

V) Fun¢ao Secante

Seja a fungdo f (x) = secx, definida paratodox € R. A funcdo f (x) ¢ derivavel em

todo ponto x do seu dominio e sua derivada ¢ definida por f” (x) = tgx.secx.
Simbolicamente

f (x) = secx > f’(x) = tgx.secx
Demonstracao

f'(x) = (secx)’

!

fe = (cosx)
o« (1)'.cosx —1.(cosx)’
fx)= (cosx)?
ey (—senx)
[l = (cosx)?
, _senx 1
fe= cosx cosx

f'(x) = tgx.secx
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VI) Funciao Cossecante

Seja a fungdo f (x) = cossecx, definida paratodo x € R. A fungdo f (x) é derivavel

em todo ponto x do seu dominio e sua derivada é definida por f’ (x) = —cotgx. cossecx.
Simbolicamente

f (x) = cossecx = f’ (x) = —cotgx.cossecx.
Demonstracao

f'(x) = (cossecx)’

!

f1ea = (senx)

o —(senx)’
fie) = sen2x
') = —cosx
[ = sen2x

, cosx 1

fllx) = — :
senx senx
f' (x) = —cotgx.cossecx.

5.4.14 FUNCOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS
I) Funcio Arco Seno

Se f (x) ¢ uma funcdo definida por f:[—1,1] — [_7“,5] sendo f (x) = arcsenx,

entdo f (x) € derivavel em] — 1, 1[e sua derivada ¢ definida por

flx) =

1 —x?

Simbolicamente
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f(x)=arcsenx = f'(x)=

1
v1-—x?
Demonstracao

Sabemos que

—T T
y = arcsenx <=>x =seny com y € >3

Como a derivada (seny)’ existe, e ¢ diferente de zero, para qualquer que seja

- T . . ~ -
y € ] 5 [ aplicando o teorema da derivada para fun¢do inversa, temos:

, 1 1 1

Y= (cosy)’ - —seny - ~ seny

Como paray € ] _7“,% [ temos que seny = /1 — cos?y.

Logo,
, 1
S i
v 1—cos“y
Portanto,
1
y=-
1—x2

II) Funcido Arco Cosseno

Se f (x) € uma funcdo definida por f:[—1,1] — [0, 7], sendo f (x) = arccos x,

entdo f (x) € derivavel em | — 1, 1] e sua derivada ¢ definida por

-1

f'ix) =
1—x?

Simbolicamente
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f(x)=arccosx = f'(x)= 1

1—x?

Demonstracao
Sabemos que y = arccosx & x = cosycomy € [0,m].

Como a derivada (cos y)’ existe, e ¢ diferente de zero, para qualquer y € |0, 7],
aplicando o teorema da derivada para fun¢do inversa temos:
, 1 1 1

Yy = (cosy)’ - —seny - seny

Como para y € 0, [ temos que seny = /1 — cos®y

Logo,

, 1
y T e— —
V1 —cos?*y

Portanto,
1
y=-
1—x?

III) Funcio Arco Tangente
Se f (x) é uma fungdo definida por f : R—] —?n,g [, sendo f (x) = arctg x, entdo
f (x) é derivavel em R e sua derivada é definida por

1
1+ x?

fx) =

Simbolicamente

f@) = arctgx = f'6) =10

Demonstracao:
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[

Sabemos que y = arctgx & x=tgy com y e]_?“,

N A

Como a derivada (tgy)’ existe, e é diferente de zero, para qualquer y € | _?ﬂ,

N A
-

aplicando o teorema da derivada para fungdo inversa temos:

1 !
 (tgy)  sec?y

!

y

Como paray € | —?n, [ temos que sec?y = 1 + tg?y

N A

Logo,

1 + tg*y

1
1+x?

Portanto, y’ =

5.4.15 DERIVADAS SUCESSIVAS

Seja f uma fungdo real derivavel em um intervalo real aberto I. Se f' também for
derivavel no intervalo I, entdo a sua derivada ¢ chamada de derivada segunda da funcdo f e,

d*f(x
representamos por f “(x), que se 1é f duas linhas de x ou c{x(z ), que se lé derivada segunda

de f em relagdo a x.
Exemplo 25
Determine a primeira ¢ a segunda derivada fung¢ao f definida por
f(x) = 3x* + 8x — 10.

Solucio

f'x)=6x+8 e f"(x)=6
Exemplo 26

Determine a primeira e a segunda derivada func¢do f definida por f (x) = tgx.
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Solucio
f'(x) =sec’x e f"(x)=2.sec’x.tgx
5.4.16 DERIVADA DE ORDEM SUPERIOR

A Derivada superior de ordem n, n € N, de uma funcéo f , que indicamos por £, ¢

derivar sucessivamente n vezes a fungao f .
Exemplo 27

Determine a derivada de ordem n da fun¢do f (x) = 3x° + 8x2 — 12x + 45
Solucio

f'(x) =15x* +16x — 12, f"(x) = 60x3 + 16, " (x) = 180x2,
F®(x) = 360x, ®(x) = 360, fOx) =0
e, consequentemente, f™(x) = 0,para todon > 6

5.4.17 FUNCAO NA FORMA IMPLICITA

Seja a equacdo F(x,y) = 0(1). Dizemos que a funcdo y = f (x)¢é definida
implicitamente pela equacdo (1), se ao substituiry = f (x) em (1), esta equagao se transforma

em uma identidade.

Exemplo 28
A equagdo x2 + %y — 1 = 0, define implicitamente a fun¢do y = 2. (1 — x?)
De fato:

Substituindo y = 2. (1 — x?) na equagdo x? + %y —1 =0, temos

1
x2+§.2.(1—x2)—1=x2+1—x2—1=0

6.APLICACOES

Aplicacao 1
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Uma cidade do Nordeste brasileiro foi acometida por uma epidemia de gripe viral. A
Secretaria de Saude do Municipio em questdo calcula que o nimero de pessoas atingidas pela
gripe depois de um tempot (calculado em dias a partir de primeiro dia da epidemia ¢

3
aproximadamente dado por f(t) = 64t — % Tendo que se saber da propagacdo da epidemia

no tempo, no quarto dia de epidemia, para que sejam tomadas medidas sanitarias, € necessario

calcular a derivada da funcdo f(t) em relacdo a t.
Portanto para um tempo t, qualquer, a derivada ¢ dada por f'(t) = 64 — t2.

Como a Secretaria de Satide Municipal necessita saber a quantidade de pessoas afetadas

no quarto dia, logo t = 4.

Considerando t = 4 obtém-se a fun¢do f'(4) = 64 — 16 = 48.

Logo conclui-se que no quarto dia de epidemia 48 pessoas sdo infectadas pela gripe.
Aplicagdo 2

Um cacgador deseja saber a temperatura de uma caga duas horas apos ser colocada em
camara frigorifica para que o corte seja o ideal, ou seja, para que nao haja muito sangue correndo
e nem que a carne esteja dura em demasia dificultando o corte. Assim sendo, uma peca de caga
animal ¢ posta numa camara frigorifica no instante t = 0. Passados algumas horas, a

temperatura (T) da peca ¢ calculada através da seguinte equagao
4
T(t)=30—5t+m com 0<t<5.

Qual a velocidade de redugdo de sua temperatura apds 2 horas

dT N —4
dt (t + 1)2

dT —4 4

T i) D

= —5,444°C/h

Ao final de duas horas na camara frigorifica a temperatura da peca varia —5,444 graus

centrigrados por hora.

Aplicacao 3
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A previsdo do tempo ¢ de suma importancia para as areas de agronomia, piscicultura,
aeronavegacao, comércio maritimo, turismo e para a garantia de seguranga das populagdes seja

humana ou animal.

Nesta aplicagdo temos como objetivo mostrar como o calculo da derivada ¢ um

instrumento que auxilia na interpreta¢do da previsao do tempo.

Sabe-se que numa determinada cidade do sudeste brasileiro depois da meia noite a

temperatura varia conforme a funcao a seguir
T =0,1(400 — 40t +t?) 0 <t < 12

Ao usar a regra da derivada de uma funcao constante e a regra da poténcia, calcula-se a

derivada de T em funcao do tempo t e tém-se

dT—Ol 40+ 2.t

Aplica-se a seguir a propriedade distributiva e multiplica-se a fun¢ao acima por 0,1

obtém-se:

dT— 4+ 0,2.t
dt a

Como se objetiva calcular a derivada entre o periodo das cinco horas as seis horas, ¢

necessario o calculo da média destas horas. Portanto tem-se t = 5,5.

dT
—=-4+0,2.55

dt
dT— 4+1,1
at ’
dT_ 29
E— ,7 graus

Logo, constata-se nesta aplicacao que a variacao da temperatura no periodo das cinco
horas as seis horas ¢ de —2,9 graus. De tal modo percebe-se que a variagao de temperatura neste
intervalo de tempo ¢ negativa e, consequentemente, a populacdo podera prevenir-se, pois a

temperatura estara caindo.
Aplicacio 4

Em qualquer empresa qual seja o seu tamanho, ¢ indispensavel estar atento aos custos

de producao para manter os lucros e, eventualmente, expandi-los.
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Esse ¢ um fator importante para que o negdcio mantenha as operagdes financeiramente
saudaveis. Existem casos que envolvem a necessidade de se calcular a derivada para a

determinagdo de custos de produgao.

Uma fabrica de calgados na cidade Campina Grande-PB produz x calgados por dia e
tem seu custo total definido por C(x). E possivel obter o custo marginal de produgio de x

unidades de acordo com a seguinte expressao a qual envolve a derivada de C(x):
C'x)= C(x +1)—-C(x)
Suponha que a producao da fabrica ¢ dada pela funcao a seguir
C(x) = 10.000 + 5x + 0,01x?
onde x ¢ a quantidade de cal¢ados fabricados e C(x) € o custo total dado em reais.
Aplicando-se as regras de derivag@o obtém-se o custo de producado, que ¢ dado por:
C'(x) =5+ 0.02x

A referida fabrica produz 1000 calgados por dia. Os engenheiros necessitam saber o
custo de producao diario. De tal modo, se quiser obter o custo de producdo equivalente a 1000

calgados € necessario substituir o valor de x pela quantidade de itens, ou seja,
C'(1000) = 5 +0,02(1000) = R$25/cal¢ado

Neste caso a fabrica possui um custo de produgdo de 25 reais por calcado ao produzir

1000 calgados por dia.

Aplicacao 5

De acordo com os engenheiros de produgao de uma montadora de veiculos o namero

de pegas fabricadas nas primeiras t horas diarias de trabalho ¢ definida pela seguinte funcao:

IA
ot

50(t? + t),para0 <4

f@ =
200(t + 1),para4 <t < 8

Se os engenheiros necessitarem saber a razao de producao (em pegas por hora) apos 3

horas de trabalho, deve se calcular a derivada da funcao f(t) em fungéo de ¢t

Aplicando-se as regras de derivacao obtém-se a seguinte fungdo derivada:
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502t + 1),para0 <t < 4

f®) =
200,para4 <t < 8

A razdo de produgédo ap6s 3 horas de trabalho é dada por f'(3) considerando t < 4.
Logo,
£/(3) = 50(2.3+ 1) = 350.

Apbs 3 horas de trabalho a razao de produgdo é de 350 pegas por hora de trabalho. Se
os engenheiros quiserem a razao de produgdo apds 7 horas de trabalho, o célculo da derivada ¢

dado por f’ (7) considerando t > 4, obtendo-se f'(7) = 200.

De tal modo que apos 7 horas de trabalho a razao de producao ¢ de 200 pecas por hora

de trabalho.

Se os engenheiros necessitem saber quantas pecas serdo produzidas na 8 hora de

trabalho, serd necessario calcular a diferenca entre a 8* e 7* hora de trabalho.

Empregando a fungdo f(t) = 200(t + 1) e considerandot = 7 et = 8, tem-se:

f(7) = 200 (7 + 1)
f(7) = 200.(8)

f(7) = 1600.

f(8) = 200(8 + 1)

£(8) = 200.(9)

f(8) = 1800. f(8) — f(7) = 1800 — 1600 = 200.

Na 8% hora de trabalho serdao produzidas 200 pegas.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho conseguimos apresentar uma base solida para desenvolvermos o
essencial sobre derivadas, bem como proposi¢des, definicdes e teoremas necessarios para a
compreensao do estudo das derivadas. Também foi possivel apresentar aplica¢des relacionadas
ao estudo das derivadas, conhecer um pouco da vida e obra de grandes génios, a saber Newton,
Leibniz e as controvérsias da corrida a descoberta do célculo. Uma das grandes dificuldades ao
escrever este trabalho de conclusdo de curso foi justamente a escrita pois pude perceber que ¢
muito complexo o ato de produzir textos matemadticos com rigor, clareza e precisdo, nao
deixando de salientar, que tive dificuldade na digitagdao do trabalho pois a minha compreensao
ao LATEX era escassa e tive que recorrer ao WORD. O trabalho me possibilitou interagir com
uma gama de conhecimentos relacionados ao calculo diferencial e também me possibilitou
atingir uma maturidade quanto a compreensdo da complexa da linguagem matematica
encontrada em manuais de Calculo. Além disto, foi possivel abranger mais meu conhecimento
sobre a utilidade do Programa Geogebra, elevando a quantidade e qualidade as minhas
ferramentas para a criagdo de textos matematicos mais complexos. Pra finalizar, a construgado
deste trabalho de conclusdo de curso fez com que eu ampliasse minha visao e provocar interesse
em mim prosseguir os estudos em matematica pura e aplicada, e além disso, sempre tentando
inovar e encontrar novas metodologias e praticas de como lecionar tais conteudos facilitando
assim o ensino aprendizagem dos discentes. Em tempo, este trabalho foi feito pensando em
alunos e professores, que venham a trabalhar com esse tema tao instigante e importante para

nossa vida, que ¢ o estudo das derivadas.
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