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RESUMO

Este trabalho apresenta toda a teoria sobre Progressdo Aritmética (P.A) e sobre Progressao
Geométrica (P.G), com énfase nas demonstragdes das propriedades dessas progressoes,
aborda também, de forma resumida, o importancia das demonstracdes para o ensino, em
particular, para o ensino de matematica, formando dessa forma uma proposta de ensino para

os conteudos citados.

Palavras-chave: Progressao Aritmética (P.A), Progressao Geométrica (P.G), Definicao,

Prova.



ABSTRACT

This work presents the whole theory about Arithmetic Progression (A.P) and about
Geometric Progression (G.P), with emphasis on the demonstrations of the properties of
these progressions, it also addresses, in a summarized way, the importance of
demonstrations for teaching, particularly, for teaching of mathematics, therefore forming a

teaching proposal for the aforementioned contents.

Keywords: Arithmetic Progression (A.P), Geometric Progression (G.P), Definition,

Proof.
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1. INTRODUCAO

Neste capitulo serdo apresentados os aspectos iniciais relacionados a este trabalho,
abordando, na sequéncia, os seguintes topicos: a contextualizacdo; a justificativa, 0s
objetivos; a metodologia; o publico alvo ao qual estd direcionado; os conhecimentos prévios

para o desenvolvimento desta proposta e a estruturagcdo dos capitulos subsequentes.

1.1 CONTEXTUALIZACAO

O estudo de sequéncias numéricas em sala de aula é de suma importancia, pois elas
sdo facilmente encontradas no dia a dia das pessoas, das mais diversas formas, como por
exemplo, na drea financeira, em alguns jogos como o impar ou par, nos jogos de futebol, no
préprio calendério e nas mais diversas situacdes cotidianas. E importante salientar que elas
também podem ser encontradas em outras disciplinas. No entanto, em sua grande maioria, o
ensino/estudo de tais sequéncias se restringe muito mais as progressdes aritméticas: P.A e

P.G.

1.2 JUSTIFICATIVA

Com a criagdo da LDB, os livros diddticos de matemdtica passaram a focar sua
abordagem na contextualizacdo e na interdisciplinaridade, ou seja, nas aplicacdes dos
conteudos matematicos, deixando o formalismo da teoria dos conteudos de matematica
totalmente de lado, como se as defini¢des, teoremas e demonstracdes ndo tivessem a menor

importancia no processo de ensino-aprendizagem.

1.3 OBJETIVOS

Este trabalho tem por objetivo resgatar o ensino de matematica, mais
especificamente de Progressao Aritmética (P.A) e Progressao Geométrica (P.G), com énfase
no formalismo da teoria: Defini¢cdes, Teoremas e Demonstracdes. Trata-se, na verdade, de
uma proposta de ensino de P.A e de P.G a ser aplicada para alunos do 12 Ano de Ensino
Médio ou para alunos da licenciatura em matematica.

Pensamos que o que diferencia esta proposta dos modelos usuais de ensino de P.A e
de P.G é o fato de apresentarmos formalismo em toda parte tedrica abordada, em que as
demonstragdes sao feitas de forma detalhadamente, excluindo palavras como € facil ver que e

evitando pular passos que prejudique a compreensao por parte do leitor.



1.4 METODOLOGIA

Para a constru¢do desta proposta, foi realizada uma pesquisa bibliografica que
permitiu amparar o presente trabalho, assim como propiciar o trajeto do processo de

investigacao.

1.5 PUBLICO-ALVO

O presente trabalho € direcionado aos professores de Matemdtica para que o0s
mesmos apliquem esta proposta de ensino dos contetidos de P.A e P.G para alunos do 12 Ano

do Ensino Médio ou discentes do curso de Licenciatura em Matematica.

1.6 CONHECIMENTOS PREVIOS

Admitimos que o leitor tenha um bom conhecimento de: conjuntos numéricos,
funcdo afim, poténcia e suas propriedades, radiciacdo e suas propriedades, funcdo

exponencial, funcdo logaritmica, sequéncias.

1.7 ESTRUTURACAO DOS CAPITULOS SUBSEQUENTES

O segundo capitulo — A Importancia das Demonstracdes para o Ensino — Aborda a
importancia das demonstragdes dos teoremas matematicos para o ensino.

O terceiro - Aspectos Historicos Sobre Sequéncias Numéricas — Aborda, de forma
resumida, o que levou o homem a pesquisar sobre sequéncias numéricas ao longo da historia.

O quarto — P.A, uma Abordagem Tedrica com Demonstracoes — Apresenta
defini¢Oes e teoremas, com suas respectivas demonstragdes, referentes ao contetido de P. A.

O quinto — P.G, uma Abordagem Tedrica com Demonstracées — Apresenta
defini¢des e teoremas, com suas respectivas demonstragdes, referentes ao contetido de P. G.

No sexto — Consideracdes Finais — Concluimos que € possivel fazer uma abordagem
formal dos contetidos de P.A. e P.G, em que as propriedades, envolvendo essas sequéncias,

sdo construidas a partir de suas defini¢des.



2. A IMPORTANCIA DAS DEMONSTRACOES PARA O ENSINO

A palavra demonstrar proveio do latim “demonstrare”, que significa comprovar algo,
tornar algo evidente através de provas. Singh (2004) nos d4 uma definicio do que pode

caracterizar uma demonstragao:

“A ideia da demonstra¢cdo matemdtica classica comegca com
uma série de axiomas, afirmacdes que julgamos serem
verdadeiras ou que sdo verdades evidentes. Entdo, através da
argumentagdo logica, passo a passo, é possivel chegar a uma
conclusdo. Se os axiomas estiverem corretos e a logica for
impecdvel, entdo a conclusdo serd inegdvel. Esta conclusdo é

o teorema.” (SINGH, 2004, p. 41).

A concepcdo de demonstracdo matemadtica transcende a sistematiza¢do do exercicio
matemadtico, visto que ela organiza, torna continua, concreta e, principalmente, irreprovavel. E
inegavel que a melhor maneira de se afirmar alguma propriedade numérica, ou até mesmo
alguma relacdo geométrica, € através de um Teorema, que, quando ganha validade, passa a ser
veridica, tornando-se assim absoluta, podendo, também, deixar mais simplorias afirmagdes
que, se vistas de outras formas, seriam fatigantes.

Estudos mostram que a demonstra¢cdo matemadtica vem tendo pouca importancia no
curriculo da Educacdo Bdsica, pois, em sua maioria, o primeiro contato que o aluno tem com
ela ocorre apenas no ensino superior, principalmente em cursos de Licenciatura e Bacharelado
em Matematica, ainda que outros cursos, como Engenharia, por exemplo, possuam algumas
disciplinas que permitem abordar demonstragdes. Um das principais motivagdes que sugerem
essa exclusdo é o grau elevado de abstracdo que alguns teoremas exigem para que a
demonstracdo se efetive, fazendo com que os professores concluam que os alunos estdo
despreparados para tal abordagem.

Rodrigues (2012, p. 57) afirma que “a maioria dos professores ndo reserva tempo
das suas aulas ao ensino da demonstracdo”. Evidencia ainda que a maioria dos docentes nao
encara a demonstracdo como sendo central na Educacdo Matematica, considerando-a
adequada apenas a uma minoria de alunos. Em contrapartida, Amado et al. (2015) justifica
que a demonstragdo se introduzida tardiamente, em sala de aula, pode resultar em dificuldades

na dedugdo, tanto em atividades que preveem raciocinio dedutivo ou em outras atividades



matemadticas. Entre as motivagdes que podem justificar o uso da demonstragdo em sala de
aula, estdo o desenvolvimento do raciocinio e a compreensdo da natureza Matemadtica.

A discuss@o presente nesse trabalho, sobre as demonstracdes matematicas, estd no
plano da conceituacdo que, segundo Rezende (2018), faz parte da elaboracido das defini¢des
matemadticas. Ainda segundo ele, “as demonstragdes devem naturalmente participar do
processo de ensino, ndo apenas por ser parte da natureza intrinseca da Matematica, como pelo
seu significado na constru¢do do conhecimento. O valor de uma demonstra¢io para um aluno
do ensino bdsico estd tanto na experiéncia do convencimento pela razdo, como pelo
aprendizado do rigor cientifico que a Matematica exige.”. Dessa forma, entendemos que as
demonstragcdes precisam integrar o processo de ensino aprendizagem, pois contribuem para o
desenvolvimento da maturidade do estudante no que diz respeito a matemadtica.

Veloso (1998) justifica o uso da demonstragdo visando a necessidade de que os
alunos iniciem o Ensino Médio ja com certa pratica no que concernem as atividades de cunho
investigativo no campo matematico. Muitas vezes tais atividades provocam a necessidade de
legitimar determinados resultados que provem dos mais diversificados processos, que vao
desde célculos até reflexdes. Para ele, as demonstracdes na Educacdo Basica devem ser
objetivas e mediadas através de simbolos, mas ndo necessariamente cheios de formalidades.

Amado et al. (2015, p. 641), cita que a demonstracdo deve assumir um caricter
pedagégico, sendo também uma forma de educar os alunos para que estes se sintam cada vez
mais seguros e motivados nas suas argumentacdes matemdticas.

As demonstragdes podem desempenhar algumas funcdes importantes. De acordo
com Villiers (2001), as funcdes da demonstracdo sdo, respectivamente, a verificacdo, que
busca o convencimento, a explicacdo, a descoberta, a comunicagdo, o desafio intelectual e a
sistematizacdo. Usando a verificacdo, como exemplo, que desempenha o papel de convencer,
a demonstracdo estard muito mais atrelada ao plano investigativo no que concerne a
matemadtica e ndo é considerada tdo imprescindivel, j4 que a grande maioria do alunado se
convence facilmente. No que diz respeito a explicacdo, ela se torna indispensdvel na
implantacdo da demonstracdo nas aulas de Matemadtica, pois uma demonstracdo que ajude a
clarificar o motivo pelo qual um resultado € vélido, ou ndo, contribui certamente para uma
compreensdao do mesmo, (AMADO et al., 2015, p. 642).

Quando pensamos no ambiente escolar, na sala de aula, especificamente, a
demonstracdo ganha significado quando consegue responder as dividas surgidas pelos alunos,
J4 que para que o professor demonstre, s6 podera fazé-lo em situagdes onde os alunos t€ém

davidas quanto a verdade dos teoremas matematicos. Cabe ao professor trazer situagdes que



estimulem o aprendizado dentro de determinados contextos, com elementos indispensdveis
para a demonstracdo, tais como a argumentacdo, observacdo de padrdoes matemaéticos,
discussdo de ideias e formulagdo de hipéteses, entre outros elementos.

E importante que haja uma insercdo da demonstracdo na Educagio Bdsica, visando o
desenvolvimento dos alunos no que diz respeito ao pensamento critico, a organizacdo de
ideias e a capacidade de argumentacdo. A demonstracdo € inerente a matemadtica e vai além da
verificacio de algo, da utilizagdo de uma técnica. Mesmo que ndo tenhamos uma Matematica

acabada, ela ainda € a ciéncia que estd mais proxima desse propdsito.



3. ASPECTOS HISTORICOS SOBRE SEQUENCIAS NUMERICAS

Historicamente, as sequéncias numéricas sempre fizeram parte do dia a dia em
sociedade e tornaram-se essenciais em muitas situagdes. BOYER (1974) é a principal
referéncia histérica no que concerne ao uso das sequéncias numéricas. Segundo ele, os
egipcios, em aproximadamente 3000 a.C., tinham que resolver o problema da inundacdo do
Rio Nilo, porque tinham a necessidade de saber a época mais adequada para efetivagdo do
plantio para que a colheita fosse suficiente, fazendo com que o sustento estivesse garantido.
Eles perceberam que havia um vinculo entre as enchentes anuais do Rio e uma estrela
denominada Sirius, também conhecida como estrela do cdo. Viram que a inundacdo do Nilo
acontecia um pouco depois da estrela se levantar a leste, antes do sol. Através da observagao,
perceberam que este acontecimento era partido por 365 dias, e assim criaram um calendario
anual de acordo com as inundag¢des, distribuido por doze meses de trinta dias e mais cinco
dias de festa. O surgimento desse calenddrio, a partir do exposto, nos dd uma ideia de
sequéncia. (BOYER,1974).

Podemos destacar também o papiro de Rhind, considerado como sendo o principal
registro matematico deixado pelos egipcios. Esse papiro, que possuia cerca de 0,30 m de
altura e 5 m de comprimento, é assim denominado, pois foi comprado numa cidade a beira do
Nilo por um antiquério escocés chamado Henry Rhind ou, chamado com menos frequéncia,
papiro de Ahmes em homenagem ao escriba Ahmes que o copiou por volta de 1650 a.C..
Ahmes relata que o documento provém de um protétipo que acreditava datar cerca de 2000 a
1800 a.C.. Atualmente, ele pertence ao British Museum e alguns fragmentos ao BrooKlin
Museum. O papiro da Rhind traz alguns problemas envolvendo sequéncias numéricas.
(BOYER,1974).

Ainda segundo Boyer (1974), na Mesopotimia, existiu uma grande quantidade de
material relativo 2 matemaética, no entanto tais materiais, grafados em tabletas, provém de dois
periodos muito distintos, a idade da Babilonia antiga e o periodo seléucida primeiro milénio.
Existem grandes estudos dos babilonicos no que concerne a dlgebra e um deles estd na tdbua
de Louvre, elaborada 300 a.C., que também apresenta problemas interessantes referentes ao
tema das sequéncias numéricas. (BOYER,1974).

Outro exemplo € o de Zeno, nascido em Eleia, onde viveu por volta do ano 450 a.C.
Ele escreveu um livro com 40 paradoxos, sendo um deles sobre movimento. Quatro de seus
paradoxos foram apresentados por Aristoteles, sdo eles: Dicotomia, Aquiles, Flecha e Estddio.

Estes se referem a soma de um niimero infinito de termos, sendo importante para o estudo de



sequéncias numéricas, de forma especifica, a convergéncia de séries infinitas de nimeros. Um

exemplo especifico é o de Aquiles:

“(...)Aquiles aposta corrida com uma tartaruga que sai com vantagem e ¢
argumentado que Aquiles por mais depressa que corra, ndo pode alcancar a
tartaruga, por mais devagar que caminhe. Pois, quando Aquiles chegar a posigéo
inicial da tartaruga, ela ja terd avancado um pouco; e quando Aquiles cobrir essa
distancia, a tartaruga terd avancado um pouco mais. E o processo continua
indefinidamente, com o resultado que Aquiles nunca pode alcancar a lenta
tartaruga.(BOYER, 1974, p.55)”

Zeno foi uma forte influéncia para o desenvolvimento da matematica grega. Seus
paradoxos se relacionam com a soma de um ndmero infinito de termos positivos a um ndmero
finito, onde este traria uma confluéncia de uma série Infinita de nimeros. Os gregos faziam
uso de seus métodos para medicao de areas de figuras e/ou regides. Arquimedes (287 - 212
a.C.) pdde obter resultados considerdveis, nos quais envolviam dreas e volumes de varias
figuras e s6lidos, além de ter construido inimeros exemplos, também tentou explicar como
somas infinitas de determinadas sequéncias numéricas poderiam ter resultados finitos, mas
seu trabalho ndo foi tdo expressivo, como dos matemdticos que surgiram posteriormente e que
foram capazes de desenvolver sequéncias e séries como Newton e Leibniz. (BOYER,1974).

Os pitagoricos tinham bastante interesse pelos ndmeros, especialmente pelos
numeros figurados. Os nimeros figurados s@o nimeros que podem ser representados por uma
construcdo geométrica de pontos equidistantes. Os Elementos de Euclides de Alexandria traz
tré€s textos sobre teoria dos numeros, tornando-o também um dos mais influentes nesse
aspecto. ( CUNHA 2014, p.16 apud, OLIVEIRA, 2011, P.15).

O alemiao Carl Friedrich Gauss (1777-1855), foi um dos maiores matematicos da
época, sendo o maior de todos. Seu pai era um homem trabalhador, porém deveras teimoso e
quase evitou que seu filho estudasse, mas, sua mae o incentivou no fim orgulhou-se de seu
filho. Gauss, nos seus dez anos de idade tinha um professor que passou para turma uma
atividade cujo objetivo era somar os numeros de 1 a 100, informando que os alunos
deixassem sua mini lousa sobre a mesa assim que terminassem a tarefa. Carl, rapidamente,
colocou sua lousa sobre a mesa do professor, que por sua vez olhou para ele irritado, enquanto
os outros alunos pareciam se esforgcar. Quando todos terminaram, o professor pdde perceber
que Carl tinha sido o Unico aluno a acertar a resposta correta, mas sem fazer nenhum célculo.
Gauss havia calculado mentalmente a soma e, com isso, presume-se a criacdo da formula da

soma dos termos de uma progressao aritmética. (BOYER,1974).



Leonardo de Pisa era filho de um comerciante italiano que se chamava Bonaccio,
assim dd-se o nome Fibonacci. Como seu pai era um homem de negocios, isso possibilitava
que Fibonacci visitasse vdrios paises e assim tinha a oportunidade de ter contato com alguns
procedimentos matemdticos. A sequéncia Fibonacci foi definida por Leonardo de Pisa e
publicada no ano de 1202 no livro intitulado Liber Abaci, que significa livro do dbaco que,
como afirma Boyer (1974), é um livro bastante completo que traz consigo métodos e
problemas algébricos. Essa sequéncia numérica € representada por (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,
34, 55, ...), onde cada niimero, a partir do terceiro, é determinado pela soma dos outros dois
que vem anteriormente, considerando que os dois primeiros termos da sequéncia devem ser
iguais a 1. Além dessa sequéncia de Fibonacci ter diversos usos na matemaética, também se
aplica ao ensino de sequéncias numéricas, visando despertar o interesse do aluno. Um
exemplo claro ¢ o “niimero de ouro”. O teorema a seguir descreve bem essa relagdo: "A razao
entre dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci converge para o nimero de ouro
quando ndo tende para o infinito" (LEOPOLDINO, 2016, p.61). Isso quer dizer que, quanto
maior o termo da sequéncia Fibonacci, divido pelo seu antecessor, mais perto serd o resultado
do nimero de ouro, sendo assim chamado de nimero de ouro, divina propor¢ao, razao durea,
entre outras nomenclaturas. Uma situacio comumente encontrada na sequéncia Fibonacci € a
espiral de Fibonacci, também chamada de espiral durea. A sequéncia Fibonacci pode aparecer
nos girassois, que t€m suas sementes preenchendo o centro da flor e distribuidas em dois
espirais, sendo 34 espirais no sentido horario e 21 espirais no sentido anti-horario. Esses
nimeros fazem parte dos itens da sequéncia Fibonacci. O crescimento dos galhos de uma
planta chamada Achillea Ptirmic segue um padrido que tem relacdo direta com os termos da
sequéncia Fibonacci. Também, na cauda de um camaledo, podemos perceber uma das
representacoes mais belas da espiral de Fibonacci. Também no caramujo, a propor¢do entre
uma parte e seu antecessor ¢ aproximadamente igual ao ndmero dureo. (BOYER,1974).

Os hindus também foram habilidosos na drea da Aritmética e contribuiram
significativamente para a Algebra, uma vez que somavam progressdes aritméticas e/ou
geométricas de forma rapida. Os problemas aritméticos hindus envolviam irracionais
quadréticos, o Teorema de Pitdgoras, progressdes aritméticas e também permutagdes. As
progressdes era algo que muito interessava aos hindus. Um dos matematicos hindu mais
destacado chamava-se Bhaskara (1114-1185). Ele tornou-se o matematico mais influente da
India, e suas obras finalizaram as contribui¢des, nesse sentido. (Boyer, 1998, pag. 152)

A abordagem de sequéncias numéricas se restringe a soma dos itens de uma PG infinita. As

Sequéncias sd@o conhecidas desde a época de Arquimedes, que fez uso de uma série



geométrica. Depois disso, as séries sO reapareceram na Matemadtica aproximadamente 1500
anos depois. Havia um professor chamado Nicole Oresme (1325-1382), renomado intelectual
em varios ramos do conhecimento, que além de professor universitario, era conselheiro do rei,
principalmente na 4rea de financas, onde teve destaque.

Podemos perceber que as sequéncias estdo cada vez mais presentes no cotidiano das pessoas e
isso ocorre porque temos necessidade de trazer certas regularidades para determinados
elementos de um mesmo conjunto. Existem diversas circunstancias em nosso cotidiano com
as quais nos deparamos com a ideia de sequéncia, tais como: A sequéncia dos meses do ano ,a
sequéncia dos dias da semana, a sequéncia dos anos bissextos, a sequéncia dos nimeros
naturais, a sequéncia dos alunos na lista de chamada de uma classe, etc. Podemos perceber
que cada item dos conjuntos supracitados podem associar-se a um unico elemento dos
conjuntos dos nimeros naturais. Quando isso ocorre, conseguimos estabelecer uma sequéncia
padronizada. Considerando isso, pode-se definir sequéncia como sendo todo conjunto ou
grupo dos quais estdo dispostos de forma ordenada. Para a matemadtica, o foco sdo as
sequéncias numéricas. “Uma sequéncia numérica é uma func¢do, definida no conjunto dos
numeros naturais, ou inteiros positivos...” (AVILA, 1999, p.16).

A classifica¢do das sequéncias numéricas se dd em relacdo a quantidade de itens e
das fungdes que a definem. As sequéncias finitas, por exemplo, tém um ndmero limitado de
itens, ja as sequéncias infinitas, como o proprio nome diz, possuem um ndmero ilimitado de
itens. No que diz respeito as fungdes, as sequéncias podem ser lineares, que € quando a
funcdo que define a sequéncia é uma funcdo linear, também podem ser sequéncias nao

lineares, que é quando a fun¢@o que a define € uma sequéncia com funcao nao linear.



4.P.A, UMA ABORDAGEM TEORICA COM DEMONSTRACOES

Neste capitulo, apresentamos toda a teoria referente ao conteido de P.A. Os

contetddos abordados neste capitulo foram baseados nas referéncias [5], [6], [7], [8] e [10].

Definicao 4.1 (Progressao Aritmética) Chama-se de Progressdo Aritmética ou simplesmente
de P.A, toda sequéncia em que cada um de seus termos, a partir do segundo, é igual ao

anterior (ou antecedente) somado a um nimero constante chamado de razdo da P.A.

Representamos os termos de uma P.A por (a4, az, ***, @), 0 seu n-ésimo termo

por a,, a sua razd@o por r e a sua quantidade de termos por n,n € N*.

Proposicio 4.2 (Consequéncias da Definicdo de P.A) Se a sequéncia (aq, a,, -+, @y, ***),

é uma P.A, de pelo menos trés termos, entdo:
a) r=ay —Ap-1;
b)2ra, = ap_1+a,4+1-

Prova:
a) De fato, pela Defini¢do 3.1, sabemos que:
a, = ap_q +r.

Logo:

Ou ainda:

r=a, — ay_1.

b) De fato, pelo item (a) da Proposi¢do 3.2, sabemos que:

(
!rzan_an—l

LT = 0nt1 — An

Assim:

An — Ap-1 = Qn4+1 — Ap-



Logo:
2-ap =ap-1+api1
Ou ainda:

2-ap=ap-1+ani.

Definicao 4.3 (Classificacdo da P.A) Uma P.A € dita:

a) Crescente quando cada um de seus termos, a partir do segundo, € maior que o seu anterior

(ou antecedente).

b) Constante quando cada um de seus termos, a partir do segundo, é igual ao seu anterior

(ou antecedente).

c) Decrescente quando cada um de seus termos, a partir do segundo, € menor que o seu

anterior (ou antecedente).

Proposic¢io 4.4 (Classificagdo da P.A) Dada a P.A (a,, ay,-++, ay), de razdo r, tem-se:

a) Ser > 0, entdo a P.A é crescente.

b) Se r = 0, entdo a P.A é constante.

c)Ser <0, entdo a P.A € decrescente.

Prova:
a) Queremos provar que a,, > a,_. De fato, pelo item (a) da Proposicao 3.2, sabemos que:

r=a, — a,_1. 4.1)
Da hipétese, temos:

r>0. 4.2)
Assim, de (4.1) e de (4.2), segue que:
a, — an_1 > 0.

Logo:

Ap > Ap_q.



b) Queremos provar que a,, = a,_,. De fato, pelo item (a) da Proposi¢do 3.2, sabemos que:

T =0ay — ap_1-
Da hipdtese, temos:
r=0.
Assim, de (4.3) e de (4.4), segue que:
ap —an_1 = 0.
Logo:

An = An-1-

4.3)

(4.4)

c¢) Queremos provar que a,, < a,_;. De fato, pelo item (a) da Proposi¢ao 3.2, sabemos que:

r=a, — ayp_1.
Da hipétese, temos:
r<O0.
Assim, de (4.5) e de (4.6), segue que:
ap — an_1 <O0.
Logo:

Ay < ap_q.

Teorema 4.5 (Termo Geral da P.A) Se a sequéncia (a,, a, -

entdo, seu n-ésimo termo, denotado por a,, ¢ igual a:
ap,=a;+n—-1)-r.
Prova: Pela Definigdo 4.1, sabemos que:
( a;=a;+r
a; =a, +r
a,=az+r

I as=a,+r

p—1 =0an_2 +7T

\ a,=au,_1+7

4.5)

(4.6)

, Ay) é uma P.A, de razdo r,

4.7)
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Dai, somando, membro a membro, as n — 1 igualdades de (4.7), obtemos:

a,+taz+a,+-+a_ta,=a;+a,taztas++a,_+n—-1)-r. (4.8)

Analisando o primeiro e o segundo membro de (4.8), note que, a parcela a,, s6 consta no
primeiro membro e que as parcelas a; e (n — 1) - r s6 constam no segundo membro e todas
as demais parcelas sdo comuns ao primeiro e ao segundo membro. Logo, cancelando os

termos iguais de ambos os membros, concluimos que:

a,=a;+n—-1)-r.

Corolario 4.6 (Generalizacdo da Formula do Termo Geral da P.A) Se a sequéncia
(a4, ay,+++, a,) é uma P.A, de razdo 7, e a, ¢ um termo qualquer dessa P.A tal que

n = p, entdo, seu n-ésimo termo, denotado por a,, ¢ igual a:

ap=a,+n—p)-r.

Prova: Do Teorema 4.5, sabemos que:

a,=a;+(p-1D'r=ay+pr—r 4.9)
e que
ap=a,+n—-1)r=aq,+n-r—r (4.10)

Isolando a4 em (4.9), obtemos:
ay=ap,—p-r+r. 4.11)
Agora, admitindo que n = p e substituindo (4.11) em (4.10), temos:
ap=a,—p'r+r+n-r—r. 4.12)
Logo, no segundo membro de (4.12), cancelando os termos iguais e colocando r em

evidéncia, concluimos que:

ap=a,+n—-p)-r.

Definicao 4.7 (Interpolacdo de Meios Aritméticos) O processo de inserir termos entre dois
nimeros de tal forma que a sequéncia obtida seja uma P.A é chamado de interpolagao de

meios aritméticos.
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Ao inserir k meios aritméticos entre dois nimeros, digamos, x € y, a progressao
aritmética obtida terd k + 2 termos e sua razdo, denotada por 7, de acordo com o

Teorema 4.5, serd igual a:

Lema 4.8 Se a, ¢ a,_k_1) sdo dois termos de uma dada P.A, n >k, cuja soma de seus
indices é igualn + 1, e ap e ay_p—1), N > P, sdo outros dois termos dessa mesma P.A, cuja

soma de seus indices também é igual n + 1, entdo:

A + Ap(k-1) = Ap + Ap_p-1) = 20, + (n — 1) - 1.

Prova: Do Teorema 3.5, sabemos que:
ap=a1+k—-1)r=a,+k-r—r (4.13)
e que
Q- =4 +(m—k+1-1)r=a;+n-r—k-r. (4.14)
Somando (4.13) e (4.14), obtemos:
ag + ap_(k-1) = 2a; +n-r—r. 4.15)
Logo, colocando r em evidéncia em (4.15), segue que:
ag + ap_k-1) = 2a; + (n—1) - 7. (4.16)
Analogamente, do Teorema 3.5, sabemos que:
a,=a,+(p—-1)r=a, +p-r—r (4.17)
e que
Un-p-n =4 +(n—p+1-1):r=a +n-r—p-r. (4.18)
Somando (4.17) e (4.18), obtemos:
ap + ap_p-1) = 2a; +n-r—r. 3.19)
Logo, colocando r em evidéncia em (4.19), segue que:

ay + an_(p-1) =2a; +t(n—1) 7. (4.20)

Portanto, de (4.16) e de (4.20), concluimos que:

ag + Ap_(x-1) = Ap + Ap_p-1) = 200 + (n — 1) - 1.

22



O Lema 4.8 diz que a soma de quaisquer dois termos, de uma P.A, equidistantes de
seus extremos € igual a soma dos extremos. Outra forma, bem mais simples, de verificar a

veracidade do Lema 4.8, é observar que dado uma P.A (a4, a,, -, a,), tem-se:
(a;+ay)=(ay+ap_1) =(az+a,_,)= - = (ap + an_(p_l)), n>p,

pois, ao passar de um parénteses para o seguinte, a primeira parcela aumenta r unidades e a

segunda diminui de r unidades. Logo, a soma ndo se altera.

Teorema 4.9 (Soma dos n Primeiros Termos da P.A) Se a sequéncia (a,, a,, -, a,) é uma

P.A e S, é a soma de seus n primeiros termos, entdo:

n
Snz(al-l'an)'z-

Prova: Para fazermos a demonstracdo escreveremos S,, de duas formas:

(4.21)

(
an=a1+a2+a3+"'+an_1+an
tSn=an+an_1+an_2+~-+a2+a1

Dai, somando, membro a membro, as equagdes de (4.21), obtemos:

2:S,=(a;+ay) +(a,+a,_ 1)+ (az +a,_)+ -+ (a,-1 +ay) + (a, +a;). (422)

\ }
|

n pares de termos

Agora, note que, em cada um dos parénteses do segundo membro de (4.22) estdo pares de
termos da P.A cuja soma de seus indices € igual a n+ 1. Esses pares de termos sao
equidistantes dos extremos da P.A. Assim, pelo Lema 4.8, a soma de cada um desses pares de
termos € igual a soma dos extremos da P.A, ou seja:

a,ta,=a,tay1=azt+a,_,= - =ay_1ta,=a,+a.
Logo, como sdo n pares de termos, podemos reescrever (4.22) da seguinte forma:

2-S, =(ay +a,) n

Portanto:

Sp=(a; +ay)-

NS
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5.P.G, UMA ABORDAGEM TEORICA

Neste capitulo, apresentamos toda a teoria referente ao conteido de P.G. Os

contetddos abordados neste capitulo foram baseados nas referéncias [5], [6], [7], [8] e [10].

Definicdo 5.1 (Progressdo Geométrica) Chama-se de Progressio Geométrica ou
simplesmente de P.G, toda sequéncia em que cada um de seus termos, a partir do segundo, é
igual ao anterior (ou antecedente) multiplicado por um nimero constante chamado de razio

da P.G.

Representamos os termos de uma P.G por (a4, as, -, a,), 0 seu n-ésimo termo por

a,, a sua razdo por q e a sua quantidade de termos por n, n € N*

2

Proposicao 5.2 (Consequéncias da Defini¢cdo de P.G) Se a sequéncia (a4, ay, **+, Qp, ) €

uma P.G, de pelo menos trés termos, em que a; # 0 e q # 0, entdo:

an

2 4=
o

b) (an)z = (an— 1) ) (an+ 1)-

Prova:

a) De fato, pela Defini¢do 4.1, sabemos que:

an =0dn-1"4.
Logo, considerando que a; # 0 e g # 0, concluimos que:

an

q= .
ap—1

b) De fato, considerando que a; # 0 e g # 0, pelo item (a) da Proposi¢do 5.2, sabemos que:

f
an
q =
an-1
4
q= An+1
an
\
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Assim:

an — An+1 . (5.1)
an—1 an
Logo, fazendo o produto dos meios pelos extremos em (5.1), concluimos que:
(an)z = (an—l) ’ (an+1)-
]

Definicao 5.3 (Classificagcdo de uma P.G) Uma P.G € dita:

a) Crescente quando cada um de seus termos, a partir do segundo, é maior que o seu anterior

(ou antecedente).

b) Constante quando cada um de seus termos, a partir do segundo, € igual ao seu anterior (ou

antecedente).

7z

¢) Decrescente quando cada um de seus termos, a partir do segundo, ¢ menor que o seu

anterior (ou antecedente).

d) Alternada quando cada um de seus termos, a partir do segundo, tem sinal contrario ao do

seu anterior (ou antecedente).

e) Estaciondria quando o seu primeiro termo ¢ diferente de zero, mas todos os demais termos

sdo iguais a zero.

Proposicao 5.4 (Classificagcdo de uma P.G) Dada a P.G (a4, ay, -+, ay), de razdo q, tem-se:

a) Se:
a,>0e g>1 ou a4;<0 e 0<g<],

entdo a P.G ¢ crescente.

b) Se:

entdo a P.G ¢ constante.



c) Se:
a,<0eg>1 ou a,>0 e 0<g<1],

entdo a P.G é decrescente.

d) Se:
q <o,

entdo a P.G é alternada.

e) Se:
a,<0 e ¢qg=0 ou a,>0 e q=0,

entdo a P.G ¢ estaciondria.

Prova:
a) Queremos provar que a, > a,_,. Para isto iremos fazer a demonstracdo para cada umas

das duas hipétese separadamente:

1? Hipétese: a; >0 e g>1
Do item (a) da Proposi¢do 5.2 e da hipétese que a; > 0 e g > 1, temos:

an

q=

= > 1. 5.2
T (5.2)

Agora, note que é uma consequéncia imediata dessa 1* hip6tese que todos os termos da P.G
sdo positivos. Assim, podemos multiplicar ambos os membros da inequacdo (5.2) por a,_1,

com isso, concluimos que:
an, > a,_1.

Logo, pela Definicdo 5.3 (a), a P.G € crescente.

2* Hipétese: a; <0 e 0<g<1

Do item (a) da Proposi¢do 5.2 e da nossa 2° hipétese, temos:

an

0<q= <1 (5.3)

an-1
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Agora, note que é uma consequéncia imediata dessa 2* hip6tese que todos os termos da P.G
sdo negativos. Assim, ao multiplicarmos ambos os membros da inequacdo (5.3) por a,,_
devemos inverter o sinal desse inequacgdo, com isso, concluimos que:
0>a,>a, ;.
Ou seja:
an, > ap_1-

Logo, pela Defini¢do 5.3 (a), a P.G € crescente.

b) Queremos provar que a,, = a,,_1. Para isto iremos fazer a demonstracao para cada hipétese

separadamente:

17 Hipdtese: a; = 0
Da Defini¢ao 5.1, note que, para todo nimero real g (razdo da P.G), temos:

(@2 =0a,°q=0-q=0
a3 =a; " q=0-g=0

Ras,=a3-q=0-q=0

\ap =ap-1°q=0-q=0
Ou seja:

A =a,=az3=a,=--=a, =0.
Logo, pela Defini¢do 5.3 (b), a P.G é constante.
2? Hipdtese: ¢ = 1

Da Defini¢ao 5.1, note que:

( a2=a1'q=a1'1=a1
az=a,'q=a;"'1=a4

L gy =az3'q=a;"1=a4

\ap =ap-1°q=0a1"1=ay
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Ou seja:

a; =04y = A3z = g = -+ = Ay.

Logo, pela Defini¢do 5.3 (b), a P.G € constante.

¢) Queremos provar que a, < a,_q. Para isto iremos fazer a demonstracdo para cada hipétese

separadamente:

1° Hipétese: a; <0 e g>1
Do item (a) da Proposi¢do 5.2 e da hipdtese que g > 1, temos:

an

= > 1. 54
a=" (5.4)

Agora, note que é uma consequéncia imediata da nossa 1* hip6tese que todos os termos da
P.G sdo negativos. Assim, ao multiplicarmos ambos os membros da inequagao (5.4) por a,,_1

devemos inverter o sinal dessa inequacg@o, com isso, concluimos que:
a, < ap_1.

Logo, pela Definicao 5.3 (c), a P.G € decrescente.

2% Hipdtese: a; >0 e 0<g<1

Do item (a) da Proposi¢ao 5.2 e da hipdtese que 0 < g < 1, temos:

an

0< <1 (5.5)

an-1
Agora, note que ¢ uma consequéncia imediata dessa nossa 2* hipdtese que todos os termos da
P.G sdo positivos. Assim, podemos multiplicar ambos os membros da inequagdo (4.5) por
a,_1, com isso, concluimos que:
0<a, <a,_;.
Ou seja:

ay < Apy_1.

Logo, pela Definicao 5.3 (c), a P.G € decrescente.

d) Por hipétese, sabemos que g < 0 e queremos provar que a,, € a,_4 t€m sinais opostos. De

fato, pela Definicdo 5.1, temos:

anp =dn-1 4.
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Assim, se a,_; > 0, entdo, como, por hipdtese g < 0, segue que a,, < 0. Se a,,_; < 0, entdo,
como por hipétese g < 0, segue que a, > 0. Logo, em qualquer dos caso possiveis, a, €

a,_1 tém sinais opostos e, portanto, pela Definicao 5.3 (d), a P.G ¢€ alternada.

e) Por hipétese, temos:
<0 e g=0 ou a,>0 e g=0.

Queremos provar que:

a0 ea,=az3=a4,=-=a, =0.

Que a; # 0 € uma consequéncia direta das nossas hipéteses (a; < 0 ou a; > 0). Agora, da
Defini¢do 5.1, temos:

(az =a; q=a;-0=0

Ou seja:
Logo:

a0 ea,=az3=a4,=-=a, =0.

Portanto, pela Definicdo 5.3 (e), a P.G € estacionaria.

Teorema 4.5 (Termo Geral da P.G) Se a sequéncia (a,, a,, -, a,) é uma P.G, de termos

ndo nulos e de razdo q, entdo, seu n-ésimo termo, denotado por a,,, é igual a:

Prova: Pela Definicdo 5.1, temos:
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as =4az; - q
a, =asz-q

< . (5.6)
as = a4 " q

ap-1 =04p—2°q

\ ap =0an-1'4
Dai, multiplicando, membro a membro, as n — 1 igualdades de (5.6), obtemos:
(az.a3.a4.a5- e -an_l)-an:al.(az.ag.a4-a5- o -an_l).qn_l' (5.7)

Analisando (5.7), note que o fator a,, s6 consta em em seu primeiro membro e que os fatores
a; e q" ! s6 constam em seu segundo membro e todos os demais fatores sdo comuns ao
primeiro e ao segundo membro, assim, cancelando os fatores comuns de ambos 0os membros

de (5.7), concluimos que:

Corolario 4.6 (Generalizacd@o da Formula do Termo Geral de uma P.G) Se a sequéncia

(a1, az,*+, ay) € uma P.G, ndo nulos e de razdo q, e a,, é um termo qualquer dessa P.G tal

que n = p, entdo, seu n-ésimo termo, denotado por a,, € igual a:

— Y (e
ap, =a, - q"7P.

Prova: Do Teorema 5.5, sabemos que:

a, = a; - q° (5.8)

a, =a; - q" L (5.9

(5.10)

Agora, admitindo que n > p e substituindo (5.10) em (5.9), temos:
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Ou ainda:

Logo:

Definicao 5.7 (Interpolacdo de Meios Geométricos) O processo de inserir termos entre dois
numeros de tal forma que a sequéncia obtida seja uma P.G é chamado de interpolacido de

meios geométricos.

Ao inserir kK meios geométricos entre dois nimeros, digamos x e y, a progressao

geométrica obtida terd k + 2 termos e sua razdo, denotada por q, de acordo com o

_kﬂ\fz
=" 3

Teorema 5.8 (Soma dos Termos de uma P.G Finita) Se (a4, a,, ..., a,) é uma P.G finita, de

Teorema 5.5, serd igual a:

razdo q, q # —1, e Sy, é a soma dos seus n primeiros termos, entao:

:a1'(1_qn)
1—¢q '

n

Prova:

Temos:
S,=aq+(a, +az+-+a,_.1+a,). (5.11)
Multiplicando (5.11) pela razdo q, ¢ # —1, obtemos:
q-Sp=(a1'q+a;-q+az-q+-+ay -9 +a,q. (5.12)

Comparando o segundo membro de (5.12) com o segundo membro de (5.11), note que a
parcela a4 s6 consta em (5.11) e que a parcela a,, - q s6 consta em (5.12) e todas as demais

parcelas sdo comuns a (5.11) e a (5.12), assim, subtraindo (5.12) de (5.11), segue que:

Shn—q-S,=a; —a,q. (5.13)
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Como, do Teorema 5.5, sabemos que:

a, =a;-q" 1, (5.14)
entdo, substituindo (5.14) em (5.13), temos:

Sp—q-Sp=a;—a;-q""q.
Ou ainda:

S,.—q-S,=a;—a,"q" (5.15)

Agora, colocando S, em evidéncia no primeiro membro de (5.15) e colocando a; em
evidéncia no segundo membro de (5.15), temos:

Sn(l=—q)=a;-(1—q").
Portanto, considerando g # 1, concluimos que:

:a1'(1_qn).

S
n 1_q

Definicao 5.9 (P.G Convergente) Toda P.G que possui infinitos termos e que seu n-ésimo

termo tende a ser igual a zero (a,, = 0) é chamada de P.G convergente.

Observa-se que toda P.G de infinitos termos, de razdo q, em que 0 < |q| <1 é

convergente.

Corolario 5.10 (Soma dos Termos de uma P.G Convergente) Se (a4, a,, ..., a,) € uma P.G

convergente, de razdo q, 0 < |q| < 1, e Sy, € a soma dos seus infinitos termos, entdo:

Prova:

Note que, se 0 <|q| <1 e a P.G possui uma quantidade n, n € N*, infinita de

termos, entdo, " = 0. Assim, do Teorema 5.8, temos:

:a1'(1_qn)
1—gq '

n

Ou seja:
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Seo
1-gq
Logo:
aq
Seo = .
1-q
]
Outra forma de demonstrar o Corolario 5.10 seria fazer a seguinte consideracao:
So =01+ (ay +az+ - +a,_1+a,). (5.16)
Multiplicando (5.16) pela razao q, obtemos:
q-So=('q+a,"q+az ' q+-+a,_1-9) +a,"q. (5.17)

Comparando o segundo membro de (5.16) com o segundo membro de (5.17), note que a
parcela a4 s6 consta em (5.16) e que a parcela a,, - q s6 consta em (5.17) e todas as demais

parcelas sdo comuns a (5.16) e a (5.17), assim, subtraindo (5.17) de (5.16), segue que:
So —q S =a1 —ay, " q. (5.18)

Como, por hipétese, a P.G é convergente, em que 0 < |q| < 1, por conseguinte, a, = 0,

entdo, substituindo em (5.18), temos:
Soo—q*Seo =a4 +0-q. (5.19)
Agora, colocando S, em evidéncia no primeiro membro de (5.19), obtemos:

Sn'(l_q):al-

Portanto:

33



6. CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo deste trabalho foi percebida, claramente, a importancia da inser¢do da
demonstragdo matemadtica como uma maneira de desenvolver nos alunos o pensamento
critico, reflexivo, organizacional e a capacidade argumentativa nas aulas de matemadtica. Foi
possivel perceber, também, que, o uso da demonstracio € inerente a matemaética e vai muito
além da verificagdo da veracidade de um fato, da utilizagdo de uma técnica. Estima-se que a
demonstragdo € indispensdvel para a Educacdo Matemdtica, como demonstramos através das
reflexdes feitas até aqui, e que os objetivos dessa pesquisa foram alcangados. No mais, as
discussoes e diferentes aspectos sobre demonstracao aqui abordados contribuem de alguma
maneira para o processo de ensino-aprendizagem.

Vimos também que as demonstragdes exercem um papel fundamental no processo de
ensino-aprendizagem, pois possibilitam aos estudantes desenvolverem sua criticidade, a
organizar suas ideias, a argumentar e refletir. Permite ao professor, mediador nesse processo,
mostrar, através de suas aulas, que a demonstracao € indissocidvel a matemdtica e vai muito
além da verificacdo de determinada coisa, da utilizacao de uma determinada técnica.

Dessa forma, finalizado, consideramos que a leitura desse trabalho pode contribuir
com o processo de ensino-apredizagem, uma vez que € possivel usd-lo como material de
apoio na elaboragdo de planos de aulas, ou ainda, ser usado como material de construg¢do de
oficinas matemadticas, cujo objetivo seja o de trabalhar definicdes formais de objetos

matematicos e demonstragdes de teoremas.
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