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Resumo

Este trabalho apresenta o Principio Fundamental da Contagem de forma detalhada, primando por uma
linguagem clara e objetiva, garantindo uma aprendizagem mais consistente e menos mecanica. Também
enfatiza a importancia histérica deste conhecimento, a enorme presenca em concursos e as dificuldades
de aprendizagem apresentadas por muitos estudantes. Inicia com abordagens histoéricas, pois é de grande
relevancia conhecer motivagoes que, ao longo do tempo, antecederam a sistematizacao desse importante
conhecimento. No tocante as dificuldades que muitos estudantes apresentam em diferenciar cada caso
especial (fatorial, permutagbes, arranjos e combinagoes), propoe uma abordagem menos técnica e mais
conceitual, apresentando as demonstracoes do modelo matematico correspondente a cada caso especial
abordado e, ao invés de utilizar um modelo matematico pronto, que por si s6 muitas vezes nao é sufi-
ciente para resolver um determinado problema, opta por aplicar o principio multiplicativo diretamente
ao problema, pois ¢ um contetido em que hé sempre espaco para a criatividade durante a resolucao de
diversos de seus problemas, além de estimular o instinto investigativo do leitor. Portanto, ir inserindo
outros termos ao principio multiplicativo de forma gradativa e seguindo as etapas de resolucao, valoriza
a compreensao do problema e consequentemente eleva o nivel de conhecimento.

Palavras-Chave: Matematica, Analise Combinatéria, Principio Fundamental da Contagem.



Abstract

This work presents the Fundamental Principle of couting is detail, striving for a clear and objective
language, ensuring a more consistent and less mechanical learning. It also emphasizes the historical im-
portance of this knowledge, the huge presence in competitions and the learning difficulties presented by
many students. It starts with historical approaches, as it is of great importance to know the motivations
that, over time preceded the systematization of this important knowledge. Regarding the difficulties that
many students present in differentiating each special case ( factorial, permutation, arrangements and
combinations), it proposes a less technical and more conceptual approach, presenting the demonstrations
of the mathematical model corresponding to each special case approached and, instead of using a ready-
made mathematical model, which by itself is often not enough to solve a given problem, chooses to apply
the multiplicative principle directly to the problem, as it is content in which there is always room for crea-
tivity when solving several of its problems, in additition to stimulating the reader’s investigating instintic.
Therefore, gradually inserting other terms to the multiplicative principle and following the resolutions
steps enhances the understanding of the problem and consequently raises the level of knowledge.

KeyWords: Mathematics, Combinatorial Analyses, Fundamental Couting Principle .
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INTRODUCAO

O Principio Fundamental da Contagem - PFC é um conceito relevante da Analise Combinatoria,
sendo este um dos responsaveis pelo surgimento de outros desse campo da Matematica, como os modelos
matematicos de fatorial, combinacdes, arranjos e permutacoes. Dessa forma, é fundamental compreender
esse principio para a resolucao de situagoes que envolvem esses conceitos.

E necessario conhecer bem esses modelos antes de aplicé-los, pois muitos problemas apresentam
dubiedade de sentido, que para Morgado; Carvalho, J.; Carvalho, P. e Fernandez (1991, p. 2) “esse é
um dos encantos desta parte da Matematica, em que problemas faceis de enunciar revelam-se por vezes
dificeis, exigindo uma alta dose de criatividade para sua solu¢ao”. Os mesmos autores ainda afirmam que
“é verdade que a solucao de um problema combinatoério exige quase sempre engenhosidade e a compreensao
plena da situagao descrita pelo problema’”.

Assim, o processo de ensino e aprendizagem desses modelos vai muito além de memorizé-los
e aplicé-los, pois ndo fornece garantia de resolver certos problemas. Em contrapartida, Samuel Hazan
(2013, p. 15), diz que “deduzir férmulas que permitam a contagem dos mesmos, em cada caso particular
a ser estudado pode ser mais facil e seguro”.

Nessa perspectiva, diante das dificuldades apresentadas por muitos estudantes e professores em
resolver problemas combinatérios, percebe-se a necessidade de apresentar o PFC de maneira menos me-
canica.

Portanto, neste trabalho, apresentamos resolugoes de questoes sempre utilizando o PFC, junta-
mente com estratégias que proporcione a compreensao plena da resolucao do problema. Tais estratégias,

segundo Lima, Carvalho, Wagner e Morgado (2016, p. 82), sao:

1. Postura. Devemos sempre nos colocar no papel da pessoa que deve fazer a acgado
solicitada pelo problema e ver que decisdo devemos tomar.

2. Divisdo. Devemos, sempre que possivel, dividir as decisdes a serem tomadas em
decisOes mais simples.

3. Na&ao adiar as dificuldades. Pequenas dificuldades adiadas costumam se transformar
em imensas dificuldades. Se uma das decisoes a serem tomadas for mais restrita que
as demais, essa é a decisao que deve ser tomada em primeiro lugar.

Diante do exposto, temos a seguinte indagagao: qual a relevancia do Principio Fundamental da
Contagem, para o entendimento de conceitos e resolu¢do de problemas em Andlise Combinatoria, na
formacao basica do estudante?

A fim de responder essa pergunta, tracamos os seguintes objetivos:

Objetivo geral: Propor a aplicacao conceitual do Principio Fundamental da Contagem diretamente no
entendimento dos conceitos e na resolu¢ao de problemas no que tange a Anélise Combinatoria basica.

Objetivos especificos:

e Fazer uma breve revisao histérica da evolucao e criagdo do Principio Fundamental da Contagem e

Analise Combinatoria.
e Apresentar casos particulares do Principio Fundamental da Contagem.

e Resolver problemas a partir do PFC.

Nesta pesquisa, tragamos um breve histérico de possiveis motivagoes que despertaram em grandes

matemaéticos, como: Girolamo Cardano, Fermat, Pascal e Leibniz o interesse por esta area de conheci-
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mento. Como também, um breve historico acerca do surgimento da Analise Combinatoria, visando
compreender melhor as motivagoes que levaram a sistematizacao desse importante conhecimento.

Em seguida abordamos modelos matematicos comumente utilizados na Anélise Combinatéria
contida nos curriculos do Ensino Médio. Mostrando de maneira enfatica que fatorial, permutacoes, ar-
ranjos e combinacoes sao casos particulares do Principio Multiplicativo. Que as formulas nao devem ser
percebidas apenas como modelos matematicos, os elementos que as compoem tém funcgoes especificas
dentro do processo de resolucao dos problemas, que sao fundamentais no processo de ensino e aprendiza-

gem.

Metodologia

Este trabalho teve como norteamento uma abordagem qualitativa, pois buscamos compreender
como o Principio Fundamental da Contagem pode contribuir no ensino da analise combinatéria bésica,
em virtude das dificuldades apresentadas comumente por alguns estudantes.

A pesquisa possui uma natureza aplicada, visto que almejou gerar conhecimentos e estratégias
para o entendimento dos conceitos e resolucdes de problemas da Anéalise Combinatoria a partir do Prin-
cipio Fundamental da Contagem.

Quanto aos objetivos da pesquisa classifica-se em exploratérios, uma vez que objetivou con-
quistar maior familiaridade com o tema, propondo estratégias que visam facilitar a internalizacido desse
importante conhecimento.

Por fim, para a elaboracgao do trabalho, foi feita uma pesquisa com procedimentos bibliogréficos,
pois foi realizado um levantamento de referéncias teoricas em sites e livros adotados no Ensino Médio e
Superior, tais como livros de histéria da matematica, em artigos, revistas e portais. Para em seguida,

digitalizarmos e resolvermos os problemas de acordo com nossa proposta.



12

1. UM BREVE HISTORICO SOBRE A ORI-
GEM DA ANALISE COMBINATORIA

Neste capitulo apresentamos um breve aparato historico sobre a origem da Anélise Combinatdria
contemplando alguns fatos que motivaram o seu surgimento, o qual foi advindo de inquieta¢bes huma-
nas bastante antigas e foi estudado por importantes personalidades ao longo de seu desenvolvimento.
Abordamos também a importancia da histéria mateméatica no processo de ensino-aprendizagem. Para
a elaboracgdo desse capitulo, utilizamos como referéncias: BOYER (1974), BIANCHI (2006), BRASIL
(1999), D’AMBROSIO (1996), EVES (2004) e HAZAN (2013).

1.1. A CONTRIBUICAO DA HISTORIA MATEMA-
TICA NO ENSINO DA ANALISE COMBINATORIA

A historia da matematica mostra que ela tem um processo historico a partir das necessidades
humanas, seja na cultura; alimentacao; sua vida cotidiana ou pelo simples prazer da curiosidade. Dessa
forma, contribui na contextualizacao e interdisciplinaridade no ensino da Matematica, estimulando, assim,
a aprendizagem da Matemaética por parte dos discentes. Segundo D’Ambrosio (1996, p. 29 e 30), “a
histéria da matematica é um elemento fundamental para se perceber como teorias e praticas matematicas
foram criadas, desenvolvidas e utilizadas num contexto especifico de sua época.”

Diversos autores abordam a importancia da utilizacao da historia da matematica no ensino da

Matemaética. Os argumentos para sua integragao, segundo Bianchi (2006, p. 35), sdo:

e Compreensio da natureza e das caracteristicas especificas do pensamento matematico
em relagdo a outros tipos de conhecimento, isto &, a histéria como um elo entre a
matematica e outros sujeitos: A Matemaética com outras disciplinas, a interdisciplina-
ridade.

e Selecao de topicos, problemas e episédios considerados motivadores da aprendizagem
matematica. A Matematica é uma disciplina dedutivamente orientada. Seu desen-
volvimento historico explica que a deducdao vem depois de certa maturidade. Ela foi
sempre construida a partir de conhecimentos prévios.

e Possibilita a desmistificacdo da matematica e a desalienacdo de seu ensino. A Ma-
tematica é um desenvolvimento humano e n&o um sistema de verdades rigidas. A
matematica ndo é fruto de uma estrutura rigida, mas um processo intelectual humano
continuo, ligado a outras ciéncias, culturas e sociedades. (Apud TZANAKIS e AR-
CAVI, 2000; MIGUEL e MIORIM, 2004)

E fundamental que o estudante perceba os conhecimentos matematicos como uma construcio
humana a partir de suas necessidades e inquietagoes, nao como um conjunto de férmulas soltas e sem
aplicabilidades, em especial a Andlise Combinatéria como veremos neste trabalho. Os conhecimentos
dessa area da Matemaética sao muito tuteis e praticos no desenvolvimento de problemas de contagem,
principalmente os mais complexos.

Os conhecimentos da Andlise Combinatéria ndo devem ser tratados como mero conjunto de re-
gras, pois tem como fundamento sua natureza investigativa logica, que proporciona ao estudante a oportu-
nidade de desenvolver habilidades e utilizar diversos instrumentos para resolver problemas matematicos.
Nao basta o estudante diferenciar Arranjos de Combinagoes, a Anéalise Combinatoéria é fundamental den-
tro do estudo, principalmente de estatistica e de probabilidade (dois conhecimentos presentes em nosso

cotidiano).
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E importante abordar a histéria da matematica, para que o estudante perceba a Matemaética
como ferramenta que contribui com o desenvolvimento e necessidades humanas, eliminando assim a
ideia distorcida que a matematica é apenas um conjunto de regras utilizadas para resolverem problemas

abstratos.

1.2. OS PRIMEIROS TRABALHOS DE CONTAGEM

A necessidade de contar € muito presente no cotidiano das pessoas, indo de casos simples até
uns de maiores complexidades. A Analise Combinatéria é o ramo da Matemética que estuda e apresenta
métodos rigorosos para se determinar o ntmero de possibilidades de um evento. Como define Hazzan
(2013, p. 1) “A Analise Combinatoéria visa desenvolver métodos que permitam contar o ntmero de
elementos de um conjunto, sendo estes elementos, agrupamentos formados sob certas condigoes.”

Os processos de contagem surgiram de acordo com as necessidades humanas ou por curiosidade
de algumas pessoas. Nao se tem por exatidao o inicio da contagem, mas imagina-se que os primeiros povos
tinham sua alimentacao a base de vegetais e carnes, advindas da colheita, caca e pesca, ja percebemos a
necessidade de contagem, que de maneira dinamica vem se desenvolvendo.

Um dos primeiros trabalhos de contagem mais complexos e engenhoso a surgir de forma mais
sistematizada que se tem registrado, foi o Stomachion, palavra derivada do grego stomachos, em portu-
gués, estomago, uma das criagoes do grande Arquimedes de Siracusa (287 a.c. — 212 a.c), semelhante ao

Tangran, porém formados por 14 pegas que quando perfeitamente encaixadas formam um quadrado, ver

a Figura[T1]

Figura 1.1: Arquimedes e Stomachion.

Fonte: (ALAMY, c. 2021) e (BAIAO, 2015)

Estando embaralhado ele exigird muita genialidade para ser montado utilizando todas as pecas
e formando um quadrado, todavia os objetivos de Arquimedes iam além disso. Ele buscava determinar
com exatidao e clareza a quantidade de quadrados distintos que poderiam ser formados utilizando todas
as pecas do Stomachion e esse objetivo s6 fora alcancado mais de 2000 anos depois de sua morte, por
um grupo de professores da Universidade de Stanford, na California, sendo 17152 solugoes totais e, 268
desconsiderando as simétricas.

Outro periodo em que a combinatéria ganhou destaque foi no inicio do século X VI, impulsionado
pelos jogos de azar. Grandes matematicos, envolvidos pelos mistérios dos jogos ou até numa tentativa
de ganhar dinheiro, se interessaram em compreender e propor explicacoes sobre as chances de ganhar ou
perder um jogo sob determinadas condigoes.

Gerolamo Cardano (1501-1576) foi um italiano que se destacou em diversas areas do conheci-

mento como: medicina, astrologia, filosofia, religido, misica, fisica e matematica. Desde de jovem foi
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atraido pelos mistérios dos jogos de azar, sendo favorecido por sua genialidade nas areas de contagem e
probabilidade.

Um dos grandes “pecados” atribuidos a Cardano foi o vicio do jogo. De fato, em sua auto-
biografia, De propria vita, ele confessa ter jogado diariamente: xadrez por mais de quarenta
anos e dados por mais de vinte cinco. Deve-se levar em conta, porém, que no século XVI o
jogo era o passatempo dominante. E, como se jogava a dinheiro, iniciou-se nessa atividade
ainda estudante universitario para prover sua manutencdo. (HAZZAN, 2013, p. 57)

No século XVII, Pierre de Fermat (1601-1665) foi outro que usufruira da Matemética em suas
horas vagas, prova disso sao suas relevantes descobertas e contribui¢oes dentro do conhecimento matemé-
tico. No que tange & Anélise Combinatoria, vamos citar o caso em que ele detalhou as chances possiveis

entre dois jogadores.

Fermat discutiu o caso em que o jogador A precisava de dois pontos para ganhar e o jogador
B de 3. Eis a solucdo de Fermat para este caso particular. Como é claro que mais quatro
partidas decidem o jogo, seja a uma partida ganha por A e seja b uma partida ganha por B;
consideremos entao os dezesseis arranjos completos, de ordem 4, das letras a e b:

aaaa aaab  abba  bbab
baaa bbaa abab  babb
abaa baba aabb abbb
aaba baab bbba  bbbb

0s casos em que a aparece duas ou mais vezes sao favoraveis a A e ha onze deles. Os casos
em que b aparece trés ou mais vezes sdo favoraveis a B e ha cinco deles. (EVES, 2004, p.
393)

Um contemporineo de Fermat, que merece grande destaque nessa area de conhecimento é Blaise
Pascal (1623 — 1662) que se destacou em diversas areas do conhecimento, entre elas, a Filosofia e a

Matematica. Ele mostrou que a solucdo para esse problema descrito por Fermat pode ser obtida fazendo

uso do seu tridngulo aritmético.

No caso geral, em que A precisa de m pontos para ganhar e B precisa de n, escolhe-se a
(m + n)—ésima diagonal do tridngulo de Pascal. Calcula-se entdo a soma a dos primeiros
n nimeros da diagonal considerada e a soma /3 de seus Gltimos m ntmeros. Entdo deve-se
dividir as apostas segundo a razao %. (EVES, 2004, p. 394)

De fato, como o jogador A necessita de dois pontos e o B de trés, observando a 52 linha do
tridngulo aritmético a seguir, veremos que a soma de seus dois primeiros elementos é 5 e de seus trés

altimos é 11, obtendo assim, o mesmo resultado proposto por Fermat.

1

1 1

1 2

1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Pascal dando continuidade aos estudos de Cardano, inclusive fazendo uso do triangulo aritmético,
criado cerca de 600 anos antes de Pascal, descobriu propriedades desse triangulo tao relevantes que passou

a ser chamado triangulo de Pascal.
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Enquanto Pascal em 1654 trabalhava em sua As conicas, seu amigo, o Chevalier de Meéré,
propos-lhe questoes como esta: em oito lances de um dado um jogador deve tentar langar
um, mas depois de trés tentativas infrutiferas, o jogador é interrompido. Como deveria ele ser
indenizado? Pascal escreveu a Fermat sobre isto e a correspondéncia entre eles foi o ponto de
partida real da moderna teoria das probabilidades, as ideias de Cardano de um século antes
tendo sido esquecidas. Embora nem Pascal nem Fermat escrevessem seus resultados, Huygens
em 1657 publicou um pequeno folheto. De ratiociniis in ludo aleae (Sobre o raciocinio em
jogos de dados) que foi estimulada pela correspondéncia entre os franceses. (BOYER, 1974,
p. 265)

O primeiro trabalho do filésofo e matematico alemao Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) foi
uma tese em Andlise Combinatéria em 1666 intitulada Dissertatio de Arte Combinatoéria, tinha como
objetivo a criagao de uma linguagem universal simples, que facilitaria a comunicagdo entre as pessoas
tornando-as mais felizes.

No século seguinte outro grande matematico que também foi envolvido por essa drea de conhe-
cimento foi Leonhard Euler (1707-1783), onde ele apresenta em algumas de suas obras a importancia do
Principio Multiplicativo dentro do estudo de probabilidade, como pode-se observar na citacao a seguir.

Segundo os calculos de Euler, publicados nas Memoérias da Academia de Berlim para 1751,
um pagamento de 350 coroas deveria comprar para um recém-nascido uma anuidade de 100
coroas a comegar dos vinte anos e continuando pelo resto da vida. Entre os problemas de
loteria que ele publicou na mesma revista do ano de 1765, o seguinte é o mais simples.
Suponha que n bilhetes sdo numerados consecutivamente de 1 a n e que trés bilhetes sao
tirados ao acaso. Entdo a probabilidade que trés nimeros consecutivos sejas tirados é
2-3
n(n—1)"
A probabilidade que dois nimeros consecutivos (mas ndo trés) sejam tirados é
2-3(n—23)
n(n—1)
E a probabilidade que nao sejam tirados niimeros consecutivos é
(n—3)(n—4)
n(n—1)
Para a solucdo nao sdo necessarios conceitos novos, mas, como era de se prever, Euler

aqui contribuiu com notagbes, como fizera com outros assuntos. Escreveu que achava util
representar a expressao

p-p—1)...(p—q+1)
1-2...¢q '

HE

O que é essencialmente equivalente a notagdo moderna

()

q

Por

(BOYER, 1974, p. 334)

Diante do que foi apresentado, percebemos que as necessidades de compreender e determinar
probabilidades em jogos de azar, contribuiram significativamente com o surgimento da Andlise Combina-
toria. A necessidade de calcular o niimero de possibilidades existentes nesses jogos incentivou o estudo
dos métodos de contagem, os quais permitam contar de uma forma indireta o namero de elementos de
um conjunto, estando esses elementos agrupados sob certas condigoes. Dentre um desses métodos é o

Principio Fundamental da Contagem, o qual trabalharemos no Capitulo
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2. EVIDENCIANDO O PRINCIPIO FUNDA-
MENTAL DA CONTAGEM

Este capitulo ¢ uma abordagem metodolégica que consiste numa sugestao que visa amenizar as
dificuldades apresentadas no processo ensino aprendizagem da Anélise Combinatéria no Ensino Médio.
Utilizamos estratégias, conceitos e procedimentos que visam contribuir com a formacgao cognitiva do
estudante, tratando-os como seres pensantes capazes de compreender e criar estratégias de resolucao
para problemas diversos.

Quanto ao processo de resolugao das questdes mencionadas ao longo do trabalho, organizamos
e respeitamos as etapas de resolucao de cada uma, abdicando-se das regras prontas, primando pela
compreensao de cada questdo proposta e pelo conceito do Principio Fundamental da Contagem.

Apresentamos uma demonstragdo para o Principio Fundamental da Contagem e a dedugao das
regras de seus principais casos. Ciente que os modelos matematicos (regras) tém sua importancia e prati-
cidade no momento de resolver muitos problemas, porém memoriza-los nao é garantia de que saberemos

resolver questoes, menos ainda de compreendé-las.

2.1. PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM

A Analise Combinatéria é o ramo da Matemaética que estuda e apresenta métodos rigorosos para
se determinar o nimero de possibilidades de um evento acontecer. Como define Samuel Hazzan, (2013,
p.1) “a Analise Combinatoria visa desenvolver métodos que permitam contar o ntimero de elementos de
um conjunto, sendo estes elementos, agrupamentos formados sob certas condigoes.” Tais métodos nos
auxiliam muito nos calculos de grandes proporcoes.

Um desses métodos é o Principio Fundamental da Contagem (PFC), conhecimento imprescin-
divel ao prosseguimento do estudo da Anélise Combinatéria, com ele é possivel resolver vérios tipos de
problemas propostos no Ensino Médio e em provas de diversos concursos publicos.

Nosso foco de estudo sera o Principio Fundamental da Contagem e alguns casos que surgem como
consequéncia, tais como: Fatorial; Permutagdes; Arranjos; Combinagoes; e o processo para se determinar
o numero de solugoes nao negativas de uma equacao linear.

No nosso dia a dia podemos aplicar os conhecimentos da Anélise Combinatéria em diversas

situagoes, como:

e Saber quantas placas de motocicleta aumentara substituindo o modelo antigo que possuia 3 letras
e 4 algarismos pelo sistema atual do Mercosul que apresenta 4 letras e 3 nimeros, nosso trabalho

diminuird muito se fizermos uso dos métodos da Anéalise Combinatoria.

e QOutra situacao comum é no tocante a vestimentas, ao perceber de quantas maneiras distintas é

possivel de se compor um look utilizando os itens que tem & disposicao.

Vejamos em um caso particular: imaginemos que uma mulher possui seis calcas, sete shorts, trés
sutids, oito blusas, cinco vestidos e quatro pares de calcados. Sabendo que o uso de short dispensa calga
e vestido; o de vestido dispensa calca, short e blusa; e que o de calca dispensa short e vestido. De quantos
modos diferentes ela poderd se vestir? Esses e inimeros outros problemas, do nosso cotidiano ou nao,

podem ser resolvidos por meio dos métodos da Anélise Combinatoria.



Capitulo 2. EVIDENCIANDO O PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM 17

Trabalhamos o Principio Fundamental da Contagem no nivel que é abordado no Ensino Mé-
dio e que é exigido em concursos publicos, detalhando e aplicando Fatorial, Arranjos, Permutacdes e
Combinagoes.

Antes de definir o PFC vamos exemplifica-lo partindo de situacoes do cotidiano, a fim de enri-

quecer nossa abordagem para facilitar o entendimento.

Situagao 1. Imagine que uma pessoa tenha dois shorts e trés blusas, propomos os seguintes questiona-

mentos:

1. De quantos modos essa pessoa poderé escolher um desses shorts ou uma dessas blusas?

2. De quantos modos distintos essa pessoa podera se vestir usando um desses shorts e uma dessas

blusas?

Essas perguntas nos ajudam expressar dois principios que sao de extrema importancia no estudo
da Anélise Combinatoéria, o aditivo e o multiplicativo, respectivamente.

Consideremos os conjuntos S = {s1, s2}, conjunto dos shorts, B = {by1, ba, b3}, das blusas, para
responder as questoes propostas pela Situacao [T}

Observe que, para o primeiro questionamento, tais escolhas sao eventos mutuamente exclusivosEl,
em que ha a presenca do conectivo ou. Isto é, a pessoa ird escolher um s; ou um b; podendo ser:
S1, S2, b1, ba ou bs totalizando cinco maneiras distintas de escolha, ou seja, 2 + 3.

Dessa forma, podemos enunciar o principio a seguir:

Proposicao 1. (Principio Aditivo) Se os conjuntos S e B, com m e n elementos, sdo disjuntos, entdo

o numero de elementos de S U B é dado por
m+n.

A demonstracdo, a seguir, foi baseada em Hazzan (2013).

Demonstragao. Sejam os conjuntos S = {s1,$2,83,...,8m} € B = {b1,b2,b3,...,b,}, h4 m maneiras
distintas de ocorrer um s; e n maneiras distintas de ocorrer um evento b; com s; # b;. Entao S U B
possui m + n elementos.

Generalizando, temos que, se um conjunto S possui m elementos distintos e um conjunto B, n
elementos distintos, implica que, para se escolher um elemento de S ou um elemento de B, teremos m+n
possibilidades distintas. [ |

Para o questionamento 2] da Situaco[I] temos duas escolhas para o short e trés para a blusa, as-
sim temos as seguintes possibilidades para formar um look com esses acessérios: s1by, s1b2, S1b3, S2b1, s2b2
e sobs, totalizando seis escolhas distintas de se vestir.

Observe que, nesse caso, a escolha dos dois elementos esté interligada pelo conectivo e sendo um

elemento de cada conjunto, um s; e um b;, perceba que para cada short haveré trés blusas:
5101, 8102, 5103 e 5201, 82b2, $203

totalizando seis maneiras distintas de se vestir, ou seja, 2 x 3.
Podemos evidenciar com mais detalhes as possibilidades possiveis no diagrama de arvore EL como

mostra a Figura [2.1]

! Eventos mutuamente exclusivos sdo eventos que nio podem ocorrer de forma simultanea.

260 Diagrama de Arvore é uma ferramenta usada para visualizar a estrutura de um problema, planejamento ou de
qualquer outra oportunidade de interesse. Esse diagrama é assim denominado, pois, quando completo, pode lembrar os
galhos de uma arvore”. (SANTOS, 2017)
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Figura 2.1: Maneiras de se vestir possuindo a disposi¢ao 2 shorts e 3 blusas.

bl (Sla bl)
s1 by (s1,b0)

by (s1,03)

by (s2,b1)

b2 (825 bg)
S2

by (s2,b3)

Fonte: O autor.

Assim, vejamos o Lema [2.1] que mostra com generalidade a situagio abordada acima.

Lema 2.1. Sejam os conjuntos S = {s1,$2,83,...,8m € B = {b1,ba,bs,...,b,}, finitos e ndo vazios.

Entdo o numero de pares (s;, b;) possiveis com s; € S e b; € B é dado por:
m X n.

Demonstragao. Fixemos o elemento de S como primeiro elemento do par e, facamos variar os de B

como segundo elemento, dai temos:

(va bl)v (Sm7b2)» (smv b3)7 sy (Sm’bn)

Totalizando m linhas e n colunas de pares ordenados, logo o nimero de pares ordenados é dado
pelo produto m x n.
Também podemos visualizar e representar o nimero de possibilidades possiveis através do dia-

grama de arvore, ver Figura
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Figura 2.2: Possibilidades possiveis dos pares ordenados.
b, (s51.b1)
ha  (s1,b2)
! :
=1 JI
by, (s1,b,)
b (s2,by)
b (s2,b)

1;1” (.‘-y'-g. !IJ”)

I ©]

("‘Ju- r!}I }

(-"‘m- b.’]

Em

("’l.'ll‘ b”)

Fonte: O autor.

|
Analisemos a seguinte situagdo hipotética envolvendo trés conjuntos, para em seguida fundamen-

tarmos e estendermos o PFC para mais de dois conjuntos.

Situagao 2. Riccia deseja fazer um lanche composto por um pastel, um enroladinho e um suco, sendo
que ha pastéis de pizza e de frango; enroladinhos de queijo e de salsicha; sucos de laranja, caja e de

graviola. De quantas maneiras ela pode escolher seu lanche?

Solugao: Sejam P = {f,p} a representacdo do conjunto dos pastéis (P), de frango (f) e de pizza (p);
E = {q, s} arepresentacdo do conjunto dos enroladinhos (F), de queijo (q) e de salsicha (s), e S = {l, ¢, g}
a representacao do conjunto formado pelos sucos (S), de laranja (1), de caja (c) e de graviola (g).

Nesse caso temos as seguintes possibilidades de composi¢ao do lanche:

(fsl,@), (f:l,8),

(fic,q), (fcr8),

(f.9.9),(f,g.5),

(p,1,9). (p,1;s),

(p7 Cy q)v (p, c, s>7
)

(p,9,9),(p,g,5).

Totalizando doze modos de escolher um lanche, isto é, 2 x 2 x 3. O
Antes de enunciarmos o Principio Fundamental da Contagem, observe, através das situacoes
supracitadas, que ao aplicarmos estamos calculando o numero de sequéncias que podem ser formadas
com os elementos disponiveis do conjunto. A fim de facilitar o entendimento da demonstragdo do PFC,
dividimos-o em duas partes: a primeira mostra a relacao de independéncia entre a escolha dos elementos,

enquanto o segundo apresenta a relacao de dependéncia entre as escolhas dos elementos na composicao
das sequéncias.

Proposicao 2. (Principio Fundamental da Contagem ou Principio Multiplicativo - 12 parte)

Considere os conjuntos Si, 52,53, -+ ,S,, 08 quais possuem ni,n9, N3, -+ , Ny, elementos distintos em
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cada conjunto S;, com 1 < i < m, respectivamente, entdo o nimero de sequéncias possiveis formados por
esses elementos é

nNy-N2-N3 ... Ny

Demonstragao. Faremos a demonstracdo do PFC pelo Principio de Indugao Finita.
Para m = 2, temos ny - ng, assim pelo Lema 2.1}, concluimos que a proposicao é verdadeira.

Agora, suponhamos que a relagio seja valida para o inteiro positivo (m — 1) e provemos que é valida para

o inteiro m. Para (m — 1) tomemos as sequéncias de (m — 1) elementos (a;,b;, ..., wy), onde a; € Si,

bj € Sa, ..., wi € Sp—1. Por hipétese de indugdo, temos que existem n; - ng - n3 - ... - npy_1 sequéncias

possiveis formadas pelos elementos (a;,bj,. .., wx) € n, elementos pertencentes ao conjunto Sy,.

Observe que, cada sequéncia (a;, bj, ..., ws, zp) consiste de uma sequéncia (a;, b;, ..., wy) e um elemento

zp de Sy,. Logo, pelo Lema o numero de sequéncias formadas pelos elementos (a;, b;, ..., ws, 2p) €
(N1 no N3 ... Myp_1) Ny =N1 N2 N3 * e * N1 * Ny

Portanto, pelo Principio de Inducao Finita, concluimos que a proposicao é valida para todo m
natural maior ou igual a 2. [ ]
Existem questoes com a ideia de par ordenado que remetem na determinacao do ntimero de
subconjuntos de um conjunto finito que satisfazem certas condigdes. Como a situagao [8] que podemos

encontrar em alguns livros didéticos.

Situagao 3. Quantos numeros de dois algarismos distintos podemos formar com os digitos 1, 2, 3, 4, 5,
6,7, 8¢9?

Solugao: Cada ntimero pode ser considerado um par de digitos (a,b) onde a € {1,2,3,...,9} e b €
{1,2,3,...,9}, com a # b. Note que, para a escolha do digito das dezenas temos 9 possibilidades,
enquanto para o digito das unidades temos 8 escolhas, j4 que os algarismos desse ntumero devem ser
distintos. Portanto, o resultado almejado é 9 -8 = 72. ]

Com isso, vejamos o Lema[2.2] a seguir.

Lema 2.2. Dado o conjunto S = {s1,52,53,...,5m}, com s;,s; € S tais que s; # s; para todo i # j.

Temos que o nimero de pares ordenados (s;, s;) é dado pelo produto
m-(m—1).

Demonstragao. Fixemos o primeiro elemento do par e, facamos variar os demais, dai temos:

(517 52)3 (517 53)7 L) (513 5m)

(327 51)7 (SQa 33)7 L) (SQa Sm)

(s3,51),(83,52),---,(53,5m)
(va 51)7 (Sma 52)7 ceey (Sma Sm—l)

Note que, temos uma estrutura constituida por m linhas e cada linha possui (m — 1) par ordenado, pois
como o conjunto possui m elementos e fixando um desses elementos sobram m — 1 elementos para variar
e compor a quantidade de pares ordenados. Dessa forma, totalizando m - (m — 1) pares ordenados. W

Outro tipo de questao recorrente nos livros didaticos do Ensino Médio, sdo questdes que envolvem

diretamente ou intuitivamente filas indianas.

Situacao 4. Trés alunos chegam atrasados a uma palestra. No auditoério, s6 estao vazias 4 cadeiras. De

quantas maneiras eles podem ocupar essas cadeiras?
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Solugao: Nomeemos as cadeiras de A, B, C e D, e consideremos que essa ocupagao ocorra em trés etapas:
1. O primeiro a escolher tem 4 possibilidades.
2. O segundo tera 3 possibilidades, ja que uma das 4 cadeiras inicias foi escolhida pelo primeiro aluno.

3. O terceiro aluno possuira 2 escolhas, pois duas das 4 cadeiras iniciais ja estardo ocupadas pelos dois

primeiros alunos.

O diagrama de arvore, na Figura [2.3] mostra todas as possibilidades possiveis de combinagoes.

Figura 2.3: Possibilidades de escolha dos alunos.

D

Fonte: O autor.

Portanto, o nimero de maneiras distintas dos alunos se sentarem é 4 - 3 - 2 = 24. (]

Esse problema aborda o Principio Fundamental da Contagem - 22 parte, Proposigéo

Proposigao 3. (Principio Fundamental da Contagem ou Principio Multiplicativo - 22 parte)
Consideremos um conjunto S com n elementos, onde n > 2, entdo o nimero das sequéncias ordenadas

formadas por m elementos distintos dois a dois de S, com n > m, serd dada por:
n-(n—1)-n—-2)-...-[n—(m—1)].

Demonstragao. Procederemos a demonstracao dessa proposicao pelo Principio de Inducao Finita sobre

n.
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Para n = 2, temos que S = {s1, s2}, assim temos dois pares ordenados a saber (s1, s2) e (s2, $1), ou seja,
=2-(2—1). Portanto, a proposigdo ¢ verdadeira.

Agora, suponhamos que a relacdo seja valida para o inteiro (n — 1) e provemos que seja valida para o
inteiro n. Para (n — 1) tomemos as sequéncias de (n — 1) elementos do conjunto S" = {s1,52,..., 8,1}
Por hipotese de indugdo, temos que existem (n — 1) - (n —2) - ... [n — (m — 1)] sequéncias ordenadas
formadas por m elementos distintos de S’.

Note que, se acrescentarmos mais um elemento (s,,) em S’, temos S = {s1,82,...,8,_1,5n}. Assim, cada
sequéncia (s, S, ..., S,) consiste de uma sequéncia (si, so, ..., S,—1) € um elemento s,, de S. Logo, pelo

Lema [2.2] o namero de sequéncias formadas pelos elementos S é
(m=1)-n=2)-...-In—=(m-=D]] n=n-(n—=1)-(n—=2)-...-[n—(m—1)].

Portanto, pelo Principio de Inducgao Finita, concluimos que a proposicao é valida para todo n
natural maior ou igual a 2. ]

Como vimos o Principio Multiplicativo foi separado em duas partes, para trabalhar a sutil dife-
renca da repeticao ou nao dos elementos do conjunto. Dessa forma, facilitando o entendimento de suas
demonstragoes.
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3. CONSEQUENCIAS DO PRINCIiPIO FUN-
DAMENTAL DA CONTAGEM

Neste capitulo, abordamos casos particulares do Principio Fundamental da Contagem, partindo
de problemas para justificar cada elemento do modelo matematico adotado, evitando o uso de forma

mecanica dos mesmos. Objetivando proporcionar a compreensao plena da resolucao do problema.

3.1. FATORIAL

O primeiro a utilizar a notacao n! foi Kramp em 1808. Que serve para designar o produto de

nimeros inteiros decrescentes desde de n a 1, ou seja,
n-n—1)-(n—2)...3-2-1.
Essa notacdo é bem 1util dentro do estudo de Anélise Combinatoéria, principalmente no que diz

respeito ao Principio Multiplicativo.

Situacgao 5. Os portoes de 5 casas devem ser pintados com as cores azul, marrom, amarelo, verde e
vermelho. De quantas maneiras isso pode ser feito se cada portao deve ser pintado de uma tnica cor e
dois portoes nao podem ser pintados da mesma cor?

Solugao: Observe que:
e Para a escolha da cor para pintar o primeiro portao sao 5 possibilidades.

e Para o segundo portao sao 4 cores possiveis.

3 cores para o terceiro portao.
e 2 cores para o segundo.
e E uma cor para o dltimo portao.

Assim, pelo Principio Fundamental da Contagem - 22 parte, temos:
5-4-3-2-1=120.

Temos entao, 120 maneiras distintas de pintar os portoes das 5 casas. O
Fatorial simplifica a escrita da multiplicacdo de um ntamero natural n (n > 1) por todos os
seus antecessores, também naturais, até chegar ao namero 1, fato comum dentro do estudo de Anélise

Combinatoria. Para o exemplo anterior, temos,
5-4-3-2-1=5

Defini¢ao 3.1. Considerando n um namero natural (n > 1), fatorial de n é o produto de todos os
nameros inteiros e positivos compreendidos no intervalo [n, 1] e podemos representar como fatorial desse

namero a expressao n! (Lé-se: n fatorial ou fatorial de n) e é dada pelo produto

nl=n-n—1)-n—2)-(n—3)-...-3-2-1.



Capitulo 3. CONSEQUENCIAS DO PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM 24

Podemos entender n! como sendo a quantidade de sequéncias com n elementos distintos que é

possivel formar com os n elementos possiveis.

3.1.1. Propriedade Fundamental dos Fatoriais

Noteque, 7'=7-6-5-4-3-2-1eque 6! =6-5-4-3-2-1, assim podemos escrever 7! = 7-6!.

Generalizando, essa ideia para um ntimero natural n > 2, temos:
nl=n-(n-—1),L (3.1)

Essa propriedade é conhecida como propriedade fundamental dos fatoriais.

3.1.2. Extensao da Definicao de Fatorial

No estudo dos fatoriais ¢ necessario definir fatorial de zero (0!), pois zero e um também faz parte
de contagens.
Para definir 0! podemos supor que, a propriedade fundamental dos fatoriais seja valida para
n = 1. Logo,
N=1-1-!'=1=1-0.

Por definicao, temos que
1=1-0l=0'=1.

Com essa convengao, admitimos que a propriedade fundamental dos fatoriais pode ser aplicada
para qualquer nimero inteiro nao negativo.

Fatorial é uma ferramenta bem 1util na resolugao de problemas utilizada no Principio Multipli-
cativo, principalmente, nos que exigem grandes calculos. Vejamos um tipo de questao que é bastante

corriqueira nos livros didaticos de Matemética.

Exemplo 1. Simplifique as expressoes:

(n!)?
@ i

(n+4)!
®) T mTa

Solugao: Para o item (a), usemos apenas a definigao

(n!)? n!-n!
(n—Dln+1)!  (n—1(n+1)
1T + 1) WL

n+1"
Para o item (b), temos:
(n+4)!  (n+4)-(n+3) - (n+2)!
m+2+m+3)! m+2!+(n+3) (n+2)!

(n+4)-(n+3) (p+27

A2 (1+ (n+3))

AA47- (n+3)
(nA-4]

= n+3.
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3.2. ARRANJOS SIMPLES

Situagao 6. A atual série A do campeonato brasileiro é disputada por 20 equipes, em sistema de pontos
corridos, a premiacao dos trés primeiros colocados varia em ordem decrescente do valor da pontuacao.

Encontre o nimero possivel de maneiras de se distribuirem essa premiagao.
Solugao: Observe que, temos as seguintes possibilidades:

e Para a escolha da equipe campea temos 20 op¢oes;

e 19 para a vice (pois a camped ndo pode);

e 18 para o terceiro lugar (pois a camped e vice ndo podem).

Portanto, pelo Principio Multiplicativo - 2% parte, temos:

20 - (20 — 1)(20 — 2) = 20 - 19 - 18 = 6840 maneiras.

O

Nesse caso temos 20 times para escolhermos trés, além disso, a ordem ¢é levada em consideragao
(Flamengo, Internacional e Atlético Mineiro) é diferente de (Internacional, Flamengo e Atlético Mineiro).
Casos especificos do Principio Fundamental da Contagem como esse, sao chamados de Arranjos Sim-

ples.

Definicao 3.2. Arranjos simples de n elementos distintos tomados p a p, onde (1 < p < n), sdo
os diferentes agrupamentos ordenados que se podem formar com p dos n elementos dados, mudando ao

menos a ordem.

Os Arranjos sao aplica¢oes do Principio Multiplicativo - 2% parte, pois para se obter um agru-
pamento de p elementos, hd n maneiras de se escolher o primeiro elemento, como j& usamos 1 elemento,
teremos agora n — 1 maneiras de se obter o segundo, como ja usamos dois, teremos agora n — 2 maneiras
de se obter o terceiro, indo assim até [n — (p — 1)] maneiras de se obter o p—enésimo elemento. Observe
que até a escolha p fizemos p — 1 escolha.

Assim, pelo Principio Multiplicativo - 22 parte, temos:

n-(n=1-m=2)-...-[n—(p-1),
multiplicando por (Z:g:, temos,
1) (=) (p—1)]. PP
nen-1)-(n-2)- - (- D) b
Observe que,
n-n-1)-(n-=2)-...-(n=(p—-1)) - (n —p)!
= n-(n-1-n-2)-...-(n—p+1)-(n—p)- (n—p—1)-...-2-1
= nl
Portanto, |
n-(n—1-n—-2)...-ln—(p—1)] = —=
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Indicaremos por A, , ou A,, o total desses agrupamentos distintos. Dessa forma, o calculo do nimero
de arranjos simples pode ser efetuado mediante o modelo que segue-se:

n!

Anp = (n—p)

Utilizando esse modelo matemético para resolver a Situagdo [6] obtemos:

20!

(20 — 3)!

20-19-18 - 77
2T

= 6840 maneiras.

Ao 3

3.2.1. Arranjos com Repeticoes

Situagao 7. As novas placas no padrdo Mercosul finalmente comegaram a ser usadas no Brasil [...]
A flexibilidade do codigo alfanumérico permitird a placa do Mercosul oferecer mais de 450 milhoes de
combinagoes. No sistema antigo, ainda vigente em alguns Estados, o teto de combinagoes era de 175
milhoes.

Os sete caracteres da placa atual brasileira foram mantidos, porém com quatro letras e trés
nimeros, e nao mais trés letras e quatro nimeros.

Além disso, letras e nimeros podem ser “embaralhados”’, e ndo mais dispostos de maneira fixa
em uma sequéncia LLL NNNN (em que L é letra e N, ntumero).

Por exemplo, no Brasil sera inicialmente LLL NLNN para automéveis e LLL NN LN para mo-

tocicletas.

Disponivel em: <https://quatrorodas.abril.com.br/auto-servico/placa-do-mercosul-tire-suas-duvidas-e-saiba-o-que-ja-

mudou-no-projeto/>. Acesso em: 20/08/2021.

Quantas placas de automoéveis a mais terao nesse novo sistema?

Solugao: Como nao hé restricoes em relagdo a repeticao das letras e dos algarismos e possuimos 26

letras no alfabeto e 10 algarismos, temos no sistema antigo:
e 26 possibilidades para a escolha da primeira letra;
e 26 para a segunda;
e 26 para a terceira;

e 10 possibilidades para a escolha do primeiro nimero, ji que na confec¢io das placas pode-se iniciar

a sequéncia dos numero por 0 (zero);
e 10 escolhas para o segundo numero;
e 10 para o terceiro;

e 10 para o quarto.

Portanto, pelo PFC - 12 parte, temos:

26-26-26-10-10-10-10 = 26> - 10® = 175.760.000.
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De forma, anéloga temos para o sistema atual (LLL NLNN).

26-26-26-10-26-10-10 = 26* - 10° = 456.976.000.
Dessa forma, teremos a mais 456.976.000 — 175.760.000 = 281.216.000 placas. (]

Definigao 3.3. Arranjo com repeticao, ou arranjo completo, é uma sequéncia de n elementos de
um dado conjunto, com p elementos distintos, onde a mudanca de ordem determina grupos diferentes,

podendo porém ter elementos repetidos.

Consideremos o conjunto S = {s1, s2, S3, ..., Sp} com p elementos, queremos encontrar o modelo
matematico que represente o total de maneiras que podemos arranjarmos os n elementos (n < p) distintos.
Portanto, temos n opg¢odes para a primeira escolha, n para a segunda e, assim, sucessivamente

até n para a ultima. Recaimos em mais um caso do Principio Multiplicativo - 12 parte.

Denotamos o nimero de arranjos com repeticao por AR, ,. E, assim:

AR, , =nP.
3.3. PERMUTACOES

Permutar é sindénimo de trocar. Na Analise Combinatoria, devemos relacionar a permutagao a

nogao de embaralhar, ou seja, trocar os elementos de posi¢ao. Vejamos essa ideia na Situagao 8 a seguir.

Situacgao 8. André, Barbaré, Carlos e Davy foram a um parque e se sentaram juntos em um mesmo

banco, lado a lado. Em quantas configuragoes diferentes os quatros amigos podem ter se sentado?

Solugao:  Vamos indicar os amigos pelas iniciais de seus nomes para facilitar a apresentacao das

configuragoes possiveis.

e Se André sentar no primeiro lugar do banco, temos as seguintes possibilidades: ABCD, ABDC,
ACBD, ACDB, ADBC e¢ ADCB.

e Se Barbara ficar no primeiro lugar do banco, temos as seguintes configuragdes: BACD, BADC,
BCAD, BCDA, BDAC e BDCA.

e Se Carlos sentar no primeiro lugar do banco, temos as seguintes possibilidades: CABD, CADB,
CBAD, CBDA, CDAB e CDBA.

e Se Davy sentar no primeiro lugar do banco, temos as seguintes configuragbes: DBCA, CBAC,
DCBA, DCAB, DABC e DACB.

Dessa forma, inferimos que existem 4 -6 = 24 possibilidades distintas delas se sentarem no banco.
Aplicando o PFC - 22 parte, temos que para o primeiro lugar no banco temos 4 possibilidades
de escolha; para o segundo lugar temos 3 escolhas; para o terceiro lugar temos 2 escolhas; por fim, resta
apenas uma pessoa para o quarto lugar. Portanto, temos 4 - 3 -2 -1 = 24 configuragoes diferentes. O
De modo geral, podemos fazer a seguinte pergunta: de quantos modos podemos ordenar em fila

n objetos distintos escolhidos entre n objetos?
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A escolha do objeto que ocupard o primeiro lugar pode ser feita de n maneiras; a escolha do
objeto que ocupard a segunda posicao pode ser feita de n — 1 maneiras; a escolha do objeto que ocupara
o terceiro lugar pode ser feita de n — 2 maneiras e, assim sucessivamente, até a escolha do objeto que
ocupard a ultima que pode ser feita de 1 maneira. Logo, usando o Principio Fundamental da Contagem
- 22 parte, concluimos que o nimero de agrupamentos ordenados que podemos obter com todos os n
elementos é dado por:

n-n—1)-n—=2)-(n—=3)-...-3-2-1.

Assim, em suma, podemos sistematizar as permutacoes simples da maneira que segue-se.

Proposigao 4. Considerando n elementos distintos , os agrupamentos ordenados formados por esses n
elementos recebem o nome de permutagoes simples, quando nao ha repeticdo de elementos. Indicare-

mos por P, o nimero de permutacoes simples de n elementos e escrevemos:

P, = n-(n=-1)-n-2)-(n—-3)-...-3-2-1

= nl

Analisemos o Exemplo [2] que é considerando como problema classico no estudo de permutagoes,
por sua corriqueira presenca. Que é a abordagem do ntmero de anagramas de uma palavra, onde um
anagrama é a prépria palavra ou qualquer outro agrupamento que se obtém trocando-se a ordem de suas

letras.

Exemplo 2. (ITA) O ntmero de anagramas da palavra VESTIBULANDO, que ndo apresentam as

cinco vogais juntas, é:

(a) 12!

(b) 8!-5!

(c) 121 — 8! 5!
(d) 12! — 8!
(e) 120 — 715!

Solugao: Considerando que no problema nao hé restrigoes temos que o ntimero de anagramas da palavra
VESTIBULANDO é 12!, pois temos 12 letras distintas e a ordem dessas letras devem ser consideradas.

Porém, como hé restri¢do de as cinco vogais ndo poderem ficar juntas, entdo vamos descobrir em
quantos desses as vogais estao juntas e retirarmos do total de anagramas possiveis.

Assim, as vogais sendo consideradas como um tnico elemento, teriamos 8! anagramas, mas que
podem permutarem entre si produzindo 5! anagramas. Portanto, pelo PFC - 12 parte, temos: 8!.5!
anagramas da palavra VESTIBULANDO que apresentam as cinco vogais juntas.

Dessa maneira, concluimos que o numero de anagramas da palavra VESTIBULANDO, que nao
apresentam as cinco vogais juntas, é:

12! — 8! 5!

Portanto, a assertiva correta & a letra (c). O
Outra maneira de abordar o numero de permutagoes é usando arranjos simples. Nesse caso,

permutacao é um caso particular de arranjos, em que n = p, ou seja, temos n elementos para ocuparem
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n espacos. Algebricamente temos:

An,n =

3.3.1. Permutacoes com Elementos Repetidos

Definicao 3.4. Permutacoes com elementos repetidos consiste em determinar o nimero de subconjuntos
distintos que é possivel formar com p elementos de um conjunto formado por n elementos, podendo contar

cada elemento mais de uma vez.

Situagao 9. (CESPE/TRE-MT /2015) Em um campeonato de futebol amador de pontos corridos,
do qual participam 10 times, cada um desses times joga duas vezes com cada adversario, o que totaliza
exatas 18 partidas para cada. Considerando-se que o time vencedor do campeonato venceu 13 partidas e
empatou 5, é correto afirmar que a quantidade de maneiras possiveis para que esses resultados ocorram

dentro do campeonato é.
(a) superior a 4.000 e inferior a 6.000.
(b) superior a 6.000 e inferior a 8.000.
(c) superior a 8.000.
(d) inferior a 2.000.
(e) superior a 2.000 e inferior a 4.000.

Solugao: Sendo V vitéria e E empate, uma possivel ordem dos resultados do seu desempenho no
campeonato ¢ (VVVVVVVVVVVVVEEEEE) formando assim um conjunto formado por 18 elementos

ndo distintos. Assim, pelo PFC, temos:
18-17-16-...-3-2-1 =18

Porém ha elementos repetidos, com isso, ao contabilizarmos 18! teremos combinagoes repetidas
que se originam das permutacoes entre si dos elementos repetidos e, permutar os elementos iguais entre
si nao cria um novo anagrama, para eliminarmos essa contagem excessiva basta realizarmos a operagao
inversa da multiplicacdo, ou seja, a divisao.

Portanto, desse total retiramos as permutagdes entre os V (13!) e as entre os E (5!). Obtendo
assim:

18!

BIE - 8568 maneiras possiveis.

Exemplo 3. Encontre o nimero de solugdes inteiras nao negativas da equagao a + b + ¢ = 4.

Solugao: Temos entao uma soma algébrica formada por trés parcelas do tipo Y% + % + %, em que as

estrelas reapresentam as unidades totalizando 4 e os sinais + sao responsaveis por separas as unidades



Capitulo 3. CONSEQUENCIAS DO PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM 30

em trés parcelas que sio os valores para a, b e ¢. Neste caso, temos um conjunto formado por 6 elementos
e queremos permuté-los, que pelo Principio Fundamental da Contagem consiste em permutacao de 6
elementos, ou seja,

6!.

Porém ha elementos repetidos, com isso, ao contabilizarmos 6! teremos combinagoes repetidas que se
originam das permutagoes entre si dos elementos repetidos e, permutar os elementos iguais entre si nao
cria uma nova solucao, para eliminarmos essa contagem excessiva basta realizarmos a operacao inversa

da multiplicacao, isto é,
6!

a2

Em que, 4! corresponde a permutacgao das estrelas e 2! a dos sinais de adicao.

15.

Generalizando, o modelo matematico para usarmos em problemas de permutacoes com repeticao,

é: |
Pa,b,...,c _ n:
n T al- bl !
al-bl-...-cl
Em que, P,‘j’b""’c indica o namero de permutagoes com repeticoes; a, b, . . . , c expressam o0 nimero de vezes
em que cada elemento distinto se repete; n é o total de elementos. (I

3.3.2. Permutacoes Circulares

Vimos, na subsegao [3.3.1) um caso especial de permutagoes no caso as permutagoes com repe-
ticao de elementos. Nesta subsecao iremos abordar outro tipo especial de permutacdes, as permutacoes

circulares.

Situagao 10. De quantos modos quatro pessoas podem formar uma roda de ciranda?

Solugao: Note que, temos as seguintes possibilidades de inser¢ao de composicao da roda de ciranda:
e H4 1 modo de colocar a primeira pessoa na roda de ciranda;
¢ Ha 1 modo de colocar a segunda pessoa na roda de ciranda (ela estara ao lado da pessoa 1);

e Ha 2 modos de colocar a terceira pessoa na roda de ciranda (ficard ap6s a primeira ou apods a

segunda);

e Ha 3 modos de colocar a quarta pessoa (imediatamente apo6s a primeira ou imediatamente apds a

segunda ou imediatamente apds a terceira)

Pelo PFC - 12 parte, temos:
1-1-2-3=6.

|

Observe que, nestes casos levamos em consideragdo a posi¢ao relativa entre os objetos conside-

rados, para o primeiro objeto temos um modo, pois independentemente de onde seja colocado ele sera

dnico; para o segundo também hé& um modo, pois estard posicionado ao lado do primeiro; para o terceiro

h4 duas, ja que pode vir imediatamente apds o primeiro ou apés o segundo; para o quarto objeto ha trés

modos, sao eles: imediatamente ap6s o primeiro, imediatamente apds o segundo ou imediatamente apoés
o terceiro; . ..; para o ultimo objeto n, havera n — 1 modos.

Dessa forma, concluimos que o total de modos distintos que n objetos podem ocuparem n lugares

equiespagados em torno de um circulo é dado por:

1-1:2:3-...-(n—1)= (n—1)!
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3.4. COMBINACOES SIMPLES

Ha casos em que desejamos escolher uma certa quantidade p de elementos entre os n elementos

distintos de um conjunto, em que a ordem nao importa. Vejamos o exemplo a seguir:

Exemplo 4. (Livro: Introdugio a Anéalise Combinatoéria — Adaptado) Sobre uma reta r foram marcados
os pontos distintos A, B, C e D, e sobre uma reta s, concorrente a r no ponto A, foram marcados os

pontos F', G, H e J. Determine a quantidade de tridngulos que podemos formar com trés desses pontos.

Solugao: Temos 8 pontos, como mostra a figura abaixo:

Figura 3.1: Retasr e s.

Fonte: O autor.

Pelo Principio Fundamental da Contagem - 22 parte, para escolhermos trés pontos quaisquer,
fazemos:
8-7-6=336.

Como a ordem entre os trés nameros escolhidos nao importa, precisamos desconsiderar as per-

mutacoes entre eles, fazendo:
8:7-6 336

P, = 32,1 = 56 maneiras.

Temos ainda que, para formar um tridngulo sao necessérios trés pontos nao colineares, com isso, precisa-

mos retirar desses 56 as sequéncias formadas por trés pontos colineares.

5-4-3
e Na reta s temos: =10.
3
4-3-2
e Na reta r temos =4.
3
Dai, 56 — 10 — 4 = 42. Portanto, é possivel formar 42 triangulos. O

Casos particulares do Principio Fundamental da Contagem como esse em que a ordem de dispo-

sicao dos elementos ndo importa, recebem o nome de Combinacao Simples.

Definigao 3.5. Chamamos de Combinagdo Simples de n elementos tomados p a p (p < n) a todos os
subconjuntos com exatamente p elementos que se podem formar com os n elementos dados diferenciando

apenas pela sua natureza.

. , . ~ n
Indicaremos o nimero de combinagoes por C, , ou < .
p

Proposigao 5. Combinagao Simples sao todos os Arranjos que nao leva em considerac¢ao as permu-
n,p
=

tacoes dos Arranjos formados pelos mesmos elementos, ou seja,
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Matematicamente temos:

Assim,
n!

Cop=——"F7—"=-
P ple (n—p)!

3.4.1. Um Caso Especial de Equacoes Lineares

E facil ver que as solugdes inteiras ndo negativas da equacio linear = + 3 = 3 sdo:
(0,3); (1,2); (2,1); (3,0).

Porém, ha casos que nao sao tao simples assim determinar quantas sao suas solugoes. Vejamos o Exemplo

bl a seguir.

Exemplo 5. Na eleicao para diretor do IFPB, 50 pessoas terao que votar em um candidato entre os
trés que lancaram suas candidaturas, sao eles: x, y e z. De quantos modos pode se da o resultado dessa

eleicao?

Solugao: Temos que a soma dos votos obtido pelos trés candidatos totalizam 50, ou seja,
z +y + z = 50.

Uma possibilidade seria: o candidato x tirar 5 votos, y obter 45 votos e z ndo obter nenhum voto como

mostra a ilustracao a seguir.

0 esquema consiste no seguinte: os pontinhos & esquerda do primeiro sinal de + representam o total de
votos do candidato x, (no caso citado, 5), os pontinhos situados entre os dois sinais de + representam o
total de votos obtidos pelo candidato y (no caso citado, 45) e, os pontinhos situados a direita do segundo
sinal de + representam o total de votos do candidato z, (no caso citado como exemplo, 0).

Temos 50 elementos (votos) para permutar nos trés espagos separados por outros dois elementos
(sinais de adicdo) totalizando 52 elementos, permuta-se os 52 elementos (52!), desse total temos que
desconsiderar as permutagdes contabilizadas que levaram em considerac¢do a ordem dos 50 eleitores (50!)

e, a dos 2 sinais de adigdo (2!), j& que ndo se considera a ordem entre eles. Pelos PFCs, temos:

52-51- 50!
——— = 1326.
50! - 2!
Portanto, existem 1326 maneiras possiveis de resultados para a eleicao. O

A Proposigao [] mostra o modelo matematico atrelado a analise combinatoria utilizado para

encontrar o total (T) de solugdes inteiras nao negativas de equacoes lineares.

Proposigao 6. O namero de solugoes inteiras nao negativas em equacoes lineares do tipo

1 +2xo+ ...+ Ty =T,
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(n+r—1)!
rl(n—1)!

A demonstragdo a seguir foi baseada em HAZZAN (2013).
Demonstragao. De fato, cada solucdo da equagdo é uma permutagao de r simbolos . e (n — 1) simbolos

+ (precisamos de (n — 1) barras para dividir r pontos em n partes)

O namero de permutagdes (simbolos da equagio) sera:

1) +r—1)!
P(n 1),r _ (TL '
=l rl(n —1)!

|
Diante do exposto, o Principio Fundamental da Contagem além de sua aplicabilidade a diversos
setores do cotidiano, serve também para resolver ou auxiliar na resolucao de diversos tipos de problemas

propostos nos livros didaticos e em concursos, como veremos com mais énfase no Capitulo
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4. APLICACOES

Neste capitulo abordamos diversas aplicagoes e curiosidades da Analise Combinatoéria cujo de-
senvolvimento dependerd apenas da utilizacdo de uma ou mais das fundamentagoes tedricas vistas nos

capitulos anteriores.

Aplicacao 1. (CESPE/CEBRASPE-2009) Acerca de contagem, julgue os itens a seguir. A quanti-
dade de numeros naturais de 3 algarismos em que todos os algarismos sao distintos é superior a 700.

O Certo

O Errado

Solugao: Para a escolha do algarismo das centenas temos 9 opgoes, ja que nao podemos utilizar o zero;
para a escolha do algarismo das dezenas temos 9 opgoes, j4 que podemos utilizar o zero; para a escolha
do algarismo das unidades temos 8 opc¢oes, pois ja utilizamos dois. Assim, pelo Principio Fundamental
da Contagem, temos:

9-9-8=640.

Portanto, a opc¢ao correta é a Errado. O

Aplicagao 2. (CESPE/CEBRASPE-2013) Em uma escola do ensino médio, os alunos A, B, C, D, E,
F e G foram selecionados para participar da Olimpiada Brasileira de Matemaética. Para transporta-los até
o local da prova, foram utilizados 2 veiculos — I e II — de 4 assentos, além dos assentos dos motoristas.
Quatro estudantes foram no veiculo I e 3, no veiculo II.

Considere que os nomes dos 7 alunos referidos no texto sejam todos diferentes e que se queira preencher
a primeira coluna de uma tabela de 7 linhas com esses nomes. Nessa situacdo, a quantidade de maneiras

distintas de se preencher essa coluna é igual a

(c) 144
(d) 5040
(e) 823543
Solugao: Sao sete alunos para ocuparem sete lugares de uma fila, temos entao:
e 7 opgoes para a posicao 1;

e 6 opgoes para a 2;

5 para a 3;

4 para a 4;

3 para a 5;

2 para a 6;
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e lparaalT.
Portanto, pela PFC - 22 parte, temos: 7-6-5-4-3-2-1 = 5040 maneiras distintas. O

Aplicacao 3. (UNICAMP-SP-2020) Cinco pessoas devem ficar em pé, uma ao lado da outra, para
tirar uma fotografia, sendo que duas delas se recusam a ficar lada a lado. O ndmero de posigoes distintas
para as cinco pessoas serem fotografadas juntas é igual:

(d) 120

Solugao: Pelo Principio Fundamental da Contagem - 22 parte, o total de maneiras de dispormos cinco
pessoas é dado por:
5-4-3-2-1=120.

Permutando as duas que ficam sempre juntas, temos:
2-1=2.

Mantendo essas duas pessoas juntas, teremos hipoteticamente 4 pessoas para serem permutadas e como

temos duas possibilidades entre as duas pessoas juntas, temos:
4-3-2-1-2=148

posicoes distintas em que elas estarao juntas.
Portanto, temos 120 maneiras de dispormos as cinco pessoas e, em 48 dessas disposicoes teremos

duas delas sempre juntas, dai conclui-se que o numero pedido é dado pela diferenca:
120 — 48 = 72.

O

Aplicacao 4. (CESPE/CEBRASPE-DETRAN-2010) Acerca dos principios e das técnicas de con-
tagem, julgue o item subsequente. Considerando-se que, no estado do Espirito Santo, as placas dos
automoveis variem de MOX 0001 a MTZ 9999, é correto concluir que o nimero total de automdveis que

podem ser licenciados nesse estado é igual a 162.000.
O Certo
O Errado
Solugao: Observe que:
e A primeira letra (M) ndo varia;
e Para a segunda temos 6 opgoes (O, P, Q, R, Se T);
e Para a terceira posigdo ha trés opgoes (X, Y e Z);

e Para as posi¢oes 42, 52, 62 e 7 ha dez opgoes (0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7,8 ¢ 9).
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Pelo PFC, temos:
6-3-10-10-10-10 = 180000.

Mas, observe que ao fazermos esse calculo estamos incluindo também todas as placas que ter-
minam com 0000. Logo, devemos retira-las, que é um quantitativo de 18, pois as temos 6 opgoes para a
segunda letra e 3 opgoes para a terceira letra.

Portanto, temos 180000 — 18 = 179982 placas e, dessa forma, o item esté errado. O

Aplicagao 5. (PGE-RO/TECNICO DA PROCURADORIA /2015) Quatro processos, numera-
dos de 1 a 4, deverdo ser distribuidos entre trés procuradores: Atila, Hércules e Ulisses. Um mesmo
procurador pode receber até quatro processos, exceto o procurador Atila, que ndo pode receber o pro-

cesso nimero 2. O nimero de maneiras diferentes de se fazer tal distribuigao é:

Solugao: Note que:
e Para o processo 1 temos trés opgoes de procurador;
e Para o processo 2 temos duas opcdes de procurador, ja que Atila ndo pode;
e Para o processo 3 temos trés opoes de procurador;
e Para o processo 4 temos trés opcoes de procurador.

Pelo PFC, temos:
3:2:3-3=54

distribuicoes possiveis. O

Aplicacao 6. (CESPE-2007-Petrobras-Analista de Comeércio e Suprimentos Junior) Julgue
os itens que se seguem.

Considere que, no final de uma reuniao de executivos, foram trocados 78 apertos de mao; cada
executivo apertou uma tnica vez a mao de todos os outros. Nesse caso, o nimero de executivos presentes

na reuniao era inferior a 15.
O Certo
O Errado

Solugao: Seja n o total de executivos. Assim, cada um deu (n — 1) aperto de méo. Como a ordem dos

executivos ao se cumprimentarem nao interessa, (:2). Portanto,

nin—1)

5 =78=n’>-n—-256=0=n=13.
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Aplicagao 7. (CESPE/CEBRASPE-2013) Em uma escola do ensino médio, os alunos A, B, C, D, E;
F e G foram selecionados para participar da Olimpiada Brasileira de Matemaética. Para transporté-los até
o local da prova, foram utilizados 2 veiculos — I e I — de 4 assentos, além dos assentos dos motoristas.
Quatro estudantes foram no veiculo I e 3, no veiculo II.

Considere que os 7 alunos referidos no texto acima tenham sido escolhidos de forma aleatéria em
um grupo de 32 alunos. Nessa situagao, é correto afirmar que a quantidade de maneiras distintas de se

formar um grupo de 7 alunos a partir dos 32 é igual a

32!
(a) 251

(b) 25!

© 2

() 7!

391
(©) 7550

Solugao: Perceba que:
e temos 32 maneiras para escolhermos o 1%

31 para o 29

30 para o 3%

e 29 para o 49

28 para o 5

27 para o 6;
e 26 para o 7°.

Assim, pelo PFC, temos:
32-31-30-29-28-27-26 = 16963914240

Porém, nesse caso a ordem de escolha nao importa, logo precisamos desconsiderar desse total todas as

permutacoes formadas pelos sete escolhidos:

32-31-30-29-28-27.26

7 = 3365856.

32-31-30-29-28-27-26-25!

Observe que, 32-31-30-29-28 - 27 - 26 = o

de maneiras distintas de se formar um grupo é:

. Logo, a quantidade

32!

7! 251"
O

Aplicagio 8. (FCC/TRF-42 REGIAO/ANALISTA JUDICIARIO/OFICIAL DE JUSTICA
AVALIADOR FEDERAL/2019) Em um concurso com 5 vagas, os candidatos aprovados serdo aloca-
dos, cada um, em um dos municipios A, B, C, D ou E. O primeiro colocado foi designado para o municipio

A. O numero de possiveis alocagoes dos outros candidatos aprovados é:

(a) 120
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Solugao: Para o municipio A hd uma possibilidade, 4 para o B, 3 para o C, 2 para o D e uma para o E.
Pelo PFC, temos:
1-4-3-2-1=24.

O

Aplicagao 9. (FGV/DPE-RO/TECNICO DA DEFENSORIA PUBLICA /2015) Considere to-
das as placas de veiculos desde NCD-4000 até NCD-9999. O namero de placas que possuem os digitos

todos diferentes é:
(a) 2520
(b) 3024
(c) 3528
(d) 3786
(e) 4032
Solugao: Note que:
e Para o algarismo das unidades de milhar temos 6 opgoes (4, 5, 6, 7, 8 e 9);

e Para o algarismo das centenas temos 9 op¢oes, pois ji foi usado um no algarismo das unidades de

milhar;

e Para o algarismo das dezenas temos 8 op¢oes, pois ja foram usados dois, um no algarismo das

unidades de milhar e outro nas centenas;

e Para o algarismo das unidades restam 7 opgoes, pois ji foram escolhidos trés, um no algarismo das

unidades de milhar, outro nas centenas e outro nas unidades.

Pelo PFC, temos:
6-9-8-7=23024.

O

Aplicagao 10. (ESAF/AFRB/2012) Na prateleira de uma estante, encontram-se 3 obras de 2 volumes
e 2 obras de 2 volumes, dispondo-se, portanto, de um total de 10 volumes. Assim, o nimero de diferentes
maneiras que os volumes podem ser organizados na prateleira, de modo que os volumes de uma mesma

obra nunca fiquem separados, é igual a:
(a) 3260
(b) 3840
(c) 2896

(d) 1986
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(e) 1842

Solugao: Podemos permutar as cinco obras, ou seja, (5!). Como cada obra é formada por dois volumes
que devem permanecer sempre juntos, entao devemos permutar entre si os dois volumes de cada uma das

cinco obras, ou seja, (2!)°, Assim, pelo PFC, temos:
5! (21)° = 120 - 32 = 3840.

O

Aplicagao 11. (FGV/SENADO FEDERAL/ANALISTA LEGISLATIVO/2008) Em uma reu-
nido todas as pessoas se cumprimentaram, havendo ao todo 120 apertos de mdo. O nimero de pessoas

presentes nessa reuniao foi:

Solugao:
e Seja n o total de pessoas presentes na reunido;

e Seja (n— 1) a quantidade de aperto que cada uma déa, pois, a pessoa ndo cumprimenta a se propria

€

e Como a ordem ndo importa, temos que eliminar as repeti¢des, ou seja, o cumprimento de A com B

é o mesmo que B com A (divide o resultado por 2).

Portanto, temos
1
%:120:712—71—24O:O:>n:16.
O

Aplicagao 12. (FCC/DPE-SP/ANALISTA DE SISTEMAS/2015) Para formar uma senha de
quatro letras é permitido o uso de uma letra A, uma letra B, duas letras C e trés letras D. Dentre todas
as senhas possiveis nesse sistema, o nimero daquelas que tem exatamente trés letras diferentes supera o

namero das demais em
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Solugao: Todas as senhas conterdao pelo menos duas letras distintas. Usando dois tipos de letras,

podemos permutar:

40 41 4] 4!
ADDD + BDDD +CDDD 4+ CCDD = §+§+§+ﬂ =

18.
Usando trés tipos de letras, podemos permutar:

40 4 40 4 40 4l
ABCC+ ABDD + ACDD + ACCD +BCDD +BCCD = - + — + = +

sttty tatygty ="

Usando quatro letras distintas, podemos permutar:
ABCD = 4! = 24.

Respondendo a pergunta, teremos,
72 — (24 + 18) = 30.

O

Aplicacao 13. (OBMEP — 2007) Uma formiguinha quer sair do ponto A e ir até o ponto B da figura
I, andando apenas pelos lados do quadradinho na horizontal ou na vertical para baixo, sem passar duas

vezes pelo mesmo lado. A figura II ilustra um possivel trajeto da formiguinha

Figura 4.1: Trajeto da formiguinha.

=3 —i_u.

Figura Figura 11

Fonte: Provas e solucdes (2007).

De quantas maneiras ela pode ir de A até B?
(a) 120
(b) 240
(c) 360
(d) 480
(e) 720

Solugao: O objetivo da formiga consiste em sair de A e chegar em B, suas duvidas estdo nas opcoes de

se deslocar verticalmente (para baixo), observe que:
e No primeiro momento sao 4 opcoes;

e No segundo 3 opcoes;
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e No terceiro 5 opcoes;
e No quarto 3 opgoes;
e No quinto 4 opg¢oes.

Pelo principio multiplicativo, temos:
4-3-5-3-4="1720.

Portanto, a formiguinha tera 720 opgoes. O

Aplicacao 14. (OBMEP-2019) A ra Zinza quer ir da pedra 1 até a pedra 10 em cinco pulos, pulando
de uma pedra para a seguinte ou por cima de uma ou de duas pedras. De quantas maneiras diferentes

Zinza pode fazer isso?

Figura 4.2: Caminho da ra Zinza.

1 .‘2 ‘,_A. “5 6 ‘A “e A0

Fonte: Provas e solugdes (2019).

(e) 126
Solugao: Por tentativas, constatamos os possiveis casos de pulos:
19) 14+2+2+42+2.
2°) 1+1+2+2+3.
39) 1+1+1+3+3.

Em todos os casos a ordem dos pulos pode variar, dai temos:
2 caso: dos cinco pulos, quatro se repetem, dai ao contarmos teremos que eliminar as permutacgoes

envolvendo apenas os quatro que se repetem. Pelo PFC, temos:

5!

22 caso: Dos cinco pulos, dois sdo de 1 em 1 e, dois de 2 em 2, dai ao contarmos teremos que eliminar
as permutacoes envolvendo apenas os de 1 e apenas os de 2. Pelo PFC, temos:

5!
o9l

30.

32 caso: Dos cinco pulos, trés sdo de 1 em 1 e os outros dois de 3 em 3, dai ao contarmos teremos que

eliminar as permutacoes envolvendo apenas os de 1 e apenas os de 3. Pelo PFC, temos:

5!

3o O
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Logo, ha 45 maneiras distintas de Zinza executar o percurso em cinco pulos. O

Aplicagao 15. Quantos ntimeros naturais pares de quatro digitos e de algarismos distintos podemos

formar?

Solugao: Sabemos que um nimero é par quando termina em 0, 2, 4, 6 ou 8, porém 0 ndmero nao
pode iniciar com zero, pois caso inicie com zero seria um nimero com trés algarismos. Vamos resolver o
problema em duas etapas.

Primeiro calculemos quantos niimeros distintos de quatro algarismos terminam com zero. Para
a escolha do algarismo das unidades de milhar ha 9 possibilidades; 8 para o das centenas, pois ja foram
utilizados dois e, sete para o das dezenas, pois ja foram utilizados trés. Dai, temos:

9.-8-7-1=504.

Calculando quantos termina em 2, 4, 6 ou 8: sdo quatro opgdes para ocupar o algarismo das
unidades; oito para o algarismo das unidades de milhar, exceto o zero e outro nimero par; oito também

para o das centenas e sete para o das dezenas, totalizando
8-8-7-4=1792

nimeros pares que nao terminam com zero.
Portanto, temos 504 + 1792 = 2296 nimeros pares e distintos formado por quatro algarismos
distintos. O

Aplicagao 16. Quantos nimeros naturais de 5 algarismos distintos, que sejam menores que 40000 sao

divisiveis por 57
Solugao: Observe que;

e Sao duas opgoes para o algarismo das unidades (0 ou 5);

Para o algarismo das dezenas de milhar séo trés (1,2 ou 3);

8 para o das unidades de milhar (pois ja foram usados dois);

7 para o das centenas (pois ja foram usados trés);

6 para o das dezenas (pois ja foram usados quatro).

Portanto, pelo Principio Fundamental da Contagem, temos:
3-8-7-6-2=2016.

Logo, ha 2016 multiplos naturais de 5 e menores que 40000, formado por cinco algarismos distintos.
O

Aplicagao 17. Numa lanchonete ha trés tipos de refrigerante [Coca (C), Soda (S) e Fanta (F)| de quantos
modos podemos comprar 4 desses refrigerantes?

Solugao: Seja ¢ = n® de Coca, s = n° de Soda e f = n® de Fanta, de tal forma que

c+s+ f=4
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Mantendo a ordem ¢, s, f e considerando x como sendo a unidade simbélica para cada refrigerante, temos

varios modos de fazermos essa escolha, por exemplo:
T+ +zx (Ie+ 1s+2f)

xx + +ax (2¢+ 0s+2f)
+rzxx + (0c +4s+0f)

Observe que em cada caso temos seis elementos, sendo quatro x e dois sinais de 4+. Logo, permutando-
se todos os elementos temos 6! possibilidades, mas desse total temos que desconsiderar as permutacoes
contabilizadas que levam em consideracio a ordem dos quatro z (4!) e dos dois sinais de + (2!), ja que
nao se considera a ordem entre eles. Portanto, pelos PFC - 12 e 22 parte, obtemos:

6! 6-5-41

——=——=15
412! 41-2

modos de comprar os refrigerantes. a

Aplicagao 18. Quantas sao as disposi¢oes finais distintas possiveis em um “jogo da velha” iniciado com X
e considerando que todos os espagos sejam preenchidos? Observacao: nao deve ser levada em consideragao

a ordem de preenchimento, assim como rotagoes do diagrama (considere-o fixo numa mesma posigao)

Figura 4.3: Jogo da velha.

Fonte: Problemao: Jogo da velha.

Solugao: Sao 9 posicdes a serem preenchidas (9!), sendo 5 com X (5!) e 4 com O (4!). Como a troca
de posic¢oes entre quaisquer dois X ou quaisquer dois O ndo resulta numa nova configuracao, temos que

retirar esse excesso do total de permutagoes (9!), ou seja,

9!
a 126.

O

Aplicagao 19. Num grupo de dez casais, de quantos maneiras distintas podemos escolher e dispor cinco

desses casais em torno de uma mesa circular?
Solugao: Vamos primeiro escolher os cinco casais, para isso temos:
e 10 opcodes para se escolher o primeiro;
e 9 opcoes para se escolher o segundo;
e 8 opcoes para se escolher o terceiro;
e 7 opcoes para se escolher o quarto;

e 6 opcoes para se escolher o quinto.
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Pelo PFC - 22 parte, como a ordem nédo importa, temos

10-9-8-7-6
5!

= 252.
Agora vamos dispor os cinco casais escolhidos em torno da mesa circular
e Ha uma maneira de se colocar o primeiro casal;
e Ha uma maneira de se colocar o segundo casal;
e Ha duas maneiras de se colocar o terceiro casal;
e Ha trés maneiras de se colocar o quarto casal;

e HA quatro maneiras de se colocar o quinto casal;

Pelo PFC - 22 parte, temos:
1-1-2-3-4=24.

Como cada casal pode permutar entre si, temos:
24 -2 =48.
Portanto, teremos
252 - 48 = 12096
possibilidades. O

Aplicacao 20. (IFPB/Sele¢cao Pés-Graduagao em Matematica/2017) Quantos sdo os anagramas
da palavra LAPLACE que comecam por vogal?

(a) 180
(b) 360
(c) 540
(d) 1440
(€) 5040

Solugao: Perceba que temos vogais repetidas, no caso a vogal A. Dessa forma, devemos separar em dois

Casos:

e 0o primeiro comegando com a vogal A. Note que, iniciando por A, temos uma dos A fixo e outro
permutard com as 5 letras restantes. Assim, pelos Proposicoes [2] e temos 1 - 6! anagramas.
Porém, dentro desses, existem combinacoes repetidas que se originam das permutagcoes entre si dos
elementos repetidos, a saber, da consoante L (2!). Logo para eliminarmos essa contagem excessiva
basta realizarmos a operagao inversa da multiplicacao, isto &,

1-6!

e 0 segundo iniciando por a vogal E. Assim, restam 6 letras para se permutarem, logo pelo PFC’s,

temos 1 - 6!. Mas, temos dois elementos repetidos, dois A e dois L, dessa forma para retirar os

elementos repetidos devemos dividir o total de anagramas (1 - 6!), por 2! - 2! que sdo o total de
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anagramas formados pelas permutacgoes dos A e L, ou seja, os anagramas que ndo formam novos

distintos. Portanto, temos

1-6!
212!

= 180 anagramas que iniciam com E.

Dessa forma, pelo principio aditivo, existem 360 + 180 = 540 anagramas da palavra LAPLACE que
comeca por vogal. Isto é, a alternativa E. O

Aplicacao 21. (IFPB/Selecao Pés-Graduagao em Matematica/2017) Antes de resolver uma

“a

prova com 10 questoes com 5 alternativas cada, Jodozinho teve umas dicas que diziam o seguinte:
resposta de nenhuma questao é a letra B, exceto possivelmente a primeira questao e duas questoes
seguidas ndo tem a mesma resposta’. Qual o maior nimero de respostas diferentes jodozinho pode ter

dado respeitando as dicas?
(a) 20- 38
(b) 4-3°

)

)
(c) 5-3°

)

)

ot

(d) 2°-38
(e) 2%.38

Solugao: Inicialmente, dividiremos a situagao em dois momento: o primeiro, em que a primeira questao
possui como alternativa a letra B e o segundo momento, o qual a alternativa da primeira questao nao é
a letra B.

Para o primeiro caso, temos:
e 1 possibilidade para a primeira questao, pois é a letra B;
e 4 escolhas possiveis para a segunda questdo, pois pode ser a letra A, C, D, ou E.

e 3 escolhas para a terceira questao, porque nao pode ser a letra B e nem a letra da resposta da

questao anterior. E de forma anéloga ocorre para as demais questoes.

Assim, pelo PFC - 12 parte, temos:

1-4-3-3-3-3-3-3-3-3=4.38
Para o segundo caso, obtemos:
e 4 possibilidade para a primeira questao, pois nao é a letra B;

e 3 escolhas para a segunda questao, porque nao pode ser a letra B e nem a letra da resposta da

questao anterior. E de forma anéloga ocorre para as demais questoes.

Logo, pelo PFC - 12 parte, temos:
4-3-3-3-3-3-3-3-3-3=4-3"
Portanto, pelo Principio Aditivo, o maior nimero de respostas possiveis é:

4-3%+4-3 = 4-3%.(1+3)
4-4.38
= 2%.3%



Capitulo 4. APLICACOES 46

Dessa forma, a assertiva correta é a letra E. O

Aplicacao 22. (Profmat-ENA-2021) Quantos nimeros de trés algarismos possuem pelo menos dois

digitos consecutivos iguais?
(a) 90
(b) 100
(c) 171
(d) 180
(e) 271
Solucgao: Note que, temos trés casos a considerar:

e os trés algarismos iguais. Neste caso, temos 9 possibilidades, pois o algarismo das centenas nao

pode iniciar por 0.

e 0s dois primeiros digitos iguais e o terceiro diferente. Nesse caso, como o digito das centenas pode
ser qualquer algarismo diferente de 0, o das dezenas deve ser igual ao das centenas e o ultimo digito
pode ser qualquer algarismo diferente dos anteriores, temos 9 -1 -9 = 81 nameros.

e o primeiro digito distinto dos outros dois iguais. Neste caso, novamente o digito das centenas é
qualquer algarismo exceto o 0, o das dezenas pode ser qualquer algarismo diferente do das centenas

e o das unidades deve ser igual ao das dezenas. Desse modo, temos 9 -9 - 1 = 81 ndmeros.

Portanto, pelo principio aditivo, temos 9481481 = 171 numeros que satisfazem as condi¢oes do problema.

E, com isso, a assertiva correta é a letra C. (I

Aplicagao 23. (Profmat-ENA-2021) De quantas maneiras e possivel posicionar duas pegas (um
triangulo branco e um circulo preto) sobre um tabuleiro 8 x 8 como o da figura se o tridngulo branco
s6 pode ocupar casas pretas, o circulo preto so pode ocupar casas brancas e as duas pecas nao podem

ocupar casas adjacentes?

Figura 4.4: Tabuleiro.

Fonte: Provas (2021)
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Solucao: Note que, existem apenas trés maneiras de posicionar o tridngulo branco: no canto, na borda

ou no interior do tabuleiro.

e Posicionando o tridngulo branco no canto, ou seja, temos duas possibilidades, ja que ele s6 pode
ocupar as casas pretas. Assim, restam 30 casas brancas disponiveis para o circulo preto, uma
vez que nao poder ser posicionado em nenhuma das duas casas brancas adjacentes aquela na qual
se encontra o tridngulo branco. Assim, pelo principio multiplicativo, ha 2 - 30 = 60 maneiras de

arrumar o tabuleiro para este caso.

e Para posicionar o triangulo branco em uma das bordas, temos 12 possibilidades. Feito essa escolha,
restam dessa forma 29 casas brancas disponiveis para o circulo preto, ji que trés das 32 casas
brancas serdo adjacentes a casa que esta posicionado o tridngulo. Assim, existem 12 -29 = 348

formas de arrumar o tabuleiro neste caso.

e Para posicionar o tridngulo branco no interior do tabuleiro, temos 18 possibilidades. Feito essa
escolha, restam dessa forma 28 casas brancas disponiveis para o circulo preto, ja que quatro das 32
casas brancas serdo adjacentes a casa que esta posicionado o tridngulo. Assim, existem 18-28 = 504

formas de arrumar o tabuleiro neste caso.

Portanto, pelo principio aditivo, ha um total de 60 + 348 + 504 = 912 formas de posicionar as duas pecas

sobre o tabuleiro. E, assim, a assertiva correta é a letra D. (I

Aplicagao 24. (Profmat-ENA-2017) Um jogo e disputado em uma malha de 16 pontos, conforme
a figura da esquerda abaixo. O jogador A inicia no ponto P e deve chegar ao ponto Q, podendo se
deslocar apenas ao longo das retas que unem os pontos e atingir apenas um novo ponto a cada rodada.
Em contrapartida, o jogador B inicia no ponto Q e deve chegar ao ponto P sob as mesmas condi¢oes.
As jogadas acontecem alternadamente, iniciando com o jogador A. Em sua vez, um jogador ndo pode se
deslocar para um ponto que esteja sendo ocupado pelo outro jogador.

Figura 4.5: Jogo em malha.
Q Q
L o ® L ]
L L ® L

1". ® L L ]

Fonte: Provas (2017)
Em uma partida ja encerrada, o jogador A percorreu a trajetéria destacada na figura da direita acima,

atingindo o ponto Q em 6 jogadas. De quantas maneiras diferentes o jogador B pode ter se deslocado,

sabendo que ele alcancou o ponto P também em 6 jogadas?
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Solugao: Para efeito de praticidade de resolugao, tomemos o ponto P como sendo (0,0) e o ponto Q
como (3,3). Como foram efetuadas 6 jogadas por cada jogador, o possivel encontro entre os jogadores A
e B seria no ponto R (1,2), ja que foi apresentado a trajetoria de A e seria o tnico ponto de encontro na
terceira jogada de cada jogador.

Para sair de Q para chegar em P, o jogador B realizou 6! movimentos, porém desse total houve alguns
movimentos repetidos, pois ele realizou 3 movimentos para baixo e 3 para a esquerda, tendo assim, um

total de 3! - 3! movimentos repetidos. Logo, para retirar esses movimentos devemos dividir 6! por 3! - 3!,
!

ou seja, o jogador B tem = 20 maneiras de sair de Q até P.

6!
3! 3!
Mas, ele ndo pode passar pelo ponto R. Assim, calculemos o total de caminho que, obrigatoriamente,

B passa por R para em seguida subtrairmos do total de trajetéorias. De forma anéloga o que fizemos

3! 3!
2!.1:3edeRaPe2!.1

anteriormente: o total de caminhos de Q a R é = 3, logo passando por R
teremos um total de 3 - 3 = 9 trajetorias.
Portanto, o jogador B possui 20 — 9 = 11 caminhos possiveis. E, com isso, a assertiva correta é a letra

D. O

Aplicagao 25. (Profmat-2016) De quantas maneiras distintas podemos colocar, em cada espago
abaixo, os algarismos 2, 3, 4, 7, 8, 9, de modo que todos os seis algarismos aparecam e formem, em

cada membro, nimeros de dois algarismos que satisfacam as duas desigualdades?

— < - < __

(d) 120
(e) 720

Solugao: Temos que escolher trés algarismos quaisquer para as dezenas entre os seis possiveis, assim:
6-5-4=120.

como a ordem nao importa, precisamos eliminar as permutacgoes entre os trés elementos escolhidos, para

tanto basta fazermos a operacao inversa, ou seja,

120
= =20
P X

Como sdo distintos, sé hd uma maneira de ordené-los em ordem crescente. Restam trés algarismos
para as unidades e, como os algarismos das dezenas sao distintos, podemos permuta-los nos espagos das
unidades,

3-2-1=6.

Temos entao, 20 maneiras distintas para ocupar os espagos dos algarismos das dezenas e 6 para as
unidades, pelo Principio Multiplicativo,
20 -6 = 120.

O
Portanto, percebemos o quanto o Principio Fundamental da Contagem possui aplicabilidade e

influéncia nos conceitos e na resolu¢ao de problemas no que tange & Analise Combinatoéria basica. Como
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também, esse conhecimento exige dos estudantes e candidatos de concursos um certo grau de raciocinio

para a resolucao das questoes.



50

5. CONSIDERACOES FINAIS

Esse trabalho propds um detalhadamente do Principio Fundamental da Contagem, visando iden-
tificar causas que dificultam o processo de ensino-aprendizagem desse importante conhecimento, para
isso, levou-se em consideracao a forma metodolégica como nos foi proposto em sala de aula, como esta
sendo proposto por alguns livros didaticos adotados nas escolas, livros de histéria da matematica e artigos
cientificos.

Para se obter uma compreensao mais contundente de como ele influéncia diretamente no entendi-
mento dos conceitos e na resolu¢ao de problemas no que tange a Anélise Combinatoria bésica, definiu-se
os seguintes objetivos: primeiro, fazer uma revisdo historica da evolugio e cria¢do, onde verificou-se que
é um conhecimento que vem se ampliando & medida que surgem necessidades ou inquietagdes humanas.
Segundo apresentar Fatorial, Permutacgoes, Arranjos e Combinagdes sempre a partir do Principio Mul-
tiplicativo, ja que s@o casos especiais dele. O terceiro e ultimo foi resolver os problemas de contagem
propostos ao logo do trabalho sempre a partir do Principio Fundamental da Contagem, visando uma
melhor internalizagao conceitual.

Portanto, esta abordagem abdicou-se das férmulas prontas e optou pela valorizacdo da compre-
ensao conceitual, em que o estudante é estimulado a criar seu préoprio modelo de resolucao, tornando
assim o processo de ensino aprendizagem mais dindmico, envolvente e criativo.

Pode-se perceber a matematica em tudo, o que faz variar essa percepc¢ao é o nivel de conhecimento
de cada individuo. Como sugestao para extensao deste trabalho, sugere-se uma abordagem do Principio

Fundamental da Contagem atrelada a situagoes do cotidiano.
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