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RESUMO

Este trabalho, motivado pela percepcao da dificuldade, por parte de muitos alunos con-
cluintes dos cursos de Licenciatura em Matematica, de identificar em que momento da
graduacao o conceito de fragdes e operagodes bésicas com fragoes foi abordado e de como
ensind-lo no ensino basico, buscou discutir alguns dos conhecimentos especializados sobre
divisdo de fracao a serem construidos na formacao inicial do professor de matematica.
Para tal fim, foi escolhido por Publico-alvo Professores da rede basica de educacgao da
regiao de Cajazeiras e desenvolvida uma pesquisa bibliografica de carater exploratério
com abordagem dos dados feita de forma qualitativa, mas também com caracteristicas
descritivas e explicativas. Como resultado sao apresentados os conceitos da disciplina de
Introducao a Algebra que subsidiam a compreensao da divisdo de fracoes e os conceitos
de Geometria Plana que podem ser usados como ferramenta para abordagem do ensino
de divisao de fragdes. Apresenta também o Conhecimento Especializado de Professores
de Matematica ( Mathematics Teachers’ Specialized Knowledge - MTSK), como modelo
teodrico que descreve o conhecimento profissional especifico e especializado que deve possuir
um professor para ensinar matematica. Concluimos que os professores da educagdo bésica
conseguem identificar que durante a graduacao o conceito de fracao foi abordado nas
disciplinas de Estruturas Algébricas e Geometria Plana, no entanto é notério que grande
parcela possui a dificuldade em como transpor e transformar os conceitos avancados

aprendidos em ferramentas metodoldgicas para o ensino.

Palavras-chave: Fracao, Matematica, Licenciatura, Algebra Moderna, Geometria Plana.



ABSTRACT

This article, motivated by the perception of difficulty for many undergraduate students in
mathematics to identify at what point in their Bachelor’s Degree the concept of fractions
and basic operations with fractions was learned and how to teach it at the basic education,
searched for discussing some of the specialized knowledge on fraction division to be built
in the initial studies of the mathematics teacher. In such a way, it was chosen by Target
Audience Cajazeiras’ Teachers of the basic education and an exploratory bibliographic
research is developed with a qualitative approach to data, but also with descriptive and
explanatory characteristics. As a result, the concepts of the discipline of Modern Algebra
are presented, which support the understanding of the division of fractions and the concepts
of Flat Geometry that can be used as a tool for the teaching of fractional division. It
also presents the MTSK as a theoretical model that describes the specific and specialized
professional knowledge that must have a teacher to teach mathematics. We conclude that
teachers of basic education can identify that during graduation the concept of fraction
was taught in the disciplines of Algebraic Structures and Flat Geometry, however, it is
notorious that most teachers have the difficulty in how to transpose and transform the

advanced concepts learned into methodological tools for teaching.

Keywords: Fraction, Mathematics, Bachelor’s Degree, Modern Algebra, Flat Geometry.
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INTRODUCAO

O conceito de fragao, introduzido no sistema escolar a partir do 4° ano do ensino
fundamental, é inserido geralmente para solucionar situagoes problemas que nao podem
ser resolvidas utilizando o conjunto dos niimeros naturais. Essa tem sido a forma de
introduzir os nimeros racionais, utilizando uma de suas muitas representagoes (SILVA,
2013). Conforme a Base Nacional Comum Curricular - BNCC (BRASIL, MINISTERIO
DA EDUCACAOQ, 2018), a habilidade de compreender e utilizar a multiplicagao e a divisdo
de nimeros racionais, a relagao entre elas e suas propriedades operatérias, bem como
resolver e elaborar problemas que envolvam estas operagoes, deve ser desenvolvida entre os
6° e 72 anos, sendo aprofundada e desenvolvida até o final da educacao basica, no entanto
pesquisas na area de educacgao vém apontando dificuldades sobre o ensino e aprendizagem
do conceito de frages e suas operagoes (JUNIOR et al., 2019; FAVERO; NEVES, 2012;
PROENCA, 2015; MOCROSKY et al., 2019).

Segundo dados do Programa Internacional de Avaliagdo de Estudantes (PISA)
realizado em 2018, o Brasil estava entre os 10 piores desempenhos do mundo em matematica.
Outro dado desta avaliacao é que dois tercos dos brasileiros de 15 anos de idade, préximos ao
final da educagao obrigatéria sabem menos que o basico de matematica (OLIVEIRA, 2019).
Muito se discute sobre as razoes desse baixo desempenho e quais estratégias devem ser
adotadas para reverter este quadro, especialmente no tocante a valorizacao e formagao do
professor do ensino basico. Nesse sentido, estudos que visam melhorar o ensino de contetiidos
basicos, como fragdes, sao necessarios e urgentes, principalmente os que relacionam teoria

e pratica.

Para muitos alunos concluintes dos cursos de licenciatura em matematica pode
ser dificil identificar em que momento de sua graduagao o conceito de fragdes e operacoes
basicas com fragoes, especialmente a divisao, foi abordado e como ensina-lo. Pode-se até
presumir que muitos lecionardao esse contetido com base em seu préprio ensino basico,
repetindo mecanicamente, como fazer a divisao de fragoes, sem de fato compreender o
porqué da escolha dessa didatica. A base para tal presungao é a percepcao das dificuldades
que os alunos do ensino basico demonstram sobre o dominio de operagoes com fragoes,
principalmente em avaliagoes nacionais, como a Olimpiada Brasileira de Matematica das
Escolas Publicas- (OBMEP) e o Exame Nacional do Ensino Médio - (ENEM), de acordo
com dados explicitos nas edi¢oes do PISA. Uma andlise realizada por Fraga et al. (2015)
sobre os argumentos utilizados em livros do Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD),
obteve como resultado a verificacdo de que em alguns livros didaticos nao abordam uma

argumentacao ou justificativa para o algoritmo da divisao de fragoes, e que em outros esse
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aspecto se apresenta, ainda que timidamente, introduzidos por uma situagao problema.
Como também, em dois livros que constam no PNLD, nao trabalhavam a divisao de fracao.
Em resumo, Fraga et al. (2015) conclui que os livros didaticos apresentam ou uma falta de
argumentos convincentes sobre a divisao de fragoes, ou tao logo apresentam o algoritmo,
sem muitos exemplos, revelando a preferéncia pelo ensino do procedimento, em detrimento

do ensino do processo.

Percebe-se uma falta de relacao entre o contetido lecionado no ensino basico e
algumas disciplinas que o aluno de graduagao de licenciatura em matematica cursa. Além de
saber como ensinar fracao, ¢ importante que os estudantes na formagao inicial de professores
de matematica entenda os conceitos fundamentais que permitem as operacoes com as
fracdes. B necessédrio identificar as principais contribuicdes de estudos sobre conhecimento
docente relativo ao ensino e a aprendizagem da divisao de fragoes e analisar como tais
resultados contribuem para entender quais conhecimentos um professor precisa para ensinar
e fazer aprender divisao de fragoes. Diante desse cendrio, quais saberes matematicos os
professores devem aprender para ensinar o contetido de divisao de fragoes? E em qual

momento da graduagao esses conhecimentos sao adquiridos?

Portanto, o objetivo geral desse trabalho consiste em investigar alguns dos conhe-
cimentos especializados sobre divisao de fragdo a serem construidos na formacao inicial
do professor de matematica. Para esse fim, identificamos os conceitos da disciplina de
Introducao a Algebra que subsidiam a compreensao da divisao de fragoes, além de, baseado
nas anotagoes de Silva (2020), investigar os conceitos de Geometria Plana que podem ser

usados como ferramenta para abordagem do ensino de divisao de fragoes.

Devido a natureza do nosso objetivo, desenvolvemos uma pesquisa bibliografica de
carater exploratério, com aporte tedrico em livros, sites, artigos e teses, com abordagem dos
dados feita de forma qualitativa, mas também com caracteristicas descritivas e explicativas.
Em nosso projeto, tivemos a oportunidade de fazer uma apresentacdo em um grupo de

estudo, cujas as sugestoes foram de grande ajuda para o desenvolvimento da pesquisa.

No primeiro capitulo apresentamos o Conhecimento Especializado de Professores
de Matematica ( Mathematics Teachers” Specialized Knowledge - MTSK), um modelo
teérico que descreve o conhecimento profissional especifico e especializado que possui (ou
deve possuir) um professor para ensinar matemética (CARRILLO et al., 2014);(MONTES
et al., 2013).

No segundo capitulo, abordamos o contetido de dlgebra moderna o qual é estudado
na graduagao, permitindo formalizar o conceito de fragao, desde a defini¢cao e operagoes

basicas, como é visto nos cursos de graduacao em licenciatura em matematica, com enfoque
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na construgao da prova da divisdo de fracao apontando teoremas e exemplos.

No nosso terceiro capitulo, realizamos uma pesquisa com amostragem por conveni-
éncia e abordagem qualitativa com professores da educagio bésica da regiao de Cajazeiras,
a respeito da formagao e ensino de fragoes. As evidéncias resultantes motivaram a apre-
sentacgao do trabalho de Cicero Silva (2020), que visa uma forma de abordar a divisao de

fracao utilizando a geometria, fazendo uso de exemplos e dos niimeros racionais.
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1 CONHECIMENTOS ESPECIALIZADOS PARA PROFES-
SORES DE MATEMATICA

Este capitulo aborda o Conhecimento Especializado de Professores de Matematica
- MTSK ! ( na sigla em inglés), que segundo Carrillo et al. (2014), é tanto uma ferramenta
metodologica quanto uma proposta tedrica que analisa, por meio de seis subdominios, dois
grandes grupos de conhecimento: o conhecimento que o professor tem da matematica como
disciplina cientifica em um contexto escolar e o conhecimento relacionado ao conteido
matematico como objeto de ensino-aprendizagem, necessarios para que o professor possa
ensinar matematica. Portanto, nesta pesquisa o MTSK pode ser usado como instrumento
metodologico para entender como o conhecimento especializado contribui para o ensino de

divisao de fracgoes, ponto chave deste estudo.

Segundo Fiorentini (2005) o conhecimento matemético pode ser visto a partir de
trés viés: o académico, o escolar e aquele das praticas cotidianas consideradas nao-formais.
Estes devem ser trabalhados na formacao do professor, pois a matemaética escolar, com
suas particularidades, necessita se relacionar com a matematica académica e a do cotidiano

dos individuos.

Apresentado no trabalho de Carrillo et al. (2013), o MTSK é um modelo tedrico
sobre conhecimento profissional de professores de matematica, abordado/desenvolvido por
este autor em diversos trabalhos. O mesmo ressalta que o “conhecimento especializado de

contetdo” é diferente do “conhecimento especializado do professor de matemaética”:

A especializagao do MTSK deve permitir diferencia-lo da pedagogia geral
(conhecimento de pedagogia e psicologia geral, que também faz parte do
conhecimento profissional do professor de matemética), do conhecimento
especializado de professores de outras disciplinas e do conhecimento de
outras matematicas profissionais. Em outras palavras, é especializada
com respeito ao ensino de matematica (CARRILLO et al., 2013, p.2988)?

O MTSK possui dois dominios: O dominio do conhecimento matematico (MK -
Mathematical Knowledged), e o conhecimento pedagégico do contetido (PCK - Pedagocical
Content Knowledge ), que por sua vez sao divididos, cada um, em trés subdominios

conforme apresentado na figura 1.1.

O modelo apresentado na figura 1.1 relaciona-se com o pensamento de Fiorentini
(2005)

1
2

Sigla para Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge
Tradugao do autor
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Figura 1.1 — Subdominios do MTSK.
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O professor precisa conhecer o processo de como se deu historicamente
a producdo e a negociacdo de significados na Matematica, bem como
isso acontece, guardadas as devidas proporcgoes, em sala de aula. Além
disso, precisa conhecer e avaliar potencialidades educativas do saber
matematico; isso o ajudarad a problematiza-lo e mobiliza-lo da forma mais
adequada, tendo em vista a realidade escolar onde atua e os objetivos
pedagogicos relativos a formacao dos estudantes, tanto no que diz respeito
ao desenvolvimento intelectual como a possibilidade de compreender e
atuar melhor no mundo (FIORENTINI, 2005, p.109-110)

A vista disso, para a eficaz transposiciao do conhecimento dos contetdos avancados
aos alunos, é importante que o professor esteja ciente dos saberes matematicos avancados
e atento a realidade em que esta inserido. De tal modo, o MTSK apresenta-se como uma
ferramenta metodoldgica que auxilia o professor a elaborar sua pratica sobre o ensino de
divisao de fracgoes, visando proporcionar uma aprendizagem significativa, livre de férmulas

magicas e simples memorizacao.

Os subdominios do Conhecimento Matemético (MK) - mais relevantes para
nosso trabalho - e dos Conhecimentos Pedagdgicos do Conteido (PCK) foram definidos
formalmente em Carrillo et al. (2014 apud MORIEL JUNIOR, 2014). A seguir descrevemos

estes conceitos:

1.1 Conhecimentos Matematicos - MK
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1.1a) Conhecimento de Tépicos Matematicos (KoT - Knowledge of Topics)

Este subdominio abarca o contetiddo matematico a ser abordado, incluindo os conceitos,
defini¢oes, propriedades, exemplos e contraexemplos, aplicagoes em situagoes, algumas
demonstragoes especificas, justificativa de procedimentos. No caso especifico da
divisdo de fracoes, o estudo de Fraga et al. (2015) observa que a maioria dos livros
didaticos apresentam o algoritmo da divisao sem uma argumentacgao tedrica que
justifique o procedimento, os que apresentam, fazem isso de forma muito timida. Nesse
contexto é importante que o professor tenha a fundamentagao tedrica e conceitual

necessaria para suprir a lacuna deixada pelo livro didatico.

1.1b) Conhecimento da Estrutura da Matemética (KSM- Konowledge of the Structure of
Mathematics)

Envolve saber fazer conexoes tanto entre conceitos avancados e elementares, tornando-
0s mais acessiveis para os alunos, como entre conhecimentos prévios e futuros, além
de saber relacionar com outras areas do conhecimento matematico, exceto as relativas
a fundamentacao conceitual previstas em KoT. Na definicdo formal do conceito de
fracoes, utiliza-se a nocao de classes de equivaléncia e justifica-se formalmente a
divisao de fragdes por meio do corpo de fragdes de Q. Do KSM, faz-se a transposicao
do saber académico para o escolar explorando o conceito inverso de um ntmero

fracionario sem falar de estruturas algébricas.

1.1c) Conhecimento da Pratica Matemética (KPM - Konowledge of the Practice of
Mathematics)

Compreende conhecer como os conhecimentos matematicos sdo produzidos e comu-
nicados, isto é, inclui o conhecimento da légica ou argumentacdo matemaética, a
natureza axiomatica de se construir resultados através de uma argumentacao logica
valida, incluindo estratégias para generalizar e explorar matematicamente alguns
conceitos. No entanto, destaca-se que pertence ao KoT o conhecer uma demonstracao
especifica. Em adicao, inclui conhecer como as conexoes entre conceitos se dao, que
difere de apenas conhecer que existe, que no caso se refere ao subdominio KSM.
Além disso, conforme ?? (7?7 apud MORIEL JUNIOR, 2014), a importancia de
tal conhecimento também se justifica pela necessidade do professor saber gerir os
raciocinios matemaéticos colocados por seus alunos na hora de aceita-los, refind-los

ou refuta-los.

Os subdominios até entao discutidos, KoT, KSM e KPM, tém uma forte relacédo ao
presente trabalho, ja que esperamos esclarecer os conhecimentos matematicos adquiridos

durante a graduacao em Licenciatura em Matematica para o ensino de divisao de fragao.
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1.2 Conhecimentos Pedagégicos do Contetido (PCK)

1.2a) Conhecimento das Caracteristicas de Aprendizagem de Matematica (KFLM - Kno-
wledge of Features of Learning Mathematics)

A abordagem de um contetido em sala de aula pode ser influenciada e construida
a partir do conhecimento prévio de que os alunos comumente apresentam dificul-
dades em compreendé-lo, como é o caso da divisdo de nimeros racionais. Assim, é
importante o professor dispor de conhecimentos acerca do processo de aprendizagem
matematica, e a isto se refere o KFLM, o qual engloba o dominio de teorias formais
ou informais (ndo apenas saber que existem, mas como contribuem para o processo
de aprendizagem), dificuldades e erros comuns associados a aprendizagem de um
contetudo especifico, além do conhecimento de estratégias comuns de solugao de
problemas. A pesquisa realizada por Junior et al. (2019), que buscou identificar
as principais contribuicoes de estudos sobre conhecimentos docentes relacionado
ao ensino divisao de fragoes, adveio que os estudos que analisaram conexdes entre
interpretacoes, problemas, suas resolugoes e algoritmos para a divisao de fragoes,
evidenciaram que algumas formas de abordagem e algoritmos sao mais acessiveis
para os alunos, facilitando a compreensao do problema e de situagoes em que a
divisao de fracao ¢é aplicavel, quando comparados a abordagens onde a divisao de
fracao é apresentada como uma solugao intuitiva com o auxilio de desenhos ou formas

geométricas para justifici-la.

1.2b) Conhecimento do Ensino de Matematica (KMT- Knowledge of Mathematics Tea-
ching)

Trata-se do dominio de estratégias de ensino diversificadas, conhecer atividades, jogos,
analogias, softwares ou exemplos que podem ser utilizados bem como as limitagoes
de tais recursos. Um exemplo disso é a estratégia de ensinar fragdes utilizando uma
figura geométrica (circular ou retangular, por exemplo) ou modelos e saber que isto é
(mais) adequado para desenvolver a interpretagao parte-todo e como serd abordado
no terceiro capitulo, pode-se fazer uso de problemas geométricos relacionados ao
calculo de areas de poligonos para significar, intuitivamente, a divisao de fragoes.
Ou como apontado em Junior e Wielewski (2016) realizar uma abordagem para o
ensino de divisao de fragoes baseada na comparacgao entre dois modos de resolucao,
o procedimento geométrico e o algoritmo inverter-multiplicar, visando opor os dois
métodos pela énfase nas dificuldades computacionais do primeiro ao trabalharmos
com fragoes obtidas a partir de divisao envolvendo niimeros maiores, como por
exemplo %. Algo semelhante é feito para incentivar a aprendizagem e uso das regras

de derivacao, ao primeiro calcularmos por defini¢ao.
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1.2c) Conhecimento de Normas de Aprendizagem de Mateméatica (KMLS - Knowledge of

Mathematics Learning Standars)

Para a devida adequagao e a aprendizagem sequenciada dos contetidos matematicos,
em particular no estudo de conjuntos numéricos, o professor precisa conhecer as
especificagdes curriculares, nacionais e estaduais, sobre o que prevé cada etapa da
educagao escolar em relagao a contetdos e sequenciamento destes, competéncias e
habilidades a serem desenvolvidas. Assim, além das propostas curriculares oficiais,
como a BNCC e os PCN’s, ainda inclui o conhecimento de pesquisas na area de
Educacao e Educacao Matematica, ponto de vista de professores experientes. Portanto,
para capacitar o estudante do curso de Licenciatura em Matematica para a pratica
futura de ensinar divisdo de fragoes, além das disciplinas tedricas de algebra abstrata
e geometria, sao fundamentais as disciplinas pedagbgicas, de pratica, metodologia,

pesquisa e laboratorio para o ensino de matematica.

A importancia deste capitulo é enfatizar que o saber do professor de matematica
vai além do dominio do contetido tedrico, mas também passa pelo conhecimento pedagogico
do conteido, como apontam os trés ultimos subdominios anteriormente apresentados. O
presente trabalho, no entanto, tem como enfoque principal o embasamento tedérico dos
conceitos. Sendo assim, no préximo capitulo serdao apresentados os conceitos do ponto
de vista algébrico abordados na formagao inicial dos professores, mostrando o contetido

necessario para justificar a divisao de fragoes.



2 CONSTRUCAO ALGEBRICA DA DIVISAO DE FRACOES

Neste capitulo iremos identificar os conceitos da disciplina de Introducio & Algebra
que subsidiam a compreensao da divisao de fragoes, apresentamos neste capitulo os
conceitos tedricos do ponto de vista algébrico que justificam de forma clara a divisao
de fragoes. Abordaremos o conceito por meio da estrutura do corpo de fragoes de um
dominio de integridade. Para isso, vamos partir das defini¢oes bésicas necessarias, desde
a definicao de anel e homomorfismo de anéis, tendo como base as referéncias (GARCiA,
2013) e (GONCALVES, 2012), livros classicos comumente utilizados como livro-texto nas

disciplinas de Introducdo a Algebra nos cursos de licenciaturas em Matemética.

2.1 ANEIS E DOMINIOS

Definicao 2.1.1. Um anel comutativo (A,+,-) é um conjunto A com pelo menos dois
elementos, munido de uma operagao denotada por + (chamada adi¢ao ) e de uma operacao

denotada por - (chamada multiplicagdo ) que satisfazem as seguintes condigoes:

A.1) A adicao é associativa, isto é,

Va,yzeA(x+y)+z=a+(y+2).

A.2) Existe um elemento neutro com respeito a adicao, isto é,

30 € Atalque, Vo € A, O+z=xex+0==x.

A.3) Todo elemento de A possui um inverso com respeito a adi¢do, isto é,

Ve €A, dz e Atalquer+2z=0e z+x2=0.

A.4) A adicdo é comutativa, isto é,

Va,y €A v+y=y+uz.

M.1) A multiplicagdo é associativa, isto é,

Vz,y,z €A, (v-y)-z=2-(y 2)

M.2) Existe um elemento neutro com respeito & multiplicagao, isto é,

J1 €eAtalque, Vee A, l-a=xex-1=u.
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M.3) A multiplicagdo é comutativa, isto é,

Ve, y €A z-y=y-x.

AM) A adicao é distributiva relativamente a multiplicacao, isto é,

Va,y, 2 €A x-(y+z2)=z-y+z- 2.

Se todas as condigbes sao satisfeitas com excecao de M.3), entao (A,+,:) é chamado

de anel nao-comutativo.

Exemplo 2.1.2. Com as operagoes de adicao e multiplicacdo usuais, os conjunto dos
numeros inteiros e dos niimeros reais, sao exemplos de anéis. Um exemplo de um anel nao
comutativo é o conjunto (M,(R),+,-) das matrizes quadradas de ordem n, com n € N,

munido das operagoes de adi¢do e multiplicacao usuais.

Além da comutatividade, ha outra importante diferenca estrutural entre o anel das

matrizes e dos inteiros: é possivel tomar duas matrizes A e B nao nulas, tais que A-B =0.
10 0 0

o [P e

Por exemplo, fazendo n = 2, para as matrizes A = , temos

que A- B =0, onde 0 é a matriz nula de ordem 2.

[sto motiva as seguintes definicoes:

Definigao 2.1.3. Seja (A,+,-) um anel. Um elemento a # 0 de um anel A é chamado
divisor de zero quando existe b# 0 € A, tal que a-b=0 ou b-a =0.

Definigao 2.1.4. Dizemos que um anel (A,+,-) é sem divisores de zero quando dados

a, beA,sea-b=0,entdoa=00oub=0

Defini¢ao 2.1.5. Um anel (D, +,) comutativo e sem divisores de zero é chamado dominio

ou dominio de integridade.
Definicao 2.1.6. : Um anel (K, +,-) é chamado corpo se ele satisfazer a seguinte condicao:

M.4) Todo elemento diferente de zero de K possui um inverso com respeito & multiplicagao,
isto é,
Vee K—{0},3ye K talque -y =1.

Exemplos de Anéis comutativos: Z, Q , R , C.
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2.2 SUBANEIS

Seja (A,4+,-) um anel e B um subconjunto nao vazio de A. Suponhamos que B

seja fechado para as operacoes + e - de A, isto é,
a) r,yc B=>xr+y€enB

b) z, ye B=uz-y€ B.

Assim podemos também considerar a adi¢ao e o produto como operagoes em B.
Se (B,+,-) for um anel com as operagdes de A dizemos que B é um subanel de A.

Vamos agora dar um critério para que um subconjunto de um anel seja um subanel.

Proposicao 2.2.1. Seja (A, +,-) um anel e seja B um subconjunto de A. Entdo B é um

subanel de A se, e somente se, as seguintes condig¢oes sao verificadas.
(i) 0€ B ( o elemento neutro de A pertence a B)
(ii) z, y € B=x— y € B ( B ¢ fechado para a diferenga)

(iii) =,y € B=zy € B,Va,y € B (B é fechado para o produto).

Demonstracao: (=) Se B é subanel entao por defini¢do temos claramente as condigoes
(i), (ii) e (iii). Observe que o elemento neutro 0’ de B relativamente a adigdo é o mesmo
elemento neutro 0 de A, pois se b € B, entao 0/ =b+ (—b) = 0.

(<) Suponhamos que B C A e as trés propriedades (i), (ii) e (iii) sdo satisfeitas. Por (i)
segue que B # (), e por (i) e (ii) temos que,

(*) se x € B entdo —x=0—1z € B.

Agora, por (ii) e por (*) teremos, se x,y € B entdo x +y =z — (—y) € B, isto é, B é fechado
para a soma. Por (iii) B é fechado para o produto. Como as propriedades associativas,

comutativas e distributivas sao hereditarias segue imediatamente que B é um subanel de

A m

2.3 HOMOMORFISMO DE ANEIS

Sejam A e A’ dois anéis. Por comodismo vamos denotar as operacoes desses anéis
pelos mesmos simbolos + e - e denotamos por 0 o elemento neutro de A e por 0’ o elemento
neutro de A’. Se ambos anéis A e A’ possuirem unidade, denotaremos por 1 a unidade de
A e por 1" a unidade de A’.

Defini¢ao 2.3.1. Uma funcio f: A — A’ diz-se um homomorfismo de A em A’ se satisfa-

zem as seguintes condigoes:
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L f(z+y)=f(x)+ f(y) Yo,y € A;

2. flx-y)=f(z) - fly) Vz,y € A.

Dizemos que dois anéis A e A’ sdo isomorfos ( e escrevemos A = A’) se existir um

homomorfismo bijetivo f: A — A’ o qual chamamos de isomorfismo.

Os homomorfismos f: A — A também sao chamados de endomorfismos de A, e
os isomorfismo de A sobre si mesmo sao chamados de automorfismos de A. Denotamos
por End (A) o conjunto {f: A— A: f é endomorfismo}

Vamos agora provar algumas propriedades elementares de homomorfismo.
Proposigao 2.3.2. Sejam A e A" anédis e f: A — A’ um homomorfismo, entao:

a. f(0)=0
b. f(—a)=—f(a) Ya€ A

c. Se A e A’ sio dominios de integridade entdo ou f é a funcao constante zero ou

f)=1.

d. Se A e A’ sdo corpos entao ou f é a funcao constante zero ou f ¢ injetiva.

Demonstracéo: (a) E claro que em um anel a equacio X + X = X tem o elemento neutro
como tnica solugao e assim temos, 0+0=0= f(0+0) = f(0)+ f(0) = f(0) e portanto
f(0) =0 que é o elemento neutro de a’

(b) Seja a € A. De a+ (—a) = 0 segue pelo item (a) que: f(a)+ f(—a) =0 ou seja
f(=a) =—f(a)

(c) De 1.1 =1 segue que f(1)2 = f(1), isto é f(1)-(f(1) —1') = 0". Agora, A’ dominio
de integridade nos diz que ou f(1) =0" ou f(1) =1". Se f(1) =0 entdo segue que
flx)=f(z-1)=f(zx) - f(1) = f(z)-0' =0 Vo € A, ou seja, [ é a fungdo constante zero.
(d) Sejam A e A’ corpos e suponhamos que f nao é a fungao constante zero. Assim, pelo
item anterior sabemos que f(1) =1'. Vamos provar que f é injetiva. De fato, se x,y € A e
f(x) = f(y) teremos, f(x—y)="0". Suponhamos por absurdo que z #y, entdo r —y #0e A
corpo nos diz que 3 b € A tal que b- (z —y) =1 e dai segue que f(b)- f(x —y)=f(b)-0' =1

que é uma contradi¢ao. m
Teorema 2.3.3. Sejam A ¢ A’ anéis e f: A — A’ um homomorfismo. Entéo,
a. Imf={f(a):a € A} é um subanel de A’.

b. N(f)={a€ A: f(a)=0"} é um ideal de A, e f é injetiva < N(f)={0}.
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c. os anéis A/N(f) e Im f sdo isomorfismo.

Demonstragao: (a) De fato, claramente temos: (i) 0/ = f(0) € Im f; (ii) f(a), f(b) € Im
f=fla)=f(b)=fla=b) € Im f; (ili) f(a),f(b) € Im f = f(a) - f(b) = f(a-b) € Im f.

(b) Vamos provar que N(f) ={a € A: f(a) =0} é um ideal de A De fato, (i)
0.€ N(f) pois (0)=0; (i) a,be N(f) = f(a—b) = f(a)— f(B) =0/ ~0 =0 ou scja,
a—be N(f); (iii) Sejaxz € Aeae N(f)entao f(a-z)= f(a)- f(x)—O' flx)y=0"e
f(x-a)=f(z) f(a)= f(z)-0' =0 ouseja, a-x € N(f) e x-a € N(f). Assim N(f) é um
ideal de A. Agora, se f é injetiva, segue imediatamente que N(f) = {0} pois f(0) =0
Se f(z) = f(y). 2.y € A e N(f) = {0} segue, f(x)— f(y) =0/ = flz—y) =0/ > x—ye
N(f)={0} = x =y isso demonstra (b).

(c) Vamos definir uma fun¢ao F': A/N(f) — Im f bijetiva, a qual provaremos
ser também um homomorfismo de anéis. Defina F': A/N(f) — Im f por : F(T) = f(x)
Observe que F' estd “bem definida” é biunivoca pois: T=7 < x =y(modN(f)) < x—y €
N(f) & f(z)=fly) =0 F(@) = f(z) = f(y) = F(y). Também Im (F) ={F(z): T €
A/N(f)}={f(z):x € A} =Imf. Logo A/N(f) ~Imf como queriamos demonstrar. m

2.4 O CORPO DE FRACOES DE UM DOMINIO

m
Seguindo a construcao do corpo de fragoes Q = { cm,n € Z,n #* 0} a partir do
n

dominio 7Z, vamos construir um corpo K a partir de um dado dominio D.

Sejam D um dominio de integridade qualquer, D'=D —{0} e 6 = D x D' ={(a,b):
a € D,be D'}. Dados (a,b),(c,d) € 6, a relagao (a,b) ~ (¢,d) < ad = be, claramente define

uma relacao de equivaléncia no conjunto 9.

Vamos denotar por % ( em vez de (a,b) ) a classe de equivaléncia de (a,b) em 6,

ou seja
% ={(z,y) €d:2b=vya.}

a
Seja K o conjunto quociente 0/ ~= {b ra€Dbe D’}, entao

a x
—=—%br=ayem D.
by

Neste conjunto K definimos as seguintes operagoes:
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a c ad + be
Adicao: —+- = ———
1¢ao b + P bd
Multiplicagao: % . 2 = Z;

Observe que se b,d € D' entao b-d € D', pois D é um dominio de integridade.

Como das vezes anteriores em que definimos operagdes em conjuntos quocientes,

vamos provar que as operagoes acima estao “bem definidas” em K.

De fat h o _o e _ ¢ t
(§] ao, suponnamos que¢ — =—— € — = — €n ao, mostraremmos que.
P N P R 4
a ¢ ad
e, °
R R TR
Q)Q.E:ﬁ/.il
b'd v d
Ded_® c_¢ b’ = ba’ e cd’=dc’ em D
e —=— €6 — = — Segue que . a = Da € cd =dc em .
by Cq - g e
Agora
a _ad+bc_a'd’~|—b'c’ a

+

bd | vd b d
a'd +b'd)bd em D e isto ocorre se, e somente se, (ab’)(dd') +

ST

b
se, e somente se, (ad+bc)b'd =
(cd)(bV') = (a'b)(dd") + ('d)(bb

~

) em D e 1) segue das igualdades ab/ = ba’ e cd' = /d.

a CL/ /

Para a demonstragao de 2) basta observa que Y c—/ & (ab) - (ed') = (a'b) - (dd)
em D e o resultado segue pelas igualdades ab’= a’b e cd’ = ¢’d. Vamos denotar por a* =

% onde D e 1 é a unidade de D, e denotamos

D*:{a*:(ll:aeD}CK:{Z;aeD,beD’}.

E facil provar que D* é um dominio de integridade com unidade 1* € D*. Alids, 1* é tal

que,

a s Logro1x. 00
VgeKentaogi =1 5= %

e mais ainda,V%EKtemOS %+0*:O*+%:%
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Consideramos agora a seguinte funcao :

p: D — D*

a +— a*.

E de imediata verificacdo que :
a) Imp = D*
b) N(p) ={aeD:a*=0"} = {0}
c) pla+b)=(a+b)"=a*+b"=¢(a)+¢(b) Va,be D
d) pla-b)=(a-b)*=a"-b*=p(a)-pb)Va,beD
Portanto D ~ D* C K.

a a
Observe também que, se 7 #0* em K, isto é, a # 0 em D, entao 5 € K e mais,

b
- =1
a

Sal RS

Como D ~ D* C K dizemos que D esta imerso em K. Observe também que
1 1
b* - 5= 1*se b # 0, b€ D. Assim denotamos por (b*)~! = 5 5¢ b#0,b€ D. Agora é facil

provar que:

D*={a*:a€eD}C K= {a*-(b*)_l:a* € D,b* ED} , sendo b* # 0*}.

O corpo K construido nesse pardagrafo recebe o nome de corpo de fragoes do

dominio

Observagao 2.4.1 (O inverso multiplicativo no corpo de fragdes). Seja D um dominio de

integridade e [ seu corpo de fragoes. Dado qualquer elemento % #0 em FF, existe P el

tal que:

3

!
1

Sl

. p a\~!
Vamos determinar um representante para a classe = ou no caso, 3 . Note que :
q

ap 1
—=—-&ap=>
by 1 ap = 0q
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Assim, fazendo p =0 e g = a, pela comutatividade em D, podemos escolher como

a\—
representante para a classe (b) , 0 elemento, —.
a
-1
a b
Portanto, () =—.
b a

2.4.1 Usando o corpo de fragoes para definir divisao de fragcoes em Q

O corpo de fragdes de Z é o conjunto de classes de equivaléncia Z x Z - {0}/ ~

onde :
(a,b) ~ (¢,d) & ad=bc

que tem estrutura de corpo com as operagoes :

a c_ad+bc
e ¥
a C_CZC
) 3 7™ b

Como provamos, este é um corpo e portanto um dominio, que chamamos de Q.

Logo, também podemos construir o corpo de fragoes de Q, cujos elementos sao da forma:

, com a,c€ZebdeZ—{0}

&.\0‘0‘\@

No caso geral, sempre podemos ver D como um subanel de seu corpo de fragoes F,

através do mergulho (homomorfismo injetivo):

D —
a

—| e H

Quando D ja é um corpo, entao seu corpo de fracao IF é o proprio D, via o

isomorfismo,
o: F = D
a
— = ab!
b
Para provar que ¢ é de fato isomorfismo, primeiro garantimos a boa defini¢ao. Sejam

x a x a
r,a €D ey,be D—{0}, tais que — = 7 isto é, de modo que — e 5 representam a mesma

classe de equivaléncia. Logo, vale que xb = ya € D. Disto, segue-se que;

shb=ya=azb-(y b ) =ya(y b )=yt =ab = o (;) = (Z)
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b
=ab~!. Mas isto implica que xy~'- (by) = ab'- (by). Portanto, b = ay e

r a x a
Para provar a injetividade, suponhamos que —, 7 € [F sao tais que ¢ <> =y <)
Y Y
ou seja, ry !
.
assim, — =

a
b'

z
Para provarmos a sobrejetividade, seja z € D qualquer. Note que 1 € [, dai:

Resta provar que é um homomorfismo. Dados —, — € F, temos,
xra
DA [ ) = b —1
<p< b> w(yb> za(yb)
= zay b1

T a xb+ay
(53) = ()
= (zb+ay)(yb)~

= (zb+ay)(y~ o)
=y thb +ayy b

1

1

=y ' +ab”!

()6

Portanto, provando assim que ¢ é um isomorfismo de anéis.

Na pratica, a divisao de fracdes —3-/-5-, ¢ um elemento do corpo de fragao de Q,

que pelo isomorfismo anterior, podemos identificar como sendo :

(£) - ()5

&\O‘U‘\D
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Restando assim, a conhecida regra de “manter” o numerador e multiplicar pelo “inverso” do
)
denominador, a qual conhecemos nas nossas escolas como manter a primeira e multiplicar
)

pelo o inverso da segunda, a mesma iremos representar esse algoritmo como (IM).

Exemplo 2.4.2. Como justificar a divisao

(@] %‘W\ [\V]
~

Claro que para o aluno do ensino fundamental ndo podemos falar em classes de equivaléncia,
homomorfismo, corpo de fracao etc. Mas, usaremos a identificacdo que mostramos ser

verdadeira
= ab~! no corpo Q.

SallES

Em particular se b = 1, logo % =a.

Entao o primeiro passo é escrever

oy %‘C&"\ \]

a
na forma T

Para isso seria necessario multiplicar % por seu inverso %, e portanto, o nume-
rador também deve ser multiplicado por esse fator, para que nao haja alteracao na fragao

original, pois afinal, estamos apenas multiplicando por 1: Assim,

5 10 )

[GVIN )
=] Ot

W Do
W~ | Ot

T3 4 12 6

2
3

cnu;‘oo\w
\

ownn‘oo\w

mm‘mm
H

\
SIS
INIRS)

Justificando assim algebricamente a divisao de fragao (IM).

Nesta perspectiva, neste capitulo apresentamos toda fundamentacao tedrica neces-
saria para provarmos a divisao de fragdo do ponto de vista algébrico, utilizando conteidos
que sao abordados na formacao inicial de professores de matematica, mostrando assim que
os assuntos apresentados sdo importantes e fundamentais para os futuros docentes. No
préximo capitulo mostraremos uma forma de abordagem do ponto de vista geométrico
para a divisao de fracdo, onde utilizaremos como referencia o trabalho do professor (SILVA

CICERO, 2020).
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3 DIVISAO DE FRACOES E INTUICAO GEOMETRICA

Um dos problemas no ensino de divisao de fragoes é a prescri¢ao de regras e macetes
logo no primeiro contato do estudante com a operagao (LOPES, 2008). Isto caracteriza um
modo de ensinar baseado na exposicao de férmulas, associado a memorizacao sem instigar
o raciocinio dos alunos. Charalambous et al. (2011), comenta que este tipo de explicagao,
entitula-se “enunciar matematica”, em que basicamente se descreve o procedimento, isto €,

como fazer sem explicar de onde vem o fazer.

Ademais, o conceito de fracao é amplo, visto as diversas ramificagoes, maneiras
de abordagem e resolu¢ao de problemas, como bem explanou Rincén (2012) em seu
inventério reconhecendo estas seis principais abordagens: inverter e multiplicar (IM);
igualar denominadores (ID); conversao das fragoes em decimais (CD); produtos cruzados
(PC); uso da unidade fracionada (UF); e uso do protocolo da calculadora cientifica (CALC).
Quanto a escolha de abordagem para resolver fragoes, MORIEL JUNIOR (2014), em
sua pesquisa a 32 sites educativos, observou que majoritariamente (94%) faziam uso
da abordagem IM para calculo do resultado das expressoes, assim como nos estudos
sobre conhecimento docente. J4 Garcia (2013) constatou, em pesquisa a um grupo de 17
professores, que somente um fez uso de argumentagao formal (algébrica) para justificativa
da validade dos algoritmos IM, ID, enquanto os demais, sob alegacao de estar em livros

didaticos, aceitavam o IM e o ID como validos sem necessidade de justificativa.

Com base em tais investigagoes, realizamos uma pesquisa com amostragem por

1 com professores da educacio basica da regido de Cajazeiras, a fim de conhecer

conveniéncia
e ter uma intuicao se, durante a formacao inicial houve o estudo dos conceitos de algebra
e geometria, e se os mesmos foram informados sobre a importancia do dominio de tais
contetudos para auxilid-los no ensino de divisao de fragoes, bem como investigar se os

mesmos utilizam-se desses conhecimentos para o ensino.

Para a pesquisa aplicada com abordagem quantitativa aos professores, foi elaborado
o instrumento de coleta de dados composto por 6 questoes de multipla escolha - apresentadas
no apéndice - disponibilizado para resposta no Google Forms® e tabulacao pelos recursos

da ferramenta.

A coleta de dados ocorreu no periodo de 28 de agosto a 05 de setembro de 2022. O
convite para contribuir com a pesquisa foi enviado por meio de link do Google Forms®, por

mensagem individual via WhatsApp® a dez(10) professores da educagao basica. Resultou

1 A amostra por conveniéncia consiste em uma amostra nao probabilistica em que o pesquisador elege os

membros da populacdo que se encontram disponiveis e mais acessiveis
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em dez(10) respostas vélidas da pesquisa.

Fez-se o uso de metodologia de analise estatistica dos dados quantitativos por
meio de graficos atrelados a pesquisa de fundamentacao tedrica, Segue-se as andlises dos

questionarios:

Todos os dez professores da educacao béasica participantes da pesquisa, 100%,

afirmaram ja ter lecionado o conceito de divisao de fracao.
Figura 3.1 — Algoritmos da divisao de fracdo identificados

Observe a figura que apresenta a Tabela 6, de que maneira vocé costuma explicar divisdo de *
fragdo (vocé pode escolher mais de uma)?

Figura retirada do artigo: Moriel Junior, Jeferson Gomes. Meta-analise sobre Conhecimento
para Ensinar Divisdo de Fragdes. ISSN 1980-4415 DOI: http://dx.doi.org/10.1590
/1980-4415v33n65a02

Tabela 6 — Sete algoritmos da divisdo de fracdes identificados
NOMENCLATURA (SIGLA) ALGORITMO

Inverter ¢ multiplicar (IM) % e R

Igualar denominadores (1D) §+

Conversiio das fracdes em a. c_ax cy ax ad = f
S (“;} T e e sendo b.x=d.y poténcias de 10.
M & e aye el
Produtos cruzados (PC) S iy NG
Uso da unidade fracionada Se Baptionte € e e g Mg d‘E‘ -_..1\,2
(UF) ¢ - equivale a -, entdo - equivale a — ¢ a unidade  equivale a —.
Uso do protocolo da
calculadora cientifica (CALC) 2 - 3 B 1 - S B
Dividir numeradores e E+ 5 = :——:-& (Caso particular: a ¢ miltiplo de c ¢ b ¢ de d)
a c acd ¢ _ acd+c

denominadores entre si (DND) s+l + £ =
b d_ bed  d_ bedsd

Fonte: Dados organizados pelo autor a partir do corpus de estudos revisado (2019).

(Caso geral)

Fonte:(MORIEL JUNIOR, 2014)

Quando perguntado sobre as maneiras que costumam explicar o conceito de divisao
de fragao, fazendo uso da figura 3.1, e podendo escolher mais de uma opcao, dependendo
das maneiras que os mesmos abordavam o contetido, obtemos os seguintes resultados,
conforme mostra a figura ?7: dentre os métodos sugeridos, 100% dos professores fazem
uso do algoritmo inverter e multiplicar; Acrescido a 30% que também utilizam o método
produtos cruzados; 20% aplicam o método de igualar denominadores; 20% exploram a
técnica dividir numeradores e denominadores entre si; e 10% deles usam conversao de
fragoes em decimais. Observa-se o fato de que nenhum dos professores indicou utilizar o

algoritmo, unidade fracionaria, e o protocolo da calculadora cientifica.
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Grafico 3.1 — Algoritmos utilizados pelos professores

10 (100%)

2 (20%)

cD 1 (10%)

PC 3 (30%)
UF |0 (0%)
CALC |0 (0%)

DND 2 (20%)

Fonte: Resultados Originais da Pesquisa

Questionado se os professores cursaram as disciplinas que estudavam Estruturas
Algébricas e Geometria Plana, resultou-se que 100% dos professores participantes da
pesquisa igualmente afirmaram ter cursado ambas disciplinas. Visto isso, foi questionado se
em algum momento foi mencionado que algum contetido das disciplinas poderia ser usado
para entender ou explicar o conceito de divisao de fragao, conforme figura 3 observamos
que, durante a graduagao, tiveram conhecimento que algum dos conceitos ali estudados
poderiam ser utilizados para fundamentar o ensino da divisao de frac¢oes, sendo 10% na
disciplina de Estruturas Algébricas, 10% na disciplina de Geometria Plana, 60% em ambas

as disciplinas. Enquanto 20% nao tiveram conhecimento de tal possibilidade.

Grafico 3.2 — Percepgao de que o conceito de divisao de fragdo ¢ visto nas disciplinas

@ sim (nas duas disciplinas)
@ sim (apenas na disciplina de geometria)

© sim {apenas na disciplina de estruturas
algébricas)

® nio

Fonte: Resultados Originais da Pesquisa
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Grafico 3.3 — Uso dos conceitos aprendidos no ensino de divisdao de fragoes

@ sim (de geometria)
@ sim (de algebra)
sim (das duas)

® nio

Fonte: Resultados Originais da Pesquisa

Diante da pergunta se em algum momento fez uso dos conceitos aprendidos nas
disciplinas de geometria ou de algebra para ensinar fracao, evidencia-se na figura 7?7 que,
de modo geral, 60% dos professores aplicaram contetidos aprendidos nas disciplinas de
Estrutura Algébricas e Geometria Plana para ensinar fracao, sendo 30% proveniente das
duas, 20% de Geometria Plana e 10% de Estruturas Algébricas. No entanto, 40% nunca
usaram esses conceitos para ensinar fracao, que pode ir ao encontro de um dos problemas
no ensino de divisao de fragoes que é a prescricao de regras e macetes logo no primeiro
contato do estudante com a operagao (LOPES, 2008).

Apesar da limitacao da pesquisa acerca da pequena amostragem, em comparagao
ao numero real de professores da educacao basica que em sua pratica realizam o ensino de
divisao de fragdo, os professores da rede bésica de educacao da regiao de Cajazeiras parti-
cipantes da pesquisa demonstraram, em sua maioria, identificar que durante a graduagao
o conceito de fragao foi abordado nas disciplinas de Estruturas Algébricas e Geometria
Plana. Descobriu-se, assim como evidenciado em outras pesquisas semelhantes (JUNIOR
et al., 2019) e (GARCIA, 2013), a escolha majoritaria pelo método do algoritmo IM, no
entanto é notério que grande parcela possui a dificuldade em como transpor e transformar
os conceitos avancados aprendidos em ferramentas metodolégicas para o ensino, uma vez
que 40% nunca usaram conceitos formais algébricos ou geométricos para ensinar divisdo
de fragOes, o que sugere uma lacuna entre teoria e pratica e a necessidade de discussoes
mais pontuais e voltadas para as situagoes do ensino de divisao de fragoes no ambiente de

formacao.

Motivados por tais evidéncias, neste capitulo veremos uma abordagem do ponto
de vista geométrico afim de dar um sentido intuitivo a divisao de fragoes, tomando como

unidade uma fragao fixada.

Essa abordagem baseada no artigo de (SILVA CICEROQO, 2020) é uma sugestao
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para ser ministrada na formacao inicial ou continuada de professores. Para isso tomaremos
como referéncia os nimeros racionais para medir uma grandeza continua ( para quantificar
4rea de conjuntos comensuraveis?), abordando a divisdo de fracdes a partir de uma intuicao
geométrica, sem recorrer a memorizacao de macetes ou férmulas. Uma vez que para tal
tratamento é necessario o calculo de areas de figuras planas, inicialmente apresentaremos

o embasamento tedrico necessario e em seguida iremos trabalhar alguns exemplos de como

abordar a divisao de fra¢ao segundo (SILVA CICERO, 2020).

3.1 AREAS DE POLIGONOS

Os conceitos e proposicoes descritos nesta secao seguem de perto a construcao

sobre o célculo da drea de um retdngulo feita no Capitulo 5 do livro Caminha (2013).

Assumiremos que as seguintes propriedades sao validas:

3

a. Poligonos ° congruentes tém area iguais.

b. Se um poligono convexo 4 é particionado em um ntmero finito de outros poligonos
convexos (i.e., se o poligono é a unido de um numero finito de outros poligonos
convexos, tais que dois quaisquer deles partilham somente um vértice ou uma aresta)

entao a area do poligono maior é a soma das areas dos poligonos menores.

c. Se um poligono (maior) contém outro (menor) em seu interior, entdo a area do

poligono maior é maior que a area do poligono menor.

d. A area de um quadrado de lado lem é igual a lem?.

Tomando um quadrado de lado n, com n € N, o particionamos em n? quadrados de lados
1 cada. Denotando por A, a drea do quadrado de lado n, pela propriedade 2), devemos

ter A, igual 4 soma das areas desses n’® quadrados de lado 1, de modo que
A, =n?.

Como calcular a area de um quadrado cuja medida do lado seja um niimero racional?

Considere um quadrado de lado 7, com m,n € N, e drea Am. Ordenamos n? cépias deste
n

quadrado, empilhando n quadrados de lado * por fila, em n filas, formando assim um

quadrado de lado 7 -n = m. Este quadrado assim obtido, terd uma area maior, a qual

2 Em matemética, dois niimeros reais dizem-se comensuraveis se a razao entre eles for um nimero

racional.

Poligonos sao figuras planas fechadas formadas por lados que, por sua vez, sdo segmentos de reta e nao
se cruzam em nenhum ponto.

Poligonos sao convexos quando qualquer segmento de reta que possui extremidades em seu interior
estéd totalmente contido no poligono.
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j4 sabemos calcular, sendo igual & m?; por outro lado, como ele estd particionando em
n? quadrados, cada um dos quais de lado 7%, sua area ¢ igual 4 soma das dreas desses

quadrados menores de area Am, ou seja,
n

Portanto,

Amzmtm?

Com isto, sabemos calcular a area de um quadrado cuja medida do lado é um
numero racional e a pergunta natural que surge é se um quadrado de lado [, [ € R, possui
area A; igual a (2. Aqui apresentamos uma demonstracdo para isto diferente da feita em

Caminha (2013):

Dado € >0, seja k € N tal que k > @, (que existe, pois N é ilimitado). Assim, para
os racionais a e b com [ — i <a<l<b<l+ ﬁ, temos que b—a < %, entdo, construimos
quadrados de lado a e b, o primeiro contido no quadrado de lado [ e o segundo o contendo.
Como ja sabemos calcular areas de quadrados de lado racional, o postulado 3) garante

que area A; deve satisfazer as desigualdades
CL2 <A< b2.

Mas, como a? < [2 < b2, concluimos que ambos os nimeros A; e > devem pertencer ao

intervalo (az, b2>, logo,

| A =1 |<b?—a®=(b—a)(b+a)

< —(b+a),

1
k

mas, b+a=b—a-+2a < %+2l, dai,

|Al—l2|<

()

<—(1+2)<e

| = ] =

Isto prova que | A; —1? |=0, ou seja, A; = I°.

Portanto, temos a seguinte proposigao:

Proposicdo 3.1.1. Um quadrado de lado [ tem &rea [2.
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Figura 3.2 — Area do quadrado

A=b-h=1
N L

i ]
b=

Fonte: Mundo Educagédo, Disponivel em <http://llnq.com/Xdgmx>, 2022.

Argumentos analogos nos permitem demonstrar que um retangulo de lados a e
b tém area igual a ab, seguindo os mesmos passos, primeiro provando ser valido para o
caso em que as medidas dos lados do retangulo sao nimeros naturais, em seguida supondo
que as medidas dos lados sao niimeros racionais, e com a mesma técnica utilizada para
os quadrados, generalizar para medidas quaisquer. Assim, podemos apresentar a seguinte

proposicao;

Proposicao 3.1.2. Um retangulo de lados a e b tem area ab.

Formalmente tendo estabelecido o calculo da area de quadrados e retangulos,
vejamos, expondo os exemplos trabalhados em Silva (2020) como abordar do ponto de

vista geométrico, a divisao de fragoes em sala de aula.

3.2 PROBLEMAS SOBRE DIVISAO DE FRACOES UTILIZANDO CAL-
CULO DE AREAS

Usaremos a terminologia da se¢ao anterior e denotaremos por A, a area de um

quadrado de lado n.

Exemplo 3.2.1. Considere um quadrado de lado 1 e decomponha um lado deste quadrado

em cinco partes, formando cinco retangulos justapostos, conforme figura 3.3.
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Figura 3.3 — Exemplo 1

Fonte: Silva Cicero, (2020)

Entao, a area de cada retangulo é igual a % e A; éigual a soma das areas destes
retangulos, ou seja, A;=1=5- (%) — 0= % ( Significa que o quadrado de lado 1 dividido
pela unidade fixada % forma cinco reténguloss justapostos de areas iguais. Assim, Ay cabe
cinco vezes os retangulos de areas medindo % Isso nos permite trabalhar com fracoes
multiplos da unidade fixada % Por exemplo, como efetuar a divisao da fragao % pela fracao
%? Na figura 3.3 a regiao colorida equivale a fracao %, que é portanto, duas vezes a unidade

fixada %, assim,

(SIS
|
[\
~
(Sl
~—
I
[\

Seguindo uma linha construtiva para trabalhar a divisao de quaisquer fragoes, o
autor sugere o seguinte problema e sua respectiva solug¢ao, usando a ideia de escrever a

fracdo em termos de uma unidade fixada.

Exemplo 3.2.2. Quanto vale % dividido por % ?

Aplicando a este caso a ideia usada anteriormente, tomamos um quadrado de lado
1, onde um dos seus lados serd dado em termo da unidade de medida % e outro em termo

da unidade de medida %, conforme figura 3.5.
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Figura 3.4 — Exemplo 2

Fonte: (SILVA, 2020)

Isto ¢, decompomos um lado do quadrado em duas partes iguais e o outro lado

em seis partes iguais, formando doze retangulos justapostos, cada um com &area igual a

1 1 1 ix . N ~
35 = 13- Observe na figura 3.5 a regiao colorida que corresponde a um retangulo de

lados % e 1, logo, sua area ¢ igual a %, que por outro lado ¢ igual a soma das areas de seis
retangulos de area %, ou seja, % =6- % Por outro lado, também podemos perceber na

figura 3.5 que os retangulos de lados 1 e %, contém dois retangulos de area %, ou seja,

% =2 %, e assim conseguimos expressar ambas as fragoes % e % em termos da unidade

fixada 11—2 Isso nos permite facilmente deduzir o valor da divisao de % e %:

SN[EN NI
Il
D
ol
I
w

DO
Sl=

Com base nestes exemplos apontados em Silva (2020), propomos a seguinte
abordagem para o problema geral de efetuar a divisao de § por §, com a,c € Z, b,d € Z\ {0}

quaisquer.

Exemplo 3.2.3. Sejam a,c € Z, b,d € Z\ {0}. Qual o valor da divisdo de 3 por 37
Seguindo a ideia construida no exemplo anterior devemos visualizar § e § como
dreas dadas em termos de uma unidade fixada. Como § =a- % eg=c: é, aplicaremos a

técnica desenvolvida no exemplo anterior para calcular a divisao de % por é.

Tomamos um quadrado de de lado 1 e dividimos um lado em b partes iguais de
medida % e outro lado em d partes iguais a é, conforme figura a seguir. Com isso obtemos

A , . |
bd retangulos de areas iguais a ;.
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Figura 3.5 — Caso geral
1

ol

b reténgulos 1

d d retangulos

Fonte: Autor

Agora, no retangulo de lados % e 1, cabem d retangulos de area é e analogamente,

no retangulo de lados 1 e %, ha b retangulos de area %, de modo que

53
Pl
_a
¢ g
_a dog
c b-%
_a d
=
_a d
=5

onde na tultima igualdade apenas reorganizamos para recuperar o conhecido algoritmo da

divisao de fracgoes, s6 que desta vez usando cédlculo de areas.

A importancia de tratar em cursos de formagao inicial e continuada abordagens
dessa natureza se justifica pelas iniimeras pesquisas que reafirmam que a aprendizagem
é significativa quando a abordagem do problema nao é feita apenas apresentando uma
formula a ser decorada, sem qualquer justificativa, mas quando o abordam com diferentes

exemplos e métodos didaticos.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

A fim de investigar alguns dos conhecimentos matematicos especificos sobre a
divisdo de fragoes em um curso de licenciatura em matematica - objetivo geral deste
trabalho - para que o futuro professor ao adquiri-los, permita-lhe entender como surge o
algoritmo da divisao, e por conseguinte sua futura pratica nao seja uma repeticdo mecanica,
focada apenas em procedimento, apresentamos os niimeros racionais, e portanto as fracgoes,
como sendo o corpo de fragoes dos inteiros, com duas operac¢oes bem definidas de adicao e
multiplicagdo. Visualizando uma fracao como uma classe lateral, estendemos esse conceito
aos racionais para assim entender, formalmente, o que representa a divisao de duas fragoes
e justificamos, por meio da existéncia de inverso para a operagao de multiplicagao, o

porqué do algoritmo da divisao.

Alcancamos os objetivos especificos com a abordagem do conteido de Algebra
Moderna: formalizando o conceito de fracao, desde a definicao e operagoes bésicas, como
é aplicado nos cursos de graduacdo em licenciatura em matematica, com enfoque na

construcao da prova da divisao de fracao apontando teoremas e exemplos.

Os Professores da rede basica de educagao da regiao de Cajazeiras - participantes
da pesquisa aplicada - demonstraram, em sua maioria, identificar que durante a graduacao
o conceito de fragao foi abordado nas disciplinas de Estruturas Algébricas e Geometria
Plana. Observou-se que ha, sim, a aplicagdo deste contetiddo no ensino de divisao de fracao,
majoritariamente pelo método do algoritmo IM, no entanto é notério que grande parcela
possui a dificuldade em como transpor e transformar os conceitos avancados aprendidos em
ferramentas metodologicas para o ensino. Real¢cando de tal modo o MTSK como modelo
teodrico que descreve o conhecimento profissional especifico e especializado que deve possuir
um professor para ensinar matematica. As evidéncias da pesquisa motivaram ainda a
abordagem da divisao de fracao utilizando a Geometria Plana, fazendo uso de exemplos e

dos nimeros racionais, conforme apresentado no trabalho de Cicero Silva (2020).

Ressaltamos a importancia deste trabalho para o mundo académico, uma vez que
ao professor dispor de tal conhecimento, tem dominio do conteiido que leciona, tem maiores
chances de juntamente com os saberes referentes ao conhecimento pedagdgico do contetido,
possibilitar uma aprendizagem significativa sobre a divisao de fragoes, contribuindo para o
letramento matematico e para alcancar os principais objetivos da educacao matematica no
Ensino Fundamental, que é desenvolver a capacidade de agir matematicamente nas mais
diversas situacoes da vida, desenvolver o pensamento critico, a autonomia e a capacidade

de reconhecer que os conhecimentos matematicos sdo fundamentais para a compreensio e
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a atuagao no mundo.

Para enriquecimento do tema, incentivamos novos estudos com profunda aborda-
gem dos saberes que se referem ao conhecimento pedagogico, identificando na literatura
estudos que abordam caracteristicas de aprendizagem de Matematica, o desenvolvimento
cognitivo de um estudante em Matematica, que evidenciem erros comuns de estudantes ao

lidarem com fragoes.
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APENDICE A -



Vocé ja lecinou o conceito de divisdo de fragdo? *

sim

nao

Observe a figura que apresenta a Tabela 6, de que maneira vocé costuma explicar divisao de
fragdo (vocé pode escolher mais de uma)?

Figura retirada do artigo: Moriel Junior, Jeferson Gomes. Meta-analise sobre Conhecimento
para Ensinar Divisao de Fragoes. ISSN 1980-4415 DOI: http://dx.doi.org/10.1590

/1980-4415v33n65a02

Tabela 6 — Sete algoritmos da divisdo de fragdes identificados

NOMENCLATURA (SIGLA)

ALGORITMO

Inverter e multiplicar (IM)

Igualar denominadores (ID)

Conversio das fracoes em

a . ¢ ax . cy ax ad

e S et S == —§ b.x=d.y poténci 0.
decimais (CD) e N o e sendo b.x=d.y poténcias de 1
Produtos cruzados (PC) %—3 - % Xdi = “—f
Uso da unidade fracionada SeCapararin® aacd e idade & equivale a =2
(UF) e - equivale a -, entdo - equivale a .= ¢ a unidade = equivale a —.

Uso do protocolo da
calculadora cientifica (CALC)

2@ 36 10«58 |10.3.

Dividir numeradores ¢
denominadores entre si (DND)

s+ 5= 5 (Casoparticular: g ¢ miltiplode c ¢ b é de d)
acd L. £ _ acd+c

bed d__ bed=d

(Caso geral)

Fonte: Dados organizados pelo autor a partir do corpus de estudos revisado (2019).



cD
PC
UF
CALC

DND

Vocé cursou a disciplina que estudava estrutura algébricas (grupos, anéis e corpos)? *

sim

Vocé cursou a disciplina que estudava geometria plana (aréas de figuras planas)? *

sim



Em algum momento foi mencionado que algum contetido desta disciplina poderia ser usado
para entender ou explicar o conceito de divisao de fracao?

sim (nas duas disciplinas)
sim (apenas na disciplina de geometria)

sim (apenas na disciplina de estruturas algébricas)

Em algum momento vocé usou conceitos aprendidos nas disciplinas de geometria ou de
algebra para ensinar fragao?

sim (de geometria)

sim (de algebra)

sim (das duas)
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