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RESUMO

O estudo de limites € algo essencial quando nos referimos ao Calculo Diferencial, ja
gque 0 mesmo € base para entender o comportamento de diversas funcdes. Neste
sentido, compreende-se que o estudo de limites de funcdes € de suma importancia
como pré-requisito de outras disciplinas, bem como nas aplicagées em profissdes de
carater administrativo, tecnolégico e engenharia. No entanto, as disciplinas de
matematica sdo consideradas complicadas pelos discentes e como consequéncia,
tende a ter os maiores indices de reprovacdo. Por este motivo, através de uma
abordagem qualitativa, este trabalho tem como objetivo, analisar softwares e
ferramentas digitais que podem contribuir para o ensino do conceito de limite de
fungbes no ensino superior. Como resultado, sdo apresentados softwares e
ferramentais digitais que podem ser utilizadas por professores, bem como suas
potencialidades e limitagbes de seu uso no ensino de limites de fungdes.

Palavras-chave: Limites de Fungdes; Softwares; Ferramentas Digitais.



ABSTRACT

The study of limits is essential when we refer to Differential Calculus, since it is the
basis for understanding the behavior of various functions. In this sense, it is understood
that the study of function limits is of paramount importance as a prerequisite for other
disciplines, as well as for applications in administrative, technological and engineering
professions. However, mathematics subjects are considered complicated by students
and, as a consequence, tend to have the highest failure rates. For this reason, through
a qualitative approach, this work aims to analyze software and digital tools that can
contribute to the teaching of the concept of limit of functions in higher education. As a
result, software and digital tools that can be used by teachers are presented, as well
as their potentialities and limitations of their use in teaching function limits.

Keywords: Limits of Functions; Software; Digital Tools.
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INTRODUCAO

O estudo de limites é algo essencial quando nos referimos ao Célculo
Diferencial, ja que o mesmo € base para entender o comportamento de diversas
funcdes. Segundo Neto (2015), no século XVII, as derivadas e integrais ja tinham sido
calculadas por Newton e Leibniz, porém o conceito de limite ainda era vago, e sua
utilizacdo era informal e sem o rigor matematico. Apenas no século XIX os
matematicos Augustin Louis Cauchy (1789-1857) e Karl Theodor Wilhelm Weierstrass
(1815-1897) conseguiram formaliza-lo. Assim, temos que o surgimento do célculo
seguiu uma ordem diferente, sendo o calculo integral o primeiro, seguindo tempos

depois o diferencial.

Aideia de integragao teve origem em processos somatérios ligados ao célculo
de certas areas e certos volumes e comprimentos. A diferenciacdo, criada
bem mais tarde, resultou de problemas sobre tangentes a curvas e de
questdes sobre maximos e minimos. Mais tarde ainda, verificou-se que a
integracéo e a diferencia¢do estdo relacionadas entre si, sendo cada uma
delas uma operagéo inversa da outra (EVES, 2004, p. 417).

Sendo assim, temos que os processos citados dependem do conceito de limite
de uma funcéo, pois ele é necessario para definir com precisdo o comportamento de
funcdes nas proximidades de pontos de seus dominios. Deste modo, podemos dizer
gue o limite de uma fungéo € utilizado para compreender o comportamento local de
funcdes, portanto, o conceito de limite pode ser aplicado em diversas areas do
conhecimento, por exemplo, o estudo de variagcdes de fungcdes de precos e ofertas, e
custo total (BOCKER, 2017).

Neste sentido, compreende-se que o estudo de limites de funcdes é de suma
importancia como pré-requisito de outras disciplinas, bem como nas aplicacées em
profissbes de carater administrativo, tecnolégico e engenharia. No entanto, as
disciplinas de matematica sao consideradas complicadas pelos discentes e como
consequéncia, tendem a ter os maiores indices de reprovacao (HALLAL, et al., 2019).
“Em particular, a disciplina Calculo Diferencial e Integral é protagonista de elevados
indices de reprovagédo e apresenta um historico de discentes com dificuldades no
entendimento desse componente curricular” (MACEDO; SILVA; CARVALHO, 2022,
p.1). Esse indice de reprovagdes, podemos apontar como uma possivel causa, a ma
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formacgao da base educacional, na qual diversos fatores no ambiente escolar podem
influenciar nessas dificuldades.

Tendo como base Rafael (2017), podemos afirmar que varios fatores podem
acarretar nessa dificuldade do aluno, tais como: um ensino basico apresentado de
forma irregular, escolhas equivocadas de métodos de ensino, falta de compreensao
dos problemas relativos aos livros didaticos com informagdes resumidas, uma falta de
relacionar o conteddo com a aplicagao, entre outros diversos problemas. Quando o
aluno adentra o ensino superior, € necessario que ele utilize o conhecimento que esta
em sua “bagagem”, no entanto, o mesmo passa a ter problemas na hora de assimilar
0s assuntos vistos anteriormente, j& que na maioria das vezes, o aluno sequer teve
contato com esses conteudos tidos como basicos.

Atualmente, alunos e professores utilizam constantemente aparelhos de cunho
digital para comunicar-se uns com o0s outros, e também para obter informacgdes,
consequentemente a busca por esses recursos cresce constantemente, e deste
modo, torna-se possivel a utilizacdo desses aparelhos como uma ferramenta que
auxilia no aprendizado do discente, conhecidos como softwares educacionais. Alves
(2018) afirma que os alunos estao todos interconectados e conectados com as redes
de internet e com a quantidade absurda de informacgdes, que nos torna ansiosos pela
rapida execucao de tarefas cotidianas, criando uma geracao de discentes e docentes
que buscam tecnologias de forma a facilitar o ensino.

De acordo com Fonseca e Henrique (2016, p.305) a integracdo de softwares
educacionais proporciona aos alunos oportunidades de elaborar conjecturas, refletir
sobre o trabalho realizado, raciocinar e investigar ideias fundamentais do célculo.
Nessa perspectiva, torna-se interessante a utilizagdo de ferramentas tecnolégicas
como auxilio no processo de ensino e aprendizagem, pois as mesmas podem

contribuir de forma satisfatoria nesse processo de construcéo do saber.



16

Definicao do Problema

As aulas ministradas na disciplina Célculo Diferencial Integral tendem a criar
inquietacdes e repudio no corpo discente, sendo essas afirmagcdes baseadas em
Rafael (2017). Como comentado anteriormente, esses sentimentos negativos pela
disciplina, surgem devido a diversos fatores encontrados tanto no ensino superior
guanto na educacgao basica irregular. Esses fatores prejudicam na formacao de um
professor, a qual necessita ter uma compreensao aprofundada da Matematica que vai
instruir, ter um conhecimento profundo dos conceitos, procedimentos e das estruturas
matematicas (ALBUQUERQUE et al., 2006).

Devido a esses obstaculos no meio educacional, surge a necessidade de
buscar melhorias no ensino dos alunos na graduacdo, sendo assim, poderiam ser
explorados de melhor forma os recursos virtuais, pois isto provocaria uma aula mais
dindmica e atrativa. Hellmann et al. (2016) relata a importancia da utilizacdo de
ferramentas no aprendizado ao descrever:

A utilizacdo dos recursos computacionais, particularmente na educacao,
ocupa uma posicao central, e por isso é importante refletir sobre as mudancas
educacionais provocadas por essas tecnologias, propondo novas praticas
docentes e buscando proporcionar experiéncias de aprendizagem
significativas para os alunos (HELLMANN et al. 2016, p. 35).

Logo, as ferramentas digitais como softwares, apresentam novos desafios que
podem gerar grandes feitos nas praticas docentes. Deixando um ambiente atrativo e
dindmico para os discentes. Assim, surge a questao norteadora desta pesquisa: Quais
e como o0s softwares podem contribuir para o ensino de limite de fungdes no ensino

superior?

Objetivo Geral

e Analisar softwares e ferramentas digitais que podem contribuir para o ensino

do conceito de limite de fun¢des no ensino superior.

Objetivos Especificos



17

e Incentivar o uso de ferramentas digitais nas praticas docentes, por meio de
relatos de autores que apoiam o uso de softwares;

e Investigar quais ferramentas digitais podem ser utilizadas para o ensino de
limites, com o intuito de compreender o conceito de limites;

e Identificar potencialidades e limitacbes das ferramentas digitais para o estudo
de limites de funcdes por meio do uso dos softwares.

e Identificar situagdes para quais os discentes podem usar os softwares para o
auxilio na resolucao de atividades.

Importancia da Pesquisa

Buscando proporcionar uma experiéncia de aprendizagem mais significativa
para os discentes, auxiliando a superar possiveis dificuldades na disciplina e
incentivar o uso de recursos computacionais em ambientes de ensino superior para o
entendimento do conceito de limite de funcdo. Nesse contexto, softwares
educacionais s&o vistos como auxiliares na solugcao de problemas encontrados no
ensino superior, pois sao apresentados como uma nova proposta didatica
colaborando com a motivagao e a participagcao mais ativa do aluno (HELLMANN et
al.,2016). Em particular, os softwares que serao verificados serdo: Geogebra,
Photomath, Symbolab e WxMAXIMA. Boa parte dessas ferramentas sao distribuidas
gratuitamente, no entanto, existem casos em que é necessario que se fagca uma
assinatura para usufruir de certos recursos, como no caso do aplicativo Symbolab,
gue exige assinatura mensal ou anual, para permitir 0 acesso a recursos unicos.

Como aluno do curso Licenciatura em Matematica no Instituto Federal de
Ciéncias e Tecnologia da Paraiba (IFPB) - Campus Cajazeiras, sentia inicialmente
dificuldades no entendimento do conteudo sobre limites de fungdées. Em Calculo
Diferencial e Integral |, preocupado, um colega me indicou alguns aplicativos para
ajudar nos meus estudos, sendo um deles o Photomath, uma simples ferramenta que
ajudou a entender as propriedades e aplicagdes de limites na resolucao de questodes.
No entanto, esse aplicativo tem suas limitagdes, assim, precisando utilizar outros
softwares. Com as aulas presenciais e 0 uso das ferramentas em questdo, foi

possibilitado resolver os exercicios propostos e entender as propriedades. Assim,
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esse trabalho relatara a importancia e a potencialidades dos recursos tecnoldgicos

para facilitar a aprendizagem.

Aspectos Metodologicos

Esse Trabalho de Conclusdo de Curso (TCC) possui natureza basica, pois
tende a ser uma pesquisa com 0 intuito de gerar novos conhecimentos sem uma
aplicacado na pratica, ja que utiliza materiais de outros autores para encontrar uma
resposta a problematica do trabalho.

Em relacdo a sua abordagem, utilizamos o método qualitativo, que segundo
Marconi e Lakatos (2010), se trata de uma pesquisa que tem como premissa, analisar
e interpretar aspectos mais profundos, descrevendo a complexidade do
comportamento humano e ainda fornecendo analises mais detalhadas sobre as
investigacoes, atitudes e tendéncias de comportamento. Assim, a pesquisa nao se
mensura apenas com 0s numeros e dados adquiridos, mas com o objetivo de focar
nos aspectos mais subjetivos como ideias e pontos de vista.

Esta pesquisa é de cunho exploratério, algo que Gil (2007), afirma que sendo
assim, ela permite que o autor faga levantamentos bibliograficos, entrevistas com
pessoas que tiveram experiéncias praticas com o problema pesquisado e analise de
exemplos que estimulem a compreensao do mesmo. Deste modo, ao optarmos por
um levantamento bibliografico, tomamos como referéncia para tal escolha, o
pensamento de Severino (2007), onde o0 mesmo afirma que a partir dos materiais
disponiveis, decorrentes de pesquisas anteriores, em documentos impressos, como
livros, artigos, teses, entre outros, utilizam-se dados de categorias teédricas ja
trabalhadas por outros pesquisadores e devidamente registrados.

Portanto, essa producéao tedrica servira para a construgdo da fundamentagéo
tedrica da pesquisa. Esses materiais encontram-se nas seguintes plataformas de
pesquisa: Na Coordenacado de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior
(CAPES), CAPES Periédicos e Google Académico. E, nessa perspectiva, o estudo
abordado se caracteriza por identificar quais possiveis softwares possibilitam ou nao
o aprendizado dos conceitos de limites de funcdes na disciplina de Célculo Diferencial
e Integral.

Além disso, € fundamental a selecao de uma boa fundamentagao tedrica,
sendo levado em conta, autores como Eves (2004), Bocker (2017), Rafael (2017),
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Alves (2018), dentre outros. Um ponto importante para ressaltar no trabalho é os
processos que sera seguido com intuito de executar a pesquisa bibliografica que séo
de suma importancia, no qual com base em Freitas e Prodanow (2013), dividimos esse
processo em etapas, sendo elas apresentadas a seguir na Figura 1, e descritas logo
apds esta figura.

Figura 1: Etapas da Pesquisa

1 2 @

Levantamento Formulagao de

Escolha do tema —>

bibliografico - problema
6 (s) (a) _
. d ~Elaboracao do
Leiturado |, . .
. €—Busca das fontes [« plano provisorio
material
do assunto

7 ® ®
/ /

Organizagao
Iégica do assunto

h 4

Fichamento Redacao do texto

FONTE: Prépria

A primeira etapa, considerada até entdo uma das mais dificeis, devido aos
diversos temas envolvidos, se refere a definicdo de uma area e ao propésito desta
pesquisa. Onde o interesse no meio tecnoldgico contribuiu para a escolha do tema
formulado, que envolve ferramentas digitais no intuito de avaliar os possiveis
potenciais no aprendizado do conceito de limites de fungdes, sendo o tema o “O
ensino do conceito de limite de fungdes no ensino superior através de softwares e
ferramentas digitais”.

Na segunda etapa, no més outubro de 2021, foi iniciado o levantamento
bibliografico que se estendeu até o més fevereiro de 2023, no qual, ao pesquisar por
algumas palavras-chave como “limite de fungao”, “limites de fungdes”, “limite de

funcdes” e “limites de fungao” nas plataformas digitais ja mencionadas anteriormente.
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Dentre os arquivos encontrados entre o ano de 2015 até 2023 foram selecionadas as
produgdes que tinham em seus titulos ou resumos o termo “tecnologia”. Deste
resultado buscou-se o download das produgdes que estavam disponiveis para uma
leitura mais detalhada.

O resultado desta pesquisa pode ser observado na Tabela 1 abaixo:

Tabela 1: Resultado da pesquisa

Bases fltjn,:géeés(ég:) tecnologia pos-exclusao
CAPES 5 1 1
Google 529 20 20

académico
Capes periddico 14 1 1
Total 22

FONTE: Prépria

Na terceira etapa, foi feita a formulacdo do problema. Esta parte se trata da
proposta de uma pergunta suscetivel a solugdo, ou seja, uma pesquisa que possua
meios para solucionar o problema proposto. Para isso, foi realizada a leitura do
material encontrado e com a ajuda do orientador, foi decidido que a problematica é
saber quais os softwares que podem contribuir para o ensino do conceito de limite de
funcgdes.

Na quarta etapa, elaboracao do plano provisério do assunto, se fez necessaria
a construcao de ideias oriundas dos aspectos que estao relacionados ao problema do
trabalho, esse roteiro ajudou na triagem do material recolhido, pois foi selecionado e
retirado o que seria dispensavel.

Na etapa de numero cinco, ap6s a leitura dos titulos das producdes e trabalhos,
foram escolhidos alguns trabalhos para serem usados como suporte na pesquisa, a
escolha foi feita avaliando os temas de cada material para aferir se as propostas se
aproximavam ao que seria trabalhado.

Na sexta etapa, ap6s a escolha do material que seria usado para a construcao
do trabalho, foi feita a leitura das produgdes selecionadas, com intuito de captar
informagdes que foram colocadas no roteiro.

A etapa de numero sete, pode ser considerada como sendo um complemento
da etapa anterior, pois através da leitura do material, retiramos algumas citagdes e
referéncias para a construcao da fundamentacao tedrica deste trabalho.
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Na etapa de numero oito, foi elaborado um caminho do que seria trabalhado e
usado na confecgédo do texto, pois com as informag¢des adquiridas e organizadas a
construcao do texto se daria de forma agradavel, e ndo correria o risco de perder o
foco da pesquisa.

Na nona etapa, a producao do trabalho de conclusao de curso continua. Sendo
gue nessa etapa, a escrita do texto em si, se torna presente e também as orientagdes
e corregdes feitas pelo orientador no texto produzido pelo orientando.

Através do cumprimento das etapas apresentadas, foi possivel construir as
ideias necessarias para o trabalho, além de permitir abordar os pontos necessarios
na pesquisa. Vale salientar, que estas etapas foram essenciais na producéo deste
trabalho, pois sem elas ndo seria possivel apresentarmos as ideias de forma

organizada, e com a credibilidade exigida na produ¢ao de um trabalho académico.
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FUNDAMENTACAO TEORICA

O conceito de limite de uma fungao é um dos primeiros contetdos trabalhados
na disciplina de Calculo. Este é usado com intuito de compreender o comportamento
de uma fungdo na proximidade de um ponto. A primeira vista, tal conceito é algo
simples, porém quando se trata desse assunto, os discentes tendem a ter dificuldades
em compreendé-lo. Um dos fatores que pode estar contribuindo para essa dificuldade
no processo de aprendizagem dos conceitos de limites de uma fungéo, é a maneira
gue os livros costumam abordar o conteudo.

De acordo com Guidorizzi (2013), o conceito de limite é definido como algo
delicado na disciplina de Célculo. Em seu livro, de inicio o autor divide a introdugéo
em conceito de continuidade e de limite. Além disso, ele apresenta de forma intuitiva
como reconhecer uma fungéo continua. Observe as imagens abaixo, que representam

os graficos das funcdes f (Figura 2), e g (Figura 3).

Figura 2: Grafico de f Figura 3: Grafico de g
YA L |
4
FO) bwswawws; /
/(p) g@ b ----. !
// X p X x // P x
FONTE: (GUIDORIZZI, 2013) FONTE: (GUIDORIZZI, 2013)

Veja que os graficos acima mostram a diferenga entre duas fungbes (uma
continua e uma nao continua). O grafico de f (Figura 2), mostra uma funcao continua,
pois a mesma ndo apresenta um “salto” no ponto p, e portanto, esta funcao f é
continua em p, ja o grafico de g (Figura 3) representa uma funcado nao continua, na
qual existe um “salto” no ponto p , e portanto, esta funcao g nao é continuaemp .

Ainda de acordo com Guidorizzi, na Figura 2, é exposto um conceito de limite
no qual, conforme x se aproxima de p, pela direita ou pela esquerda, os valores de

f(x) se aproximam de f(p); e quanto mais préximo x estiver de p, mais préximo estara
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f(x) se aproximando de f(p). Ja na Figura 3, isso nao acontece devido a fungdo g nao
ser uma fungao continua.

Em seu livro, Guidorizzi, apds apresentar inicialmente a ideia intuitiva de
continuidade, e trabalhar alguns exercicios de fixacao, ele apresenta também,
situacdes que destacam uma definicdo que permite distinguir o comportamento das

funcbes f e g, ou seja, quando elas possuem um “salto” ou néo.

Figura 4: Gréfico fde p

! :p;— ‘ /(p)
Py
i Y |
F(p) + ¢ J(p) + ¢
N :
J(p) fp)
”
fp f(p
— - -
X
A 1

FONTE: (GUIDORIZZI, 2013)

A imagem acima mostra uma fungao f, e um ponto p qualquer. Note que ela é
continua e nela existe a possibilidade de identificar valores que se aproximam do
ponto p pela direita ou pela esquerda. Guidorizzi, afirma ainda que essa fungéo
satisfaz em p a propriedade “para todo € > 0 dado, existe § > 0 (6 dependendo de ¢),
tal que f(x) permanece entre f(p) — € e f(p) + € quando x percorre o intervalo Jp - 4,
p + &[, com x no dominio de f”. Ja no caso, da funcéo g (Figura 5) nao satisfaz em p

tal propriedade, devido ao “salto” que apresenta.
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Figura 5: Gréfico g de p
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FONTE: (GUIDORIZZI, 2013)
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Observe na Figura 5, que para € > 0 ndo existe § > 0 que torne verdadeira a
afirmagédo que "Vx EDg,p-S<x<p+d — g(p) — €< g(x) < g(p) + ", sendo assim,
qualquer § > 0 que se tome, teremos x percorrendo o intervalo |Jp — 6, p + §[, no
entanto, g(x) ndo permanece entre g(p) - € € g(p) + €. Nesse caso, o livro apresenta
a propriedade que é adotada como a definicao de continuidade, e a mesma é utilizada
para resolver outros exemplos resolvidos nos demais exercicios, finalizando assim o
topico de continuidade e entrando na definicdo de limite. Nessa parte, sao
apresentadas 4 situacoes para trabalhar inicialmente a definicdo de limite, de forma
intuitiva, utilizando as informacdes usadas em continuidade, focando ainda mais nas
proximidades do ponto p e no que isso reflete no eixo das ordenadas. Observe a

Figura 6:

Figura 6: Definigao de limite

a) 4 b) )

7
VA
d)
<3
7/ P >

FONTE: (GUIDORIZZI, 2013)
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O autor apresenta uma funcao f e um ponto p no dominio da funcéao ou da
extremidade de um dos intervalos que compdem o dominio de f. Considerando as
situacdes acima, ele mostra que em (a),f nao é definida em p, no entanto existe L que
satisfaz a seguinte propriedade: Ve >0dado,36>0|Vx€EDs,p—-S<x<p+6,x#
p—oL-e<f(x)<L+e(1)

Em seguida, ele mostra que na situagao (b), f esta definida em p, mas a mesma
nao é continua no proprio ponto, porém, existe um L que satisfaz (1); observe que
neste caso, a restricdo x # p € necessaria. Na situacdo (c), é continua em p,
satisfazendo L = f(p). Finalizando essa parte, temos que no livro, no (d) ndo existe L
satisfazendo (1) em p, devido ndo conseguir valores tado proximos do ponto p que
refletem nos valores préximos do ponto no eixo vertical. Também temos que a
propriedade (1) equivale a:
Ve>0dado,36>0|Vx€EDfO<|x—-p|<d—|f(x) - L <e Sendoque 0 < |x - p|
<fop-6<x<p+6,x#p.

No livro, também é demonstrado que existe no maximo um numero L que
satisfaz a propriedade acima, que é o limite de f(x), para x tendendo a p, ou seja,

limf(x) = L. Em seguida é trabalhado cada propriedade de limite, usando varios

xX-p

exemplos para mostrar na pratica como cada uma funciona, no entanto, nao é utilizado
imagens de graficos de todas as funcdes apresentadas, algo que poderia ajudar no
entendimento do aluno. Para finalizar, o livro trabalha os limites laterais, algo que pode
ser compreendido como: se os limites laterais da direita e da esquerda existem e séo
iguais, entao o limite da funcao, também existe. No caso abaixo temos duas figuras
que ilustram graficamente o limite lateral a direita e de p e o limite lateral a esquerda

de p.
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Figura 7: Limite lateral a direita e limite lateral & esquerda

!

FONTE: (GUIDORIZZI, 2013)

Na figura 7 temos que f é uma fungédo e p um numero real. Supondo que exista
um nuamero b tal que Jp, 4[ esteja contido no dominio da funcao f, teremos de acordo

com o autor a seguinte definicdo:

limf(x) =L ©{vVe>0,3§>0|p<x<p+d=|f(x)-L|<e
X—p

Analogamente, caso exista a, tal que ]z, p[ contido no dominio da fungao f
temos de acordo com o autor a seguinte defini¢cao:

limf(x)=L ©{ve>0,36>0|p—-56<x<p=>|f(x)—L|<e.
xX—-p

Assim, o autor mostra que o limite existe quando os limites laterais existem. E,
para complementar os limites laterais, L tem que ser igual ao limite da funcao indicada.
Para lezzi (2005), o conceito de limite é abordado de forma intuitiva,
trabalhando inicialmente com a nogéo intuitiva de limite, e apresentando uma funcao

racional definida em todo x real, sendo x # 1;

2x+1)(x—-1)
(x—=1)

Com a nocéo inicial de funcdo o aluno pode compreender que dividindo o

f&) =

numerador e denominador por x — 1, obtém-se f(x) = 2x — 1. Em seguida, sera
substituido na fungéo valores préximos de 1, mas que néo seja 1.
Atribuindo a x valores tado préoximos de 1, mas menores que 1, obtemos os

valores da tabela abaixo:
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Tabela 2: valores menores que 1

X 0 0,5 0,75 0,9 0,99 0,999

f(x) 1 2 2,5 2,8 2,98 2,998

FONTE: Prépria

Analogamente, porém com valores maiores que 1, temos:

Tabela 3: Valores maiores que 1

x 2 1,5 1,25 1,1 1,01 1,001

f(x) 5 4 3,5 3,2 3,02 3,002
FONTE: Propria

Assim, podemos observar pelas tabelas que x se aproxima cada vez mais de
1, e a fungéo cada vez mais de 3, ou seja, quanto mais proximo x estiver de 1 mais a
funcéo tende a 3. Nesse caso, 0 autor mostra que podemos tomar f(x) tdo perto de 3
quanto desejarmos, mas que nao seja necessariamente 3, por iSSO aproximamos x
suficientemente de 1.

Em relagao a distancia, no livro fala que “podemos tomar o médulo da diferenca
entre f(x) e 3 tdo pequeno quanto desejarmos, desde que tomemos o mdédulo da
diferenca entre x e 1 suficientemente pequeno” (IEZZI, 2005). Pode-se tomar valores
tdo pequenos que sua distancia venha a se tornar muito préxima do ponto em questao.

Adentrando na leitura, o discente ja passa a ter contato com a definicao de
limite, no qual é apresentada inicialmente uma funcao de intervalo aberto ao qual
possui 0 niumero a € R definido para todo x € I — {a}, comentando (para o leitor) que

o limite de f(x), quando x tende a a, € L, e escrito da seguinte maneira: ,lfrﬁf(x) =1L,

se paratodo € > 0, existrum § >0,talque O < [x —a|<d = |f(x) - L| < e.

No caso de formulas e simbolos, o autor apresenta as mesmas notagdes que
outros autores, e ressalta que seja observado que na definicdo de limite

necessariamente sabemos o valor de x = q, isto €, ndo é necessario que a fungao

esteja definida no ponto a, como fora visto na fungao f(x) = % que nos



28

(2x+1)(x-1)

1) ) = 3, pois essa funcao nao esta definida em

mostra que lim f(x) = lim(
x-1

x—1

x = 1. Assim, o autor relata que no calculo de limf(x), 0 que nos interessa € o
xX—a

comportamento de f(x) quando x se aproxima de a e ndo necessariamente quando &

0 proprio a.

Para completar, o autor explana sobre os limites laterais utilizando-se da

mesma definicdo que fora apresentada na figura 7. Porém, neste caso, o autor analisa

4—xsex<l1
o comportamento da fungao f(x) =42 se x = 1 quando x se aproxima de 1.
x—2sex>1

Nessa funcao, se compreende que os limites laterais sao diferentes, pois no da
direita, quanto mais x estiver préximo de 1, mais proximo de —1 a fung&o estara, e no
caso de x se aproximar pela esquerda de 1, mais a funcao se aproxima de 3. Portanto,
apds observarmos atentamente esta fungéo, é facil ver que o limite da funcdo nao
existe devido ao fato de os limites laterais serem diferentes.

No livro de Vilches (2009), o conceito de limite & apresentado inicialmente de
forma intuitiva, com o estudo do comportamento de uma fungdo y = f(x) nas
proximidades de um ponto que néo pertence necessariamente ao dominio. O autor
trabalha com o mesmo exemplo de fungéo utilizada no livro de (IEZZI, 2005). Por

xZ—x-1 _ (2x+1)(x-1)
x-1 (x-1)

exemplo, mostra que seja f(x) = 2 ,comD(f) =R — {1}, e paraum

melhor entendimento, sdo construidas duas tabelas com valores muito préximos do
ponto que néo pertence ao dominio, sendo que essa aproximagao é feita de ambos

os lados, como podemos ver na imagem abaixo:



Figura 8:Tabela de valores

e | f(x) r > 1 f(x)
0 1 2 5

0.5 2 1.7 4.4

0.7 2.4 1.5 4

0.8 2.6 1.2 3.4

0.9 2.8 1.09 3.18

0.99 2.98 1.009 3.018
0.999 2.998 1.0009 3.0018
0.9999 2.9998 1.00009 3.00018
0.99999 2.99998 1.000009 3.000018
0.999999 2.999998 1.0000009 3.0000018
(.9999999 2.9999998 1.00000009 3.00000018
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FONTE: (VILCHES, 2009)

O autor do livro faz algumas observacgdes referentes as informagdes retiradas
da tabela, como: |. Sempre que x se aproxima de 1, os valores de f(x) se aproximam
de 3. E, além disso, é possivel observar também que essa aproximagao ocorre em
ambos os lados; Il. A nocao de proximidade fica mais precisa quando usa-se o valor
absoluto, devido, a distancia entre dois pontos quaisquer x,y € R ser |y — x|.

Assim, o que esta escrito em | pode ser expressada da seguinte maneira: se
|x — 1| aproxima-se de 0, entdo |f(x) — 3| também se aproxima de 0, ou seja, para
que |f(x) — 3| seja pequeno é importante que |x — 1| também seja; Ill. Podemos
chamar o numero 3 de limite de f(x) devido se aproximar de 1. Seguindo o exemplo,
temos |f(x) — 3| = 2|x — 1|, mostrando que a distancia de f(x) a 3 é semelhante a
duas vezes a distancia de x a 1. Analogamente, se x aproxima-se de 1, |x — 1|
aproxima-se de 0 implicando em |f(x) — 3| também aproximar-se de 0; IV. Pode-se
também, tomar f(x) perto o bastante de 3, para que x seja suficientemente préximo
de 1. Um exemplo disso seria |f(x) — 3| = 2, bastando apenas, considerar |x — 1| =
0,1 e no caso de desejarmos |f(x) — 3| < 0,02, basta considerar |x — 1] < 0,01; V.
Quando considerado qualquer numero real positivo &, tdo pequeno quanto desejarmos

e ao definirmos o namero real §, teremos § = % onde a distancia de f(x) a 3 sera

menor que ¢, desde que a distancia de x a 1 seja menor que §. Entdo para todo
nuamero real positivo € existira outro numero real positivo &, que dependera de ¢, de
tal maneira que se 0 < |x — 1| < §, entdo |f(x) — 3| = 2|x — 1| < 2§ = &. (VILCHES,
2009).
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Apls apresentar o estudo relacionado aos valores proximos de uma funcao,
Vilches, introduz o conceito de limite e sua notagéo, na qual, ele define uma fungéo
f:A—- Reb €R tal que todo o intervalo aberto dos racionais contendo b, tem-se
IN(A — {b}) #+ @.No qual, o valor real sera L, que chamamaos de limite de f(x), quando
X aproxima-se de b para todo numero € > 0, existe § > 0, tal que, se x € A entdo 0 <
|x — b| < . Em relacdo a notacdo, o autor usa a mesma notacao de limite dos livros
citados anteriormente, porém, ele apresenta uma definicdo mais direta e um grafico
mais intuitivo.

Figura 9: lirr;f(x) =1L

FONTE: (VILCHES, 2009)

Assim, a definicdo equivale a dizer que Ve > 0,36 >0|x€ (b —-6,b+5) N
(A—{b}) entdo f(x) € (L—¢, L+ ¢).

O autor supracitado, também apresenta um exemplo onde ele faz uma
aplicacao na definicdo de limite comentando cada passo, e aplica uma demonstragao
sobre a unicidade do limite, mostrando que caso o limite exista, ele sera Unico. Além
disso, também trabalha as propriedades de limites e limites laterais.

A forma com que ele trabalha a definicdo de limites é semelhante a de outros
autores ja citados, no entanto, ele usa um caso de funcéo diferente, como podemos

ver nas imagens abaixo:
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Figura 10: Limite & direita e esquerda

A+t

FONTE: (VILCHES, 2009)

Logo acima, temos uma funcdo na qual visualizamos os valores em lados
diferentes. No primeiro caso, o limite da funcdo quando x tende a a pela direita, no
segundo, o limite da fungcado quando x tende a a pela esquerda. E, o limite da funcao
s0 existira, quando seus limites laterais forem iguais.

No livro Calculo A de Flemming (2006), a ideia de limite é trabalhada
inicialmente, de forma intuitiva com sucessées numéricas e em seguida sao
apresentados tabelas e graficos que auxiliam na visualizagédo do limite de uma funcao.
Em relacdo as sucessodes, o autor comenta 4 casos: (1) Na sucessao dos numeros
naturais, onde os termos se tornam cada vez maiores que o anterior sem atingir um
limite, dado um numero real qualquer é possivel encontrar outro maior que seja, desta
maneira ele explica que nesses casos de sucessdes dizemos que os termos tendem
para o infinito ou que limite da sucessao ¢ infinito. Escrevendo-se x — +oo.

Ja no (2) a sucessao de termos de forma crescente, ilimitada pelo numero 1.
Nesse caso, temos valores préximos de 1, mas que nunca atingirdo esse valor, ou
seja, x — 1. (3) De maneira semelhante a (1), mas neste caso, com infinitos nimeros
pequenos, nao importando o termo escolhido, podemos encontrar outro nimero ainda
menor, ou seja, x - —oo. (4) Nesse caso, 0s termos oscilam, e ndo tendem a um limite
(FLEMMING,2006).

ApGs esses casos, 0 autor comeca ampliando o conceito de limite com
exemplos resolvidos, sendo um deles: y =1 — 1/x. Além disso, 0 mesmo constréi a
tabela e monta o gréfico da figura abaixo.
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Figura 11: y=1-1/x

FONTE: (FLEMMING, 2006)

Observe que no gréafico presente na figura acima, a fungcao se aproxima de 1
quando x tende ao infinito, mas neste caso, ndo estamos visualizando o limite, e
dependendo dos infinitos termos a serem utilizados, a funcado tende a ficar bem

proxima de 1, ou seja, y > 1, entdo x - too, e denota-se por lim (1 - i) =1

x—-+t

O livro possui outros exemplos de fungdes, suas aproximagdes e além disso,
também utiliza gréficos para uma melhor compreensdo dessas fungdes.
Posteriormente, o livro trabalha com uma funcéo, apresentando inicialmente a ideia

de limite pela definicdo, no qual, seja lirq(Bx — 1) = 2, de acordo com a definicao, é
X—

preciso que para todo € > 0, exista § > 0, tal que |(3x — 1) — 2| < € sempre que 0 <

|x — 1] < 8. Com isso, temos a seguinte desigualdade:

|Bx—1)—-2| <e¢

3x — 3| < ¢
B3(x—1)| <e¢
Blx —1| <«
[x — 1] < &/3.

Nesta ultima desigualdade, o autor sugere a escolha do § igual a ¢, ou seja,

fazer § = ¢/3, assim temos que [(3x —1) —2| <& sempre que 0< [x—1| <. E



33

conclui que lirq(3x— 1) = 2. Ademais, o autor usa a mesma definicdo de limite
xX—

presente nos livros citados anteriormente no texto.

Para finalizar essa secado, temos o autor Stewart (2013), que apresenta
inicialmente o surgimento dos limites, quando encontramos uma tangente em uma
curva, ou a velocidade de um objeto, que considera a ideia central de célculo
diferencial. O autor estuda o comportamento de uma funcao f, definida por f(x) =
x% — x + 2 para valores de x préximos de 2. Ele utiliza uma tabela, na qual é fornecido
os valores da fungéo e de x, quando se aproxima de 2 por ambos os lados.

Com as informacgdes na tabela, é possivel visualizar um grafico de f (parabola)

gue segue apresentado no gréafico abaixo.

Figura 12: Limite de uma fungao

flx)
tende a
4.

y=x—x+2

ey & e

0 g 2 X

Quando x tende a 2,

FONTE: (STEWART, 2013)

Note que quando x tende a 2 pelos lados, a fungéo tende a 4, e nesse caso 0s
limites laterais existem e s&o iguais. Sendo assim, diz-se que “o limite da fungéo

f(x) =x? —x + 2 quando x tende a 2 ¢ igual a 4”, ou em notagéo é lim x2—x+2=
X—

4. Com isso, 0 autor apresenta a notacdo geral de limites que segue como

lim f(x) = L e apresenta outros exemplos referente a definicao.
X—a

Para compreender melhor sobre quando o limite da fungcédo existe, Stewart
(2013) mostra que para existir limite € preciso determinar os valores laterais préximos
do ponto. Ele apresenta dois graficos, no qual se compreende onde esta sendo

considerado.
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Figura 13: Limites Laterais

0 X — a X 0 a =X x
(a) im fix)=L (b) im fix)=L

.
r=a

FONTE: (STEWART, 2013)

Comparando as definicdes de limite e de limites laterais, vemos que s6 é

possivel que lim f(x) = L se, e somente se, lim f(x) =L e lim f(x) = L.
xX—a x—a xX—a

Na leitura desses materiais, mesmo com a devida atencao do professor, o aluno
pode apresentar inicialmente os devidos problemas de interpretacdo numerados: i) a
incompreensado de termos como ‘limite”, “tende a”, “se aproxima®, “tdo pequeno
quanto queremos”; ii) nao reconhecer “quem esta se aproximando de quem”, ou seja,
nao compreender que “x se aproxima de xo“ e “f(x) se aproxima de L” no caso de

lim f(x) = L; iii) acreditar que se a fun¢do nao for definida num ponto entédo o limite

X—Xg

nao existe nesse ponto; vi) acreditar que, quando o calculo de lim f(x) resulta numa
X—Xg

. . ~ 0 - ~ Z . .
indeterminagao -, entéo x = x, ndo € ponto de assintota; v) considerar que para uma

funcao ser continua, € suficiente que seus limites laterais sejam iguais; e vi) a ideia de
“‘N suficientemente grande” que sugere implicitamente concessées de numeros
infinitos (Tall, 1992; Juter, 2006).

Como vimos anteriormente, dentre os cinco livros vistos, trés trabalham logo no
inicio os conceitos de limite de maneira intuitiva apresentando uma funcdo comum e
estudando os valores obtidos ao substituir o termo indeterminado. Os autores nos
seus livros utilizam as imagens das funcbes trabalhadas, para que os alunos
compreendam melhor o que esta sendo visto, porém, como vimos no paragrafo
anterior, algo que pode deixar os alunos confusos, € a parte onde utilizam as palavras
como “aproxima” e “tende a”, ja que os autores trabalham com valores préximos ao

ponto em questao, mas nao necessariamente neste ponto.
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Entender o que significa tais palavras, é algo fundamental para a compreensao
dos assuntos posteriores, pois caso os alunos ndo entendam que os autores
trabalham com valores préximos do ponto, fazendo com que o valor da funcao tenda
para um termo muito grande ou pequeno, e em seguida apresentam a definicdo de
limite que direciona a se preocupar com os termos tao préximos do ponto escolhido
no eixo das abcissas que vai refletir em um valor que se aproxima téao perto do ponto
no eixo das ordenadas, fara com que eles tenham sérias dificuldades na compreensao
dos préximos assuntos.

Outra grande dificuldade enfrentada pelos alunos, € na parte do entendimento
das demonstragdes das definicbes, pois mesmo que sejam bem elaboradas, na
maioria das vezes, costumam possuir diversas informagées que estariam na
construcdo das definicbes e as proposicdes, no qual devem ser provadas, exigindo
um conhecimento prévio das propriedades matematicas, e devido ao préprio discente
estar acostumado a conseguir as férmulas prontas, 0 mesmo tende a apresentar muita
dificuldade.

Cury (2005), aponta que essa dificuldade na aprendizagem de calculo se
caracteriza como uma heranca do ensino basico, no qual, os conteludos de
matematica costumam ser apresentados com muitos “macetes” e féormulas prontas, e
assim, os alunos costumam “decorar” esses “macetes”, e acabam sendo aprovados
mesmo sem conseguir compreender 0s conceitos basicos.

Alguns professores dessa base acreditam que estdo contribuindo no
aprendizado do aluno, mas na verdade estao ajudando apenas a passar na disciplina,
e contribuindo para um com maiores dificuldades. E isto se estende também no ensino
médio e até mesmo na prépria disciplina de calculo, onde de acordo com o que foi
visto nos livros, os autores trabalham com diversos exercicios que ajudam o aluno
apenas a memorizar e poucos exigem a compreensao do conceito. Barufi (1999, p.

162) afirma que,

A fim de minimizar o insucesso na constru¢do do conhecimento significativo,
a saida, muitas vezes adotada, é a de privilegiar a aplicagdo do calculo,
apresentando um grande numero de problemas e exercicios, muitas vezes
repetitivos, onde o aluno acaba memorizando, de alguma forma, processos
de resolucdo. Nesse sentido, reduz-se a ideia, o conceito, ao algoritmo e
sobra aquela eterna pergunta dos estudantes, ndo respondida e “odiada”
pelos professores: para que serve isto?
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Deste modo, é possivel ver que ndo basta saber aplicar as férmulas, também
é necessario entender para que as mesmas servem. E importante salientar que na
maioria das vezes, os professores apresentam apenas as férmulas, com intuito de
apresentar o maximo de conteudo possivel para o aluno.

O livro de Guidorizzi (2013) apresenta inicialmente o conceito de continuidade
de limite de forma interessante, mas, algo que pode prejudicar o aprendizado do aluno,
€ a demonstracdo desse conceito, € procurando ndo se alongar nesse assunto, o
professor pode se direcionar a resolucdo de questdes que exigem apenas a "férmula”,
e deste modo 0 aluno passa a aceitar certas afirmacdes, devido sua “heranga” do
ensino basico, mesmo nao conseguindo compreender o conceito e passam a nao

entender a importancia desse conceito.
O Uso de Softwares no Ensino de Matematica

A tecnologia tem sua importancia no contexto educacional, sendo uma
ferramenta de grande potencial no ensino e aprendizagem de Matematica, na qual, a
cada dia que passa torna-se predominante o seu uso no dia a dia dos alunos. O uso
de softwares educacionais no ensino de conceitos matematicos pode facilitar o
desenvolvimento de métodos para compreensao de diversos problemas que antes da
era tecnoldgica, seria bem mais complexo encontrar solugoes.

Autores como Fonseca e Henrique (2013) e Tall, Smith e Piez (2008) comentam
em seus trabalhos sobre a utilizacdo dos softwares no ensino do conceito de limite,
apontando que o uso integrado e intencional dessas ferramentas educacionais
permite uma aprendizagem mais significativa. Além disso, o ambiente com uma
aprendizagem virtual estimula a busca por um aprendizado mais profundo por parte
dos estudantes e tende a fazer com que os mesmos tenham maior envolvimento
durante a aula.

Como exemplo, podemos citar o software Geogebra, que é estudado e indicado
por diversos autores, pois este, cumpre de forma positiva o0 estudo dos conceitos de
limite de fungdes, e por ter um painel de facil compreenséo possibilita ao estudante
uma rapida aprendizagem no que diz respeito as ferramentas do proprio software e
além disso, faz com que o aluno tenha maior visibilidade das funcdes estudadas, além

disso, ainda é um software de livre acesso.
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Em um de seus estudos, Fonseca e Henrique (2013), avaliaram como seguia a
aprendizagem do conceito de limite de fungbes usando tarefas exploratdrias no
Geogebra. Nessa pesquisa, as autoras concluiram que o aplicativo contribuiu na
criacdo de estratégias de resolucdo e justificativa das tarefas, possibilitando o
aprendizado e a visdo geométrica tridimensional. Além disso, ele proporcionou uma
melhor compreensédo dos principais elementos de fungdes. (FONSECA; HENRIQUE.
2016). Devido ao programa proporcionar diversas ferramentas gratuitas, o mesmo
possibilita ao professor elaborar estratégias metodoldgicas e facilita a recepcao da
informacéao pelo aluno, fazendo com que nao apenas o aluno aprenda coisas novas,
mas também o proprio professor. E isto, enriquece o processo de ensino
aprendizagem, mostrando que tanto o discente, como o docente sdo beneficiados
durante esse processo.

Outro exemplo de software educacional € o WxMAXIMA ou Maxima, sendo este
um sistema de computagdo algébrica, ou seja, um programa capaz de realizar
calculos tanto numéricos quanto simbolicos, podendo produzir graficos que ajudam
na interpretacdo em 2 ou 3 dimensoes.

Alves (2018), relata em sua dissertacdo de mestrado que aplicou uma
atividade para alunos do ensino médio, na qual, foi possivel contestar a dificuldades
na construcéo e leitura de gréaficos de funcées em aulas expositivas. Mesmo assim,
ao usar o programa em questao, confirmou que os alunos tiveram mais facilidade em
atingir os objetivos das atividades propostas. Deste modo, podemos notar que mesmo
havendo dificuldades, o software contribuiu para melhor compreensao dos conceitos
de limites de fungdes tornando as atividades mais significativas.

E possivel encontrar diversos programas que podem contribuir no aprendizado,
um exemplo disso € o Photomath que pode ser usado facilmente em qualquer celular,
sendo este um aplicativo leve e de facil uso, no qual é interessante ressaltar que nele
€ possivel tirar fotos de questdes algébricas, e o préprio aplicativo faz a leitura do
calculo, mostrando em seguida a resolu¢gao com passo a passo, contribuindo assim
para a aprendizagem do aluno, fazendo com que ele possa compreender quando usar
certas propriedades e como usa-las. No entanto, o aplicativo é limitado e ndo possui
a resolucao de todas as questdes.

O Symbolab € um étimo exemplo de aplicativo, porém esta ferramenta tem
maior potencial quando utilizado os recursos pagos, nos quais, apresentam o passo a
passo e as propriedades necessarias para a resolucao das questdes e no final o
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grafico das questbes. Na versdo gratuita vocé consegue observar algumas
propriedades utilizadas e graficos também. Porém, ndo sdo mostrados todos os
passos por completo, sendo possivel apenas na versao paga.

Como podemos ver, é possivel encontrar diversas ferramentas com grande
capacidade de contribuir para o aprendizado matematico, no entanto, nés
direcionamos para esses 4 recursos e verificaremos sua utilidade no aprendizado do

conceito de limites de uma fungao.
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DISCUSSAO E RESULTADOS

Nos capitulos anteriores foi apresentado a forma como alguns livros abordam
o conceito de limite de uma funcédo e os recursos que podem ser utilizados para
facilitar aprendizagem dos discentes, os softwares educacionais. Como foi visto,
existem varios trabalhos de autores que aprovam o uso de ferramentas virtuais nas
aulas de matematica como os autores Hellman et. al. (2016) que mostram que os
recursos computacionais, particularmente na educagao, ocupam uma posi¢ao central,
no qual, permite criar mudangas significativas na aprendizagem dos discentes. Temos
os autores Fonseca e Henrique que falam da ferramenta Geogebra que contribui na
criacdo de estratégias e possibilitando um aprendizado e a visdo geométrica
tridimensional. Outros autores como Fonseca e Henrique (2016) e de Tall, Smith e
Piez (2008) comentam que o uso dessas ferramentas na educacdo permite um
aprendizado mais significativo e que estimula o discente a buscar um aprendizado
mais profundo.

Neste capitulo, serdo discutidos os topicos relacionados ao conceito de limites
abordados pelos livros dos autores Guidorizzi (2013), Vilches (2009), Flemming (2006)
e Stewart (2013) apresentando sugestdes aplicadas e discutindo os pontos positivos
e negativos dos softwares selecionados, tendo como base avaliar se contribuem para
o aprendizado do discente, tendo em vista os problemas sugeridos por Tall (1992);
Juter (2006) que os alunos tendem a possuir dificuldades.

Geogebra

O Geogebra' é um programa livre que permite trabalhar com geometria,
algebra e calculo entre outras areas. Pode ser instalado nos celulares e computadores
além de possuir uma interface de facil exploracdo para o discente. O usudrio tem
acesso a diversas ferramentas logo no inicio, e caso o usuario coloque o cursor do
mouse sobre as ferramentas disponiveis ele visualizara as informagdes de uso para
elas.

! https://www.geogebra.org/classic?lang=pt_PT
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Figura 14: Interface do Geogebra
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Na parte inferior da interface, temos uma caixa com informagdes para auxiliar
na construgao da funcéo (1). Acima temos botdes como mover (2), ponto (3), reta (4),
poligonos (5), controle deslizante (6), entre outros. E, caso o usuario mantenha o
cursor do mouse sobre uma das op¢des apresentadas, uma aba com outras funcdes
para essa ferramenta é disponibilizada, permitindo que os usuérios tenham mais

praticidade em construir sua fungéo.
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Figura 15: Barra de Pesquisa no Geogebra
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Na Figura (15), podemos verificar varios trabalhos criados por outros usuarios
e que estdo guardados na plataforma, permitindo que os trabalhos e atividades sejam
compartilhados com o intuito de facilitar a aprendizagem. Além de compreender como

tal atividade foi produzida e tendo a possibilidade de adaptar para suas préprias aulas.

WxMAXIMA

O WxMAXIMA? surgiu na década de 1970 a partir do Macsyma, um sistema de
algebra computacional desenvolvido no Instituto de Tecnologia de Massachusetts.
Refere-se a um software livre, que permite operar expressdes algébricas e graficos,
operagcées matematicas basicas ou avangadas. O MAXIMA é uma linguagem
computacional que permite realizar calculos numéricos e simbdlicos, representacdes
gréaficas e efetuar programacéao, possuindo uma grande variedade de comandos para

os mais variados fins em matematica e aplicagdes.

2 https://maxima.br.uptodown.com/windows



Figura 16: Layout do maxima
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Inicialmente vemos na imagem acima como € a tela inicial do programa, no qual

possui diversas ferramentas integradas nele que possibilita ao aluno trabalhar com

matrizes, equagdes e calculos, sendo a janela em branco onde serdo exibidos os

resultados das operagodes.

Para estudar calculo de limites, precisa-se inicialmente colocar o comando

basico limit, no entanto, para facilitar o acesso, € possivel usar o menu na parte

superior e clicar sobre a janela calculo e em seguida clicar em limite, entdo uma aba

semelhante a da figura abaixo surgira, e nela podemos inserir nossa funcao para que

o software efetue o calculo do limite. Também podemos calcular casos de limites

especiais como, por exemplo, quando a variavel tende ao infinito e também podemos

calcular limites laterais.



Figura 17: Calculando limite
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Na Figura 18 a seguir, temos o resultado da expressao:

C 2x+1D).(x—-1)
lim =

x-1 (x—1) 3

Figura 18: Resultado do limite
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No mesmo programa, o discente pode representar as fungdes em graficos
bidimensionais e tridimensionais, no qual, essa fungdo no programa sera comentada

posteriormente.

Photomath

Foi lancado em 2014, criado por um pai que estava preocupado em ajudar seu
filno nas licoes de matematica em casa. O Photomath® foi desenvolvido por uma
startup nomeada de Microblink, sediada em Zagreb, Croacia. O aplicativo permite que
0 usuario por meio de um smartphone fotografe o problema matematico ou digite

manualmente na calculadora com intuito de obter o resultado de maneira rapida.

Figura 19: Layout do Photomath
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Caso o usuario tenha tirado a foto do problema e o aplicativo nao identifique, o
aplicativo tem uma aba que permite utilizar a calculadora para digitar a questao, no
qual possui diversas ferramentas que possibilitam a construcdo do problema
matematico. O Photomath abrange diversos topicos matematicos dentre eles temos a

3 https://photomath.com/
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matematica basica/pre-algebra: Aritmética: conjunto de numeros, fragcoes, poténcias,
raizes, fatores; Algebra: equacdes e desigualdades lineares, equagdes quadraticas
entre outras, sistemas de equacdes, logaritmos, fungdes, matrizes, graficos,
polindbmios; Trigonometria/pré-célculo: identidades, vetores, numeros complexos,
sequéncias e séries, fungdes logaritmicas; Calculo: limite, derivadas, integrais, curvas;

Estatisticas: combinacdes e fatoriais.

Figura 20: Resolucao

FONTE: Prépria

O aplicativo também disponibiliza uma aba de solucao, no qual apresenta o
processo do calculo passo a passo até chegar na resposta correta e nesse meio o
discente pode clicar para abrir informagbes sobre os passos, caso queira

compreender como foi feito a resolucéo.

Symbolab

O Symbolab* é um aplicativo focado na educagido matematica avangada criado
pela Egsquest, uma startup sediada em Israel com o intuito de tornar o conteudo
cientifico mais acessivel. O aplicativo possibilita ao usuario descobrir tdpicos
matematicos usando simbolos, notacbdes cientificas e textos. Fornece diversas

4 https://pt.symbolab.com/
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solugdes automaticas iguais ao aplicativo citado no tépico anterior, no entanto, de
maneira mais abrangente, apresentando mais facilidade na visualizagdo dos graficos
gue sao necessarios para compreender o comportamento da funcédo. O aplicativo
fornece recursos para que o usuario trabalhe com equacodes, equacdes simultaneas,
inequacoes, limites, derivadas, integrais, reta tangente, equacgdes trigonométricas,
funcdes, entre outros.

O aplicativo possui a aba para fotografar ou digitar manualmente o problema,
sendo sua tela de facil acesso para qualquer usuario. Abaixo, podemos visualizar a

tela inicial do aplicativo em ambos os casos citados.

Figura 21: Tela inicial e de captura
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Como podemos visualizar nas imagens acima, no meio da tela temos a opgao
de mudar da calculadora que apresenta diversas op¢cdes para construir o problema,
para a camera fotografica que constréi automaticamente o problema apenas
analisando a imagem. Observe que no canto superior direito temos um botdo que ao
ser clicado da acesso a uma tela com exemplos para cada assunto que queira

trabalhar.



Figura 22: Tela de exemplos
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Clicando no tépico calculo, podemos escolher um que se queira estudar, por

exemplo, limite. E, depois, podemos procurar tépicos mais especificos. Em si, o aluno

tem acesso a exemplos de limites referentes ao topico escolhido, como é apresentado

na ultima imagem acima.

Outro ponto importante no aplicativo é a folha de consulta que se localiza na

parte inferior da aba de exemplos, essa parte do aplicativo nos apresenta diversas

propriedades e regras matematicas, o que se torna de suma importancia para o

usuario, devido ter em sua palma da mao as informagdes necessarias para a disciplina

escolhida.
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Figura 23: Folha de consulta
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Depois de apresentados os principais recursos, partiremos para a utilizacao de
fato, onde o usuario caso queira digitar, podera usar o teclado de acordo com o tipo
de equacgao que deseja e ao final basta clicar no botéo “ir” e o aplicativo mostrara o
resultado ou caso queira utilizar a cAmera basta focar a equacao que deseja saber a
solucao e capturar através do botdo vermelho localizado na parte inferior central, e
em seguida o app. mostrara a resposta.

Em ambos os casos, o aplicativo ndo sé mostra o resultado como mostra o
passo a passo na figura abaixo, no entanto, ele possui limitagées na verséo gratuita e

neste caso, ndo sera mostrada toda a explanacéo na solucao, apenas algumas partes.
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Figura 24: Aba de solucédo
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Vale lembrar que o aplicativo sé funciona se tiver conectividade com a internet,
mas o diferencial fica por conta da op¢ao que o usuario tem de compartilhar a resposta
juntamente com o passo a passo ao toque de um botao localizado no canto superior
direito da figura acima, onde o receptor recebera uma imagem juntamente com o link

da resposta enviada.

Avaliando o Uso dos Softwares e Ferramentas Digitais

12 Situacao - Geogebra

(2x+1)(x-1)

Na figura 25 aplicamos a fungao f(x) = ===

= 2x + 1 na aba de inserir

funcdo do Geogebra, sendo essa funcao trabalhada inicialmente no livro de Vilches
(2009) e lezzi (2005) com intuito de apresentar ideia de aproximacao. Para melhorar
essa experiéncia, usaremos como base um modelo feito por Manoel Wallece® no
Geogebra.

Aplicada a funcao, podemos notar que o software entrega automaticamente o
limite e o grafico da funcao apresentando os intervalos para melhor compreensao do

discente.

> Manoel Wallace, “Definicdo de limite”, geogebra,2016, <www.geogebra.org/classic/G9gvdPXh>.
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Figura 25: Definicao formal de limite

+: Definigéo formal de limite - Geo! X | " Definigéo formal de limite - Geo' X =+

& > C {Y @ geogebraor L T ¢ B &

© New awesome tab Riconnect - A plataf.. Barbara Pegg - Imp... Pesquisa quantitati.. @ (1) Pinterest 4 Construgdo Yanfei|.. (7 Manga Livre |Leitor.. ¥ IEscolar Online - Lo.. (D) Jogos e atividades... <2 ATIVIDADE SOBRE...

BR] A~ 4 D OO 4 N = 4
CPEHecs : =& - Litach : &

Intervalo em y dado dado ¢ : (L —&,L+¢) = (2,4)

€ =05:(a—6,a+08)=(0.515)

Interva arad == =
ntervalo em x parad =" =

1P P ¢ Intervalo em y correspondente ao intervalo (a — 6,a + 8)
em x para f(z) =2z +1: (f(a—4), f(a +8)) = (2,4)

Para que valores de e § temos (f(a—06), f(a+0)) C(L—e,L+¢&)?

I
I
—#
I I
| 1 (2,4) C (2,4
I -2 —e : :
B
} ]
! lim2z4+1=L , lm2z+1=3
i i x—a x—1
® &
I

®

FONTE: Prépria

Na tela, o aluno pode acessar a ferramenta controle deslizante, no qual permite
movimentar um ponto especifico do grafico, nesse caso como queremos estudar os
valores proximos de “a” e “L”, que sao respectivamente 1 e 3, ao movimentar essa
ferramenta temos que o intervalo correspondem aumentando e diminuindo, ou seja,
variando € temos que § também varia.

Ainda sobre a imagem acima, podemos ver que o intervalo de y é dado por

& &

e (L—¢L+¢)=(2,4) que corresponde ao intervalo em x que é dado por § = —==

0.5: (a — §,a + 8) = (0.5,1.5). Abaixo, no lado direito da imagem, temos o limite da
questao que mostra que dado “a” tendendo a 1 o limite de “L” € 3 sendo que isso €
algo que podemos comprovar, ao visualizar o grafico na esquerda com o auxilio do
“controle deslizante” para aproximar cada vez mais do ponto em questao.

Mesmo que o discente inicie com dificuldade para compreender o assunto, no
Geogebra é possivel trabalhar a ideia de “quem esta aproximando de quem”, e a
nogao de “se aproximar” que os alunos tanto ouvem, por meio desse aplicativo, torna-
se algo mais “facil” de entender.

Guidorizi (2013) vé a necessidade do discente compreender inicialmente a ideia

de continuidade de uma fungéo para seguir no conceito de limite, ou seja, para caso
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o aluno tenha dificuldade entender a existéncia de limite, o autor explica o tépico de
continuidade no intuito de apresentar que o limite ndo precisa esta definido
necessariamente no ponto para existir.

Podemos ver pela imagem apresentada anteriormente, que a funcao nao esta
definida no ponto, porém o limite da funcdo existe. Nesse caso, pela imagem o
discente pode identificar que nao existe “salto” e sim que ocorre um “buraco” que seria
0 ponto que néo pertence a fungdo, mas o professor pode orientar sobre esse caso,
identificando o ponto como aberto.

Podemos ver pela imagem apresentada anteriormente, que a fungao nao esta
definida no ponto, porém o limite da fungdo existe. Nesse caso, pela imagem o
discente pode ndo identificar o “salto” que seria o ponto que nao pertence a funcéo,

mas o professor pode orientar sobre esse caso, identificando o ponto como aberto.
2¢ Situacao — Photomath

E possivel utilizar para trabalhar o conceito de limite, e acompanhar a
aproximacao dos pontos pelas laterais, o livro de Stewart (2013), no qual mostra a
funcdo: f(x) = x? — x + 2, e ao aplicar essa fungédo no Photomath, teremos o seguinte

Ccaso.

Figura 26: Resolucédo da fungéo f(x) =x2-x + 2

2158 G s ) 21:59 9 il 259 © @D

<« Calculadora <« Resolugao < ¢ Resolugdo <
o 1 2
f(xj‘,xz x+2 (<] PO f(x) x+2 X
RESOLUGAO 2
Fungdo Identifique os coeficientes aebda
1 7 fungao quadratica
2 4 l(x) x2ox+2
1 = ==
f(x x’xe; Uil v
(05,175)
1\ 7
it s
2) 4
-
abc o « el a < Mostrar a solugo passo a passo —>
" Solugao
+= f) e sincos . dx
@ Encontre o vértice l l
@y > |z | 8| 9| = 24
= | 4 5 6 x Encol vada Forma Alternativa
. ¥ f x2- X472, x
(05,175)
% L 2 2 Encontre a derivada usando
detoiggo eSS Explicar Passos —> 9
f

FONTE: Prépria



52

No qual, o grafico contruido seria:

Figura 27: Representac¢ao da fungéo no gréafico
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Como podemos ver acima, o discente tem acesso ao desenvolvimento da
expressao com o passo a passo, que ajuda a entender a resolugdo da mesma e quais
as propriedades usadas. Além disso, o aluno pode visualizar o gréafico, no entanto,
neste software o discente ndo possui os “controles deslizantes” e nem os valores se

aproximando no ponto em questéao, pois o foco do aplicativo é resolver os problemas.

3¢ Situacao - WxMAXIMA

No MAXIMA o discente trabalha por meio de comandos que podem ser de suma
importancia para o processo de aprendizagem, e que pode contribuir no futuro,
quando for necessario o uso de programas em trabalhos académicos. O discente
poderd calcular o limite da expressao apds colocar as informagdes necessarias para
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que o software efetue o calculo do limite. Utilizando um exemplo do livro de Flemming
(2006) da pagina 64, temos:

Figura 28: Construindo o limite da fungéo
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Na figura 28, ao colocar a expressao: podemos notar que o limite da

-1
(x-2)2’
funcao tende a menos infinito quanto mais préximo do ponto 2, porém, note que a
funcdo possui limite mesmo ndo sendo continua, devido o ponto ndo pertencer ao
dominio da fungao.

No caso, para visualizar o grafico dessa fungéo, € necessario que o discente
clique no “menu” e na aba “grafico” e escolha o modelo que deseja. Observe que na
figura abaixo ao clicar "ok", o modelo do grafico € gerado automaticamente, no

entanto, ndo se tem acesso a nenhuma informacao a mais.
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Figura 29: Construindo gréfico de fungées no WxMAXIMA

|er——— g mage, 1204126 g &M

FONTE: Propria

A tela para representar o grafico surge em uma nova aba, no qual o discente
pode observar tanto a expressao e o grafico gerado, além de estudar os pontos nele,
mas nao tendo uma interacdo no grafico. Outro ponto, € o discente querer uma

visualizagao tridimensional do grafico, como é mostrada na figura 30.

Figura 30: Visualizagdo tridimensional
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4° Situacao — Symbolab

O Symbolab segue o mesmo caso do Photomath, ou seja, ele trabalha apenas
na resolugcao dos problemas propostos e apresenta a aplicacao dessas propriedades
no problema. Neste sentido, ele contribui no contexto do uso adequado das

propriedades que facilitam o desenvolvimento da questao.
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Figura 31: Resolvendo a fungédo no Symbolab
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No entanto, devido ao software ser limitado pelo fato de necessitar a compra
de um plano para o uso completo, o aluno s6 poderia acessar as demais explanagdes
sobre o problema se caso comprasse a mensalidade.

Na fungéo apresentada nas imagens, podemos avaliar o grafico e identificar o
ponto que ndo pertence ao dominio da funcdo. O aplicativo permite ao discente
entender a ideia sobre aproximacao ou sobre a fungdo ser continua ou nao, no
entanto, o discente ndo possui tanta interacdo com o grafico. No entanto, o aplicativo
permite ao discente entender a ideia de sobre aproximagdo ou sobre a funcéo ser

continua ou n&o, no entanto, ndo possui tanta interacao no aplicativo.
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CONSIDERACOES FINAIS

Considerando alguns dos trabalhos ja realizados até o momento, podemos
compreender que a educacao tem passado por constantes mudangas e que ao longo
do tempo essas mudancas vém sendo moldadas. Como professores, é preciso nos
adaptarmos a época que nos encontramos e dar sentido aos trabalhos que vém sendo
desenvolvidos.

A disciplina de Calculo é de suma importancia para o graduando no curso de
Licenciatura em Matematica, no qual ele vai precisar para as demais disciplinas, além
de ser utilizadas nas atividades de qualquer engenharia e compreender o conceito de
limite é necessario para esse progresso.

No entanto, os discentes vém com uma “bagagem” incompleta devido a
diversos fatores vivenciados durante a sua trajetéria educacional, dificultando sua
aprendizagem. Com a chegada da conhecida “era digital”, cresceu a necessidade de
nos adaptarmos a essa nova realidade e utilizarmos essas ferramentas para
complementar o que é visto em sala de aula. Durante o desenvolvimento deste
trabalho, podemos ver os pontos positivos e negativos de 4 softwares que séo eles o
Geogebra, WxMAXIMA, Photomath e o Symbolab.

Dentre os softwares estudados, podemos destacar o Geogebra, que € um
excelente programa que pode ser acessado tanto pelo computador como pelo
aparelho celular. Esse programa é completo e gratuito, nele é possivel trabalhar com
diversas expressdes de calculo, além de permitir uma interagdo melhor com os
graficos construidos e permitir criar anotacées para melhor compreenséao, além de o
usuario exportar e importar material de ajuda, criando um sistema assim de ajuda
mutua.

O WxMAXIMA é um 6timo programa, porém os discentes podem sentir
estranheza ao utiliza-lo, devido o layout ndo ser simples e, devido as informacdes
serem repassadas de forma extensa, o discente pode acabar se confundindo. As
resolucbes das questbes sdo feitas por meio de comandos que se tornam
interessantes de se aprender, pois podem ser utilizados em outros programas.

O Photomath tem um grande potencial, pois, no passo a passo, mostra cada
detalhe dos célculos até chegar ao resultado. Além disso, apresenta, dependendo das
expressodes, o grafico para que o aluno possa entender melhor o que foi visto na
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solugdo. Com isso, o discente pode utilizar a solugédo, como exemplo e basear-se em
outros problemas,

O Symbolab, devido ser o software pago, tem diversas restricées, no entanto,
ele apresenta diversas outras possibilidades, uma delas é permitir ao discente estudar
as diversas regras e propriedades que ficam na “folha de consulta” do aplicativo. Algo
que atrapalha a eficiéncia do aplicativo, é que na aba de passo a passo, algumas
partes como o uso da propriedade ou o motivo de usa-la, fica bloqueado, e para
desbloquear, é necessério que os discentes comprem o pacote que mais se adequa
a sua necessidade.

Por fim, utilizar ferramentas virtuais e softwares pode contribuir no
entendimento do discente no que diz respeito ao conceito de limite de fun¢ao, no qual
devido a facilidade em construir e acessar os resultados, além destes acompanhados
com o livro como base, o discente pode compreender melhor os pontos que séo
necessarios para entender o topico discutido no trabalho.

Os aplicativos sdo meios que facilitam os métodos de aprendizagens se bem
usados e aplicados, no meio universitario, onde o ambiente sdo mais propicios a
inovacoes, torna-se essencial para facilitar esse processo. No entanto, o uso de
ferramentas digitais apenas para a busca de solugdes prontas ndo é eficaz no
processo de ensino aprendizagem, e para isso o aluno deve ter a consciéncia e
maturidade de utilizar tais recursos. Sendo, que se torna necessario um estudo mais
aprofundado utilizando essas ferramentas e aplicando-as em sala de aula, mas ja
pelas informacdes coletadas neste trabalho dependendo do ambiente e do professor
em como usar essas ferramentas, pode contribuir na expanséo de nossa educacao.

Porém, vale destacar que o uso dos softwares é para propiciar uma melhor
visualizagdo e compreensao do que esta sendo estudado e ndo apenas para consultar
e ver qual a resposta correta do problema. Constantemente estamos observando as
diversas mudancas que ocorrem ao nosso derredor e dominar essas ferramentas para
facilitar nosso aprendizado, € de suma importancia.

Por fim, como comentado, se torna necessario uma aplicacado em casos reais,
que poderado servir para comprovar essa funcionalidade das ferramentas digitais,
nesse caso, um aplicacao futura em uma turma na disciplina de Calculo Diferencial e
Integral |, mas direcionada ao estudo de limites de fun¢gées com a proposta do uso

dessas ferramentas no estudo do conceito e da resolugcéo de problemas.
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