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RESUMO

A necessidade de reduzir o tempo de execugdo das obras civis tem acarretado em negligéncias no
processo de compatibilizag¢do de projetos. Uma das consequéncias € a necessidade da realizacdo de furos
nas vigas para passagem de dutos e tubulacdes. Esta prética ocorre sem critérios de andlise e projeto
estrutural. Aberturas em vigas realizadas sem uma precisdo na andlise resultam em reducdo da
resisténcia considerada no projeto, instabilidade e seguranga comprometida. Nas regides com aberturas,
geralmente chamadas de “Regides D”, a hipotese de Bernoulli torna-se invalida e, portanto, o0 modelo
de bielas e tirantes associado ao método dos elementos finitos tem sido utilizado para fins de projeto.
Este trabalho se propde a analisar a distribuicao de tensdes em vigas com abertura por meio de elementos
finitos cldssicos e enriquecidos com modos incompativeis. Resultados precisos dos esforcos internos
permitem determinar uma adequada disposicdo das armaduras e, dessa forma, o cumprimento da
seguranca nos estados limites dltimos e de servico. A fim de validar a performance dos elementos
implementados para a anélise de estruturas com descontinuidades, os resultados obtidos sdo comparados
com os encontrados na literatura e calculados utilizando um pacote comercial. Os projetos resultantes
atestam a qualidade da formulagcao implementada.

Palavras-Chave: concreto armado, elementos de modo incompativel, modelo de bielas e tirantes.

ABSTRACT

The need to reduce the execution time has led to the negligence in the process of compatibility project.
One of the consequences is the need to drill holes in beams for the passage of ducts and piping. This
practice occurs without criteria for analysis and structural design. Openings in beams performed without
an accurate analysis result in reduced strength considered in the design, instability and compromised
safety. In the regions of openings, usually called “Regions D”, the Bernoulli hypothesis becomes invalid
and, therefore, the strut-and-ties model associated with the finite element method has been used. This
work proposes to analyze the distribution of stresses in beams with opening using classical finite
elements and enhanced with incompatible modes. Precise results of internal efforts allow an adequate
arrangement of reinforcements and fulfillment of safety in the ultimate and service limit states. In order
to validate the performance of the elements implemented for the analysis of structures with
discontinuities, the results obtained are compared with those found in the literature and calculated using
a commercial package. The results obtained attest to the quality of the implemented formulation.

Keywords: reinforced concrete, incompatible mode elements, strut-and-ties model.
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1  INTRODUCAO

As constru¢des modernas precisam de muitos dutos para acomodar tubulagdes de servicos
essenciais como abastecimento de dgua, redes de esgoto, sistemas de refrigeracio, instalagcdes elétricas,
sistemas de informagcio, etc. — Figura 1. E comum que essas tubulacdes de servicos sejam dispostas em
aberturas realizadas em vigas de concreto armado. Ocorre também que, com frequéncia, a falta de
compatibilizacdo de projetos acarreta na necessidade de execucdo dessas aberturas de forma ndo racional
e sem o devido conhecimento técnico podendo gerar riscos a seguranga dos usudrios, além de implicar
em aumento de custos.

Figura 1— Vigas com aberturas na alma para a passagem de dutos.
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Fonte: Verissimo (1996) - Adaptado.

A NBR 6118:2014, no seu item 13.2.5, estabelece quais sdo as condi¢des favoraveis para furos
e aberturas em vigas de concreto armado, na dire¢do da sua largura — Figura 2. Ainda de acordo com a
norma antes citada, de maneira geral, os furos tém dimensdes pequenas em relagdo ao elemento
estrutural enquanto as aberturas ndo. Por sua vez, um conjunto de furos muito préximos deve ser tratado
como uma abertura. Em muitas situacdes, as caracteristicas dessas aberturas (dimensdes e posi¢do na
alma) ndo atendem as prescri¢des normativas para que sejam desprezadas andlises mais elaboradas dos
efeitos das mesmas no comportamento estrutural das vigas.

Figura 2 — Condigdes para dispensa de verificagdo dos efeitos dos furos e aberturas na direcdo da largura.
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Fonte: Pintos (2022).

Na Figura 3 sdo ilustradas as condicdes estabelecidas pela NBR 6118:2014 para que se dispense
uma avaliagdo mais criteriosa quando os furos sdo projetados na direcdo da altura das pegas.
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Figura 3 — Condigdes para dispensa de verificacio dos efeitos dos furos e aberturas na dire¢do da vertical.
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Fonte: Pintos (2022).

As regides de vigas esbeltas com aberturas e vigas paredes (com e sem aberturas) sdo
consideradas perturbadas visto que, nas suas proximidades, o campo de deformacdes ¢&
significativamente nfo linear. Portanto, ndo é adequado projetar essas regides usando teoria de flexdo
ou as formulagdes convencionais de dimensionamento ao cisalhamento. Assim, é fundamental contar
com um método racional, como os modelos de bielas e tirantes (Strut-and-tie models - STMs).

De acordo com Schlaich, Schafer e Jennewein (1987), se o engenheiro projetista ainda ndo tem
experiéncia suficiente com modelagem, ele primeiro empregard um programa de elementos finitos para
realizar uma andlise linear-elastica; plotara as trajetdrias de tensdes para dessa forma se orientar na
constru¢do do modelo de bielas e tirantes. Neste contexto, o presente trabalho tem como objetivo
principal o estudo de projeto de vigas esbeltas e de vigas paredes com aberturas através da avaliacdo do
campo de tensdes elasticas usando elementos finitos enriquecidos com modos incompativeis € o método
de bielas e tirantes.

2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Modelo de bielas e tirantes

Os modelos STMs s@o derivados do método de analogia da trelica oriundo das pesquisas de
Ritter (1899) e Morsch (1909). Posteriormente, Schlaich, Schafer e Jennewein (1987) expandiu os
conceitos para avaliar as condi¢des de descontinuidade de varios elementos estruturais. Os modelos de
bielas e tirantes sdo baseados em representacdes discretas de campos de tensdo causados por cargas
aplicadas e condicdes de contorno presentes em elementos estruturais de concreto armado. As estruturas
podem ser divididas em dois tipos de regides: a regido B € uma parte da estrutura para a qual a hipdtese
de Bernoulli é valida; regides D ou descontinuas so regides onde a distribuicdo das deformacdes nio é
linear devido a descontinuidades estdticas ou geométricas e, portanto, a hipétese de Bernoulli ndo é
vélida.

Um modelo STM precisa ser usado quando o elemento estrutural em consideracio possui a
presenga de descontinuidades geométricas ou estaticas. De acordo com Xia, Langelaar, Hendriks (2020),
o método STM € uma ferramenta eficaz para os engenheiros dimensionar regides perturbadas (as
chamadas regides D) de estruturas de concreto armado. A Figura 4 ilustra situagdes tipicas de regides D
(nas dreas hachuradas) com distribui¢do de deformacdes ndo linear devido a a) descontinuidade
geométrica; b) descontinuidade estética e c) descontinuidade geométrica e estatica.

De acordo com Santos ef al. (2019), embora o modelo cldssico seja da década de 1980, e codigos
normativos apresentem uma metodologia com a aplicagcdo do Método dos Elementos Finitos (MEF), o
STM continua a ser aplicado em inimeros trabalhos cientificos atuais. Segundo Herranz et al. (2012), o
projeto do STM deve obedecer a trés recomendagdes: (i) respeitar o equilibrio estatico, (ii) ter resisténcia
suficiente em tirantes, biclas e nds, e (iii) ser um modelo isostatico.
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Figura 4 — Situacdes tipicas de regides "D".
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Fonte: ABNT NBR 6118:2014.

2.1.1 Verificagao das bielas

A verificacdo das bielas depende da resisténcia do concreto e da largura atribuida a elas. A
determinacdo da resisténcia do concreto € influenciada pelo estado de tensdes na regido avaliada,
principalmente por causa da fissuracgdo.

2.1.2 Dimensionamento dos tirantes

Conforme a ABNT NBR 6118:2014, a drea da armadura de ago pode ser calculada através
Equacio (1), na qual Fy,; € a forca de tracdo atribuida ao tirante. A disposicao das barras de ligacdo deve
ser representativa no STM proposto e estar bem ancorados nas regides nodais.

Fsd
Ay =22 1
Fra ()

2.1.3 Verificagao das regides nodais

A norma brasileira avalia o estado de tensdo presente na regido nodal para a definicio da
resisténcia a compressdo do concreto. Seguindo a proposta de Schlaich, Schafer e Jennewein (1987),
sdo utilizados os conceitos de nds CCC, CCT e CTT os quais sdo ilustrados na Figura 5.

Figura 5 — Zonas nodais: (a) né6 CCC; (b) né CCT; (c) n6 CTT.
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Fonte: Santos et al. (2019).
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2.2 Elemento finito quadrilatero bilinear incompativel

O método dos modos incompativeis foi introduzido por Wilson et al. (1973) para melhorar o
desempenho elementos de baixa ordem. O elemento isoparamétrico simples de quatro nés nao produz
resultados precisos para muitas aplicagdes. Para ilustrar essa deficiéncia, considere o elemento
retangular submetido a um estado de flexao pura mostrado na Figura 6. Verifica-se uma rigidez na
resposta quando comparado com o comportamento esperado analiticamente. Essa deficiéncia pode ser
compensada com a adi¢cdo dos deslocamentos do tipo quadrético.

Figura 6 — Erros basicos de equilibrio em um elemento quadrilatero de quatro nds.
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2.2.1 Campo de deslocamentos

Seja o elemento finito quadrildtero de quatro nés mostrado na Figura 7. Os deslocamentos em
qualquer ponto no interior do elemento podem ser interpolados fazendo o emprego da Equacgao 2.

u, = Nd 2)

em que N é a matriz das func¢des de forma; u,, sdo os deslocamentos compativeis em qualquer ponto do
elemento; e d sdo os deslocamentos nodais.

Figura 7 — Elemento isoparamétrico quadrilatero bilinear de 4 nés.
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As fungdes de interpolacdo do elemento quadrildtero sdo dadas por meio da Equacédo 3.
1 .
Ni=-A=8)A—mm) i=1..4 (3)

Na formulacdo do elemento incompativel, acrescenta-se aos deslocamentos no interior do
elemento uma parcela de deslocamentos nao conforme u,, resultando assim na Equacao 4.

u=u, +u, = Nd + Ma “4)

em que M é a matriz que contém as funcdes de interpolacdo para os modos incompativeis, sendo
expressa pela Equagao 5.

My My 0 0
M‘[o 0 M Mz] 5)

em que as fungdes de interpolacdo M; sdo dadas por meio da Equacdo 6,

M1=1_62; M2=1—T]2 (6)
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6
O vetor a contém os deslocamentos generalizados da formulag¢do incompativel sendo dado por:
al =[a1 ay az a4 (7

Uma vez que se estd trabalhando com coordenadas naturais, € necessdrio realizar um
mapeamento entre estas coordenadas e o sistema cartesiano. Isto é feito por meio da Equacdo 8.

lfﬂl 2]
0| _ . |ox
lanl Loy

em que J é a matriz Jacobiana, a qual € dada pela Equacgao 9.

[9x 9y

_[9 9

J _lax ay! ©)
lon on]

2.2.2 — Relacao deformacio-deslocamento

As relagdes entre as deformacdes e os deslocamentos sdo expressas pela Equagdo 10.
e=¢g,+8=Bd+Ga (10)

em que € é o vetor de deformagao; &, é a parcela compativel do vetor de deformacéo; € é a parcela
incompativel; B é a matriz deformacgao-deslocamento convencional que contém as derivadas cartesianas
das fung¢des de forma; e G é a matriz que contém as derivadas cartesianas das func¢des de interpolagdo
dos modos incompativeis. Como as coordenadas naturais também sdo utilizadas na defini¢do das
funcgdes de forma para os modos incompativeis, € necessdrio fazer o mapeamento deste sistema para o
cartesiano. Para tanto, a inversa da matriz Jacobiana avaliada no centroide do elemento ser4 utilizada:

Y

-1 71

-1 _ o1 Jo 12]

0 T |1 -1
Joz1 Joz2

Pode-se facilmente deduzir a matriz deformacao-deslocamento para os modos incompativeis G.
Esta é apresentada na Equacgdo 12.

—251_0 11 —277]_0 12 0_ 0_
G = 0_ 0_ —ij_o 21 —277]_0 22 (12)
=2¢Jo11 —2NJo1z2 —28Jo21 —2nJo22

2.2.3 — Matrizes de rigidez

A energia de deformacédo de um corpo elastico € dada pela Equagdo 13.
1
U= ecedr (13)
2y

Aplicando o principio dos trabalhos virtuais na Equacdo 13 obtém-se o sistema matricial
expresso pela Equacao 14.

[ﬁlﬁ IIEZZ] [Z] - [g] (14)
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em que q € o vetor das for¢as nodais equivalentes. As submatrizes de rigidez do sistema sdo dadas pela
Equacio 15.

Ky, = [, BTCBAV; Ky, = [, BTCGAV; Ku, = [, GTCBAV; Kyq = [, 6"CGAV (15

Aplicando a condensagdo estatica na Equagdo 14, obtém-se os modos incompativeis e a matriz
de rigidez equivalente do elemento os quais sdo expressos na Equacdo 16.

a = K&r}cKaud (16a)
K=Kg,— KyoKzaKa (16b)

2.2.4 — Tensoes e forcas internas

As tensdes avaliadas em cada ponto de Gauss sdao determinadas por meio da Equacdo 17.
o= Ce¢ a7

Por sua vez, as forgas internas sao dadas pela Equacgao 18.

f= j BT odv (18)
\%4

A matriz de rigidez e o vetor de forcas internas do elemento sdo calculados por meio de
integracdo numérica usando quadratura de gaussiana.

Numa analise com elementos finitos formulados em deslocamento, as tensdes sdo descontinuas
entre os elementos — Figura 8a. Assim, um processo de suavizacio de tensdo foi implementado neste
trabalho tal como apresentado em Durand (2014) e ilustrado na Figura 8b.

Figura 8 — Suavizacdo local das tensdes: (a) distribui¢do ndo suavizada; (b) distribuicdo apds suavizacao.

3 METODO DA PESQUISA

Neste artigo as formulacdes classicas do método dos elementos finitos para o estado plano de
tensdo foram implementadas utilizando a linguagem de programacao Julia. Esse cédigo contempla uma
rotina capaz de gerar os dados necessdrios para a visualizacao das trajetérias de tensdes principais nas
estruturas sob andlise por meio do software Paraview. Dois modelos de vigas 2D (um de viga esbelta e
outro de viga parede) com aberturas foram discretizados fazendo uso de elementos quadrilateros de
baixa ordem (Q4 padrao e Q4-INC incompativel) e elementos triangulares (CST).

A partir das trajetorias de tensdes principais eldsticas obtidas para as vigas, foram estabelecidos
os respectivos modelos de bielas e tirantes e, por conseguinte, realizado o dimensionamento dos
elementos estruturais modelados. Posteriormente, os detalhamentos das armaduras das estruturas sdo
realizados e apresentados.

Compara-se os resultados obtidos nessa pesquisa com aqueles encontrados na literatura e
calculados por meio de softwares comerciais, a fim de validar a formulacdo implementada. Finalmente,
avaliagdes sdo realizadas acerca da utilizacdo do cddigo desenvolvido para andlise de vigas com
aberturas e sobre a performance dos elementos enriquecidos implementados.
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4 RESULTADOS DA PESQUISA
4.1 Viga simplesmente apoiada com abertura

Com o objetivo de validar o potencial de utilizacdo dos elementos implementados na avaliacdo
do comportamento de vigas de concreto armado com abertura, inicialmente utilizou-se um modelo
proposto por Silva e Giongo (1991). Trata-se de uma viga simplesmente apoiada contendo uma abertura
na alma. As caracteristicas de geometria e das condi¢des de contorno € apresentada na Figura 9. Uma
carga uniformemente distribuida de 14,00 kN/m € aplicada. O valor de projeto da resisténcia a
compressdo do concreto € f.q = 15 MPa e o limite de escoamento da armadura € f),; = 434 MPa. Os
modelos numéricos foram analisados utilizando o algoritmo implementado. A viga foi discretizada com
237, 948 e 3792 elementos quadrildteros bilineares de quatro nés (Q4 e Q4-INC), com dimensdes de
10X 10 cm, 5 X 5 cme 2,5 X 2,5 cm, respectivamente. A Figura 10 mostra a distribui¢ao de tensdes
0., €m duas secdes do vao da viga.

Figura 9 — Viga simplesmente apoiada com abertura submetida a uma carga uniformemente distribuida.
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Figura 10 — Distribuicdo de tensdes em se¢des localizadas a (a) 1,50 m e (b) 2,40 m do centro do apoio esquerdo.
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As tensdes situadas a 1,50 m do centro do apoio esquerdo t€m distribui¢do ndo linear enquanto
as tensdes situadas a 2,40 m t€m distribui¢do linear. Isso acontece porque na primeira secdo o campo de
tensdes é perturbado pela presenca da abertura (regido D). Por outro lado, na se¢do apds a abertura estéd
localizada numa regidao B. Ambos os elementos tém a capacidade de representar o comportamento das
tensdes ao longo da altura da viga. A Figura 11a mostra linhas de contorno para distribui¢do de tensdo
Oxx perto da abertura. Observa-se a existéncia de concentragdo de tensdes nos cantos. A Figura 11b
mostra o modelo de bielas e tirantes. Finalmente, a Figura 12 apresenta o detalhamento da armadura
resultante do modelo STM. A geometria do modelo é de fato orientada para os campos de tensdes
elésticas. Os resultados do projeto estdo de acordo com aqueles apresentados por Silva e Giongo (1991).
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Figura 11 — (a) Linhas de contorno para a distribui¢do de tensdes o,,. (b) Modelo de escoras e tirantes.
Ren
[ S S S ——— «—13L9KN
7 7
s s/ Joti
S S Rers <
e e

/ 4 / 7 9
// Yarey — —— — 62,4kN
1 3 “oegl o KL/)\ —» 69,5kN

—
T Ry Rem g
0.20
(a) (b)
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4.2 Viga parede com uma grande abertura

Esta aplicag@o foi estudada por Schlaich, Schafer e Jennewein (1987). Trata-se de uma viga
parede simplesmente apoiada submetida a uma carga concentrada F; de 3,0 MN. A geometria e as
condi¢des de contorno sdo mostradas na Figura 13a. A resisténcia de projeto do concreto é f.; =
17 MPa e a resisténcia de projeto da armadura fy,4 = 434 MPa. Como apontado na Figura 4,
praticamente toda a estrutura é uma regido D devido a descontinuidade geométrica. A Figura 13b mostra
a distribuicdo de tensdes g, no meio do vao. Os modelos numéricos foram discretizados utilizando
3307 (tamanho 10 X 10 cm) elementos quadrilaterais bilineares de quatro nds (Q4 e Q4-INC) e 6614

(tamanho 10 X 10 cm — base e altura, respectivamente) elementos triangulares CST

de trés nos.

Figura 13 — (a) Dimensdes (m) e cargamento. (b) Distribuicao das tensdes o, no meio do vio.
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A viga parede mostrada na Figura 13a foi analisada por meio do programa de elementos finitos
implementado neste trabalho. A partir das trajetrias de tensdes principais elasticas avaliadas e
mostradas nas Figuras 14b e 14c, o modelo de bielas e tirantes € desenvolvido e apresentado na Figura

15a.
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Figura 14 — Trajetdrias de tensdes principais: (a) o, Abaqus. (b) o, presente trabalho. (c) o; presente trabalho.
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A partir das trajetdrias das tensdes principais eldsticas mostradas nas Figuras 14b e 14c, pode-
se notar que a abertura afeta drasticamente as trajetdrias das tensdes da viga, onde zonas de tensdes de
tragcdo sao formadas em torno do canto superior direito da abertura (lado da carga) e no outro canto na
mesma diagonal. Por sua vez, zonas de compressdo sdo formadas em torno dos outros dois cantos. A
reacdo A entra verticalmente na estrutura e permanece nesse sentido até passar pelo furo. A regido B2
€, portanto, uma coluna axialmente carregada. De fato, parte da reacdo A também pode ser transferida
através da regido B1 por momentos fletores e forcas de cisalhamento. Porém, comparando a rigidez
axial de B1, com a rigidez de flex@o de B2, esta parte é desprezivel. Finalmente, as trajetdrias de tensdes
de tracdo e compressdo na Figura 14b e Figura 14c foram seguidas para desenvolver o modelo STM
mostrado na Figura 15a. As trajetérias de tensdo de compressdao sdo substituidas por elementos de
compressao (bielas/struts) e as trajetorias de tensdo de tracdo sdo substituidas por elementos de tragao
(tirantes/ties). A Figura 15b mostra as armaduras principais do projeto por meio do modelo STM. Estes
resultados estdo coerentes com aqueles apresentados por Schlaich, Schafer e Jennewein (1987). Salienta-
se que € clara a necessidade de se fornecer barras adicionais como uma malha em toda a superficie da
parede, armaduras na coluna a esquerda do furo e estribos abaixo do furo.

Figura 15 — (a) Modelo de bielas e tirantes. (b) Disposi¢do das armaduras.
2x7@ 16

2x6 012 IF

LT L1
§2x2 220 (b) \Mzo

5 CONCLUSAO

Neste trabalho, estudou-se a influéncia da presenca de abertura em vigas esbeltas e vigas paredes
de concreto armado. As formulacdes cldssicas do método dos elementos finitos para andlise linear-
eldsticas do estado plano de tensdo foram implementadas utilizando a linguagem Julia. Dois modelos
numéricos classicos foram construidos usando o algoritmo implementado. As vigas foram discretizadas
com elementos quadrildteros bilineares de quatro nés (Q4 e Q4-INC) e elemento triangular CST. As
vigas foram analisadas por meio do programa de elementos finitos implementado. A abertura afeta
drasticamente as trajetérias de tensdo da viga. O campo de tensdo € perturbado pela presenca da abertura
(regido D). A partir das trajetdrias de tensdes principais elasticas obtidas a partir do cédigo numérico
implementado neste trabalho é possivel projetar com seguranga elementos estruturais com
descontinuidades por meio do modelo de bielas e tirantes. Os resultados obtidos atestam a qualidade da
formulacdo implementada.
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