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ŞNão há estrada real para a Geometria.Ť

Euclides de Alexandria



RESUMO

Desde a antiguidade até os dias de hoje, a noção de recursividade na Matemática é

utilizada para resolver problemas de natureza prática e teórica. Este trabalho apresenta

uma exposição sobre a teoria das recorrências lineares, com uma abordagem leve, informal

e acessível. Iniciamos apresentando alguns exemplos pontuais na história onde a noção

de recorrência foi utilizada; em seguida, fazemos um breve apanhado sobre sequências e

as formas como elas podem ser deĄnidas, dando especial realce à deĄnição de sequência

via recorrência e destacando a importância de encontrar soluções posicionais para essas

recorrências. Logo após, deĄnimos recorrência, apresentamos algumas de suas classiĄcações,

para então começar a efetivamente resolvê-las. Resumidamente, nossos principais objetivos

serão deĄnir, classiĄcar e resolver recorrências lineares, começando com as de primeira

ordem e avançando para recorrências de ordens superiores.

Palavras-chave: Recorrência. Relação de recorrência. Recorrência linear. Sequência

recorrente. Sequência recursiva.



ABSTRACT

From Antiquity to the present day, the notion of recursion in Mathematics is used to

solve problems of a practical and theoretical nature. This work presents an exposition

on the theory of linear recurrences, with a light, informal and accessible approach. We

begin by presenting some speciĄc examples in History where the notion of recurrence was

used; Next, we brieĆy overview sequences and the ways in which they can be deĄned,

giving special emphasis to the deĄnition of sequence via recurrence and highlighting the

importance of Ąnding positional solutions for these recurrences. Afterwards, we deĄne

recurrence and present some of its classiĄcations, to then begin to effectively solve them.

Therefore, in summary, our main objectives will be to deĄne, classify and solve linear

recurrences, starting with Ąrst order ones and moving on to higher order recurrences.

Keywords: Recurrence. Recurrence relation. Linear recurrence. Recursive sequence.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1.1 Ű Cópia manuscrita; transcrição; tradução. . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

Figura 1.2 Ű Reprodução de coelhos ao longo de 4 meses. . . . . . . . . . . . . . . . 19

Figura 1.3 Ű Cópia manuscrita do Liber Abaci. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

Figura 2.1 Ű Cinco primeiros Números Triangulares. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

Figura 4.1 Ű Exemplo de rodada: Torre de Hanói com três discos . . . . . . . . . . . 44



LISTA DE TABELAS

Tabela 1.1 Ű Treze primeiros termos da sequência de Fibonacci. . . . . . . . . . . . 22

Tabela 2.1 Ű Sete primeiros Números Triangulares. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

Tabela 6.1 Ű Formatos de soluções particulares y
(p)
n referentes a cada g(n). . . . . . 65

Tabela 7.1 Ű Tabela-resumo dos principais resultados obtidos. . . . . . . . . . . . . . 70



SUMÁRIO

1 INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2 RECORRÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.1 Sequências . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.2 Lei de formação de sequências . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.2.1 Por uma propriedade dos termos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.2.2 Pela posição dos termos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.2.3 Por uma relação de recorrência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3 CLASSIFICAÇÕES DAS RECORRÊNCIAS . . . . . . . . . . 32

3.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.2 A Recorrência xn+1 = x1+x2+···+xn

n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

4 RECORRÊNCIAS LINEARES DE 1ª ORDEM . . . . . . . . 37

4.1 Homogêneas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.2 Não-homogêneas da forma xn+1 = xn +g(n) . . . . . . . . . . . . . 38

4.3 Genéricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

5 RECORRÊNCIAS LINEARES HOMOGÊNEAS DE 2ª OR-
DEM COM COEFICIENTES CONSTANTES . . . . . . . . . 47

5.1 Raízes distintas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

5.2 Raízes iguais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

6 RECORRÊNCIAS LINEARES COM COEFICIENTES CONS-
TANTES DE ORDEM SUPERIOR . . . . . . . . . . . . . . . . 55

6.1 Homogêneas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

6.1.1 Todas as raízes são simples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

6.1.2 Raiz única de multiplicidade k > 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

6.1.3 Raízes simples e múltiplas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60



6.2 Alguns comentários . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

6.3 Não-homogêneas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

7 DISCUSSÃO E RESULTADOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

CONSIDERAÇÕES FINAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73



16

1 INTRODUÇÃO

Popularmente, quando ouvimos a palavra recorrência, ou alguma palavra derivada,

como recorrente, recursivo etc., a ideia que primeiro nos vem à mente é a de um evento

que ocorre com ŞrecorrênciaŤ, que ele é ŞrecorrenteŤ ou frequente, ou que se repete.

Pois bem, em Matemática, a noção de recursividade, associada à palavra Şrecor-

rênciaŤ e termos relacionados, tem importância signiĄcativa em diversas áreas, como:

• Na programação, na Ciência da Computação e em áreas aĄns, para a deĄnição de

algoritmos recursivos.

• Na Matemática, para a construção de sistemas axiomáticos formais. Grosseiramente,

funciona da seguinte forma: assumimos a existência de alguns objetos matemáticos

básicos que não precisam de deĄnição, chamados noções primitivas; aceitamos como

verdadeiras, sem a necessidade de demonstração, um certo conjunto de sentenças,

chamadas axiomas, envolvendo esses objetos; e selecionamos um conjunto de regras

de inferência que serão usadas para provar teoremas. A partir daí, ŞtodoŤ o restante

dos objetos e teoremas dessa teoria serão deĄnidos e demonstrados, em certo sentido,

em ŚfunçãoŠ dos anteriores.

Em outro contexto, as recorrências também podem ser utilizadas para deĄnir sequên-

cias recursivamente. Com esse objetivo, Ąxam-se alguns de seus termos e deĄne-se

uma lei de tal forma que cada termo da sequência depende de alguma maneira de

termos anteriores.

Esses exemplos nos indicam que as noções de recorrência, tanto popularmente

quanto na Matemática, compartilham um sentido importante: o de repetição. Enquanto

que na linguagem popular recorrência signiĄca a repetição de um evento, em Matemática

quando dizemos que um objeto é deĄnido por via de recorrência, geralmente isso permite

que algum processo pode ser realizado repetidas vezes.

Partindo para o universo matemático, quando se fala em sequências recorrentes,

quase que imediatamente pensamos na famosa sequência de Fibonacci, que leva esse

nome em homenagem ao matemático italiano Leonardo de Pisa, também conhecido como

Leonardo Fibonacci, a quem normalmente é atribuído o crédito por ter sido o primeiro a

tratar sobre essa sequência e o primeiro a conceber o conceito de recorrência. No entanto,

se gastarmos alguns minutos de pesquisa, descobriremos que ambas essas aĄrmações estão

incorretas.
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Por exemplo, o Ąlósofo e matemático grego Téon de Esmirna ( 130 d.C.) já utilizava

a noção de recorrência para construir aproximações racionais para
√

2 (BURTON, 2007).

Vejamos como:

Sabemos que
√

2 ̸∈ Q, ou seja, ∀x,y ∈ Z, y ̸= 0,

√
2 ̸= x

y
.

Logo,

2 ̸= x2

y2

⇔ 2y2 ̸= x2.

Ora, como 2y2 e x2 são inteiros diferentes, então a distância mínima entre eles é 1.

Consideremos, então, a equação

x2 −2y2 = ±1. (1.0.1)

Essa equação diofantina é um caso particular da chamada equação de Pell, dada por

x2 −Ny2 = ±1, onde N = 2 é um inteiro positivo não quadrado perfeito. Podemos reescrever

(1.0.1) como
x

y
=

√

2± 1
y2

. (1.0.2)

A equação (1.0.2) nos diz que, se conseguirmos soluções (x,y) para (1.0.1) com y grande o

suĄciente, então a razão x/y será uma ŞboaŤ aproximação racional para
√

2. O que Téon

fez para resolver (1.0.1) foi construir um par de sequências recorrentes relacionadas, xn,yn,

chamadas respectivamente de números diagonais e números laterais, da seguinte forma:

1. coloca-se x1 = 1, y1 = 1; e

2. deĄnimos xn = xn−1 +2yn−1 e yn = xn−1 +yn−1, n ≥ 2.

Téon então mostrou que, para todo n ≥ 1, (xn, yn) é solução de (1.0.1):

x2
n −2y2

n = (−1)n. (1.0.3)

E como claramente lim
n→+∞

yn = +∞, então lim
n→+∞

xn

yn
=

√
2. Portanto, a sequência

(

1
1

,
3
2

,
7
5

, . . . ,
xn

yn
, . . .



(1.0.4)

forma sucessivas aproximações racionais para
√

2, podendo seus termos estarem tão

próximos de
√

2 quanto quisermos, bastando para isso considerar n suĄcientemente grande.
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Por isso as sequências xn e yn são chamadas, respectivamente, de números diagonais

e números laterais. A razão entre os números diagonais e os laterais tende para
√

2,

assim como a razão entre a diagonal e o lado de um quadrado de lado 1 é igual a√
2. Também é interessante notar que, utilizando a equação de Pell em sua forma geral

x2 −Ny2 = ±1, podemos, com um processo análogo, construir sequências (soluções) que

formam aproximações racionais para
√

N .

Na Figura 1.1, vemos três imagens que correspondem ao mesmo texto. Da esquerda

para a direita: (a) página de uma cópia manuscrita da obra Sobre a Matemática Útil para

o Entendimento de Platão, de Téon. Embora Téon tenha vivido por volta do século II, essa

cópia data do séc. XVI, por isso seu bom estado de conservação. Neste trecho do texto,

Téon está discorrendo sobre os números laterais e números diagonais. (b) Uma transcrição

do texto. (c) Tradução para o inglês.

Figura 1.1 Ű Cópia manuscrita; transcrição; tradução.

Fontes: respectivamente: (ESMIRNA, séc. II d.C., p. 35r.); (HILLER et al., 1878, p. 44.);
(MACADAM, 1969, p. 119.)

Observa-se também que a linguagem matemática empregada é geométrica e

retórica, em detrimento da linguagem simbólica, que só ganhou força a partir do século

XVI com o matemático francês François Viète (STENLUND, 2014).

Mesmo assim, esse método de Téon já era conhecido pelos gregos pitagóricos pelo

menos desde o Ąnal do século V a.C. (KNORR, 1976).
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Voltemo-nos agora para a sequência de Fibonacci. Ela é deĄnida por Fn = Fn−1 +

Fn−2 para todo n ≥ 2, com F0 = 1,F1 = 2 (ou F0 = F1 = 1, ou F0 = 0,F1 = 1, conforme

ocasião), ou seja,

¶Fn♢n≥0 = (F0, F1, . . . , Fn, . . .) = (1, 2, 3, 5, 8, 13, . . .). (1.0.5)

Fibonacci de fato foi o primeiro matemático ocidental a falar sobre essa sequência, mas

não o primeiro na história a estudá-la. Na Índia Antiga, por exemplo, a sequência de

Fibonacci já era utilizada pelas autoridades indianas nas ciências métricas pelo menos

desde o século V a.C. (SINGH, 1985). Mas vamos entender como Fibonacci chegou a ela.

Em seu livro Liber Abaci (1202), Fibonacci imaginou mais ou menos a seguinte

situação hipotética envolvendo a reprodução de coelhos: considere um casal de coelhos; eles

só podem ser maduros ou jovens; se forem maduros, depois de um mês eles irão reproduzir

um casal de coelhos jovens; se forem jovens, depois de um mês eles irão amadurecer.

Além disso, nesse processo nenhum casal morre e os casais maduros nunca param de se

reproduzir. Sob essas condições, se começarmos com 1 casal de coelhos maduros, quantos

casais de coelhos teremos ao total depois de 12 meses?

Se representarmos por círculos pretos os casais maduros e por círculos brancos os

casais jovens, essa situação pode ser ilustrada pelo esquema da Figura 1.2.

Figura 1.2 Ű Reprodução de coelhos ao longo de 4 meses.

Fonte: Do autor, feito no GeoGebra.

Note que começamos com 1 casal maduro; passado 1 mês, teremos 2 casais, sendo

1 maduro e 1 jovem; depois de 2 meses, teremos 3 casais (2 maduros e 1 jovem), e assim
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por diante, formando a sequência

(Fn) = (1, 2, 3, 5, 8, . . .). (1.0.6)

Continuando esse processo, chegamos a F12 = 377 casais. Na Figura 1.3 vemos uma página

de uma cópia manuscrita do Liber Abaci da primeira metade do século XIV, na qual

Fibonacci discorre sobre esse problema da reprodução de coelhos. Observe que na margem

direita dessa página estão dispostos verticalmente, de cima para baixo, os 13 primeiros

números de Fibonacci, sendo 377 o último deles. Note também que o sistema de numeração

usado por Fibonacci é o sistema decimal posicional com os algarismos indo-arábicos.

Fibonacci foi o principal divulgador e responsável pela difusão desse sistema na Europa,

que passou a ser amplamente utilizado. Em (BONCOMPAGNI et al., 1857, p. 284) e

(SIGLER, 2002, p. 404) encontramos respectivamente uma transcrição e uma tradução

para o inglês para a página mostrada na Figura 1.3.

(Consultar (TOFFALORI et al., 2021) e (VISCA, 2023) para mais informações sobre esse

manuscrito. (DEVLIN, 2011) também é outra rica fonte bibliográĄca para o leitor que

desejar aprofundar os estudos sobre Fibonacci, sequência de Fibonacci e o Liber Abaci.

Além, é claro, do próprio Liber Abaci traduzido (SIGLER, 2002).)

Figura 1.3 Ű Cópia manuscrita do Liber Abaci.

Fonte: (PISANO, 1202).

No entanto, e se quisermos saber quantos casais teríamos ao Ąnal de 24 meses? E



21

36 meses? Esse procedimento de expandir a ŞárvoreŤ da Figura 1.2 e contar a quantidade de

casais não parece muito prático, então seria desejável alguma fórmula que nos auxiliasse a

fazer esse cálculo. Essa fórmula é justamente a relação Fn = Fn−1 +Fn−2, que, juntamente

com nossas condições iniciais F0 = 1,F1 = 2, produz a sequência de Fibonacci e nos

possibilida calcular seus termos com maior facilidade. Perceba que a observação de que a

soma entre dois números de Fibonacci consecutivos produz o número de Fibonacci seguinte

não é tão trivial assim considerando apenas nosso processo de reprodução de coelhos. A

seguir veremos como chegar a esse resultado.

Chamemos de Jn o número de casais jovens no n-ésimo mês. Além disso, chamemos

de Mn a quantidade de casais maduros no n-ésimo mês. Daí, o primeiro resultado a que

chegamos é que a quantidade total de casais no n-ésimo mês Fn é

Fn = Jn +Mn. (1.0.7)

Perceba também que a quantidade de casais jovens no n-ésimo mês é igual à quantidade

de casais maduros no mês anterior, pois no mês anterior, os casais jovens amadureceram, e

os maduros, ao passar de um mês, continuam maduros e reproduziram um casal cada. Ou

seja,

Jn = Mn−1. (1.0.8)

Além disso, como os casais maduros permanecem maduros e os casais jovens amadurecem,

então no n-ésimo mês, o número de casais maduros é igual à quantidade de maduros já

existentes no mês anterior, somada à quantidade de jovens no mês anterior, porque cada

um desses casais jovens amadureceu. Em símbolos,

Mn = Mn−1 +Jn−1. (1.0.9)

De (1.0.8) e (1.0.9), seguem as equações

Mn = Mn−1 +Mn−2 (1.0.10)

e

Jn = Jn−1 +Jn−2. (1.0.11)

Portanto,

Fn = Jn +Mn

= (Jn−1 +Jn−2)+(Mn−1 +Mn−2)

= (Jn−1 +Mn−1)+(Jn−2 +Mn−2)

= Fn−1 +Fn−2. (1.0.12)

Com isso, encontramos um modelo para nossa situação. Sob as hipóteses propostas, a

quantidade de casais de coelhos no n-ésimo mês pode ser calculada utilizando-se a relação
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Tabela 1.1 Ű Treze primeiros termos da sequência de Fibonacci.

n Fn = Fn−1 +Fn−2

0 F0 = 1
1 F1 = 2
2 F2 = F1 +F0 = 2+1 = 3
3 F3 = 3+2 = 5
4 F4 = 5+3 = 8
5 F5 = 8+5 = 13
6 F6 = 13+8 = 21
7 F7 = 21+13 = 34
8 F8 = 34+21 = 55
9 F9 = 55+34 = 89
10 F10 = 89+55 = 144
11 F11 = 144+89 = 233
12 F12 = 233+144 = 377

Fonte: Do autor.

de recorrência Fn = Fn−1 +Fn−2, sendo F0 = 1,F1 = 2. Munidos dessa relação, podemos

chegar ao mesmo resultado que Fibonacci (ver Tabela 1.1).

Ademais, a importância e utilidade da sequência de Fibinacci não reside apenas

no fato de ela conter quantidades de casais de coelhos se reproduzindo, ou no modelo

matemático consistindo da relação de recorrência Fn = Fn−1 + Fn−2 com as condições

iniciais F0 = 1,F1 = 2. Muito mais do que isso, essa sequência se mostra ubíqua, se

manifestando na natureza e na arte, expressando a ideia do ŞbeloŤ (SINHA, 2017), e também

aparecendo em variadas situações, muitas vezes de forma inesperada e surpreendente, como

por exemplo no mercado de ações (KUMAR, 2014) e em muitas outras áreas. Ademais,

por se tratar de uma sequência clássica, iremos utilizá-la ao longo do texto como exemplo

para ilustrar diversas propriedades das recorrências.

Veremos na Seção 2.2 que existe mais de uma forma de se deĄnir uma sequência.

Por exemplo, podemos deĄnir a sequência dos números pares positivos dispostos em ordem

crescente como sendo

• a sequência (an) tal que

an = an−1 +2, ∀n ≥ 1, com a0 = 2; ou (1.0.13)

• a sequência (an) tal que

an = 2n+2, ∀n ≥ 0. (1.0.14)
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A relação (1.0.13) deĄne recursivamente a sequência dos números pares positivos,

porque cada termo an depende de seu antecessor imediato an−1. Podemos chamar essa

regra simplesmente de recorrência.

Já a relação (1.0.14) é uma deĄnição posicional para essa sequência, porque cada

termo an depende apenas de n, que é sua posição. Dizemos também que (1.0.14) é a

fórmula fechada de (1.0.13).

Essas deĄnições (ou regras) são equivalentes, ou seja, (1.0.13) ⇔ (1.0.14) e, por-

tanto, determinam a mesma sequência. Em particular, (1.0.13) ⇒ (1.0.14), isto é, (1.0.14)

pode ser deduzido partindo-se de (1.0.13). Vejamos como podemos fazer isso. De (1.0.13),

seguem as n+1 equações:

a0 = 2

a1 = a0 +2

a2 = a1 +2

a3 = a2 +2
...

an = an−1 +2.

Somando-as, obtemos

an = 2(n+1) = 2n+2.

Por várias razões, as deĄnições posicionais são mais almejadas que as recursivas.

Por isso, ao deĄnir uma sequência via recorrência, muitas vezes desejamos desenvolver

algum procedimento a Ąm de deduzir sua fórmula fechada, de modo que, encontrar essa

fórmula posicional fechada a partir da recorrência é o mesmo que resolver essa recorrência.

Portanto sua fórmula fechada é sua solução. Em outras palavras, resolver uma recorrência

signiĄca encontrar sua fórmula fechada.

Dito isso, sabemos que a sequência de Fibonacci é uma recorrência, pois cada um

de seus termos Fn depende de seus dois antecessores imediatos, Fn−1,Fn−2. Então, tendo

em mente essa discussão sobre a sequência dos pares positivos, é pertinente a pergunta: a

sequência de Fibinacci possui uma fórmula fechada? A resposta é sim, e se começarmos

pelos termos F0 = 0,F1 = 1, então sua fórmula fechada (a qual, neste momento, iremos

apenas enunciar, sem demonstração) é dada por

Fn =
1√
5

(

1+
√

5
2

n

− 1√
5

(

1−
√

5
2

n

. (1.0.15)

Essa fórmula é comumente chamada de Şfórmula de BinetŤ, em homenagem ao matemático

francês Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856). Entretanto, essa fórmula já era conhecida
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antes de Binet por matemáticos como Daniel Bernoulli, Leonard Euler e Abraham de

Moivre, sendo Moivre creditado como o primeiro a chegar a essa fórmula (SILVA, 2017),

além de desenvolver um método para resolver uma classe especial de recorrências (que

serão deĄnidas no Capítulo 3), chamadas recorrências lineares homogêneas com coeĄcientes

constantes (KNUTH, 1997). Esse método generaliza a sequência de Fibonacci e nos permite

encontrar fórmulas fechadas para recorrências com algumas características parecidas com

as da sequência de Fibonacci. Desde então, até hoje as recorrências são um amplo objeto

de pesquisa na Matemática.

Neste trabalho veremos: no capítulo seguinte, um breve apanhado sobre sequências

e desenvolveremos um pouco sobre o conceito de recorrência. No capítulo 3, apresentaremos

algumas categorizações das recorrências, destacando nosso principal objeto de estudo:

as recorrências lineares. Do capítulo 4 em diante, passaremos à efetiva resolução das

recorrências lineares, começando pelas de 1ª ordem (capítulo 4), passando pelas de 2ª

ordem (capítulo 5), e culminando nas de ordem superior (capítulo 6).
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2 RECORRÊNCIAS

2.1 SEQUÊNCIAS

DeĄnição 2.1.1 (Sequência Finita). Segundo (IEZZI; HAZZAN, 2004), chama-se sequência

Ąnita toda função f : ¶1,2, . . . ,n♢ → R. Assim, em toda sequência Ąnita, a cada número

natural i, com 1 ≤ i ≤ n, está associado um número real ai. Ou seja,

f = ¶(1,a1),(2,a2),(3,a3), . . . ,(n,an)♢.

DeĄnição 2.1.2 (Sequência InĄnita). Ainda segundo (IEZZI; HAZZAN, 2004), chama-se

sequência inĄnita toda função f :N→R (neste trabalho admitiremos que N= ¶1, 2, 3, . . .♢).

Assim, em toda sequência inĄnita, a cada número natural i, está associado um número

real ai. Ou seja,

f = ¶(1,a1),(2,a2),(3,a3), . . . ,(n,an), . . .♢.

A partir de agora, por uma questão de conveniência, iremos denotar sequências

pela lista ordenada f = (a1,a2, . . . ,an, . . .), em que f(i) = ai. Outra notação para sequências

é f = (ai)i∈I , onde I é um conjunto de índices, geralmente I = ¶1,2, . . . ,n♢ ou I = N.

Exemplos 2.1.1.

1. (1, 2, 3, 4, 6, 12) é a sequência (Ąnita) dos divisores inteiros positivos de 12 dispostos

em ordem crescente.

2. (2, 4, 6, 8, . . . , 2i, . . .) é a sequência (inĄnita) dos números pares positivos dispostos

em ordem crescente.

Sabemos que duas funções f,g : A → B são iguais se, e somente se, f(x) = g(x),

∀x ∈ A. Assim, sabendo que sequências são funções, diremos que

DeĄnição 2.1.3 (Igualdade de sequências). Duas sequências f,g : I = ¶1,2, . . . ,n♢ → R

(ou f,g : I = N → R) são iguais se, e somente se,

f(i) = g(i), ∀i ∈ I.

Equivalentemente: duas sequências (ai)i∈I e (bi)i∈I são iguais se, e somente se,

ai = bi, ∀i ∈ I.
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Com isso notamos que, numa sequência, a ordem em que seus termos estão

dispostos é importante, ao contrário do que acontece com os conjuntos. Assim, por

exemplo, os conjuntos ¶a, b, c♢ e ¶a, c, b♢ são iguais, enquanto as sequências (a, b, c) e

(a, c, b) são diferentes.

2.2 LEI DE FORMAÇÃO DE SEQUÊNCIAS

Há três formas básicas de se deĄnir uma sequência: por uma propriedade dos

termos, pela posição dos termos ou por uma relação de recorrência.

2.2.1 Por uma propriedade dos termos

Para deĄnir uma sequência desta forma precisamos explicitar a propriedade à

qual os termos irão obedecer.

Por exemplo: a sequência dos números primos positivos dispostos em ordem

crescente é dada por

(2, 3, 5, 7, 11, . . .).

2.2.2 Pela posição dos termos

Para deĄnir uma sequência desta forma, precisamos escrever an como uma expres-

são de n.

Por exemplo: a sequência deĄnida por an = 2n −1 com n ≥ 1 é dada por

(21 −1, 22 −1, 23 −1, . . . , 2n −1, . . .) = (1, 3, 7, 15, . . . , 2n −1, . . .).

2.2.3 Por uma relação de recorrência

Em Matemática, uma recorrência∗ é uma regra matemática que determina uma

sequência através de uma relação entre cada termo da sequência com termos anteriores a

ele. Assim, em uma recorrência, para que se possa obter um determinado termo, digamos

xn, é preciso que se tenha em mãos aqueles termos anteriores a xn que são suĄcientes para

fazermos esse cálculo. E, por sua vez, para calcular esses termos anteriores, precisamos

ainda de outros termos anteriores, e assim se retrocede até precisarmos utilizar os primeiros

termos da sequência. Da mesma forma, se temos à disposição um ou alguns termos, tantos

quantos forem suĄcientes, podemos calcular termos seguintes da recorrência.
∗ Na literatura encontram-se vários termos e expressões sinônimas de ŞrecorrênciaŤ, como: relação

de recorrência, sequência recorrente, sequência recursiva, entre outros. Ao longo do texto faremos
uso dessas terminologias para nos referir às sequências deĄnidas por/via recorrência, sem maiores
esclarecimentos.
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Geralmente deĄne-se recorrência da seguinte forma:

1. são Ąxados os k primeiros termos da sequência, x1,x2, . . . ,xk;

2. o n-ésimo termo, xn, é expresso em função dos k termos imediatamente anteriores a

ele, isto é, xn = f(xn−1,xn−2, . . . ,xn−k) ou xn+k = g(xn+k−1,xn+k−2, . . . ,xn).†

Em outras palavras, uma recorrência é uma lei matemática que caracteriza uma sequência

da seguinte forma:






x1 = a1,x2 = a2, . . . ,xk = ak

xn+k = f(xn+k−1,xn+k−2, . . . ,xn),∀n ∈ N
,

sendo que, neste texto, chamaremos x1 = a1,x2 = a2, . . . ,xk = ak de condições iniciais da

recorrência, e xn+k = f(xn+k−1,xn+k−2, . . . ,xn),∀n ∈ N de equação da recorrência.

Como exemplo, podemos mais uma vez considerar a recorrência referente à

sequência de Fibonacci, que pode ser deĄnida como segue. Fixamos F1 = F2 = 1, e seus

próximos termos serão obtidos pela soma dos dois termos imediatamente anteriores:

F3 = F2 +F1 = 1+1 = 2; F4 = F3 +F2 = 2+1 = 3; F5 = F4 +F3 = 3+2 = 5, e assim por

diante. Mais formalmente, a lei de formação que deĄne a sequência de Fibonacci é a

recorrência 





F1 = 1,F2 = 1

Fn+2 = Fn+1 +Fn,∀n ∈ N

Também é do interesse da Matemática as fórmulas fechadas associadas a essas

recorrências. Para os propósitos deste texto, diremos que a fórmula (ou forma) fechada

(ou posicional), ou o termo geral de uma recorrência, é uma expressão que representa um

determinado termo da sequência em função apenas de sua posição.

Diremos também que uma fórmula fechada, correspondente à sua recorrência, é

uma solução da recorrência, e que ela a resolve, de modo que, substituindo a referida

solução an na equação de recorrência, obtemos uma identidade.

Assim, por exemplo, a fórmula fechada para a sequência de Fibonacci é dada por

Fn =
1√
5

(

1+
√

5
2

n

− 1√
5

(

1−
√

5
2

n

. (2.2.1)

A dedução dessa fórmula será vista mais adiante no texto. Por enquanto vamos admitir

que ela é válida e façamos algumas observações:
† Na verdade, existem recorrências cujos termos dependem de todos os termos da sequência anteriores a

eles, isto é, k varia com n. (Ver Seção 3.2).
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1. Dessa fórmula, é claro que

Fn+1 =
1√
5

(

1+
√

5
2

n+1

− 1√
5

(

1−
√

5
2

n+1

e

Fn+2 =
1√
5

(

1+
√

5
2

n+2

− 1√
5

(

1−
√

5
2

n+2

.

Substituindo essas fórmulas na equação recorrente Fn+2 = Fn+1 +Fn, obtemos uma

identidade, isto é, uma equação válida para todo n ∈ N.

2. Se quisermos calcular o 10º termo da sequência ŞbastaŤ tomar n = 10 em (2.2.1).

Assim,

F10 =
1√
5

(

1+
√

5
2

10

− 1√
5

(

1−
√

5
2

10

= 55.

3. Apesar de termos frações e raízes quadradas irracionais nessa expressão, sempre

obteremos um resultado inteiro.

4. Uma desvantagem das sequências recorrentes em relação às fórmulas fechadas é

que, enquanto para estas basta substituir n pela posição desejada, para aquelas,

é necessário construir toda a sequência, termo a termo, do primeiro até o termo

imediatamente anterior ao termo que se deseja calcular. Porém, apesar de em muitas

situações ser mais conveniente expressar diretamente o termo em função de sua

posição, às vezes é menos trabalhoso calcular os termos da sequência um por um

por meio da recorrência, como é o caso da sequência de Fibonacci. Note que, para

calcular o 10º termo da sequência de Fibonacci pela fórmula fechada, tal diĄculdade

se encontra em expandir as expressões
(

1+
√

5
2

)10
e
(

1−
√

5
2

)10
. Por outro lado, usando

a recorrência, já sabemos que F4 = 3 e F5 = 5. Logo, F6 = 5 + 3 = 8, F7 = 8 + 5 = 13,

F8 = 13 + 8 = 21, F9 = 21 + 13 = 34 ⇒ F10 = 34 + 21 = 55. E como havíamos dito,

neste caso é bem mais fácil obter um termo usando-se a fórmula de recorrência do

que a fórmula fechada.

5. Dada uma sequência em que só são explicitados alguns de seus termos, é preciso

tomar cuidado ao tentar deduzir sua fórmula fechada. Para entender isso, considere

a sequência (an) = (1, 2, 3, . . .). Qual é o 4º termo dessa sequência? A resposta

mais natural é 4. Porém, considere também a sequência dada pela fórmula bn =

2n3 −12n2 +23n−12. Notamos que b1 = 1, b2 = 2 e b3 = 3. Calculando o 4º termo,

temos b4 = 2(4)3 − 12(4)2 + 23 · 4 − 12 ⇒ b4 = 16, isto é, (bn) = (1, 2, 3, 16, . . .). A

sequência (bn) nos faz perceber que, dada uma certa sequência em que a única

informação de que dispomos é uma quantidade Ąnita de seus termos, sempre é

possível encontrar outra sequência, diferente da primeira, com esses termos, nas

mesmas posições. E por isso, além de alguns termos, precisamos de uma equação de

recorrência ou de uma fórmula fechada para bem deĄnir tal sequência.
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6. Considere as sequências (an) = (1, 3, 5, . . .) dos números ímpares positivos e (bn) =

(2, 4, 6, . . .) dos números pares positivos. Observe que a equação de recorrência para

(an) é an+1 = an +2, e a equação de recorrência para (bn) é bn+1 = bn +2, ou seja,

apesar de (an) e (bn) serem sequências diferentes, elas têm a mesma equação de

recorrência. Portanto, para deĄni-las por recorrência, devemos explicitar seus termos

iniciais. Assim, 





a1 = 1

an+1 = an +2,∀n ∈ N

e 





b1 = 2

bn+1 = bn +2,∀n ∈ N
.

Outro exemplo interessante para ilustrar sequências recorrentes é a sequência dos

Números Triangulares. A sequência dos Números Triangulares (Tn) é aquela tal que

T1 = 1 e Tn = n+Tn−1, n ≥ 2, isto é, (1, 3, 6, 10, . . .). Analisando a sequência, perceba que,

primeiramente, ela leva esse nome pelo padrão geométrico triangular que forma, conforme

Figura 2.1.

Figura 2.1 Ű Cinco primeiros Números Triangulares.

Fonte: Do autor, feito no GeoGebra.

Em segundo lugar, note que se quisermos calcular um termo qualquer Tn da

sequência pela deĄnição dada (Tn = n+Tn−1), precisamos conhecer seu antecessor ime-

diato Tn−1, o qual depende de Tn−2, que por sua vez depende de Tn−3, e assim por

diante. Ou seja, para calcularmos Tn, precisamos conhecer todos os seus antecessores,

Tn−1,Tn−2,Tn−3, . . . ,T1. Vejamos, por exemplo, como calcular o termo T7: começamos

calculando T2 (já temos dado T1); agora podemos calcular T3; então calculamos T4; ... ; e

repetimos esse processo até chegarmos em T7. Ver Tabela 2.1.
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Tabela 2.1 Ű Sete primeiros Números Triangulares.

n Tn = n+Tn−1

1 T1 = 1
2 T2 = 2+T1 = 2+1 = 3
3 T3 = 3+3 = 6
4 T4 = 4+6 = 10
5 T5 = 5+10 = 15
6 T6 = 6+15 = 21
7 T7 = 7+21 = 28

Fonte: Do autor.

Dizemos, então, que essa sequência está sendo deĄnida via recorrência, pois foi

deĄnida por meio de uma regra que nos fornece termos da sequência em função de termos

anteriores.

Imagine, porém, que desejamos calcular o termo T1000. Nesse caso, calcular o termo

de ordem 1000 da sequência por essa regra não será muito conveniente, pois precisaríamos

construir todos os termos da sequência até o de ordem 999, para então podermos calcular

T1000. Essa diĄculdade nos leva à pergunta: ŞExiste uma regra para essa mesma sequência

que nos forneça os termos diretamente em função de suas posições?Ť. Vamos investigar

isso.

Ora, observando as imagens da Figura 2.1, não é difícil se convencer de que o

n-ésimo número triangular é dado pela soma dos n primeiros números naturais, ou seja,

Tn = 1 +2 + · · ·+n = n(n+1)
2 . Outra maneira de se chegar a essa fórmula seria somando as

equações
T2 = 2+T1

T3 = 3+T2

T4 = 4+T3
...

Tn = n+Tn−1 ,

obtendo

Tn = T1 +(2+3+ · · ·+n) = 1+2+3+ · · ·+n =
n(n+1)

2
.

Isso também pode ser demonstrado por Indução Matemática.

A fórmula Tn = n(n+1)
2 para os Números Triangulares é chamada de Şfórmula

fechadaŤ e com ela podemos obter qualquer termo da sequência apenas substituindo o n

pela posição do termo desejado. Assim, por exemplo, T1000 = 1000·1001
2 = 500500, resultado

cuja obtenção seria bastante trabalhosa pela fórmula de recorrência.
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Neste momento percebemos que a sequência dos Números Triangulares e a sequên-

cia de Fibonacci possuem algumas similaridades: para calcular um certo termo de ordem

n, precisamos de termos anteriores (para a sequência de Fibonacci, o (n − 1)-ésimo e

o (n − 2)-ésimo; e para a sequência dos Números Triangulares, do (n − 1)-ésimo) e, por

consequência, só é possível efetivamente calcular esse termo se construirmos praticamente

todos os termos dessas sequências, a partir do primeiro, até o termo desejado. Buscando

superar essa diĄculdade, partindo dessas relações de recorrência, através de um certo

processo é possível encontrar suas fórmulas posicionais, ou fechadas. E, como já dissemos,

nossa principal ênfase neste trabalho será justamente encontrar essas fórmulas fechadas ou

algum método/algoritmo para resolver certas classes de recorrências.

Outrossim, antes de continuarmos, é importante informar ao leitor que grande

parte do que será visto na teoria das Recorrências nas próximas seções tem uma certa

semelhança com a teoria das Equações Diferenciais Ordinárias (EDOs). Assim, tendo

isso em mente, se o leitor tiver um conhecimento rudimentar sobre EDOs, ele poderá

estabelecer associações entre as deĄnições, teoremas e equações da teoria das EDOs e seus

análogos correspondentes na teoria das Recorrências, fazendo as devidas adaptações.
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3 CLASSIFICAÇÕES DAS RECORRÊNCIAS

3.1

Existe uma inĄnidade de tipos de recorrências, muitas delas sendo bastente

complexas. Portanto, antes de partirmos para a resolução de recorrências, neste capítulo

primeiramente delimitaremos quais tipos nos interessam (as lineares), ou seja, iremos

categorizar ou classiĄcar as recorrências.

As recorrências podem ser classiĄcadas quanto a vários critérios.

Existem as recorrências de 1ª ordem e as recorrências de ordem superior, quer

dizer, de 2ª ordem em diante. Dizemos que a ordem de uma recorrência é a diferença entre

o maior e o menor índices dos termos xi que estão presentes na equação da recorrência.

Por exemplo, a recorrência 





a1 = 10

an+1 = an +3,∀n ∈ N

é uma recorrência de 1ª ordem, pois (n + 1) − n = 1, enquanto que a Şrecorrência de

FibonacciŤ 





F1 = 1,F2 = 1

Fn+2 = Fn+1 +Fn,∀n ∈ N

é uma recorrência de 2ª ordem (e portanto de ordem superior), pois (n+2)−n = 2.

Em geral, uma recorrência de ordem k é dada por






x1 = a1,x2 = a2, . . . ,xk = ak

xn+k = f(xn+(k−1), . . . ,xn),∀n ∈ N
,

em que f é uma função.

Existem também as recorrências lineares e as não lineares. Dada uma recorrência

de ordem k, ela é dita linear quando é da forma






x1 = a1,x2 = a2, . . . ,xk = ak

xn+k = fk(n)xn+(k−1) + · · ·+f1(n)xn +f0(n),∀n ∈ N
(3.1.1)

em que fi com i ∈ ¶0,1, . . . ,k♢ são funções de n.

Uma recorrência é não linear quando não é linear.

São exemplos de recorrências lineares:



33

(a)







a1 = 100

an+1 = an +10,∀n ∈ N

(b)







b1 = 1

bn+1 = 5nbn +n2 −3,∀n ∈ N

(c)







c1 = 10, c2 = 15

cn+2 = cn+1 −3
√

n3cn,∀n ∈ N

Não são recorrências lineares:

(d)







x1 = 4

xn+1 =
√

xn +5,∀n ∈ N

(e)







y1 = 6

yn+1 = 2
yn−2 ,∀n ∈ N

(f)







z1 = 3, z2 = 14

zn+2 = zn+1 − log(zn +4),∀n ∈ N

As recorrências lineares podem ser homogêneas ou não homogêneas. Elas são

homogêneas quando a parcela f0(n) da expressão (3.1.1) é igual a zero para todo n ∈ N,

e não homogêneas caso contrário. Tomemos os exemplos (a), (b) e (c), note que (c) é

homogênea e (a) e (b) são não homogêneas.

Por Ąm, as recorrências lineares podem ter coeĄcientes constantes ou coeĄcientes

não constantes (variáveis). Neste texto, diremos que uma recorrência linear tem coeĄcientes

constantes se ela é tal que as funções fi da expressão (3.1.1), com i ∈ ¶1,2, . . . ,k♢, são todas

constantes (note que não importa se f0 é constante ou não). Por exemplo, a recorrência de

(a) tem coeĄcientes constantes, enquanto que as recorrências de (b) e (c) não têm.

Com isso, podemos classiĄcar as recorrências em:

• Recorrências de 1ª ordem ou de ordem superior (de 2ª ordem em diante);

• Recorrências lineares ou não lineares;

• Recorrências lineares homogêneas ou recorrências lineares não homogêneas;

• Recorrências lineares com coeĄcientes constantes ou recorrências lineares com coeĄ-

cientes não constantes (variáveis).
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Para exempliĄcar, iremos classiĄcar as recorrências vistas até agora.

(1) A recorrência de Fibonacci






F1 = 1,F2 = 1

Fn+2 = Fn+1 +Fn,∀n ∈ N

é uma recorrência de ordem superior (2ª ordem), linear, homogênea com coeĄcientes

constantes;

(2) A recorrência






a1 = 10

an+1 = an +3,∀n ∈ N

bem como a recorrência






a1 = 100

an+1 = an +10,∀n ∈ N

são de 1ª ordem, lineares, não homogêneas com coeĄcientes constantes;

(3) Já a recorrência






b1 = 1

bn+1 = 5nbn +n2 −3,∀n ∈ N

é uma recorrência 1ª ordem, linear, não homogênea com coeĄcientes variáveis;

(4) A recorrência






c1 = 10, c2 = 15

cn+2 = cn+1 −3
√

n3cn,∀n ∈ N

é uma recorrência de 2ª ordem, linear, homogênea com coeĄcientes variáveis;

(5) As recorrências






x1 = 4

xn+1 =
√

xn +5,∀n ∈ N

e 





y1 = 6

yn+1 = 2
yn−2 ,∀n ∈ N

são de 1ª ordem e não lineares;

(6) Já a recorrência






z1 = 3, z2 = 14

zn+2 = zn+1 − log(zn +4),∀n ∈ N

é uma recorrência de 2ª ordem não linear.

Neste trabalho daremos preferência ao estudo das recorrências lineares.
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3.2 A RECORRÊNCIA xn+1 = x1+x2+···+xn

n

Considere a recorrência






x1 = a,x2 = b

xn+1 = x1+x2+···+xn

n ,∀n ≥ 2

Essa recorrência é bastante curiosa, pois, em primeira análise, ela não pode ser

classiĄcada segundo os critérios apresentados neste texto. Vejamos porquê: (a) Ordem:

note que x3 depende de seus dois antecessores; x4 depende de três antecessores; . . . ; e xn+1

depende de n antecessores. Como essa quantidade de termos anteriores de que um termo

geral depende é variável, estamos diante de uma recorrência que, a princípio, não tem uma

ordem bem deĄnida.∗ (b) Linearidade: para que uma recorrência seja linear, é preciso que

ela seja classiĄcável por ordem. Como a recorrência da vez não o é, então não é linear;

logo, é não linear (em primeira análise).

Estamos destacando a expressão Şem primeira análiseŤ porque podemos reescrever

nossa recorrência em outros termos. Vejamos.

Calculemos alguns termos da sequência formada:

x3 =
x1 +x2

2
=

a+ b

2
;

x4 =
a+ b+ a+b

2

3
=

3a+3b

6
=

a+ b

2
;

x5 =
a+ b+ a+b

2 + a+b
2

4
=

2a+2b

4
=

a+ b

2
.

Por enquanto temos a sequência
(

a,b, a+b
2 , a+b

2 , a+b
2 , . . .

)

, o que nos leva a conjecturar que

essa sequência segue com todos os seus termos iguais a a+b
2 e, portanto, seu termo geral é

xn = a+b
2 para n ≥ 3. Provemos esse fato por Indução:

• Caso base:

n = 3 ⇒ xn = x3 =
a+ b

2
;

• Hipótese de Indução:

xk =
a+ b

2
para algum k ≥ 3;

∗ Recorrências desse tipo, que precisam dos n primeiros termos para calcular o de ordem n + 1, são
chamadas de full-history, enquanto que recorrências de ordem Ąxa são chamadas de finite-history

(KURGALIN; BORZUNOV, 2018).
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• VeriĄcando que a propriedade vale para n = k +1:

xk+1 =
x1 +x2 +x3 + · · ·+xk−1 +xk

k
=

x1 +x2 +x3 + · · ·+xk−1

k
+

xk

k
.

Mas,

xk =
x1 +x2 +x3 + · · ·+xk−1

k −1
,

donde

x1 +x2 +x3 + · · ·+xk−1 = (k −1)xk.

Daí,

xk+1 =
(k −1)xk

k
+

xk

k
=

(k −1+1)xk

k
=

kxk

k
.

Logo,

xk+1 = xk =
a+ b

2
.

Dessa forma, podemos reescrever a recorrência em questão da seguinte forma:






x1 = a,x2 = b,x3 = a+b
2

xn+1 = xn,∀n ≥ 3
,

que é de 1ª ordem, linear, homogênea, de coeĄcientes constantes. Outra forma de escrevê-la

é a seguinte: 





x1 = a,x2 = b,x3 = x4 = a+b
2

xn+2 = xn+1+xn

2 ,∀n ≥ 3
,

que é de 2ª ordem, linear, homogênea, de coeĄcientes constantes.

Dessa forma, concluímos que dada uma recorrência, pode haver mais de uma forma

recursiva de representá-la e, para cada representação, teremos também uma classiĄcação

correspondente.
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4 RECORRÊNCIAS LINEARES DE 1ª ORDEM

Este capítulo se divide em três partes. Na primeira, resolvemos as recorrências

lineares homogêneas, ou seja, aquelas da forma xn+1 = f(n)xn. Na segunda, resolveremos

as recorrências lineares não homogêneas da forma xn+1 = xn + g(n). Na terceira parte,

Ąnalizaremos resolvendo as recorrências lineares em sua forma geral, dada por xn+1 =

f(n)xn +g(n), através de uma combinação das técnicas anteriormente empregadas para a

resolução das recorrências dos tipos xn+1 = f(n)xn e xn+1 = xn +g(n).

4.1 HOMOGÊNEAS

Antes de desenvolvermos esta parte da teoria é pertinente fazermos uma con-

sideração: quando não são explicitados os termos iniciais da recorrência, supõe-se que

são constantes arbitrárias quaisquer. Dessa forma, ao chegar na solução, observamos na

fórmula parâmetros arbitrários. Nessa forma a solução é chamada de solução geral, que

ŞgeraŤ ou ŞproduzŤ uma família (ou classe ou conjunto) de soluções, de forma que, uma

vez escolhidos esses parâmetros (ou seja, os termos iniciais, ou condições iniciais), será

determinada uma solução particular, caracterizando uma sequência única. Para além disso,

é natural perguntar quantos são esses parâmetros que aparecem na solução geral. Ao que

respondemos: depende da ordem da recorrência.

Dito isso, podemos continuar.

As recorrências lineares de 1ª ordem homogêneas são aquelas expressas pela

equação

xn+1 = f(n)xn,∀n ∈ N.

Para resolvê-la, multiplicamos as equações

x2 = f(1)x1

x3 = f(2)x2

x4 = f(3)x3
...

xn = f(n−1)xn−1

obtendo

xn = x1

n−1∏

k=1

f(k). (4.1.1)

Logo, sua solução geral é da forma

xn = C
n−1∏

k=1

f(k).
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Assim, para resolver xn+1 = f(n)xn, nosso desaĄo é saber calcular o produtório
∏n−1

k=1 f(k).

Exemplo 4.1.1. Considere a recorrência dada por

xn+1 = (n+1)xn,∀n ∈ N.

Ela é linear homogênea de primeira ordem. Usando a técnica vista para obter a Equação

(4.1.1), podemos escrever
x2 = 2x1

x3 = 3x2

x4 = 4x3
...

xn = nxn−1,

que multiplicando membro a membro, obtemos

xn = x1n!

.

Em posse da Equação (4.1.1), podemos também escrever a solução diretamente,

pois como f(n) = n+1, então
∏n−1

k=1 f(k) = n!. Logo, xn = x1n!.

Apesar da utilidade da Equação (4.1.1), acreditamos que a técnica usada para a

sua obtenção é mais valiosa do que a fórmula em si. Por isso, continuaremos empregando

a técnica em detrimento da fórmula, e o mesmo vale para outras fórmulas que porventura

apareçam ao longo do texto.

4.2 NÃO-HOMOGÊNEAS DA FORMA xn+1 = xn +g(n)

Para resolver recorrências da forma

xn+1 = xn +g(n),∀n ∈ N,

podemos escrever
x2 = x1 +g(1)

x3 = x2 +g(2)

x4 = x3 +g(3)
...

xn = xn−1 +g(n−1),

que somando membro a membro, obtemos

xn = x1 +
n−1∑

k=1

g(k). (4.2.1)

Assim, para resolver xn+1 = xn +g(n), o desaĄo é saber calcular o somatório
∑n−1

k=1 g(k).
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Exemplo 4.2.1. Para resolver a recorrência dada por






x1 = 2

xn+1 = xn +3n,∀n ≥ 1

escrevemos as equações
x2 = x1 +31

x3 = x2 +32

x4 = x3 +33

...

xn = xn−1 +3n−1

que somando membro a membro, obtemos

xn = x1 +(31 + · · ·+3n−1) = x1 +
3(3n−1 −1)

3−1

⇒ xn = x1 +
3(3n−1 −1)

2
.

Mas, x1 = 2, logo

xn = 2+
3(3n−1 −1)

2
=

3(3n−1 −1)+4
2

=
3n −3+4

2

⇒ xn =
3n +1

2
.

4.3 GENÉRICAS

Agora estudaremos as recorrências lineares de 1ª ordem da forma

xn+1 = f(n)xn +g(n),∀n ∈ N.

Para resolver esse tipo de recorrência usaremos uma combinação das técnicas para resol-

ver as recorrências dos tipos xn+1 = f(n)xn e xn+1 = xn + g(n). A técnica consiste em

primeiramente, resolver a recorrência homogênea wn+1 = f(n)wn, obtendo

wn = w1

n−1∏

k=1

f(k).

Em seguida tomamos uma solução particular não-nula

an = l
n−1∏

k=1

f(k).

Depois deĄnimos yn = xn

an
para fazer a substituição xn = anyn, que transforma xn+1 =

f(n)xn +g(n) em yn+1 = yn + g(n)
f(n)an

= yn +h(n), onde h(n) = g(n)
f(n)an

. Caímos, então, numa
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nova recorrência que também já sabemos resolver. Dessa forma, por (4.2.1), a solução de

yn+1 = yn +h(n) é dada por

yn = y1 +
n−1∑

k=1

h(k).

Logo,

xn = anyn =



l
n−1∏

k=1

f(k)







y1 +
n−1∑

k=1

h(k)



 .

Mas, como y1 = x1
a1

, temos

xn =



l
n−1∏

k=1

f(k)








x1

a1
+

n−1∑

k=1

g(k)
f(k)ak



 .

Exemplo 4.3.1. Consideremos a recorrência dada por






x1 = 5

xn+1 = 3xn +2,∀n ∈ N
.

Vamos primeiramente resolver a recorrência homogênea wn+1 = 3wn.

Multiplicando as equações
w2 = 3w1

w3 = 3w2

w4 = 3w3
...

wn = 3wn−1

obtemos

wn = 3n−1w1

e escolhamos a solução particular

an = 3n−1 · l.

A mesma fórmula pode ser obtida se observarmos que tal recorrência deĄne uma P.G.

de 1º termo w1 e razão igual a 3. Agora vamos deĄnir yn = xn

an
e façamos a substituição

xn = anyn em xn+1 = 3xn +2, o que nos deixa com

an+1yn+1 = 3anyn +2.

Mas, como an resolve wn+1 = 3wn, então vale an+1 = 3an, donde

3anyn+1 = 3anyn +2

⇒ yn+1 = yn +
2

3an
= yn +

2
3(3n−1 · l)

⇒ yn+1 = yn +
2
l

(1
3

)n

.
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Daí, temos

y2 = y1 + 2
l

(
1
3

)1

y3 = y2 + 2
l

(
1
3

)2

y4 = y3 + 2
l

(
1
3

)3

...

yn = yn−1 + 2
l

(
1
3

)n−1
,

que somando membro a membro, obtemos

yn = y1 +
2
l

(1
3

)1

+ · · ·+
(1

3

)n−1
]

= y1 +
2
l







1
3

((
1
3

)n−1 −1
)

1
3 −1







⇒ yn = y1 +
1
l



1−
(1

3

)n−1
]

.

Ora, como xn = anyn, então

xn = 3n−1 · l ·
(

y1 +
1
l



1−
(1

3

)n−1
]

.

E como y1 = x1
a1

= 5
31−1·l = 5

l , temos que

xn = 3n−1 · l ·
(

5
l

+
1
l



1−
(1

3

)n−1
]

= 3n−1 · l · 1
l



5+1−
(1

3

)n−1
]

= 3n−1
(

6− 1
3n−1

)

= 6 ·3n−1 −1 = 2 ·3 ·3n−1 −1

= 2 ·3n −1.

Perceba que não importa qual solução não-nula an para wn+1 = 3wn escolhermos (e

portanto não importa o valor de l ̸= 0 que tomemos), sempre chegaremos ao resultado

desejado. Vejamos outro exemplo, em que podemos poupar tempo escolhendo o valor de l

com mais antecedência:

Exemplo 4.3.2. Vamos resolver a recorrência






x3 = 2

xn+1 = n
n−2 ·xn +3,∀n ≥ 3

.

Para resolver a recorrência homogênea wn+1 = n
n−2 ·wn multiplicamos as equações

w4 = 3
3−2 ·w3

w5 = 4
4−2 ·w4

w6 = 5
5−2 ·w5
...

wn = n−1
(n−1)−2 ·wn−1,
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obtendo

wn = w3



3
3−2

· 4
4−2

· 5
5−2

· · · · · n−1
(n−1)−2

]

= w3

(3
1

· 4
2

· 5
3

· · · · · n−1
n−3

)

⇒ wn =
w3

2
· (n−1)(n−2).

Tomemos, então, a solução

an = (n−1)(n−2)

e assim façamos a substituição xn = anyn em xn+1 = n
n−2 ·xn +3, obtendo

an+1yn+1 =
n

n−2
·anyn +3.

Mas, como an é solução de wn+1 = n
n−2 ·wn, vale que an+1 = n

n−2 ·an, donde

n

n−2
·anyn+1 =

n

n−2
·anyn +3

⇒ yn+1 = yn +3 · n−2
nan

= yn +3 · n−2
n(n−1)(n−2)

⇒ yn+1 = yn +3 · 1
(n−1)n

.

Para resolver essa recorrência somamos as equações

y4 = y3 +3 · 1
(3−1)3

y5 = y4 +3 · 1
(4−1)4

y6 = y5 +3 · 1
(5−1)5

...

yn = yn−1 +3 · 1
[(n−1)−1](n−1) ,

obtendo

yn = y3 +3 ·


1
(3−1)3

+
1

(4−1)4
+

1
(5−1)5

+ · · ·+ 1
[(n−1)−1](n−1)

]

= y3 +3 ·


1
2 ·3 +

1
3 ·4 + · · ·+ 1

(n−3)(n−2)
+

1
(n−2)(n−1)

]

= y3 +3S(n),

onde S(n) = 1
2·3 + 1

3·4 + · · ·+ 1
(n−3)(n−2) + 1

(n−2)(n−1) . Essa é uma conhecida soma Ştelescó-

picaŤ, e sabendo-se que
1

(n−1)n
=

1
n−1

− 1
n

,

podemos calculá-la facilmente:

S(n) =
(1

2
− 1

3

)

+
(1

3
− 1

4

)

+ · · ·+
( 1

n−3
− 1

n−2

)

+
( 1

n−2
− 1

n−1

)

=
1
2

− 1
n−1

=
n−1−2
2(n−1)
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⇒ S(n) =
n−3

2(n−1)
.

Logo,

xn = anyn = an

(

y3 +
3
2

· n−3
n−1

)

.

Finalmente, como an = (n−1)(n−2), a3 = (3−1)(3−2) = 2 ·1 = 2, x3 = 2 e y3 = x3
a3

= 2
2 = 1,

temos

xn = (n−1)(n−2)
(

1+
3
2

· n−3
n−1

)

= (n−1)(n−2)+
3
2

· (n−1)(n−2) · n−3
n−1

= (n−1)(n−2)+
3
2

· (n−2)(n−3)

=
1
2

· (n−2)(5n−11).

Exemplo 4.3.3 (A Torre de Hanói). Faremos este exemplo por um método alternativo,

diferente do que vimos para as recorrências lineares de 1ª ordem.

A Torre de Hanói é um jogo, com várias versões, que consiste de três elementos

principais (RUFINO, 2001):

1. uma base horizontal, geralmente com formato retangular ou elíptico;

2. três hastes verticais Ąxas na base a uma certa distância uma da outra: uma no centro

e as outras próximas das extremidades;

3. uma certa quantidade de discos, todos de diâmetros diferentes, que serão encaixados

nas hastes.

Inicialmente todos os discos devem estar dispostos numa mesma haste (qualquer das três)

de modo que o disco de maior diâmetro esteja encostada na base, e os outros discos, de

baixo para cima, em ordem decrescente de diâmetro.

O objetivo do jogo é transportar todos os discos da haste inicial para uma das

outras duas (qual delas é indiferente), obedecendo às seguintes restrições:

• só é permitido transferir um disco por vez;

• um disco só pode ser posicionado acima de outro se aquele for menor que este.

A Figura 4.1 ilustra um exemplo de uma série de movimentos para alcançar o objetivo do

jogo.
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Figura 4.1 Ű Exemplo de rodada: Torre de Hanói com três discos

Fonte: (NOAS/CNEC, 2011)

Note que apesar de ser desnecessário, as regras do jogo não nos impedem de

realizar um movimento de ŞvoltaŤ e outros movimentos supérĆuos que não nos ajudam

a efetivamente concluir o jogo. Dessa forma, pode-se realizar tantos movimentos quanto

se deseje a Ąm de resolver o puzzle. Porém, à Matemática interessa aquelas partidas que

resolvem o quebra-cabeça com uma quantidade mínima (ou ótima) de movimentos.

Assim, o que faremos a seguir nesta seção é generalizar nosso pensamento, mo-

delando, por uma recorrência, a sequência das quantidades mínimas de movimentos

necessários para se atingir o objetivo do jogo.

Chamemos de Hn a quantidade mínima de movimentos necessários para resolver

uma Torre de Hanói com n discos. Imagine ainda que queremos resolver uma Torre de

Hanói com n + 1 discos e também calcular Hn+1. Ora, para transportar todos os n + 1

discos de uma haste para outra, precisamos

1. transferir os n discos superiores de uma haste a outra;

2. mover o maior disco (da base) para a outra haste;
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3. transportar aqueles mesmos n discos para a haste onde está o maior disco, Ącando

em cima dele e resolvendo o quebra-cabeça.

Logo, para realizar o primeiro passo, precisamos efetuar Hn movimentos; no segundo passo

realizamos um movimento; e no terceiro passo, mais uma vez realizamos Hn movimentos,

isto é,

Hn+1 = Hn +1+Hn

⇒ Hn+1 = 2Hn +1.

Daí, considerando que H1 = 1 (já que, se temos um disco, só precisamos fazer um movimento

para mudá-lo de haste), então a sequência que procuramos pode ser deĄnida pela recorrência






H1 = 1

Hn+1 = 2Hn +1,∀n ∈ N
.

Note que estamos diante de uma recorrência de 1ª ordem, linear, não-homogênea com

coeĄcientes constantes, e portanto podemos aplicar o método (ou a fórmula diretamente)

que vimos nesta seção. Contudo, como dissemos, resolveremos esta recorrência por meio

de um método alternativo.

Considere, então, as equações seguintes:

H2 = 2H1 +1

H3 = 2H2 +1

H4 = 2H3 +1
...

Hn−1 = 2Hn−2 +1

Hn = 2Hn−1 +1.

Em seguida, multipliquemos cada equação Hk = 2Hk−1 +1 por 2n−k, obtendo as equações

da forma 2n−kHk = 2n−k+1Hk−1 +2n−k:

2n−2H2 = 2n−1H1 +2n−2

2n−3H3 = 2n−2H2 +2n−3

2n−4H4 = 2n−3H3 +2n−4

...

2Hn−1 = 4Hn−2 +2

Hn = 2Hn−1 +1.

Somando-as, obtemos

Hn = H1 ·2n−1 +(1+2+ · · ·+2n−2) = H1 ·2n−1 +
1(2n−1 −1)

2−1
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⇒ Hn = H1 ·2n−1 +2n−1 −1.

Mas, como H1 = 1, temos

Hn = 1 ·2n−1 +2n−1 −1 = 2 ·2n−1 −1

⇒ Hn = 2n −1.
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5 RECORRÊNCIAS LINEARES HOMOGÊNEAS DE 2ª OR-

DEM COM COEFICIENTES CONSTANTES

As recorrências lineares de 2ª ordem homogêneas com coeĄcientes constantes

constituem uma generalização da recorrência de Fibonacci. A solução dessas recorrências

irá nos dar algumas ŞdicasŤ importantes de como proceder para a resolução de recorrências

mais gerais posteriormente.

Neste capítulo, então, estudaremos as recorrências da forma

axn+2 + bxn+1 + cxn = 0, (5.0.1)

onde a ≠ 0 ̸= c. Perceba que se a = 0 ou c = 0, caímos numa recorrência de 1ª ordem.

Dividindo a Equação (5.0.1) por a, obtemos

xn+2 +(b/a)xn+1 +(c/a)xn = 0.

Fazendo b/a = p e c/a = q, chegamos em

xn+2 +pxn+1 + qxn = 0, (5.0.2)

com q ̸= 0, que é uma forma equivalente da recorrência inicial. É a recorrência nesse

formato que examinaremos. Comecemos nosso estudo provando um resultado importante.

Lema 5.0.1. Se yn e zn são soluções de xn+2 +pxn+1 + qxn = 0, então wn = C1yn +C2zn

também o é, quaisquer que sejam as constantes complexas C1 e C2.∗

Demonstração. Para veriĄcar isso basta substituir wn = C1yn +C2zn em xn+2 +pxn+1 +

qxn = 0 e mostrar que a igualdade é veriĄcada:

xn+2 +pxn+1 + qxn = wn+2 +pwn+1 + qwn

= (C1yn+2 +C2zn+2)+p(C1yn+1 +C2zn+1)+ q(C1yn +C2zn)

= C1(yn+2 +pyn+1 + qyn)+C2(zn+2 +pzn+1 + qzn).

Mas, como yn e zn são soluções de xn+2 +pxn+1 + qxn = 0, então

C1(yn+2 +pyn+1 + qyn)+C2(zn+2 +pzn+1 + qzn) = C1 ·0+C2 ·0 = 0.

∗ A partir deste ponto, sempre que quisermos nos referir a uma constante complexa, usaremos simples-
mente a palavra ŞconstanteŤ, por uma questão de concisão.
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Consideremos ainda a sequência xn = λn, onde λ é uma constante. Daí, xn+1 = λn+1

e xn+2 = λn+2. Substituindo na expressão xn+2 +pxn+1 + qxn, vem:

xn+2 +pxn+1 + qxn = λn+2 +pλn+1 + qλn

= λn(λ2 +pλ+ q).

Daí, seguem-se os resultados:

Lema 5.0.2. Se λ for raiz da equação t2 + pt + q = 0, então xn = λn é uma solução de

xn+2 +pxn+1 + qxn = 0.

Demonstração. Se λ é raiz de t2 +pt+q = 0, então λ2 +pλ+q = 0, logo, λn(λ2 +pλ+q) = 0,

donde xn = λn é solução de xn+2 +pxn+1 + qxn = 0.

Reciprocamente,

Lema 5.0.3. Se xn = λn é solução de xn+2 +pxn+1 +qxn = 0, então λ é raiz de t2 +pt+q =

0.

Demonstração. Se xn = λn é solução de xn+2 +pxn+1 +qxn = 0, então λn(λ2 +pλ+q) = 0,

mas, como λ ̸= 0 (visto que q ̸= 0), então λ2 +pλ+ q = 0.

Logo,

Corolário 5.0.1. xn = λn é solução da recorrência xn +pxn−1 + qxn−2 = 0 se, e somente

se, λ for raiz de t2 +pt+ q = 0.

Demonstração. Segue-se imediatamente dos Lemas (5.0.2) e (5.0.3).

O Corolário (5.0.1) nos motiva a deĄnir a equação t2 +pt+ q = 0 como a equação

característica associada à recorrência xn+2 +pxn+1 + qxn = 0.

Como t2 +pt+ q = 0 é uma equação polinomial do 2º grau, sabemos que possui

duas raízes complexas, que podem ser distintas ou iguais.

Saber se as raízes λ1 e λ2 da equação característica são distintas ou iguais nos

ajudará a saber o formato da solução da recorrência xn+2 +pxn+1 + qxn = 0. Se as raízes

forem distintas, teremos um certo formato de solução; se forem iguais, teremos ainda outro

formato. É sobre isso que falaremos nas próximas seções deste capítulo.
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5.1 RAÍZES DISTINTAS

Teorema 5.1.1. Se λ1 e λ2 são raízes distintas da equação característica t2 +pt+ q = 0

de xn+2 +pxn+1 + qxn = 0, então xn = C1 ·λn
1 +C2 ·λn

2 é solução dessa recorrência.

Demonstração. Pelo Lema (5.0.2), como λ1 e λ2 são raízes do polinômio característico,

então yn = λn
1 e zn = λn

2 resolvem xn+2 + pxn+1 + qxn = 0, e pelo Lema (5.0.1), xn =

C1yn +C2zn = C1 ·λn
1 +C2 ·λn

2 é solução da recorrência.

Obtemos, assim uma família de soluções, ŞgeradasŤ pelas raízes. Mas será que

toda solução da recorrência pertence a essa família? Quer dizer, toda solução é daquela

forma? Ou seja, dada qualquer solução xn, sempre existem constantes C1 e C2 tais que

xn = C1 ·λn
1 +C2 ·λn

2? A resposta é sim, como garante o teorema que segue.

Teorema 5.1.2. Se a equação característica t2 + pt + q = 0 de xn+2 + pxn+1 + qxn = 0

possui raízes distintas λ1 e λ2, então toda solução xn dessa recorrência é da forma

xn = C1 ·λn
1 +C2 ·λn

2 , ou, equivalentemente, dada uma solução xn da recorrência, existem

constantes C1 e C2 tais que xn = C1 ·λn
1 +C2 ·λn

2 .

Demonstração. Provaremos por Indução sobre n.

• Casos-base: queremos mostrar que existem constantes C1 e C2 tais que x1 = C1 ·λ1
1 +

C2 ·λ1
2 e x2 = C1 ·λ2

1 +C2 ·λ2
2. Então, resolvendo o sistema






C1 ·λ1 +C2 ·λ2 = x1

C1 ·λ2
1 +C2 ·λ2

2 = x2

para C1 e C2, obtemos

C1 =
x2 −λ2x1

λ1(λ1 −λ2)
e C2 =

x2 −λ1x1

λ2(λ2 −λ1)
,

o que conclui a veriĄcação, pois as raízes são distintas e não-nulas (λ1 ̸= 0 ̸= λ2 ̸= λ1).

• Hipótese de Indução: supomos que valem xk = C1 ·λk
1 +C2 ·λk

2 e xk+1 = C1 ·λk+1
1 +

C2 ·λk+1
2 para algum k ∈ N.

• Provamos que xk+2 = C1 ·λk+2
1 +C2 ·λk+2

2 .

Ora, de xk+2 +pxk+1 + qxk = 0 vem

xk+2 = −pxk+1 − qxk = −p(C1 ·λk+1
1 +C2 ·λk+1

2 )− q(C1 ·λk
1 +C2 ·λk

2)

= −C1λk
1(pλ1 + q)−C2λk

2(pλ2 + q).
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Somando e subtraindo C1 ·λk+2
1 +C2 ·λk+2

2 , obtemos

xk+2 = −C1λk
1(λ2

1 +pλ1 + q)−C2λk
2(λ2

2 +pλ2 + q)+C1 ·λk+2
1 +C2 ·λk+2

2

= −C1λk
1 ·0−C2λk

2 ·0+C1 ·λk+2
1 +C2 ·λk+2

2

= C1 ·λk+2
1 +C2 ·λk+2

2 .

Exemplo 5.1.1. Determinar as soluções da recorrência xn+2 +4xn+1 −5xn = 0.

Solução. Sua equação característica é t2 +4t−5 = 0, de raízes λ1 = 1 e λ2 = −5. Logo, sua

solução é

xn = C1 ·λn
1 +C2 ·λn

2 = C1 ·1n +C2 · (−5)n

⇒ xn = C1 +C2 · (−5)n.

Se forem explicitados os termos iniciais, x1 e x2, encontramos C1 e C2 através do sistema






x1 = C1 +C2 · (−5)1

x2 = C1 +C2 · (−5)2
,

obtendo

C1 =
5x1 +x2

6
e C2 =

x2 −x1

30
.

Logo,

xn =
(5x1 +x2

6

)

+
(

x2 −x1

30

)

(−5)n.

Exemplo 5.1.2 (Sequência de Fibonacci). Finalmente iremos provar que a fórmula fechada

para a Sequência de Fibonacci é dada por

Fn =
1√
5

(

1+
√

5
2

n

− 1√
5

(

1−
√

5
2

n

.

Ora, já vimos que essa sequência é deĄnida, em termos de recorrência, da seguinte forma:






F1 = 1,F2 = 1

Fn+2 = Fn+1 +Fn,∀n ∈ N
.

De Fn+2 = Fn+1 +Fn vem Fn+2 −Fn+1 −Fn = 0, com equação característica t2 − t−1 = 0,

de raízes λ1 = 1+
√

5
2 e λ2 = 1−

√
5

2 . Logo, a forma geral de sua solução é dada por

Fn = C1 ·
(

1+
√

5
2

n

+C2 ·
(

1−
√

5
2

n

.

Mas, das condições iniciais F1 = F2 = 1, devemos resolver o sistema






F1 = 1 = C1 ·
(

1+
√

5
2

)1
+C2 ·

(
1−

√
5

2

)1

F2 = 1 = C1 ·
(

1+
√

5
2

)2
+C2 ·

(
1−

√
5

2

)2 ,
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o qual nos dá a solução (C1,C2) =
(

1√
5
,− 1√

5

)

. E portanto,

Fn =
1√
5

·
(

1+
√

5
2

n

− 1√
5

·
(

1−
√

5
2

n

.

Evidentemente, os Teoremas (5.1.1) e (5.1.2) valem tanto para raízes distintas

reais quanto para complexas não reais conjugadas. No entanto, para raízes complexas,

podemos reescrever a solução xn = C1λn
1 +C2λn

2 de uma forma mais conveniente, que nos

poupe de trabalhar com potências grandes de números complexos. Vejamos:

Sejam λ1 e λ2 as raízes complexas não reais da equação característica t2 +pt+q = 0

da recorrência xn+2 +pxn+1 +qxn = 0. Se λ1 = a+bi (e portanto λ2 = a−bi), expressemos

essas raízes em suas formas polares. Ficamos com λ1 = ρ(cos(θ)+ isin(θ)) e λ2 = ρ(cos(θ)−
isin(θ)), onde ρ é o comprimento (ou módulo ou norma) das raízes, e θ é o argumento.

Elevando a n as raízes, obtemos λn
1 = ρn(cos(nθ)+ isin(nθ)) e λn

2 = ρn(cos(nθ)− isin(nθ))

(fórmula de Moivre). Logo, as soluções de xn+2 +pxn+1 + qxn = 0 são dadas por

xn = C1λn
1 +C2λn

2

= C1ρn[cos(nθ)+ isin(nθ)]+C2ρn[cos(nθ)− isin(nθ)]

= ρn[C1 cos(nθ)+ iC1 sin(nθ)+C2 cos(nθ)− iC2 sin(nθ)]

= ρn[(C1 +C2)cos(nθ)+ i(C1 −C2)sin(nθ)].

Fazendo A = C1 +C2 e B = i(C1 −C2), concluímos que

xn = ρn(Acos(nθ)+B sin(nθ))

é uma família de soluções da recorrência e que toda solução da recorrência é dessa forma.

Exemplo 5.1.3. Para resolver a recorrência xn+2 −xn+1 +xn = 0, escrevemos sua equação

característica t2 − t+1 = 0, de raízes λ1 = 1+i
√

3
2 e λ2 = 1−i

√
3

2 , daí

xn = C1

(

1+ i
√

3
2

n

+

(

1− i
√

3
2

n

.

Ou, calculamos o comprimento das raízes e seus argumentos, obtendo ρ = 1 e θ = π
3 . Assim,

xn = 1n
[

Acos
(

π

3
·n
)

+B sin
(

π

3
·n
)]

⇒ xn = Acos
(

π

3
·n
)

+B sin
(

π

3
·n
)

.
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5.2 RAÍZES IGUAIS

Agora estudaremos o caso em que as raízes da equação característica da recorrência,

λ1 e λ2, são iguais, isto é, quando λ1 = λ2 = λ. Vale destacar que, quando duas raízes

de um polinômio de grau 2 são iguais, então elas são reais (já que se fossem complexas,

seriam distintas, visto que são conjugadas). Os lemas seguintes serão importantes para

nosso objetivo.

Lema 5.2.1. Se as raízes λ1 e λ2 da equação característica t2 +pt + q = 0 correspondente

à recorrência xn+2 +pxn+1 + qxn = 0 são iguais, isto é, se λ1 = λ2 = λ, então 2λ+p = 0.

Demonstração. As raízes de t2 +pt+ q = 0 são

λ =
−p±

√
0

2
= −p

2
⇔ 2λ+p = 0.

Lema 5.2.2. Se as raízes λ1 e λ2 da equação característica da recorrência são iguais,

então yn = nλn é uma solução da recorrência.

Demonstração. Substituiremos yn = nλn em xn+2 +pxn+1 + qxn = 0 e mostraremos que a

igualdade se veriĄca:

xn+2 +pxn+1 + qxn = (n+2)λn+2 +p(n+1)λn+1 + qnλn

= nλn(λ2 +pλ+ q)+λn+1(2λ+p).

Mas, como λ é raiz do polinômio característico, então λ2 +pλ+ q = 0 e, pelo Lema (5.2.1),

2λ+p = 0. Logo

nλn(λ2 +pλ+ q)+λn+1(2λ+p) = nλn ·0+λn+1 ·0 = 0.

Teorema 5.2.1. Se as raízes λ1 e λ2 da equação característica t2 +pt+q = 0 correspondente

à recorrência xn+2 +pxn+1 + qxn = 0 são tais que λ1 = λ2 = λ, então

xn = C1 ·λn +C2 ·n ·λn = (C1 +C2 ·n)λn

é solução dessa recorrência.

Demonstração. Como λ é raiz da equação característica, então, pelos Lemas (5.0.2) e

(5.2.2), yn = λn e zn = nλn são soluções de xn+2 +pxn+1 +qxn = 0. Logo, pelo Lema (5.0.1),

uma família de soluções da recorrência é dada por

xn = C1 ·λn +C2 ·n ·λn.
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Teorema 5.2.2. Se as raízes λ1 e λ2 da equação característica t2 +pt+q = 0 correspondente

à recorrência xn+2 +pxn+1 +qxn = 0 são tais que λ1 = λ2 = λ, então todas as suas soluções

são da forma

xn = C1 ·λn +C2 ·n ·λn.

Demonstração. Provaremos por Indução sobre n.

• Casos-base: queremos que x1 = C1 · λ1 + C2 · 1 · λ1 e x2 = C1 · λ2 + C2 · 2 · λ2. Logo,

resolvendo 





C1λ+C2λ = x1

C1λ2 +2C2λ2 = x2

para C1 e C2 obtemos

C1 =
2x1λ−x2

λ2
e C2 =

x2 −λx1

λ2

o que conclui a veriĄcação, pois as raízes são não-nulas (λ ̸= 0).

• Hipótese de Indução: supomos que valem xk = C1 ·λk +C2 ·k ·λk e xk+1 = C1 ·λk+1 +

C2 · (k +1) ·λk+1 para algum k ∈ N.

• Provamos que xk+2 = C1 ·λk+2 +C2 · (k +2) ·λk+2.

Ora, de xk+2 +pxk+1 + qxk = 0 vem

xk+2 = −pxk+1 − qxk

= −p(C1 ·λk+1 +C2 · (k +1) ·λk+1)− q(C1 ·λk +C2 ·k ·λk)

= −pC1λk+1 −pC2(k +1)λk+1 − qC1λk − qC2kλk

= −pC1λk+1 − qC1λk −pC2(k +1)λk+1 − qC2kλk.

Somando e subtraindo wk = C1 ·λk+2 +C2 · (k +2) ·λk+2, obtemos

xk+2 = −C1 ·λk+2 −pC1λk+1 − qC1λk −C2 · (k +2) ·λk+2

−pC2(k +1)λk+1 − qC2kλk +wk

= −C1(λk+2 +pλk+1 + qλk)

−C2λk[(k +2)λ2 +p(k +1)λ+ qk]+wk.

Mas, como λ é raiz da equação característica, então λk+2 +pλk+1 + qλk = 0, donde

xk+2 = −C1 ·0−C2λk[kλ2 +2λ2 +(pk +p)λ+kq]+wk

= −C2λk(kλ2 +2λ2 +kpλ+pλ+kq)+wk

= −C2λk(kλ2 +kpλ+kq +2λ2 +pλ)+wk

= −C2λk[k(λ2 +pλ+ q)+λ(2λ+p)]+wk.
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E como λ2 +pλ+ q = 0 = 2λ+p, já que λ é raiz da equação característica, então

xk+2 = −C2λk[k ·0+λ ·0]+wk = −C2λk ·0+wk

⇒ xk+2 = wk = C1 ·λk+2 +C2 ·k +2 ·λk+2.

Exemplo 5.2.1. Resolver a recorrência xn+2 −2xn+1 +xn = 0.

Solução. Sua equação característica é dada por t2 −2t+1 = 0, de raízes λ1 = λ2 = λ = 1.

Logo, sua solução geral é

xn = C1 ·1n +C2 ·n ·1n

⇒ xn = C1 +C2 ·n.
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6 RECORRÊNCIAS LINEARES COM COEFICIENTES

CONSTANTES DE ORDEM SUPERIOR

Neste capítulo estudaremos as recorrências lineares de ordem superior com coeĄ-

cientes constantes. Daremos início tratando das homogêneas, (que serão nosso enfoque),

apresentando o teorema mais importante do trabalho. Ainda quanto às homogêneas,

apresentaremos alguns casos particulares importantes. Por Ąm, concluiremos o capítulo

fazendo um estudo sobre as não homogêneas.

6.1 HOMOGÊNEAS

A seguir, veremos o teorema mais importante deste trabalho, que nos dá a forma da

solução geral de uma recorrência linear homogênea com coeĄcientes constantes (doravante

ŞRLHCŤ, para evitar repetição) de ordem qualquer (MARTINEZ; OUTROS, 2010).

Considere a RLHC, de ordem k, em sua forma geral:






x0 = a0,x1 = a1, . . . ,xk−1 = ak−1

ckxn+k + ck−1xn+k−1 + · · ·+ c0xn = 0, n ≥ 0
,

onde c0, c1, . . . , ck são constantes. Supondo que essa recorrência possua uma solução da forma

xn = λn, onde λ é uma constante, e subtituindo essa solução na equação de recorrência,

obtemos

ckλn+k + ck−1λn+k−1 + · · ·+ c0λn = 0.

Dividindo ambos os membros por λn, obtemos a equação polinomial

ckλk + ck−1λk−1 + · · ·+ c0 = 0,

que, como já vimos, chama-se equação característica da recorrência.

AĄrmamos:

Teorema 6.1.1. Se xn + a1xn−1 + a2xn−2 + · · · + akxn−k = 0 é uma RLHC de ordem k,

com equação característica λk +a1λk−1 +a2λk−2 + · · ·+a0 = 0, de raízes λ1,λ2, . . . ,λr, com

multiplicidades respectivamente α1,α2, . . . ,αr, então a forma geral para a solução dessa

recorrência é dada por

xn = Q1(n)λn
1 +Q2(n)λn

2 + · · ·+Qr(n)λn
r ,

onde Qi, com i ∈ ¶1, 2, . . . , r♢, são polinômios em n tais que degQi < αi.∗

∗ ŞdegQiŤ signiĄca o grau do polinômio Qi.
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Aqui, não demonstraremos esse teorema, por se tratar de tarefa que foge dos

nossos objetivos. O leitor, se desejar, pode consultar a demonstração completa e com

detalhes em (MARTINEZ; OUTROS, 2010).

Uma vez enunciado o teorema, é natural se perguntar como exatamente é feita a

obtenção dos polinômios Qi(n), o que equivale a encontrar os coeĄcientes desses polinômios.

A resposta é que, como Qi são polinômios de grau estritamente menor que αi,

basta supor que os Qi têm grau αi − 1. Em seguida, aplicamos as condições iniciais,

obtendo um sistema linear cujas incógnitas são os coeĄcientes dos polinômios Qi(n). Caso

exista algum Qi de grau αj < αi − 1, os coeĄcientes cp dos seus monômios cpnp com

p ∈ ¶αj +1, . . . , αi −1♢ serão todos nulos.

Note também que como devemos admitir que degQi = αi − 1, Qi(n) tem αi

coeĄcientes; logo, ao todo teremos α1 +α2 + · · ·+αr = k coeĄcientes-incógnitas, além de k

equações, ou seja, um sistema linear k ×k.

Na forma matricial, obtemos uma equação do tipo Mk×k ·xk×1 = vk×1, onde M

depende das raízes λi, x é o vetor com os coeĄcientes-incógnitas e v é o vetor com os

termos iniciais. Para termos solução única, deve-se ter detM ̸= 0, ou seja, M deve possuir

inversa M−1. Daí,

M−1Mx = M−1v

⇒ x = M−1v.

Nas subseções seguintes iremos examinar o que acontece com o formato da solução geral e

da equação matricial associada ao sistema linear correspondente, a depender das raízes da

equação característica.

6.1.1 Todas as raízes são simples

Consideremos a RLHC xn +a1xn−1 + · · ·+akxn−k = 0, de equação característica

λk +a1λk−1 + · · ·+ak =
∏k

i=1(λ−λi) = 0 com raízes simples λ1,λ2, . . . ,λk. Como cada λi

tem multiplicidade 1, pelo Teorema (6.1.1), teremos k QiŠs de grau zero, ou seja, devemos

considerar Qi(n) = ci onde ci é constante. Logo, a solução dessa recorrência é dada por

xn = c1λn
1 + c2λn

2 + · · ·+ ckλn
k .

Substituindo as condições iniciais x0,x1, . . . ,xk−1 nessa equação, obtemos o sistema






c1λ0
1 + c2λ0

2 + · · ·+ ckλ0
k = x0

c1λ1
1 + c2λ1

2 + · · ·+ ckλ1
k = x1

...

c1λk−1
1 c2λk−1

2 + · · ·+ ckλk−1
r = xk−1

.
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Em forma matricial,

Mx = v,

onde

M =











λ0
1 λ0

2 · · · λ0
k

λ1
1 λ1

2 · · · λ1
k

...
...

. . .
...

λk−1
1 λk−1

2 · · · λk−1
k











, x =











c1

c2
...

ck











e v =











x0

x1
...

xk−1











.

A matriz

M =











1 1 · · · 1

λ1 λ2 · · · λk
...

...
. . .

...

λk−1
1 λk−1

2 · · · λk−1
k











,

bastente conhecida, é chamada de Matriz de Vandermonde. Naturalmente, como por

hipótese partimos do formato correto da solução, então a matriz M é invertível. De fato,

é possível mostrar que detM =
∏

1≤i<j≤k

(λj − λi) ̸= 0 (KALMAN, 1984). Além disso, a

inversa explícita de M pode ser vista em (SHENG-LIANG, 2004). Por Ąm, neste trabalho,

para encontrar a inversa M−1, ou resolver o sistema, nos limitaremos ao algoritmo de

eliminação gaussiana. Contudo, existe uma variedade de softwares especíĄcos que podem

ser utilizados para o cálculo de determinantes, matrizes inversas e soluções de sistemas

lineares.

Exemplo 6.1.1. Consideremos a RLHC dada por xn+3 − 10xn+2 + 31xn+1 − 30xn = 0.

Sua equação característica é dada por λ3 −10λ2 + 31λ−30 = (λ−2)(λ−3)(λ−5) = 0, de

raízes λ1 = 2,λ2 = 3,λ3 = 5. Pelo Teorema (6.1.1), temos que

xn = c1 ·2n + c2 ·3n + c3 ·5n.

Se seus termos iniciais forem dados por x0,x1,x2, então, aplicando na equação, vem:






c1 + c2 + c3 = x0

2c1 +3c2 +5c3 = x1

4c1 +9c2 +25c3 = x2

⇔








1 1 1

2 3 5

4 9 25








︸ ︷︷ ︸

M








c1

c2

c3








︸ ︷︷ ︸

x

=








x0

x1

x2








︸ ︷︷ ︸

v

.

Temos que detM = (5−3)(5−2)(3−2) = 2 ·3 ·1 = 6 ̸= 0, e

M−1 =








5 −8
3

1
3

−5 7
2

−1
2

1 −5
6

1
6








Logo,

x =








c1

c2

c3








= M−1v =








5 −8
3

1
3

−5 7
2

−1
2

1 −5
6

1
6















x0

x1

x2








=








(15x0 −8x1 +x2)/3

(−10x0 +7x1 −x2)/2

(6x0 −5x1 +x2)/6








.
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Exemplo 6.1.2. Resolver a recorrência xn+3 −2xn+2 +2xn+1 −xn = 0.

Solução. Sua equação característica é dada por

λ3 −2λ2 +2λ−1 = 0.

Perceba que a soma dos coeĄcientes desse polinômio resulta em zero, logo, λ1 = 1 é raiz.

Então, dividindo-o por λ − 1, obtemos a equação λ2 − λ + 1 = 0, de raízes λ2 = 1+i
√

3
2 e

λ3 = 1−i
√

3
2 . Portanto, temos uma equação característica com três raízes distintas, uma

real e duas complexas conjugadas. Neste caso, sua solução será

xn = C1λn
1 +C2λn

2 +C3λn
3

= C1λn
1 +ρn(C2 cos(nθ)+C3 sin(nθ))

= C1 ·1n +1n
[

C2 cos
(

π

3
·n
)

+C3 sin
(

π

3
·n
)]

= C1 +C2 cos
(

π

3
·n
)

+C3 sin
(

π

3
·n
)

.

6.1.2 Raiz única de multiplicidade k > 1

Seja a RLHC xn +a1xn−1 + · · ·+akxn−k = 0, de equação característica tk +a1tk−1 +

· · ·+ak = (t−λ)k = 0 com raiz única λ, de multiplicidade k. Pelo Teorema (6.1.1), a solução

geral dessa recorrência é dada por

xn = (c0 + c1n+ · · ·+ ck−1nk−1)λn.

Substituindo as condições iniciais x0,x1, . . . ,xk−1 nessa equação, obtemos o sistema






1c0 +0c1 + · · ·+0ck−1 = x0

λc0 +λc1 + · · ·+λck−1 = x1
...

λk−1c0 +(k −1)λk−1c1 + · · ·+(k −1)k−1λk−1ck−1 = xk−1

.

Em forma matricial,










1 0 · · · 0

λ λ · · · λ
...

...
. . .

...

λk−1 (k −1)λk−1 · · · (k −1)k−1λk−1











︸ ︷︷ ︸

M











c0

c1
...

ck−1











︸ ︷︷ ︸

x

=











x0

x1
...

xk−1











︸ ︷︷ ︸

v

.

Pode-se mostrar que o determinante de M é dado por detM = sf(k − 1)λk(k−1)/2 ≠ 0,

onde sf(p) = 1!2! · · ·p! é o superfatorial de p (SÁ; SPREAFICO, 2023). Logo, existe inversa

M−1.
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Em outra abordagem: como xn = (c0 + c1n + · · · + ck−1nk−1)λn, podemos fazer

c0 + c1n+ · · ·+ ck−1nk−1 = xn/λn para cada n ∈ ¶0, 1, . . . ,k −1♢, obtendo o sistema






1c0 +0c1 + · · ·+0ck−1 = x0

1c0 +1c1 + · · ·+1ck−1 = x1/λ
...

1c0 +(k −1)c1 + · · ·+(k −1)k−1ck−1 = xk−1/λk−1

.

Em forma matricial,










1 0 · · · 0

1 1 · · · 1
...

...
. . .

...

1 k −1 · · · (k −1)k−1











︸ ︷︷ ︸

M′











c0

c1
...

ck−1











︸ ︷︷ ︸

x

=











x0

x1/λ
...

xk−1/λk−1











︸ ︷︷ ︸

v′

.

Como cada linha de M, da 2ª à última, são potências de λ, então

detM
†
= λ1+2+···+(k−1) ·detM′ = λk(k−1)/2 ·detM′.

Mas, como detM = λk(k−1)/2 · sf(k −1), então

λk(k−1)/2 ·detM′ = λk(k−1)/2 · sf(k −1)

⇒ detM′ = sf(k −1) = 1!2! · · ·(k −1)! ̸= 0.

Logo, existe inversa M−1.

Exemplo 6.1.3. Considere a RLHC dada por xn+3 −6xn+2 +12xn+1 −8xn = 0, de equação

característica t3 −6t2 +12t−8 = 0. O número 2 é raíz dessa equação. Dividindo o polinômio

por t−2 obtemos t2 −4t+4 = (t−2)2. Logo, essa equação possui apenas uma raiz: λ = 2, de

multiplicidade 3. Daí, pelo Teorema 6.1.1, o formato da solução geral para essa recorrência

é dado por

xn = (c0 + c1n+ c2n2)2n.

Substituindo as condições iniciais x0,x1,x2 nessa equação, chegamos ao sistema:






1c0 +0c1 +0c2 = x0

1c0 +1c1 +1c2 = x1/2

1c0 +2c1 +4c2 = x2/4

⇔








1 0 0

1 1 1

1 2 4








︸ ︷︷ ︸

M








c0

c1

c2








︸ ︷︷ ︸

x

=








x0

x1/2

x2/4








︸ ︷︷ ︸

v

.

† Isso segue de uma propriedade conhecida dos determinantes: se M é uma matriz quadrada e multi-
plicarmos uma de suas Ąleiras por uma constante α, então o determinante dessa nova matriz M′ é
detM′ = α ·detM.
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Temos que detM = 1!2! = 2 ̸= 0, e

M−1 =








1 0 0

−3
2 2 −1

2
1
2 −1 1

2








.

Logo,

x =








c0

c1

c2








= M−1v =








1 0 0

−3
2 2 −1

2
1
2 −1 1

2















x0

x1

x2








=








x0

(−3x0 +4x1 −x2)/2

(x0 −2x1 +x2)/2








.

6.1.3 Raízes simples e múltiplas

Seja a RLHC xn + a1xn−1 + · · · + akxn−k = 0, de equação característica λk +

a1λk−1 +· · ·+ak = 0 com raízes λ1,λ2, . . . ,λr, de multiplicidades respectivamente α1,α2, . . . ,αr.

Pelo Teorema (6.1.1), a fórmula fechada para essa recorrência é dada por

xn = Q1(n)λn
1 +Q2(n)λn

2 + · · ·+Qr(n)λn
r ,

onde cada Qi é um polinômio em n de grau αi − 1. Substituindo as condições iniciais

x0,x1, . . . ,xk−1 nessa equação, obtemos o sistema






Q1(0)λ0
1 +Q2(0)λ0

2 + · · ·+Qr(0)λ0
r = x0

Q1(1)λ1
1 +Q2(1)λ1

2 + · · ·+Qr(1)λ1
r = x1

...

Q1(k −1)λk−1
1 +Q2(k −1)λk−1

2 + · · ·+Qr(k −1)λk−1
r = xk−1

,

donde






(c1,0 + c1,10+ · · ·+ c1,α1−10α1−1)λ0
1 + · · ·+(cr,0 + cr,10+ · · ·+ cr,αr−10αr−1)λ0

r = x0

(c1,0 + c1,11+ · · ·+ c1,α1−11α1−1)λ1
1 + · · ·+(cr,0 + cr,11+ · · ·+ cr,αr−11αr−1)λ1

r = x1
...

(c1,0 + c1,1(k −1)+ · · ·+ c1,α1−1(k −1)α1−1)λk−1
1 + · · ·+

+(cr,0 + cr,1(k −1)+ · · ·+ cr,αr−1(k −1)αr−1)λk−1
r = xk−1

.

Logo,






(λ0
1c1,0 +0λ0

1c1,1 + · · ·+0α1−1λ0
1c1,α1−1)+ · · ·+(λ0

rcr,0 +0λ0
rcr,1 + · · ·+0αr−1λ0

rcr,αr−1) = x0

(λ1
1c1,0 +1λ1

1c1,1 + · · ·+1α1−1λ1
1c1,α1−1)+ · · ·+(λ1

rcr,0 +1λ1
rcr,1 + · · ·+1αr−1λ1

rcr,αr−1) = x1
...

(λk−1
1 c1,0 +(k −1)λk−1

1 c1,1 + · · ·+(k −1)α1−1λk−1
1 c1,α1−1)+ · · ·+

+(λk−1
r cr,0 +(k −1)λk−1

r cr,1 + · · ·+(k −1)αr−1λk−1
r cr,αr−1) = xk−1

.

Daí, vale que

Mx = v,
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onde

M =











λ0
1 0λ0

1 · · · 0α1−1λ0
1 · · · λ0

r 0λ0
r · · · 0αr−1λ0

r

λ1
1 1λ1

1 · · · 1α1−1λ1
1 · · · λ1

r 1λ1
r · · · 1αr−1λ1

r
...

...
. . .

...
. . .

...
...

. . .
...

λk−1
1 (k −1)λk−1

1 · · · (k −1)α1−1λk−1
1 · · · λk−1

r (k −1)λk−1
r · · · (k −1)αr−1λk−1

r











,

x =





















c1,0
...

c1,α1−1
...

cr,0
...

cr,αr−1





















e v =











x0

x1
...

xk−1











.

A matriz

M =

















1 0 · · · 0 · · · 1 0 · · · 0

λ1 λ1 · · · λ1 · · · λr λr · · · λr

λ2
1 2λ2

1 · · · 2α1−1λ2
1 · · · λ2

r 2λ2
r · · · 2αr−1λ2

r

λ3
1 3λ3

1 · · · 3α1−1λ3
1 · · · λ3

r 3λ3
r · · · 3αr−1λ3

r
...

...
. . .

...
. . .

...
...

. . .
...

λk−1
1 (k −1)λk−1

1 · · · (k −1)α1−1λk−1
1 · · · λk−1

r (k −1)λk−1
r · · · (k −1)αr−1λk−1

r

















é chamada, por alguns autores, de Matriz de Vandermonde Generalizada (SHENG-LIANG,

2004), pelo fato de a Matriz de Vandermonde usual ser um caso particular dela, bastando

considerar que todas as raízes sejam simples. Em (ANIZ; RACHIDI, 2022) o leitor pode

conferir uma forma explícita para o determinante de M e que esse determinante é não-nulo.

Nessa referência também é apresentada a inversa de M explicitamente.

Exemplo 6.1.4. Seja a RLHC xn+6 − 10xn+5 + 40xn+4 − 82xn+3 + 91xn+2 − 52xn+1 +

12xn = 0, com equação característica λ6 − 10λ5 + 40λ4 − 82λ3 + 91λ2 − 52λ + 12 = (λ −
1)3(λ−2)2(λ−3) = 0, de raízes λ1 = 1,λ2 = 2,λ3 = 3, de multiplicidades, respectivamente,

α1 = 3,α2 = 2,α3 = 1. Considere também que as condições iniciais sejam dadas por

x0 = 0,x1 = 1,x2 = 2,x3 = 3,x4 = 4,x5 = 5. Então, pelo Teorema (6.1.1), a solução geral

para essa recorrência é dada por

xn = (a0 +a1n+a2n2)1n +(b0 + b1n)2n + c03n

⇒ xn = (a0 +a1n+a2n2)+(b0 + b1n)2n + c03n.
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Aplicando as condições iniciais, chegamos ao sistema






1a0 +0a1 +0a2 +1b0 +0b1 +1c0 = 0

1a0 +1a1 +1a2 +2b0 +2b1 +3c0 = 1

1a0 +2a1 +4a2 +4b0 +8b1 +9c0 = 2

1a0 +3a1 +9a2 +8b0 +24b1 +27c0 = 3

1a0 +4a1 +16a2 +16b0 +64b1 +81c0 = 4

1a0 +5a1 +25a2 +32b0 +160b1 +243c0 = 5

⇔

















1 0 0 1 0 1

1 1 1 2 2 3

1 2 4 4 8 9

1 3 9 8 24 27

1 4 16 16 64 81

1 5 25 32 160 243

















︸ ︷︷ ︸

M

















a0

a1

a2

b0

b1

c0

















︸ ︷︷ ︸

x

=

















0

1

2

3

4

5

















︸︷︷︸

v

.

Temos que detM = 32 ̸= 0, e

M−1 =

















233/27 −716/27 3665/108 −2051/108 443/108 −17/108

62/27 −302/27 883/54 −254/27 109/54 −2/27

56/27 −170/27 188/27 −181/54 17/27 −1/54

−205/27 712/27 −910/27 508/27 −109/27 4/27

31/27 −221/54 293/54 −173/54 41/54 −1/27

−1/27 4/27 −25/108 19/108 −7/108 1/108

















,

de modo que

x = M−1v =

















0

1

0

0

0

0

















.

6.2 ALGUNS COMENTÁRIOS

Dada uma certa RLHC, a validade do Teorema (6.1.1) garante que partamos do

formato correto da sua solução geral, o que evidentemente signiĄca que, para qualquer

conjunto de condições iniciais arbitrariamente escolhido, o sistema resultante é sempre

possível e determinado. Equivalentemente, podemos dizer que a matriz associada ao

sistema tem determinante não-nulo, ou seja, é inversível. No entanto, como visto nos casos

examinados, não é tão fácil encontrar uma fórmula explícita para esse determinante ou
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mostrar que ele é não-nulo, assim como também não é tarefa simples encontrar essa inversa

explicitamente.

Essas diĄculdades têm seu seio nas raízes do polinômio característico. À medida

que se aumenta a quantidade de raízes simples e múltiplas, a matriz M vai cada vez mais

se complexiĄcando, de modo que, a partir de certo ponto, deixa de ser trivial calcular seu

determinante (e mostrar que é não-nulo) e sua inversa.

Entretanto, em (ANIZ; RACHIDI, 2022) podemos encontrar fórmulas explícitas

para o determinante da Matriz de Vandermonde Generalizada, bem como a justiĄcativa

do porquê de ser não-nulo, além da fórmula explícita para a inversa dessa matriz.

Dessa forma, quando não usamos tais fórmulas explícitas, fazemos uso dos tradici-

onais métodos para encontrar inversas e resolver sistemas, como o algoritmo de eliminação

gaussiana.

Outra diĄculdade é quando a RLHC tem uma ordem k alta, pois disso decorre

que seu polinômio característico correspondente tem grau k e, portanto, k raízes, que

podem ser simples ou múltiplas. Ocorre que só existem fórmulas para raízes de polinômios

completos em geral para aqueles de grau menor do que, ou igual a 4 (ABEL, 1824), ou

seja, alguns polinômios de grau maior do que, ou igual a 5, possuem raízes que não podem

ser expressas por radicais.

Uma ordem elevada também implica em resolver um sistema extenso, ou seja,

calcular o determinante de uma matriz de ordem alta e sua inversa.

6.3 NÃO-HOMOGÊNEAS

As recorrências lineares não homogêneas com coeĄcientes constantes são aquelas

que podem ser escritas na forma

xn +a1xn−1 +a2xn−2 + · · ·+akxn−k = g(n), (6.3.1)

onde g é uma função de n, também chamada de função input ou entrada (ELADYI, 2000).

Já sabemos resolver recorrências homogêneas, então se conseguirmos transformar

uma recorrência não-homogênea em homogênea, conseguiremos resolvê-la. É o que faz o

teorema seguinte.

Teorema 6.3.1. Se y
(p)
n é uma solução particular de xn +a1xn−1 + · · ·+akxn−k = g(n),

e y
(h)
n é a solução geral da recorrência homogênea associada, então a solução geral da

recorrência não homogênea é dada por xn = y
(p)
n +y

(h)
n .
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Demonstração. Ora, como y
(h)
n é a solução geral da recorrência homogênea e y

(p)
n é uma

solução particular da recorrência não-homogênea, resulta que

y(h)
n +a1y

(h)
n−1 + · · ·+aky

(h)
n−k = 0

⇔ g(n)+y(h)
n +a1y

(h)
n−1 + · · ·+aky

(h)
n−k = g(n)

⇔ (y(p)
n +a1y

(p)
n−1 + · · ·+aky

(p)
n−k)+(y(h)

n +a1y
(h)
n−1 + · · ·+aky

(h)
n−k) = g(n)

⇔ (y(p)
n +y(h)

n )+a1(y(p)
n−1 +y

(h)
n−1)+ · · ·+ak(y(p)

n−k +y
(h)
n−k) = g(n).

E portanto, todas as soluções da recorrência y
(p)
n é uma solução particular de xn +a1xn−1 +

· · ·+akxn−k = g(n) são da forma xn = y
(p)
n +y

(h)
n .

A partir de agora, nossa diĄculdade passa a ser encontrar uma solução particular
para a recorrência não-homogênea. Um método clássico para a obtenção dessa solução
é chamado de Śmétodo dos coeĄcientes a determinarŠ. Neste caso, devemos supor que
a solução particular tem um certo formato, ao nosso critério. Em seguida, fazemos a
substituição dessa solução na recorrência não-homogênea e chegamos num sistema de
equações com parâmetros a determinar. Calculamos esses parâmetros e assim encontramos
a solução particular. O ponto negativo deste método é justamente conseguir imaginar
o formato dessa solução. Para uma função g(n) arbitrária não existe um método para
encontrá-la. Entretanto, segundo (ELADYI, 2000),

Basicamente, o método consiste em adivinhar inteligentemente a forma da
solução particular e depois substituir esta função na equação de diferenças.
Para um termo não homogêneo g(n) completamente arbitrário, este
método não é eĄcaz. Contudo, regras deĄnidas podem ser estabelecidas
para a determinação de uma solução particular por este método se g(n)
for uma combinação linear de termos, cada um tendo uma das formas

an, sin(bn), cos(bn), ou nk, (2.4.5)

ou produtos destas formas, como

an sin(bn), annk, annk cos(bn), . . . . (2.4.6)

(ELADYI, 2000, p. 85, tradução livre do autor.).

Ainda segundo essa referência, podemos encontrar uma tabela (Tabela 6.1) com algumas

funções g(n) e seus respectivos formatos de soluções particulares.

Em particular, uma classe de função entrada bastante importante é esta apresen-

tada no Teorema (6.3.2) (FINITE. . . , 2005).
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Tabela 6.1 Ű Formatos de soluções particulares y
(p)
n referentes a cada g(n).

g(n) yp(n)
an c1an

nk c0 + c1n+ · · ·+ cknk

nkan c0an + c1nan + · · ·+ cknkan

sinbn, cosbn c1 sinbn+ c2 cosbn
an sinbn, an cosbn (c1 sinbn+ c2 cosbn)an

annk sinbn, annk cosbn (c0 + c1n+ · · ·+ cknk)an sin(bn)
+(d0 +d1n+ · · ·+dknk)an cos(bn)

Fonte: (ELADYI, 2000, p. 86.)

Teorema 6.3.2. Seja a função entrada

g(n) = anP (n),

onde a é uma constante não-nula e P é um polinômio não-nulo de grau maior que, ou

igual a zero (se degP = 0, P é idêntico a uma constante não-nula). Então a recorrência

(6.3.1) possui uma solução particular da forma

y(p)
n = anQ(n)nα,

onde Q é um polinômio tal que degQ ≤ degP e α é a multiplicidade da raiz t = a da

equação característica da recorrência homogênea associada (se a não for raiz da equação

característica, consideramos que α = 0 e nα = 1).

Antes de fazermos alguns exemplos, cabe apresentar o teorema seguinte, que,

aliado com o Teorema (6.3.1), nos ajudará a resolver recorrências não homogêneas.

Teorema 6.3.3. Sejam xn +a1xn−1 + · · ·+akxn−k = gi(n), 1 ≤ i ≤ r, r recorrências. Se

cada y
(pi)
n é solução particular de sua recorrência não homogênea correspondente, então

yn = y(p1)
n +y(p2)

n + · · ·+y(pr)
n (6.3.2)

é uma solução particular da recorrência não homogênea

xn +a1xn−1 + · · ·+akxn−k = g1(n)+g2(n)+ · · ·+gr(n). (6.3.3)

Demonstração. Se cada y
(pi)
n é solução particular de xn + a1xn−1 + · · · + akxn−k = gi(n),

então

y(p1)
n +a1y

(p1)
n−1 + · · ·+aky

(p1)
n−k = g1(n)

y(p2)
n +a1y

(p2)
n−1 + · · ·+aky

(p2)
n−k = g2(n)

...
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y(pr)
n +a1y

(pr)
n−1 + · · ·+aky

(pr)
n−k = gr(n).

Da soma dessas equações, vem:

r∑

i=1

y(pi)
n +a1

r∑

i=1

y
(pi)
n−1 + · · ·+ak

r∑

i=1

y
(pi)
n−k =

r∑

i=1

gi(n).

Fazendo yn = y
(p1)
n +y

(p2)
n + · · ·+y

(pr)
n ,

yn +a1yn−1 + · · ·+akyn−k = g1(n)+g2(n)+ · · ·+gr(n).

Ou seja, yn =
∑r

i=1 y
(pi)
n é solução particular de (6.3.3).

Exemplo 6.3.1. Resolver a recorrência

xn+3 −4xn+2 +5xn+1 −2xn = 3n(2n2 −1)+2n+1 +3n ·2n +5. (6.3.4)

Primeiramente, vamos reescrever essa recorrência de uma forma mais conveniente:

xn+3 −4xn+2 +5xn+1 −2xn = 3n(2n2 −1)+2n(3n+2)+1n(5). (6.3.5)

Agora, vamos resolver a recorrência homogênea associada:

xn+3 −4xn+2 +5xn+1 −2xn = 0. (6.3.6)

Sua equação característica é

λ3 −4λ2 +5λ−2 = 0, (6.3.7)

de raízes λ1 = 2 e λ2 = λ3 = 1. Portanto, pelo Teorema (6.1.1), a solução da homogênea é

dada por

y(h)
n = c12n +(c2 + c3n)1n

⇒ y(h)
n = c12n + c2 + c3n. (6.3.8)

Em seguida, para obter uma solução particular de (6.3.5), podemos proceder da seguinte

forma: estabelecemos os formatos das soluções particulares y
(p1)
n ,y

(p2)
n ,y

(p3)
n das recorrências

xn+3 −4xn+2 +5xn+1 −2xn = 3n(2n2 −1), (6.3.9)

xn+3 −4xn+2 +5xn+1 −2xn = 2n(3n+2) (6.3.10)

e

xn+3 −4xn+2 +5xn+1 −2xn = 1n(5), (6.3.11)

respectivamente, e daí, pelo Teorema (6.3.3), a sequência yn = y
(p1)
n + y

(p2)
n + y

(p3)
n será

uma solução particular de (6.3.5). Por Ąm, substituimos yn em (6.3.5) e calculamos seus

parâmetros. Outra alterativa seria primeiramente substituir individualmente cada formato

de solução particular em suas respectivas recorrências e encontrar seus parâmetros, para
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então fazer a soma yn = y
(p1)
n +y

(p2)
n +y

(p3)
n . Para este exemplo, seguiremos pelo segundo

método.

Comecemos por encontrar y
(p1)
n . Ora, como g1(n) = 3n(2n2 −1) e 3 não é raiz de

(6.3.7), então, pelo Teorema (6.3.2), y
(p1)
n é da forma

y(p1)
n = 3n(A0 +A1n+A2n2). (6.3.12)

Logo,

y
(p1)
n+1 = 3n+1(A0 +A1(n+1)+A2(n+1)2),

y
(p1)
n+2 = 3n+2(A0 +A1(n+2)+A2(n+2)2)

e

y
(p1)
n+3 = 3n+3(A0 +A1(n+3)+A2(n+3)2).

Substituindo essas equações em (6.3.9) e fazendo os cálculos, obtemos A0 = −1,A1 =

−6,A2 = 1/2. Logo,

y(p1)
n = 3n

(

(1/2)n2 −6n−1
)

. (6.3.13)

Já g2(n) = 2n(3n+2), e y
(p2)
n é da forma

y(p2)
n = 2n(B0 +B1n)n. (6.3.14)

A presença desse fator n1 ocorre porque 2 é raiz simples da equação característica (6.3.7).

Da equação (6.3.14), vem:

y
(p2)
n+1 = 2n+1(B0 +B1(n+1))(n+1),

y
(p2)
n+2 = 2n+2(B0 +B1(n+2))(n+2)

e

y
(p2)
n+3 = 2n+3(B0 +B1(n+3))(n+3).

Substituindo essas equações em (6.3.10), obtemos B0 = −23/20,B1 = 3/4. Logo,

y(p2)
n = 2n (−23/20+(3/4)n)n. (6.3.15)

Passemos agora ao cálculo de y
(p3)
n . Como g3(n) = 5 = 1n(5) e 1 é raiz dupla de (6.3.7),

então y
(p3)
n é da forma

y(p3)
n = 1n(C0)n2 = C0n2. (6.3.16)

Logo,

y
(p3)
n+1 = C0(n+1)2,

y
(p3)
n+2 = C0(n+2)2

e

y
(p3)
n+3 = C0(n+3)2.
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Substituindo essas equações em (6.3.11), obtemos C0 = −5/2. Portanto,

y(p3)
n = (−5/2)n2. (6.3.17)

Daí, pelo Teorema (6.3.3),

y(p)
n = y(p1)

n +y(p2)
n +y(p3)

n

= 3n
(

(1/2)n2 −6n−1
)

+2n ((3/4)n−23/20)n− (5/2)n2. (6.3.18)

Finalmente, pelo Teorema (6.3.1), a solução geral da recorrência não homogênea (6.3.4) é

dada pela soma das equações (6.3.8) e (6.3.18), ou seja,

xn = y(h)
n +y(p)

n

= c12n + c2 + c3n+3n
(

(1/2)n2 −6n−1
)

+2n ((3/4)n−23/20)n− (5/2)n2. (6.3.19)
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7 DISCUSSÃO E RESULTADOS

Como vimos, existem basicamente três formas de se deĄnir uma sequência: segundo

alguma propriedade de seus termos, segundo uma fórmula fechada ou segundo uma relação

de recorrência. É justamente a essa terceira forma de deĄnição de sequências abordamos

no trabalho.

Existem sequências que podem ser deĄnidas por mais de uma dessas regras, ou

até pelas três (por exemplo, a sequência dos números pares positivos dispostos em ordem

crescente). Neste caso, estaríamos diante de três deĄnições equivalentes. Em particular,

uma deĄnição implica na outra.

Por vários motivos, as deĄnições posicionais são mais almejadas que as recursivas,

e como são equivalentes, é comum procurar algum processo que nos leve da deĄnição

recursiva para a posicional, de modo que a fórmula obtida é chamada de solução da

recorrência. Logo, resolver uma recorrência signiĄca obter sua fórmula posicional fechada.

Portanto, nossos objetivos principais com esta exposição foram: deĄnir, classiĄcar

e resolver certas recorrências, além de apresentar alguns exemplos.

Uma vez deĄnido o que é recorrência e feitas suas classiĄcações, resolvemos os

seguintes tipos de recorrências lineares, em ordem:

1. Recorrências lineares de primeira ordem. Fizemos isso em etapas, combinando casos

particulares dessa recorrência.

2. Recorrências lineares de 2ª ordem com coeĄcientes constantes homogêneas. Aqui,

usamos o método da equação característica; duas raízes simples ou uma raiz dupla.

3. Recorrências lineares de ordem superior com coeĄcientes constantes homogêneas.

4. Recorrências lineares de ordem superior com coeĄcientes constantes não-homogêneas.

A Tabela (7.1) a seguir, juntamente com a Tabela (6.1), e os Teoremas (6.3.2) e (6.3.3)

resumem, os principais resultados deste trabalho.
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Tabela 7.1 Ű Tabela-resumo dos principais resultados obtidos.

Recorrência (Formato da) Fórmula fechada Observações

xn+1 = f(n)xn xn = x1

n−1∏

k=1

f(k)

xn+1 = xn +g(n) xn = x1 +
n−1∑

k=1

g(k)

xn+1 = f(n)xn +g(n) xn =



l
n−1∏

k=1

f(k)








x1

a1
+

n−1∑

k=1

g(k)
f(k)ak





onde l é uma constante não-nula e
an é uma solução particular de
xn+1 = f(n)xn.

xn+2 +pxn+1 + qxn = 0
xn = C1 ·λn

1 +C2 ·λn
2 , λ1,λ2 ∈ R

ou
xn = ρn(Acos(nθ)+B sin(nθ)), λ1,λ2 ∈ C

onde: λ1,λ2 são raízes
distintas da equação característica
t2 +pt+ q = 0; ρ é a magnitude
dessas raízes; e θ é o menor
argumento dessas raízes.

xn = C1 ·λn +C2 ·n ·λn onde λ = λ1 = λ2 são raízes
iguais da equação característica.

xn =
k∑

j=1

cjλ
n
j

onde λ1,λ2, . . . ,λk são raízes
distintas da eq. característica.

xn +
k∑

j=1

ajxn−j = 0 xn = λn ·


c0 +
k−1∑

j=1

cjn
j




onde λ é raiz única da equação
característica.

xn =
r∑

j=1

Qj(n)λn
j

onde λ1, . . . ,λr são raízes de
multiplicidades recpectivamente
α1, . . . ,αr e cada Qj é um polinômio
tal que degQj < αj .

xn +
k∑

j=1

ajxn−j = g(n) xn = x
(h)
n +x

(p)
n

onde x
(h)
n é a solução da recorrência

homogênea associada, e x
(p)
n é uma

solução particular dessa recorrência
não-homogênea.

Fonte: Do autor.
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CONSIDERAÇÕES FINAIS

Sem dúvida, uma das sequências recorrentes mais importantes da história da

matemática é a sequência de Fibonacci. Vimos que, para essa sequência, existe uma fórmula

fechada, chamada fórmula de Binet. Pensando nisso, um questionamento natural é:

Q: Existem também fórmulas fechadas para outras recorrências, que se ŞparecemŤ

com a recorrência que deĄne a sequência de Fibonacci?

Ora, antes de tudo é preciso deĄnir o que é Şse parecerŤ com essa equação de

recorrência. E hoje sabemos que uma recorrência Şse pareceŤ com a recorrência de Fibonacci

quando ela é uma recorrência linear homogênea com coeĄcientes constantes. Na verdade,

esse tipo de recorrência generaliza a recorrência de Fibonacci e nos permite desenvolver

técnicas gerais para a resolução de recorrências mais complexas. E para esse tipo de

recorrência, a resposta à pergunta Q é

A: Sim. Todas as recorrências lineares homogêneas com coeĄcientes constantes

(das quais a recorrência de Fibonacci é um caso particular) possuem fórmula fechada.

Percebemos, então, a necessidade de se deĄnir e desenvolver classiĄcações para

as recorrências, para então resolvê-las em sua generalidade. Com isso em mente, nossa

proposta foi apresentar a teoria das recorrências lineares de modo a deĄnir, classiĄcar e

resolver recorrências, nessa ordem. Embora as fórmulas encontradas sejam importantes,

destacamos também a relavância dos métodos e das técnicas empregados para se chegar

em tais fórmulas, porque argumentos análogos podem ser utilizados em outras teorias e

contextos. Acreditamos ser mais valioso o processo que nos leva às fórmulas do que as

fórmulas em si.

Ademais, o nosso esforço em descobrir essas soluções ou fórmulas, como visto

no desenvolvimento do texto, se justiĄca pela grande variedade de aplicações que as

recorrências encontram em diversas áreas.

Vamos agora nos voltar para as diĄculdades encontradas. Primeiramente, como a

disciplina de Matemática Discreta não é tão presente na maioria dos cursos de graduação

(o que também é uma das motivações do autor para escrever sobre este tema). É claro que

não existe uma literatura tão vasta sobre as recorrências se Ązermos uma comparação com

a bibliograĄa existente tratando de Cálculo, por exemplo. Portanto, uma das diĄculdades

enfrentadas foi justamente encontrar, em repositórios e bancos de dados, respostas a certas

questões concernentes ao tema.
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Em segundo lugar, outra diĄculdade foi em relação aos detalhes técnicos de

algumas demonstrações de teoremas, encontradas em buscas bibliográĄcas.

Apesar disso, acreditamos que atingimos os nossos objetivos em escrever um texto

de natureza teórica tratando da teoria das recorrências lineares. Reconhecemos, no entanto,

que o texto carece de aplicações mais elaboradas, limitando-se predominantemente a

exemplos numéricos.

Portanto, como desdobramentos deste trabalho pode-se ter pesquisas comple-

mentares que tragam melhorias, aprimoramentos e acrescente novos elementos, como

aplicações mais elaboradas, provar com detalhes todos os teoremas e resolver os mesmos

problemas por outros métodos (por exemplo, neste trabalho usamos o método da equação

característica, mas existem outros, como o método das funções geradoras).

Por Ąm, um outro problema interessante que também pode ser objeto de pesquisa

é se, em geral, toda sequência recorrente possui uma fórmula fechada.
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