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“Nao hd estrada real para a Geometria.”

Euclides de Alexandria



RESUMO

Desde a antiguidade até os dias de hoje, a nogao de recursividade na Matematica é
utilizada para resolver problemas de natureza pratica e tedrica. Este trabalho apresenta
uma exposicao sobre a teoria das recorréncias lineares, com uma abordagem leve, informal
e acessivel. Iniciamos apresentando alguns exemplos pontuais na historia onde a nocao
de recorréncia foi utilizada; em seguida, fazemos um breve apanhado sobre sequéncias e
as formas como elas podem ser definidas, dando especial realce a definicao de sequéncia
via recorréncia e destacando a importancia de encontrar solugoes posicionais para essas
recorréncias. Logo apds, definimos recorréncia, apresentamos algumas de suas classificacgoes,
para entao comecar a efetivamente resolvé-las. Resumidamente, nossos principais objetivos
serao definir, classificar e resolver recorréncias lineares, comecando com as de primeira

ordem e avancando para recorréncias de ordens superiores.

Palavras-chave: Recorréncia. Relacao de recorréncia. Recorréncia linear. Sequéncia

recorrente. Sequéncia recursiva.



ABSTRACT

From Antiquity to the present day, the notion of recursion in Mathematics is used to
solve problems of a practical and theoretical nature. This work presents an exposition
on the theory of linear recurrences, with a light, informal and accessible approach. We
begin by presenting some specific examples in History where the notion of recurrence was
used; Next, we briefly overview sequences and the ways in which they can be defined,
giving special emphasis to the definition of sequence via recurrence and highlighting the
importance of finding positional solutions for these recurrences. Afterwards, we define
recurrence and present some of its classifications, to then begin to effectively solve them.
Therefore, in summary, our main objectives will be to define, classify and solve linear

recurrences, starting with first order ones and moving on to higher order recurrences.

Keywords: Recurrence. Recurrence relation. Linear recurrence. Recursive sequence.
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1 INTRODUCAO

Popularmente, quando ouvimos a palavra recorréncia, ou alguma palavra derivada,
como recorrente, recursivo etc., a ideia que primeiro nos vem a mente é a de um evento

que ocorre com “recorréncia”, que ele é “recorrente” ou frequente, ou que se repete.

Pois bem, em Matematica, a nocao de recursividade, associada a palavra “recor-

réncia” e termos relacionados, tem importancia significativa em diversas areas, como:

« Na programacao, na Ciéncia da Computacao e em areas afins, para a definigdo de

algoritmos recursivos.

o Na Matematica, para a construcao de sistemas axiomaticos formais. Grosseiramente,
funciona da seguinte forma: assumimos a existéncia de alguns objetos matematicos
basicos que nao precisam de definicdo, chamados nog¢oes primitivas; aceitamos como
verdadeiras, sem a necessidade de demonstragao, um certo conjunto de sentencas,
chamadas axiomas, envolvendo esses objetos; e selecionamos um conjunto de regras
de inferéncia que serao usadas para provar teoremas. A partir dai, “todo” o restante
dos objetos e teoremas dessa teoria serao definidos e demonstrados, em certo sentido,

em ‘funcao’ dos anteriores.

Em outro contexto, as recorréncias também podem ser utilizadas para definir sequén-
cias recursivamente. Com esse objetivo, fixam-se alguns de seus termos e define-se
uma lei de tal forma que cada termo da sequéncia depende de alguma maneira de

termos anteriores.

Esses exemplos nos indicam que as nog¢oes de recorréncia, tanto popularmente
quanto na Matematica, compartilham um sentido importante: o de repeticdo. Enquanto
que na linguagem popular recorréncia significa a repeticdo de um evento, em Matematica
quando dizemos que um objeto é definido por via de recorréncia, geralmente isso permite

que algum processo pode ser realizado repetidas vezes.

Partindo para o universo matematico, quando se fala em sequéncias recorrentes,
quase que imediatamente pensamos na famosa sequéncia de Fibonacci, que leva esse
nome em homenagem ao matematico italiano Leonardo de Pisa, também conhecido como
Leonardo Fibonacci, a quem normalmente é atribuido o crédito por ter sido o primeiro a
tratar sobre essa sequéncia e o primeiro a conceber o conceito de recorréncia. No entanto,
se gastarmos alguns minutos de pesquisa, descobriremos que ambas essas afirmacgoes estao

incorretas.
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Por exemplo, o filésofo e matematico grego Téon de Esmirna ( 130 d.C.) j4 utilizava
a nocdo de recorréncia para construir aproximacoes racionais para v/2 (BURTON, 2007).

Vejamos como:
Sabemos que v2 € Q, ou seja, Y,y € Z, y # 0,
V242
Y

Logo,

1'2

24 %
y2

& 22 £ 22

2

Ora, como 2y® e 2 sdo inteiros diferentes, entdo a distdncia minima entre eles é 1.

Consideremos, entao, a equagao
2% —2y? = +1. (1.0.1)

Essa equacao diofantina é um caso particular da chamada equacgao de Pell, dada por
22— Ny? =41, onde N = 2 é um inteiro positivo nao quadrado perfeito. Podemos reescrever
(1.0.1) como

—=4/2+—. (1.0.2)

Y (Y
A equagao (1.0.2) nos diz que, se conseguirmos solugoes (x,y) para (1.0.1) com y grande o
suficiente, entdo a razdo x/y serd uma “boa” aproximacao racional para v/2. O que Téon
fez para resolver (1.0.1) foi construir um par de sequéncias recorrentes relacionadas, zp, Yn,

chamadas respectivamente de nimeros diagonais e niumeros laterais, da seguinte formas:

1. coloca-se 1 =1,y1 =1; ¢

2. definimos xp = Tp—1+2Yn—1 € Yn = Tp—1+Yn—1,n > 2.

Téon entdao mostrou que, para todo n > 1, (xy, y,) é solugao de (1.0.1):

x2 — 2% = (—1)™. (1.0.3)
. ~ . Tn al .
E como claramente lim vy, =+o0, entao lim — = V2. Portanto, a sequéncia
n—-+00 n—-+00 Y,
137
e L (1.0.4)
1"2°5 Yn

forma sucessivas aproximacoes racionais para /2, podendo seus termos estarem tao

préximos de v/2 quanto quisermos, bastando para isso considerar n suficientemente grande.
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Por isso as sequéncias x, e y, sdo chamadas, respectivamente, de nimeros diagonais
e ntimeros laterais. A razdo entre os ntmeros diagonais e os laterais tende para v/2,
assim como a razao entre a diagonal e o lado de um quadrado de lado 1 ¢é igual a
v/2. Também é interessante notar que, utilizando a equacdo de Pell em sua forma geral

— Ny? = +1, podemos, com um processo analogo, construir sequéncias (solugdes) que

formam aproximacoes racionais para v V.

Na Figura 1.1, vemos trés imagens que correspondem ao mesmo texto. Da esquerda
para a direita: (a) pagina de uma cépia manuscrita da obra Sobre a Matemdtica Util para
o Entendimento de Platao, de Téon. Embora Téon tenha vivido por volta do século II, essa
copia data do séc. XVI, por isso seu bom estado de conservagao. Neste trecho do texto,
Téon esta discorrendo sobre os nimeros laterais e niimeros diagonais. (b) Uma transcri¢ao

do texto. (c¢) Traducao para o inglés.
Figura 1.1 — Cépia manuscrita; transcrigao; tradugao.

44’ DE NUM. LATERALIBUS ET DIAGONIIS.
11

pév dxo vij duddog wAsveds tergdywvoy &, vl & dmo

vijg rpladog diapdrpov Terpdyovoy 8 vo & dga povddi result will be 17. And the square of 17 is greater by one

" ) =2t s pd A

pstfov 7 dumddaiov vov amo vijg i’ mAsvgdg. WEAW unit then twice the square of 12. And in like manner for s

ngocddpey 1 piv p mAsved dudpsrpov Y TEladE'  sequent calculetions there will be the seme elternating rel

i foren ) mhsvpa & off Ok zolad duapirm B misveds,

fonship; the square on the diagonel first being greater by

3 ary , L
& i) ’:g“’ “"“’"i‘;\ ¢ '\"u"““ '@,g . rovréore dlg ';“ ﬁ‘ f“‘f" r‘ E‘“f“\“’ psv axo TG <& unit, and then less by one unit than twice the square on t
T - &
4 N IR Juend mheveds Tevpdywvov x¢', 70 9% éxd s { (Suapérgov) side; and such sldes end dlagonals are slike rational.
[y i 3.2 T N gy Sopulad pb'* povdd. Elaccov 7 dumidoiov vou xe' Gpa v pd'.
5 87 U sl anr nﬂ‘aamm' - - S ,
4 Adal xéhw Gy o) (&) wAsvpi =goadiic iy { didpsroov, 2o
[ 1O PO e A L w - o 2| 3 9 A9
E -na,‘,, {Euﬂu.,,ﬁ,&mtﬁ&r; o WM,[@.. g 1r i Eoven off" xdv ) § prs’wq: zpou&pc dlg tml & mlsv- 4
et T (Lo pm!, Zora of* xal Tov amo g 1f 1np¢ruww 70 dxd
o :
m»-; (29 u;v Ne ”’g ‘f [Lovudl- "“‘w 7 autlad';w xal xave o £ETIG The squeres on the disgonals compared with double t
T P’r{\ .}eﬁ? {&v v\;avw":'cg?_\é> ziig ’@05&'?"15 o,mlms pupvopdimg, Zovar o dvidoyoy °aueres on the sides, ere slternstely greater by one end ih
“:.i i L:_;\ w:—'.‘ 7 a-i- dvadddk’ movt uv poviddi Eavvov, movs 0} povddi mifoy 1ess by one. Thus the square on sach disgonsl will become
ey W
; B %S el EW""L 3 ﬁ duxdcoior to dmd vijs diepérov Terpdymvoy ToD dmd double the square on esch side, as the sddition of the very
) 7 i B o .
. 0 a-\bbul'_,,.,,s)“ s ¢ ,[ o vijg mhsveds' xal gyral al rowatrar xal miesvgal xal seme unit slternstely restores the equality, preventing the
P win wa f‘m« e —mnS-u o rd;é,ugm. double square on the side being in excess or deficient in e

Yo T %
i q\s o v 1] o
2 ‘ bkl t""l‘% Fou . For the amount lacking in the preceding dlagonal is

i = case

B r\vzu -«s ®° o nA;e--\u"wvaJ‘:

] w)wv SDiareitor R Digg N ) | » ‘Z| S E‘ pd | fousd in excess in the subsequent one.

i Nt (JEI\(\-M\\_'-\‘\_' q(\m?’]}y‘ﬂw"“ a— ' | — Moreover some numbers are cslled porract.m some ov

[,\':4 uéwﬂ/rn'n “Mwi i ;,.,_(,/ o= . perfect, and some defective. Perfect numbers are those tha

B oot e D w1 af 0} didpsrgor Tav xAsvgay fvaAidf maga plav motd

are equal to their own parts, as is the number 8; for its h
1 dvddog in A 2 lupinou] g6 A 8 50 dpas xd part is 3, its third part is 2 end its sixth is 1, end thes

et nota vocis &oe supra vs., & 6 in ras, A L) ov0 A 4. O410d Tossther glve s

pezgov] ’v A 5 fovan A'] povddoy doe AY Brapéron] The perfect numbers ere produced in the following w

Buvdpa A 6 o {': p¥ supra motam vocis foven add. A? ————————

forar ©o: nota voc, fores mut. in Fgxr A 8 tob xE dou 0 . f;’n(ao) end 6(4) %:!Lv“ for the first dug?:l end s1
in the egram are probably copying errors for a(l).

ey Ty e g A S

in povdday A doa post xal add. A? 17 duo quadrata

ight O K sy o cum numeris oué et oxé add. A' 18 «f 8} corr. ex 7) S A

opyr lege
hscd under Creative Commons Attribut mmercial 3.0 Ur

Fontes: respectlvamente: (ESMIRNA, séc. II d.C., p. 35r.); (HILLER et al., 1878, p. 44.);
(MACADAM, 1969, p. 119.)

Observa-se também que a linguagem matematica empregada é geométrica e
retérica, em detrimento da linguagem simbolica, que s6 ganhou forca a partir do século
XVI com o matemético francés Frangois Viete (STENLUND, 2014).

Mesmo assim, esse método de Téon ja era conhecido pelos gregos pitagoricos pelo
menos desde o final do século V a.C. (KNORR, 1976).
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Voltemo-nos agora para a sequéncia de Fibonacci. Ela é definida por F,, = F,,_1+
F,—9 para todo n > 2, com Fy=1,F] =2 (ou Fy=F; =1, ou Fy =0, F; =1, conforme

ocasiao), ou seja,
{FoYnso = (Fy, Fi,..., Fy,..)=(1,2,3,5,8,13,...). (1.0.5)

Fibonacci de fato foi o primeiro matematico ocidental a falar sobre essa sequéncia, mas
nao o primeiro na histéria a estuda-la. Na India Antiga, por exemplo, a sequéncia de
Fibonacci ja era utilizada pelas autoridades indianas nas ciéncias métricas pelo menos

desde o século V a.C. (SINGH, 1985). Mas vamos entender como Fibonacci chegou a ela.

Em seu livro Liber Abaci (1202), Fibonacci imaginou mais ou menos a seguinte
situagao hipotética envolvendo a reproducao de coelhos: considere um casal de coelhos; eles
s6 podem ser maduros ou jovens; se forem maduros, depois de um meés eles irdo reproduzir
um casal de coelhos jovens; se forem jovens, depois de um meés eles irdao amadurecer.
Além disso, nesse processo nenhum casal morre e os casais maduros nunca param de se
reproduzir. Sob essas condigoes, se comegarmos com 1 casal de coelhos maduros, quantos

casais de coelhos teremos ao total depois de 12 meses?

Se representarmos por circulos pretos os casais maduros e por circulos brancos os

casais jovens, essa situacao pode ser ilustrada pelo esquema da Figura 1.2.

Figura 1.2 — Reproducao de coelhos ao longo de 4 meses.

> Inicio (0 meses) | 1 casal

. O 1més | 2 casais

. O . » 2 meses | 3 casais
/ \ N

O O . ——> 3meses| 5casais
ST /N L TN\
. . . O —> 4 meses | 8 casais

Fonte: Do autor, feito no GeoGebra.

Note que comegamos com 1 casal maduro; passado 1 més, teremos 2 casais, sendo

1 maduro e 1 jovem; depois de 2 meses, teremos 3 casais (2 maduros e 1 jovem), e assim
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por diante, formando a sequéncia
(Fn)=1(1,2,3,5,8,...). (1.0.6)

Continuando esse processo, chegamos a F1o = 377 casais. Na Figura 1.3 vemos uma pagina
de uma cépia manuscrita do Liber Abaci da primeira metade do século XIV, na qual
Fibonacci discorre sobre esse problema da reproducao de coelhos. Observe que na margem
direita dessa pagina estao dispostos verticalmente, de cima para baixo, os 13 primeiros
numeros de Fibonacci, sendo 377 o ultimo deles. Note também que o sistema de numeracgao
usado por Fibonacci é o sistema decimal posicional com os algarismos indo-arabicos.
Fibonacci foi o principal divulgador e responsavel pela difusao desse sistema na Europa,
que passou a ser amplamente utilizado. Em (BONCOMPAGNTI et al., 1857, p. 284) e
(SIGLER, 2002, p. 404) encontramos respectivamente uma transcri¢ao e uma tradugao

para o inglés para a pagina mostrada na Figura 1.3.

(Consultar (TOFFALORI et al., 2021) e (VISCA, 2023) para mais informagoes sobre esse
manuscrito. (DEVLIN, 2011) também ¢é outra rica fonte bibliografica para o leitor que
desejar aprofundar os estudos sobre Fibonacci, sequéncia de Fibonacci e o Liber Abaci.
Além, é claro, do préprio Liber Abaci traduzido (SIGLER, 2002).)

Figura 1.3 — Cépia manuscrita do Liber Abaci.
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Fonte: (PISANO, 1202).

No entanto, e se quisermos saber quantos casais teriamos ao final de 24 meses? E
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36 meses? Esse procedimento de expandir a “arvore” da Figura 1.2 e contar a quantidade de
casais nao parece muito pratico, entao seria desejavel alguma férmula que nos auxiliasse a
fazer esse célculo. Essa formula é justamente a relagao F,, = Fj,—1 + Fj,—2, que, juntamente
com nossas condigoes iniciais Fy = 1,F) = 2, produz a sequéncia de Fibonacci e nos
possibilida calcular seus termos com maior facilidade. Perceba que a observacao de que a
soma entre dois nimeros de Fibonacci consecutivos produz o niimero de Fibonacci seguinte
nao é tao trivial assim considerando apenas nosso processo de reproducao de coelhos. A

seguir veremos como chegar a esse resultado.

Chamemos de J, o niimero de casais jovens no n-ésimo més. Além disso, chamemos
de M,, a quantidade de casais maduros no n-ésimo més. Dai, o primeiro resultado a que

chegamos é que a quantidade total de casais no n-ésimo més Fj, é
E,=J,+ M,. (1.0.7)

Perceba também que a quantidade de casais jovens no n-ésimo més é igual a quantidade
de casais maduros no més anterior, pois no més anterior, os casais jovens amadureceram, e
os maduros, ao passar de um més, continuam maduros e reproduziram um casal cada. Ou
seja,

Jn=M,_1. (1.0.8)

Além disso, como os casais maduros permanecem maduros e os casais jovens amadurecem,
entao no n-ésimo meés, o nimero de casais maduros ¢ igual a quantidade de maduros ja
existentes no més anterior, somada a quantidade de jovens no més anterior, porque cada

um desses casais jovens amadureceu. Em simbolos,

De (1.0.8) e (1.0.9), seguem as equagoes

My, =M, _1+M,_»o (1.0.10)
€
Portanto,
Fn=Jn+ M,

= (Jn—l + Jn—Z) + (Mn—l + Mn—2)
= (Jnfl + Mn71> + (Jn72 + Man)
=1+ F, o (1012)

Com isso, encontramos um modelo para nossa situagao. Sob as hipoteses propostas, a

quantidade de casais de coelhos no n-ésimo més pode ser calculada utilizando-se a relagao
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Tabela 1.1 — Treze primeiros termos da sequéncia de Fibonacci.

n Fp=F, 1+F, 2
0 Fy=1

1 Fi=2

2 | Fo=F1+Fy=2+1=3
3 F3=34+2=5

4 F,=5+3=8

5) Fs=8+5=13

6 Fg=134+8=21

7 Fr=21413=34
8 Fs=34+21=55
9 F9=55+34=89
10 F10 =89+55 =144
11 F11=144+489 =233
12 F1o =2334144 =377

Fonte: Do autor.

de recorréncia F,, = Fj,_1+ Fj,—2, sendo Fy =1, F; = 2. Munidos dessa relagao, podemos

chegar ao mesmo resultado que Fibonacci (ver Tabela 1.1).

Ademais, a importancia e utilidade da sequéncia de Fibinacci nao reside apenas
no fato de ela conter quantidades de casais de coelhos se reproduzindo, ou no modelo
matematico consistindo da relacao de recorréncia Fj, = Fj,_1 + F,,—2 com as condigoes
iniciais Fy = 1,F7 = 2. Muito mais do que isso, essa sequéncia se mostra ubiqua, se
manifestando na natureza e na arte, expressando a ideia do “belo” (SINHA, 2017), e também
aparecendo em variadas situacoes, muitas vezes de forma inesperada e surpreendente, como
por exemplo no mercado de a¢oes (KUMAR, 2014) e em muitas outras areas. Ademais,
por se tratar de uma sequéncia classica, iremos utiliza-la ao longo do texto como exemplo

para ilustrar diversas propriedades das recorréncias.

Veremos na Se¢ao 2.2 que existe mais de uma forma de se definir uma sequéncia.
Por exemplo, podemos definir a sequéncia dos niimeros pares positivos dispostos em ordem
crescente como sendo

 a sequéncia (a,) tal que

ap=ap_1+2, VYn>1, com ag=2; ou (1.0.13)

 a sequéncia (ay) tal que
anp=2n+2, Vn>0. (1.0.14)
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A relagao (1.0.13) define recursivamente a sequéncia dos niimeros pares positivos,
porque cada termo a, depende de seu antecessor imediato a,_1. Podemos chamar essa

regra simplesmente de recorréncia.

Ja a relacao (1.0.14) é uma defini¢ao posicional para essa sequéncia, porque cada
termo a, depende apenas de n, que é sua posigdo. Dizemos também que (1.0.14) é a
formula fechada de (1.0.13).

Essas definigoes (ou regras) sdo equivalentes, ou seja, (1.0.13) < (1.0.14) e, por-
tanto, determinam a mesma sequéncia. Em particular, (1.0.13) = (1.0.14), isto é, (1.0.14)
pode ser deduzido partindo-se de (1.0.13). Vejamos como podemos fazer isso. De (1.0.13),

seguem as n+ 1 equagoes:

apg =2

a1 =ag+2
ag=ai;+2
as =as+2

Ap = Ap_1+ 2.

Somando-as, obtemos
ap=2(n+1)=2n+2.

Por varias razoes, as defini¢oes posicionais sao mais almejadas que as recursivas.
Por isso, ao definir uma sequéncia via recorréncia, muitas vezes desejamos desenvolver
algum procedimento a fim de deduzir sua férmula fechada, de modo que, encontrar essa
formula posicional fechada a partir da recorréncia é o mesmo que resolver essa recorréncia.
Portanto sua féormula fechada é sua solugdo. Em outras palavras, resolver uma recorréncia

significa encontrar sua férmula fechada.

Dito isso, sabemos que a sequéncia de Fibonacci é uma recorréncia, pois cada um
de seus termos F}, depende de seus dois antecessores imediatos, Fj,_1, F,,—2. Entao, tendo
em mente essa discussao sobre a sequéncia dos pares positivos, é pertinente a pergunta: a
sequéncia de Fibinacci possui uma formula fechada? A resposta é sim, e se comegarmos
pelos termos Fy = 0, F; = 1, entdo sua férmula fechada (a qual, neste momento, iremos
apenas enunciar, sem demonstracao) é dada por

1 (1+v5\" 1 [1-5)\"
A w0

Essa formula é comumente chamada de “férmula de Binet”, em homenagem ao mateméatico

F,= (1.0.15)

francés Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856). Entretanto, essa formula jé era conhecida
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antes de Binet por matematicos como Daniel Bernoulli, Leonard Euler e Abraham de
Moivre, sendo Moivre creditado como o primeiro a chegar a essa formula (SILVA, 2017),
além de desenvolver um método para resolver uma classe especial de recorréncias (que
serdo definidas no Capitulo 3), chamadas recorréncias lineares homogéneas com coeficientes
constantes (KNUTH, 1997). Esse método generaliza a sequéncia de Fibonacci e nos permite
encontrar formulas fechadas para recorréncias com algumas caracteristicas parecidas com
as da sequéncia de Fibonacci. Desde entao, até hoje as recorréncias sao um amplo objeto

de pesquisa na Matematica.

Neste trabalho veremos: no capitulo seguinte, um breve apanhado sobre sequéncias
e desenvolveremos um pouco sobre o conceito de recorréncia. No capitulo 3, apresentaremos
algumas categorizagoes das recorréncias, destacando nosso principal objeto de estudo:
as recorréncias lineares. Do capitulo 4 em diante, passaremos a efetiva resolucao das
recorréncias lineares, comegando pelas de 1# ordem (capitulo 4), passando pelas de 22

ordem (capitulo 5), e culminando nas de ordem superior (capitulo 6).
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2 RECORRENCIAS

2.1 SEQUENCIAS

Definicao 2.1.1 (Sequéncia Finita). Segundo (IEZZI; HAZZAN, 2004), chama-se sequéncia
finita toda funcao f:{1,2,...,n} — R. Assim, em toda sequéncia finita, a cada ntimero

natural i, com 1 <17 <n, estd associado um nimero real a;. Ou seja,

f=1{1,a1),(2,a2),(3,a3),...,(n,ay)}.

Definigao 2.1.2 (Sequéncia Infinita). Ainda segundo (IEZZI; HAZZAN, 2004), chama-se
sequéncia infinita toda fungao f: N — R (neste trabalho admitiremos que N={1,2,3,...}).
Assim, em toda sequéncia infinita, a cada nimero natural 7, estd associado um nimero

real a;. Ou seja,

f=A{(1,a1),(2,a2),(3,a3),...,(n,ay),...}.

A partir de agora, por uma questao de conveniéncia, iremos denotar sequéncias
pela lista ordenada f = (ay,a2,...,an,...), em que f(i) = a;. Outra notacdo para sequéncias

é f = (ai)ier, onde I é um conjunto de indices, geralmente [ = {1,2,...,n} ou I =N.

Exemplos 2.1.1.

1. (1, 2, 3, 4, 6, 12) é a sequéncia (finita) dos divisores inteiros positivos de 12 dispostos

em ordem crescente.

2. (2, 4,6, 8,..., 2i,...) é a sequéncia (infinita) dos niimeros pares positivos dispostos

em ordem crescente.

Sabemos que duas fungoes f,g: A — B sao iguais se, e somente se, f(z) = g(z),

Vr € A. Assim, sabendo que sequéncias sao fungoes, diremos que

Definigao 2.1.3 (Igualdade de sequéncias). Duas sequéncias f,g: [ ={1,2,....,n} > R

(ou f,g: I =N—R) sdo iguais se, e somente se,

f(i) =gli), Viel.

Equivalentemente: duas sequéncias (a;);cr e (b;);cr sao iguais se, e somente se,

a; =b;,, Viel.
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Com isso notamos que, numa sequéncia, a ordem em que seus termos estao
dispostos é importante, ao contrario do que acontece com os conjuntos. Assim, por
exemplo, os conjuntos {a, b, c} e {a, c, b} sdo iguais, enquanto as sequéncias (a, b, c) e

(a, ¢, b) sao diferentes.

2.2 LEI DE FORMACAO DE SEQUENCIAS

H& trés formas basicas de se definir uma sequéncia: por uma propriedade dos

termos, pela posicao dos termos ou por uma relacao de recorréncia.

2.2.1 Por uma propriedade dos termos

Para definir uma sequéncia desta forma precisamos explicitar a propriedade a

qual os termos irao obedecer.

Por exemplo: a sequéncia dos nimeros primos positivos dispostos em ordem

crescente é dada por
(2,3,5,7,11,...).

2.2.2 Pela posicao dos termos

Para definir uma sequéncia desta forma, precisamos escrever a, como uma expres-

sao de n.

Por exemplo: a sequéncia definida por a,, = 2" —1 com n > 1 é dada por

(2t —1,22-1,23—1,...,2"—1,...)=(1,3,7,15,...,2" —1,...).

2.2.3 Por uma relacao de recorréncia

Em Matematica, uma recorréncia® é uma regra matematica que determina uma
sequéncia através de uma relacao entre cada termo da sequéncia com termos anteriores a
ele. Assim, em uma recorréncia, para que se possa obter um determinado termo, digamos
Tp, € preciso que se tenha em maos aqueles termos anteriores a x,, que sao suficientes para
fazermos esse calculo. E, por sua vez, para calcular esses termos anteriores, precisamos
ainda de outros termos anteriores, e assim se retrocede até precisarmos utilizar os primeiros
termos da sequéncia. Da mesma forma, se temos a disposi¢do um ou alguns termos, tantos

quantos forem suficientes, podemos calcular termos seguintes da recorréncia.

*  Na literatura encontram-se varios termos e expressoes sinénimas de “recorréncia”, como: relacao

de recorréncia, sequéncia recorrente, sequéncia recursiva, entre outros. Ao longo do texto faremos
uso dessas terminologias para nos referir as sequéncias definidas por/via recorréncia, sem maiores
esclarecimentos.
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Geralmente define-se recorréncia da seguinte forma:

1. sao fixados os k primeiros termos da sequéncia, x1,x2,...,Tk;

2. 0 n-ésimo termo, x,, é expresso em funcao dos k termos imediatamente anteriores a

ele7 isto é7 Tpn = f(wn—laxn—% s axn—k) ou Tpyk = g(xn—ﬁ—k—lamn—}-k—% s 7$n)-T

Em outras palavras, uma recorréncia ¢ uma lei matematica que caracteriza uma sequéncia

da seguinte forma:

1 =4a1,r2 =0a2,...,T = a

Tp+k = f(xn—f—k—laxn—i—k—% s 7xn)7vn eN

)

sendo que, neste texto, chamaremos x1 = aj,x2 = ag, ..., = ai de condigcoes iniciais da

recorréncia, € Tpigp = f(Tpip_1,Tnik—2,---,%n),Vn € N de equagio da recorréncia.

Como exemplo, podemos mais uma vez considerar a recorréncia referente a
sequéncia de Fibonacci, que pode ser definida como segue. Fixamos F} = F5 = 1, e seus
préoximos termos serao obtidos pela soma dos dois termos imediatamente anteriores:
3=+ Fi=14+1=2; F4y=F3+F=24+1=3;, F5=F;+ F3=342=25, e assim por
diante. Mais formalmente, a lei de formacao que define a sequéncia de Fibonacci é a

recorréncia

Fil=1F—1
Fn—|—2 = Fn—|—1 +Fn,Vn eN

Também ¢é do interesse da Matemaética as formulas fechadas associadas a essas
recorréncias. Para os propésitos deste texto, diremos que a férmula (ou forma) fechada
(ou posicional), ou o termo geral de uma recorréncia, é uma expressao que representa um

determinado termo da sequéncia em fungao apenas de sua posi¢ao.

Diremos também que uma féormula fechada, correspondente a sua recorréncia, é
uma solucdao da recorréncia, e que ela a resolve, de modo que, substituindo a referida

solucao a, na equacao de recorréncia, obtemos uma identidade.

Assim, por exemplo, a formula fechada para a sequéncia de Fibonacci é dada por

() ()

; (2.2.1)

NAE NG

A dedugao dessa férmula sera vista mais adiante no texto. Por enquanto vamos admitir

que ela é valida e facamos algumas observagoes:

t Na verdade, existem recorréncias cujos termos dependem de todos os termos da sequéncia anteriores a
eles, isto é, k varia com n. (Ver Secdo 3.2).
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1. Dessa férmula, é claro que

Fnﬂ:\}5<1+2\/3>n+1_\}5<1_2\/g>n+1

Substituindo essas férmulas na equacao recorrente £, 9 = F,, 41+ F},, obtemos uma

identidade, isto é, uma equacgao valida para todo n € N.
2. Se quisermos calcular o 10° termo da sequéncia “basta” tomar n =10 em (2.2.1).

3. Apesar de termos fragoes e raizes quadradas irracionais nessa expressao, sempre

Assim,

obteremos um resultado inteiro.

4. Uma desvantagem das sequéncias recorrentes em relagao as férmulas fechadas é
que, enquanto para estas basta substituir n pela posicao desejada, para aquelas,
é necessario construir toda a sequéncia, termo a termo, do primeiro até o termo
imediatamente anterior ao termo que se deseja calcular. Porém, apesar de em muitas
situagoes ser mais conveniente expressar diretamente o termo em funcao de sua
posicao, as vezes é menos trabalhoso calcular os termos da sequéncia um por um
por meio da recorréncia, como é o caso da sequéncia de Fibonacci. Note que, para
calcular o 10° termo da sequéncia de Fibonacci pela féormula fechada, tal dificuldade
se encontra em expandir as expressoes (14_72\/5)10 e (#)10. Por outro lado, usando
a recorréncia, ja sabemos que Fy =3 e F5 =5. Logo, Fg=5+3=8, F; =8+5=13,
Fs=134+8=21, Fy =21+13=34= Fig=34+21 =55. E como haviamos dito,
neste caso é bem mais facil obter um termo usando-se a formula de recorréncia do

que a féormula fechada.

5. Dada uma sequéncia em que s6 sao explicitados alguns de seus termos, é preciso
tomar cuidado ao tentar deduzir sua féormula fechada. Para entender isso, considere
a sequéncia (a,) = (1,2,3,...). Qual é o 4° termo dessa sequéncia? A resposta
mais natural é 4. Porém, considere também a sequéncia dada pela formula b, =
2n3 —12n2 +23n — 12. Notamos que by = 1, by = 2 e by = 3. Calculando o 4° termo,
temos by = 2(4)3 —12(4)?2 +23 -4 — 12 = by = 16, isto é, (b,) = (1,2,3,16,...). A
sequéncia (b,) nos faz perceber que, dada uma certa sequéncia em que a tUnica
informagao de que dispomos é uma quantidade finita de seus termos, sempre é
possivel encontrar outra sequéncia, diferente da primeira, com esses termos, nas
mesmas posicoes. E por isso, além de alguns termos, precisamos de uma equagao de

recorréncia ou de uma férmula fechada para bem definir tal sequéncia.
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6. Considere as sequéncias (a,) = (1, 3, 5,...) dos nimeros impares positivos e (b,) =
(2,4,6,...) dos nimeros pares positivos. Observe que a equagao de recorréncia para
(an) é apn+1 = an+2, e a equacao de recorréncia para (by) € by+1 = by + 2, ou seja,
apesar de (ap) e (b,) serem sequéncias diferentes, elas tém a mesma equagao de
recorréncia. Portanto, para defini-las por recorréncia, devemos explicitar seus termos
iniciais. Assim,

ar =1
p+1 =ap+2,Vn €N

by = 2
byt = by +2,Yn €N

Outro exemplo interessante para ilustrar sequéncias recorrentes é a sequéncia dos
Nuameros Triangulares. A sequéncia dos Numeros Triangulares (T},) é aquela tal que
Ti=1leT,=n+T,-1,n>2,istoé, (1,3,6,10,...). Analisando a sequéncia, perceba que,

primeiramente, ela leva esse nome pelo padrao geométrico triangular que forma, conforme

Figura 2.1.
Figura 2.1 — Cinco primeiros Numeros Triangulares.
[ ]
[ ] L] L]
e e o e o o
L] ] [ ] ® L] [ ] @ [ ] L] L]
[ ] [ ] L] L] L] L] L] L} L] [ ] [ ] L] [ ] L] L]
T, =1 T,=3 T,=6 T,=10 T.=15

Fonte: Do autor, feito no GeoGebra.

Em segundo lugar, note que se quisermos calcular um termo qualquer 7;, da
sequéncia pela defini¢ao dada (7, =n+T,—1), precisamos conhecer seu antecessor ime-
diato T),—1, o qual depende de T,,_2, que por sua vez depende de T,_3, e assim por
diante. Ou seja, para calcularmos T),, precisamos conhecer todos os seus antecessores,
Th-1,Th—2,Th—3,...,T1. Vejamos, por exemplo, como calcular o termo 77: comecamos
calculando T3 (ja temos dado T1); agora podemos calcular T3; entdo calculamos Ty; ... ; e

repetimos esse processo até chegarmos em T%. Ver Tabela 2.1.



30

Tabela 2.1 — Sete primeiros Numeros Triangulares.

n T,=n+T,1

1 =1

2| Th=2+T1=24+1=3
3 T3=34+3=6

4 Ty=44+6=10

5) T5=5+10=15

6 Te=6+15=21

7 T7 =7T+21=28

Fonte: Do autor.

Dizemos, entao, que essa sequéncia esta sendo definida via recorréncia, pois foi
definida por meio de uma regra que nos fornece termos da sequéncia em fungao de termos

anteriores.

Imagine, porém, que desejamos calcular o termo T7ggg. Nesse caso, calcular o termo
de ordem 1000 da sequéncia por essa regra nao sera muito conveniente, pois precisariamos
construir todos os termos da sequéncia até o de ordem 999, para entdo podermos calcular
Thio00- Essa dificuldade nos leva a pergunta: “Existe uma regra para essa mesma sequéncia
que nos fornega os termos diretamente em funcao de suas posi¢oes?”. Vamos investigar

1SS0.

Ora, observando as imagens da Figura 2.1, nao ¢é dificil se convencer de que o

n-ésimo nimero triangular é dado pela soma dos n primeiros nimeros naturais, ou seja,
n(n+1)

Tn=1+2+---+n= =75 Outra maneira de se chegar a essa formula seria somando as
equacoes

To=2+1T

T3 =3+1T5

Ty=4+13

Th=n+1,-1,
obtendo
T,=T1+2+3++n)=1+2+3+---+n= n<n;1)

Isso também pode ser demonstrado por Indugao Matematica.

A férmula T), = % para os Numeros Triangulares é chamada de “férmula

fechada” e com ela podemos obter qualquer termo da sequéncia apenas substituindo o n
pela posi¢ao do termo desejado. Assim, por exemplo, T1gg0 = M = 500500, resultado

cuja obtencao seria bastante trabalhosa pela féormula de recorréncia.
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Neste momento percebemos que a sequéncia dos Numeros Triangulares e a sequén-
cia de Fibonacci possuem algumas similaridades: para calcular um certo termo de ordem
n, precisamos de termos anteriores (para a sequéncia de Fibonacci, o (n —1)-ésimo e
0 (n—2)-ésimo; e para a sequéncia dos Niumeros Triangulares, do (n — 1)-ésimo) e, por
consequéncia, s6 € possivel efetivamente calcular esse termo se construirmos praticamente
todos os termos dessas sequéncias, a partir do primeiro, até o termo desejado. Buscando
superar essa dificuldade, partindo dessas relagdes de recorréncia, através de um certo
processo € possivel encontrar suas férmulas posicionais, ou fechadas. E, como ja dissemos,
nossa principal énfase neste trabalho sera justamente encontrar essas férmulas fechadas ou

algum método/algoritmo para resolver certas classes de recorréncias.

Outrossim, antes de continuarmos, é importante informar ao leitor que grande
parte do que sera visto na teoria das Recorréncias nas proximas se¢oes tem uma certa
semelhanga com a teoria das Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs). Assim, tendo
isso em mente, se o leitor tiver um conhecimento rudimentar sobre EDOs, ele podera
estabelecer associagOes entre as definigoes, teoremas e equagoes da teoria das EDOs e seus

analogos correspondentes na teoria das Recorréncias, fazendo as devidas adaptagoes.
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3 CLASSIFICACOES DAS RECORRENCIAS

3.1

Existe uma infinidade de tipos de recorréncias, muitas delas sendo bastente
complexas. Portanto, antes de partirmos para a resolucao de recorréncias, neste capitulo
primeiramente delimitaremos quais tipos nos interessam (as lineares), ou seja, iremos

categorizar ou classificar as recorréncias.
As recorréncias podem ser classificadas quanto a varios critérios.

Existem as recorréncias de 1* ordem e as recorréncias de ordem superior, quer
dizer, de 22 ordem em diante. Dizemos que a ordem de uma recorréncia é a diferenca entre
o maior e o menor indices dos termos z; que estao presentes na equacao da recorréncia.
Por exemplo, a recorréncia

a1 =10
Gn+1 =an+3,Yn e N

é uma recorréncia de 1* ordem, pois (n+ 1) —n = 1, enquanto que a “recorréncia de

Fibonacci”
F=1F=1

Foro=Fop1+Fy,VneN

¢ uma recorréncia de 2% ordem (e portanto de ordem superior), pois (n+2) —n = 2.

Em geral, uma recorréncia de ordem k é dada por

1 =a1,r2=40az,...,Tp = ag

Tpyk = f(xn—l—(k—l)’ e ,xn),Vn eN

Y
em que f é uma funcao.

Existem também as recorréncias lineares e as ndo lineares. Dada uma recorréncia

de ordem k, ela é dita linear quando é da forma

T =a1,r2 =0a2,...,Tp = ag

(3.1.1)
Tnik = fe(M)Tpy o)+ + fr(n)an + fo(n),Vn €N

em que f; com i € {0,1,...,k} sao fungoes de n.
Uma recorréncia € ndo linear quando nao é linear.

Sao exemplos de recorréncias lineares:
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a1 = 100
an+1 =an+10,Yn € N

b1 =1
bpt1 = 5nby, +n?—3,YneN

Cl1 — 10,62 =15
Cnio = Cpi1—3Vniey,VneN

N3&o sao recorréncias lineares:
r1 =4

Tptl =VTn+5VneN

y1 =206
Yn+1 = %%Q,Vn eN

zZ1 = 3,22 =14
Znt2 = Zpt1 —log(z, +4),Vn €N

As recorréncias lineares podem ser homogéneas ou nao homogéneas. Elas sao
homogéneas quando a parcela fo(n) da expressao (3.1.1) é igual a zero para todo n € N,
e nao homogéneas caso contrario. Tomemos os exemplos (a), (b) e (c¢), note que (c) é

homogénea e (a) e (b) sdo nao homogéneas.

Por fim, as recorréncias lineares podem ter coeficientes constantes ou coeficientes
nao constantes (varidveis). Neste texto, diremos que uma recorréncia linear tem coeficientes
constantes se ela é tal que as fungoes f; da expressao (3.1.1), com i € {1,2,...,k}, sdo todas
constantes (note que nao importa se fy é constante ou nao). Por exemplo, a recorréncia de

(a) tem coeficientes constantes, enquanto que as recorréncias de (b) e (c¢) nao tém.

Com isso, podemos classificar as recorréncias em:

« Recorréncias de 1* ordem ou de ordem superior (de 2* ordem em diante);
e Recorréncias lineares ou nao lineares;
o Recorréncias lineares homogéneas ou recorréncias lineares nao homogéneas;

o Recorréncias lineares com coeficientes constantes ou recorréncias lineares com coefi-

cientes nao constantes (varidveis).
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Para exemplificar, iremos classificar as recorréncias vistas até agora.

A recorréncia de Fibonacci

F=1F=1
Fn+2:Fn+1+Fnavn€N

é uma recorréncia de ordem superior (2% ordem), linear, homogénea com coeficientes

constantes;

A recorréncia
a1 =10
ap+1 =ap+3,Yn €N
bem como a recorréncia
a1 =100
ap+1=an+10,Yn e N

sao de 1* ordem, lineares, ndao homogéneas com coeficientes constantes;

J& a recorréncia
b =1
b1 =5nb,+n?—3,¥Yn €N

é uma recorréncia 1* ordem, linear, nao homogénea com coeficientes variaveis;

A recorréncia
Cl1 = 10,62 =15
Cnio = Cpa1—3Vnidey,Vn e N

é uma recorréncia de 22 ordem, linear, homogénea com coeficientes variaveis;

As recorréncias
Il = 4

Tntl =VTp+5,VneN

y1 =26
Yn+1 = ﬁ)vn eN

sdo de 1* ordem e nao lineares;

J& a recorréncia
21 = 3,22 =14
Zn4+2 = Zp+l1 — IOg(zn +4)7vn eN

é uma recorréncia de 2% ordem nao linear.

Neste trabalho daremos preferéncia ao estudo das recorréncias lineares.
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3.2 A RECORRENCIA 1, = {t22ttin

n
Considere a recorréncia

ri=a,r9=>"=

Tpil = W,VHZQ

Essa recorréncia é bastante curiosa, pois, em primeira andalise, ela nao pode ser
classificada segundo os critérios apresentados neste texto. Vejamos porqué: (a) Ordem:
note que x3 depende de seus dois antecessores; x4 depende de trés antecessores; ...; € Tp4+1
depende de n antecessores. Como essa quantidade de termos anteriores de que um termo
geral depende ¢é variavel, estamos diante de uma recorréncia que, a principio, nao tem uma
ordem bem definida.” (b) Linearidade: para que uma recorréncia seja linear, é preciso que
ela seja classificavel por ordem. Como a recorréncia da vez nao o €, entao nao é linear;

logo, é nao linear (em primeira analise).

Estamos destacando a expressao “em primeira analise” porque podemos reescrever

nossa recorréncia em outros termos. Vejamos.

Calculemos alguns termos da sequéncia formada:

r1+x2 a-+b
13 = = ;
2 2
a+b+“7+b 3a+3b a+b
! 3 6 2
at+b+ot+ ot 2419 a+tb
Ts = = p— .
° 4 4 2
Por enquanto temos a sequéncia (a, b, ‘%b, “TH’, ‘LTH’, . ), o que nos leva a conjecturar que
essa sequéncia segue com todos os seus termos iguais a “TH’ e, portanto, seu termo geral é
Ty = “TH’ para n > 3. Provemos esse fato por Inducao:
o (Caso base:
a+b

n=3=x,=r3= 5

o Hipdtese de Inducao:
a+b

T = para algum k > 3;

* Recorréncias desse tipo, que precisam dos n primeiros termos para calcular o de ordem n+ 1, sdo
chamadas de full-history, enquanto que recorréncias de ordem fixa sdo chamadas de finite-history
(KURGALIN; BORZUNOV, 2018).



36

o Verificando que a propriedade vale para n = k+1:

T1+To+ T3+ +Tp 1 +T  T1+T2+T3++Tp1 T

T K K W
Mas,
. B W U R 5 B e o S |
k — k—l Y
donde
1ttt ap- = (k— 1)y
Dai,
(k’—l)$k Tp (k—l—{—l).iﬁk kaxy,
e S
Logo,
a+b
Thtl = Th = 5

Dessa forma, podemos reescrever a recorréncia em questao da seguinte forma:

r1=a,rx0=">bx3= —“"QH’

Tpgl=Tp,Vn >3

que ¢ de 1* ordem, linear, homogénea, de coeficientes constantes. Outra forma de escrevé-la
¢ a seguinte:

r1=a,r9=b,rx3 =14 = ‘%b
Tppo = TELEIR W > 3

que é de 2% ordem, linear, homogénea, de coeficientes constantes.

Dessa forma, concluimos que dada uma recorréncia, pode haver mais de uma forma
recursiva de representa-la e, para cada representacao, teremos também uma classificacdo

correspondente.
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4 RECORRENCIAS LINEARES DE 12 ORDEM

Este capitulo se divide em trés partes. Na primeira, resolvemos as recorréncias
lineares homogéneas, ou seja, aquelas da forma x,,4+1 = f(n)z,. Na segunda, resolveremos
as recorréncias lineares nao homogéneas da forma z,4+1 = z, + g(n). Na terceira parte,
finalizaremos resolvendo as recorréncias lineares em sua forma geral, dada por x,+1 =
f(n)x, +g(n), através de uma combinagao das técnicas anteriormente empregadas para a

resolucao das recorréncias dos tipos 1 = f(n)zy, € Tpt1 = xn +g(n).

4.1 HOMOGENEAS

Antes de desenvolvermos esta parte da teoria é pertinente fazermos uma con-
sideracao: quando nao sao explicitados os termos iniciais da recorréncia, supoe-se que
sao constantes arbitrarias quaisquer. Dessa forma, ao chegar na solucao, observamos na
formula parametros arbitrarios. Nessa forma a solucao é chamada de solugao geral, que
“gera” ou “produz” uma familia (ou classe ou conjunto) de solugoes, de forma que, uma
vez escolhidos esses parametros (ou seja, os termos iniciais, ou condigbes iniciais), sera
determinada uma solucao particular, caracterizando uma sequéncia tnica. Para além disso,
é natural perguntar quantos sao esses parametros que aparecem na solugao geral. Ao que

respondemos: depende da ordem da recorréncia.
Dito isso, podemos continuar.

As recorréncias lineares de 1* ordem homogéneas sdo aquelas expressas pela
equacao
Tnt1 = f(n)zy,Vn € N.

Para resolvé-la, multiplicamos as equacgoes

ro = f(1)x1
r3 = f(2)x2
x4 = f(3)x3

Tn = f(n - 1)xn—l
obtendo .
zn =1 [[ (k). (4.1.1)
k=1

Logo, sua solucao geral é da forma

n—1
2, =C [[ f(k).
k=1
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Assim, para resolver z,,41 = f(n)z,, nosso desafio é saber calcular o produtério HZ;% f(k).
Exemplo 4.1.1. Considere a recorréncia dada por
Tpy1 = (n+1)x,,Vn €N,

Ela é linear homogénea de primeira ordem. Usando a técnica vista para obter a Equagao

(4.1.1), podemos escrever

T9 = 217
T3 = 3%2
T4 = 4x3

ITp =NITn-1,

que multiplicando membro a membro, obtemos

Ty =x1n!

Em posse da Equacao (4.1.1), podemos também escrever a solugdo diretamente,

pois como f(n)=n+ 1, entao HZ;}f(k) =n!. Logo, =, = z1n!.

Apesar da utilidade da Equacao (4.1.1), acreditamos que a técnica usada para a
sua obtenc¢ao é mais valiosa do que a féormula em si. Por isso, continuaremos empregando
a técnica em detrimento da férmula, e o mesmo vale para outras férmulas que porventura

aparecam ao longo do texto.

4.2 NAO-HOMOGENEAS DA FORMA 2,1 = 2, + g(n)

Para resolver recorréncias da forma
Tpt1 = Tp+g(n),¥n €N,

podemos escrever

xrg =x1+9g(1)
x3 =13+ g(2)

rg =13+ 9(3)

Ty =2Tp—1+g(n—1),
que somando membro a membro, obtemos

n—1

zn =21+ Y g(k). (4.2.1)
k=1

Assim, para resolver 1 =z, +g(n), o desafio é saber calcular o somatério Y01 g(k).
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Exemplo 4.2.1. Para resolver a recorréncia dada por

Tl =2
Tpt1 =2p+3",Vn > 1

escrevemnmos as equagées

r9 =71+ 3!
T3 = x9 + 32

T4 =3+ 33

Tp = Tn-1 +3n—1

que somando membro a membro, obtemos

3311

$n:$1+(31+"‘+3n_1):x1+<3_1)
3(3m1—-1)
:xn:xl—i—iQ .

Mas, x1 = 2, logo

3(3n~1—1) 33" l1—-1)4+4 3"—3+4+4
xn:2+( - ):( 2)+: 2+

3" +1
= Tp = 5

4.3 GENERICAS

Agora estudaremos as recorréncias lineares de 1? ordem da forma
tns1 = f(n)n +g(n) Y €N,

Para resolver esse tipo de recorréncia usaremos uma combinagao das técnicas para resol-
ver as recorréncias dos tipos zp4+1 = f(n)zy, € xpy1 = 2, +9g(n). A técnica consiste em

primeiramente, resolver a recorréncia homogénea wy11 = f(n)wy,, obtendo
n—1
wn = w1 [ f(K).
k=1
Em seguida tomamos uma solucao particular nao-nula
n—1
anp =1 H f(k).
k=1

Depois definimos y, = i—” para fazer a substituicao x,, = a,y,, que transforma x, 1 =
n

f(n)zn+g(n) em ypi1=yn+ f?v(z?c)tn =yp+h(n), onde h(n) = f?é?gn Caimos, entdo, numa
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nova recorréncia que também ja sabemos resolver. Dessa forma, por (4.2.1), a solugao de

Yn+1=yYn+h(n) é dada por

n—1

Yn =y1+ Z h(k>
k=1

Logo,
n—1 n—1
Ip = AnlYn = (l H f(k)) (yl + Z h(k)) .
k=1 k=1
Mas, como y; = Z—i , temos
B n—1 ) n—1 g(k:)
Tp = (l kl:[lf(k>> (CM +k:1 f(/{?)ak .

Exemplo 4.3.1. Consideremos a recorréncia dada por

r1 =95
Tpyl =3, +2,Vn €N '

Vamos primeiramente resolver a recorréncia homogénea w1 = 3w,,.

Multiplicando as equagoes

wo = 3wy
w3 = 3w2
wy = 3ws

Wy, = 3wp—1

obtemos

e escolhamos a solugao particular

ap=3""1.1.

A mesma formula pode ser obtida se observarmos que tal recorréncia define uma P.G.

de 1° termo w; e razao igual a 3. Agora vamos definir y,, = ﬁ—z e facamos a substituicao

Ty = ApYp €M Tpy1 = 3T, + 2, 0 que nos deixa com
Un++1Yn+1 = '?)anyn +2.
Mas, como a,, resolve wy,+1 = 3wy, entao vale a,+1 = 3a,, donde
3anyn+1 = 3anyn +2

2 2
= — _ = -

ST
Yn+1 = Un 1\3) -
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Dai, temos
p=n+3(3)
s=n+2(})
y1=ys+7 (%)3

yn::yn714‘%(%>n_la

que somando membro a membro, obtemos

I (1)1+_ +(
Yn = U1 I 3 3

[S—y
N———
i
—_
1
|
<
—
+
\
W=
7 N
/N
ol
N—
i
p—
I
—_
N——

Ora, como x,, = apyy, entao

Ty =3""1.1. (yﬁ—} ll— (;)HD

Ecomoylz‘%:ﬁ:%,temosque

ot (g [ ) ) g e ()]

=31 (6— ! ):6-3"—1—1:2-&3"—1—1

3n—1
=2.3"—1.

Perceba que nao importa qual solugdo nao-nula a, para w41 = 3w, escolhermos (e
portanto ndao importa o valor de [ # 0 que tomemos), sempre chegaremos ao resultado
desejado. Vejamos outro exemplo, em que podemos poupar tempo escolhendo o valor de [

com mais antecedéncias:

Exemplo 4.3.2. Vamos resolver a recorréncia

$3::2
Tptl = 505 T +3,Vn >3 .

Para resolver a recorréncia homogénea wy11 = ;"5 - w, multiplicamos as equagoes

3

Wy = 5375 - W3
4

ws ::4_2'1U4
5

?U6==5_2-u5

. n—1
Wn = (n—1)—2 Wn—1,
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Tomemos, entao, a solucao
an=(n—1)(n—2)

e assim facamos a substituicao x,, = any, em Ty, = % - Ty + 3, obtendo

n
An+1Yn+1 = “ApYn + 3.
n—2

Mas, como a;, ¢ solu¢do de wy41 = 25 - wy, vale que ap41 = "5 - ap, donde

n n
n_Q'Gnyn—H: n_2-anyn+3
S Y1 =Y+ 3 L =y 43 n—2
= Y1 = Yn+ 3

Para resolver essa recorréncia somamos as equagoes

Ya=ys+3- 3
y5:y4+3' @
Y6 = Y5 +3- (65-1)5

yn:yn71+3‘ma

obtendo
_ 3 1 1 ! :
Yn = Y3+ '[(3_1)3+(4—1)4+(5—1)5+'”+[(n—l)—l](n—l)]
e[ 1 1 — Y3438
= y3+ '[2_3+3.4+"'+(n_3)(n—2)+(n—2)(n—1)]_y3+ (n)a

onde S(n) = % + ﬁ +- (n_3)1(n_2) + (n—2)1(n—1)' Essa é uma conhecida soma “telescé-

pica”, e sabendo-se que
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n—3
= S(n)=
) =501
Logo,
T = GnlYn = an | Y3 2 mn_1/)"

Finalmente, como a, = (n—1)(n—2), a3 = (3-1)(3-2)=2-1=2, z3=2c 3=t =5 =1

temos

?

xn=(n—1)(n—2) <1+ZZ:?>
:(n—1)(n—2)+§-(n—1>(n—2)-”_i’

2

= §~(n—2)(5n—11).

:(n—l)(n—2)+§-(n—2)(n—3)
1

Exemplo 4.3.3 (A Torre de Hanéi). Faremos este exemplo por um método alternativo,

diferente do que vimos para as recorréncias lineares de 1 ordem.

A Torre de Handi é um jogo, com varias versoes, que consiste de trés elementos

principais (RUFINO, 2001):

1. uma base horizontal, geralmente com formato retangular ou eliptico;

2. trés hastes verticais fixas na base a uma certa distancia uma da outra: uma no centro

e as outras préximas das extremidades;

3. uma certa quantidade de discos, todos de diametros diferentes, que serdao encaixados

nas hastes.

Inicialmente todos os discos devem estar dispostos numa mesma haste (qualquer das trés)
de modo que o disco de maior didmetro esteja encostada na base, e os outros discos, de

baixo para cima, em ordem decrescente de diametro.

O objetivo do jogo é transportar todos os discos da haste inicial para uma das

outras duas (qual delas é indiferente), obedecendo as seguintes restrigoes:

e 56 é permitido transferir um disco por vez;

o um disco s6 pode ser posicionado acima de outro se aquele for menor que este.

A Figura 4.1 ilustra um exemplo de uma série de movimentos para alcangar o objetivo do

jogo.
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Figura 4.1 — Exemplo de rodada: Torre de Handi com trés discos

- o 1

QB =

S v I o oHl” (CIEs ©
i) | W T v\

Fonte: (NOAS/CNEC, 2011)

Note que apesar de ser desnecessario, as regras do jogo nao nos impedem de
realizar um movimento de “volta” e outros movimentos supérfluos que nao nos ajudam
a efetivamente concluir o jogo. Dessa forma, pode-se realizar tantos movimentos quanto
se deseje a fim de resolver o puzzle. Porém, a Matematica interessa aquelas partidas que

resolvem o quebra-cabega com uma quantidade minima (ou 6tima) de movimentos.

Assim, o que faremos a seguir nesta secao é generalizar nosso pensamento, mo-
delando, por uma recorréncia, a sequéncia das quantidades minimas de movimentos

necessarios para se atingir o objetivo do jogo.

Chamemos de H,, a quantidade minima de movimentos necessarios para resolver
uma Torre de Handi com n discos. Imagine ainda que queremos resolver uma Torre de
Hanéi com n+ 1 discos e também calcular Hy, 1. Ora, para transportar todos os n+ 1

discos de uma haste para outra, precisamos

1. transferir os n discos superiores de uma haste a outra;

2. mover o maior disco (da base) para a outra haste;
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3. transportar aqueles mesmos n discos para a haste onde estd o maior disco, ficando

em cima dele e resolvendo o quebra-cabega.

Logo, para realizar o primeiro passo, precisamos efetuar H,, movimentos; no segundo passo
realizamos um movimento; e no terceiro passo, mais uma vez realizamos H,, movimentos,
isto é,

Hn+1 = Hn+1+Hn

= Hn+1 =2H,+1.

Dai, considerando que H; =1 (ja que, se temos um disco, sé precisamos fazer um movimento

para muda-lo de haste), entao a sequéncia que procuramos pode ser definida pela recorréncia

H =1
Hpi1=2H,+1VneN

Note que estamos diante de uma recorréncia de 1* ordem, linear, nao-homogénea com
coeficientes constantes, e portanto podemos aplicar o método (ou a férmula diretamente)
que vimos nesta se¢ao. Contudo, como dissemos, resolveremos esta recorréncia por meio

de um método alternativo.

Considere, entao, as equagoes seguintes:

Ho=2H;+1
H3:2H2—|—1

Hy=2H3+1

Hy 1=2Hp, 2+1
H,=2H,_1+1.

Em seguida, multipliquemos cada equacio Hj, = 2Hj,_1 + 1 por 2% obtendo as equacdes
da forma 2" kg, =on—k+tlpg, | 4 on—k,

2n72H2 — 2n71H1 + 2n72
2n—3H3 — 2n—2H2 4 2n—3
2n—4H4 — 2n—3H3 + on—4

2H, 1 =4H,_o+2
H,=2H,_1+1.

Somando-as, obtemos

1(2m1—1)

Hy=Hy - 2" ' (1424 42" 2) = H - 2" 1 4 —



Mas, como H; =1, temos

= H,=H,- 2" 1+o0 11

H,=1-2""1t4on 1 _1=9.9n"1_1

= H,=2"—1.

46
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5 RECORRENCIAS LINEARES HOMOGENEAS DE 22 OR-
DEM COM COEFICIENTES CONSTANTES

As recorréncias lineares de 2% ordem homogéneas com coeficientes constantes
constituem uma generalizacao da recorréncia de Fibonacci. A solugdo dessas recorréncias
ira nos dar algumas “dicas” importantes de como proceder para a resolucao de recorréncias

mais gerais posteriormente.

Neste capitulo, entao, estudaremos as recorréncias da forma
aTp42 +bTpi1+cry =0, (5.0.1)

onde a # 0 # c. Perceba que se a =0 ou ¢ =0, caimos numa recorréncia de 1* ordem.

Dividindo a Equagao (5.0.1) por a, obtemos
Tpt2+ (b/a)xyy1+ (c/a)zy, =0.
Fazendo b/a = p e ¢/a = q, chegamos em

Tpt2 +PTnt1 +qr, =0, (5.0.2)

-

com ¢ # 0, que é uma forma equivalente da recorréncia inicial. E a recorréncia nesse

formato que examinaremos. Comecemos nosso estudo provando um resultado importante.

Lema 5.0.1. Se y, e z, sdo solugoes de xypy2+ prni1+qr, =0, entdio wy, = Cry, +Cozy,

também o é, quaisquer que sejam as constantes complexas Cp e Co.*
Demonstragdo. Para verificar isso basta substituir wy, = C1y, + Cozp, em xp 49+ prpnt1 +
qr, =0 e mostrar que a igualdade ¢é verificada:
Tn42 +PTnt1+qTn = Wn42 +PWnt1 +qwnp

= (C1yn+2 + Caznt2) + p(Cryn+1 + Co22nt1) + q(Cryn + Ca2p)

= (] (yn+2 + PYn+1+ qyn) =+ CZ(Zn+2 +pzp4+1+ qzn)-
Mas, como ¥y, e 2, sdo solugoes de x,4+92 4+ pryi1+qr, =0, entao

Cq (yn+2 + PYn+1+ qyn) + CQ(ZTH-Q +PZnt1 + qzn) =C1-0+C2-0=0.

]

* A partir deste ponto, sempre que quisermos nos referir a uma constante complexa, usaremos simples-

mente a palavra “constante”, por uma questao de concisao.
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Consideremos ainda a sequéncia x, = \", onde A é uma constante. Dai, x,,41 = At

€ Tpto = A2 Substituindo na expressio Tn+2 +DPTn+1 +qy, vem:

T2 + PTng1 + qTn = A2+ pATT 4 g\"
= A"(A24pA+q).

Dai, seguem-se os resultados:

Lema 5.0.2. Se )\ for raiz da equacio t* +pt+q =0, entdo x, = \" é uma solucio de

Tn+2 +pTp+1+qry =0.

Demonstragdo. Se A é raiz de t2 +pt+q =0, entdo A2 +pA+q =0, logo, A"(A\2+pA+q) =0,
donde x,, = A" ¢é solucao de z,12+ prpt1+qr, =0.

Reciprocamente,

Lema 5.0.3. Se x, = \" ¢ solugio de Ty 2+pTni1+qrn =0, entdo X € raiz de t> +pt+q =
0.

Demonstragio. Se x, = \" é solucao de x4 2+ prpi1+qr, =0, entdo A (A2 +pA+¢q) =0,
mas, como A # 0 (visto que g # 0), entdo A\? 4+ pA+q = 0.

Logo,

Corolario 5.0.1. z, = A" € solugdo da recorréncia xy + prp—1+qrn—2 =0 se, e somente
se, A for raiz de t> +pt+q=0.

Demonstragio. Segue-se imediatamente dos Lemas (5.0.2) e (5.0.3). O

O Corolario (5.0.1) nos motiva a definir a equagao t> +pt +¢ =0 como a equagdo

caracteristica associada a recorréncia xy49+ prn41+qry = 0.

Como t? +pt 4+ ¢ =0 é uma equacio polinomial do 2° grau, sabemos que possui

duas raizes complexas, que podem ser distintas ou iguais.

Saber se as raizes A1 e Ay da equacao caracteristica sao distintas ou iguais nos
ajudard a saber o formato da solucao da recorréncia x,+9 4+ prn4+1+qr, = 0. Se as raizes
forem distintas, teremos um certo formato de solucao; se forem iguais, teremos ainda outro

formato. E sobre isso que falaremos nas préximas se¢oes deste capitulo.
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5.1 RAIZES DISTINTAS

Teorema 5.1.1. Se \; e Ay sdo raizes distintas da equacdo caracteristica t>+pt+q =0

de Tp42+prpt1+qrn, =0, entao x, = C1- A7 +Ca- N5 € solugao dessa recorréncia.

Demonstragio. Pelo Lema (5.0.2), como A\; e A2 sdo raizes do polindmio caracteristico,
entdo y, = A} e z, = AJ resolvem x,12+ prp+1 + qry, =0, e pelo Lema (5.0.1), z, =
Cryn + Cazp = C1- AT+ Ca - Ay € solucao da recorréncia. O

Obtemos, assim uma familia de solugoes, “geradas” pelas raizes. Mas sera que
toda solucao da recorréncia pertence a essa familia? Quer dizer, toda solugao é daquela
forma? Ou seja, dada qualquer solucao x,, sempre existem constantes C e Cs tais que

xp=C1- AN} 4+C2-A57 A resposta é sim, como garante o teorema que segue.

Teorema 5.1.2. Se a equacio caracteristica t>+pt+q =0 de Tpio+ pTni1 +qrn =0
possui raizes distintas A1 e A3, entdao toda solugcio x, dessa recorréncia é da forma
xp=C1- A+ C2- Ny, ou, equivalentemente, dada uma solugao x, da recorréncia, existem

constantes C1 e Cy tais que x, = C1- A +Ca- \y.
Demonstragao. Provaremos por Inducao sobre n.

« Casos-base: queremos mostrar que existem constantes C1 e Cy tais que 21 = Cp - A\ +

Cy- )\% exs=0Cq- /\% +Cy- )\%. Entao, resolvendo o sistema

Ci-M+Co-Xo=1x1
Cl')\%"’CQ')\%:iCQ
para C7 e (5, obtemos

To — Aaxq T9 — AT

Cp = 2721 Oy = 2217
L7 N 00— ) 27 e =)
o que conclui a verificagdo, pois as raizes sao distintas e ndo-nulas (A # 0 # Ay # A1).

« Hipétese de Inducio: supomos que valem x3, = C1- M4+ Co- M5 e 2. = Cy - /\]fJrl +
Cy - A5t para algum k € N.

« Provamos que zj 49 = Cp - \it2 4 Oy N5H2,

Ora, de xg10+prry1 +qrr =0 vem

Thyo = —pTps1 — qrg = —p(O1- AT+ Oy M5 —g(C1 - Af + O AS)
= —CiNF(pA1 +q) — C2)5(pAa + ).
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Somando e subtraindo C7 - A¥T2 4+ Cy - \s+2 obtemos
Thyo = —CINV (N M +q) — CoMs (O3 +pha+q) +C1 - A2 4 Oy AST2
= —CIAF 0= Co)NE 0401 - A2 4 0y - NET2
=C1- )\lf+2 +Cy- /\]2€+2.

Exemplo 5.1.1. Determinar as solugoes da recorréncia x,+9 + 42,11 — 52, = 0.

Solugdo. Sua equacdo caracteristica é t2 44t —5=0, de raizes A = 1 e Ay = —5. Logo, sua
solugao é
Ty =C1- A1+ Co- A5 =C1-1"+Cy- (—=5)"
=z, =C1+Cy-(—5)".

Se forem explicitados os termos iniciais, £1 e x2, encontramos C e Cy através do sistema

r1=C1+Cy- (—5)1

9 =C1+Co- (—5)2 7
obtendo

ox1 + T2 T2 — 21

Oy = 20Tt Oy =
! 6 ¢ 2Ty

51+ x9 To — T
n — —5)"™.
! ( 6 )+< 30 >( )

Exemplo 5.1.2 (Sequéncia de Fibonacci). Finalmente iremos provar que a formula fechada

Logo,

para a Sequéncia de Fibonacci é dada por
1+v5\" 1 [1—5\"
V5 2 V5 2 '

Ora, ja vimos que essa sequéncia ¢ definida, em termos de recorréncia, da seguinte forma:

{F1:1,F2:1

F, =

Fpio=Fpi1+F,VneN

De F49 = Fyh+1+ F, vem F,, o — Fy,+1 — F,, =0, com equacao caracteristica t2—t—1=0,
de raizes A\ = H"[ e\ =15 f . Logo, a forma geral de sua solucgao é dada por

F_C <1+\/g>n+02. <1_\/g>n'

2 2

Mas, das condigoes iniciais [} = F» = 1, devemos resolver o sistema

A=1=00(45) 400 (155)
B=1=0-(%5) +6- (55)"
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o qual nos da a solugao (C1,C2) = ( , 7) E portanto,

e () ()

a\~

Evidentemente, os Teoremas (5.1.1) e (5.1.2) valem tanto para raizes distintas
reais quanto para complexas nao reais conjugadas. No entanto, para raizes complexas,
podemos reescrever a solugao x, = C1 AT +C2A\y de uma forma mais conveniente, que nos

poupe de trabalhar com poténcias grandes de nimeros complexos. Vejamos:

Sejam A1 e Ao as raizes complexas nao reais da equacao caracteristica t> 4+ pt+¢ =0
da recorréncia 42+ prny1+qr, =0. Se A\; = a+bi (e portanto A2 = a — bi), expressemos
essas raizes em suas formas polares. Ficamos com A\; = p(cos(f) +isin(6)) e Ay = p(cos(6) —
isin(#)), onde p é o comprimento (ou médulo ou norma) das raizes, e € é o argumento.
Elevando a n as raizes, obtemos A} = p"(cos(nf) +isin(nf)) e A5 = p"(cos(nf) — isin(nd))
(formula de Moivre). Logo, as solugoes de xy, 42+ pxyy1 + gz, = 0 sdo dadas por

Ty = 01)\7f + CQ/\g
= C1p"[cos(nh) + isin(nb)] + Cap™[cos(nd) —isin(nd)]
= p"[C1 cos(nB) +iC1 sin(nd) + Cy cos(nh) —iCosin(nd)]
= p"[(C1 4 C2) cos(nb) +i(C1 — Cq) sin(nb)].

Fazendo A =C1+C e B=1i(C; —C3), concluimos que
xp, = p"(Acos(nd)+ Bsin(nf))
¢ uma familia de solu¢oes da recorréncia e que toda solucao da recorréncia é dessa forma.

Exemplo 5.1.3. Para resolver a recorréncia xy49 — &p41+ 25 = 0, escrevemos sua equagao
caracteristica t> —t+1 =0, de raizes \; = 1+Z\[ e g = 1= Z\/ . dai

— <1+2@'\/§>”+ (1—2@'\@)”

Ou, calculamos o comprimento das raizes e seus argumentos, obtendo p=1e = 5. Assim,

xy = 1" {Acos <§n> + Bsin (gnﬂ
=z, = Acos <73T-n>+Bsin <§n>
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5.2 RAIZES IGUAIS

Agora estudaremos o caso em que as raizes da equagao caracteristica da recorréncia,
A1 e Ao, sdo iguais, isto é, quando A\; = Ay = A. Vale destacar que, quando duas raizes
de um polindmio de grau 2 sdo iguais, entao elas sao reais (ja que se fossem complexas,
seriam distintas, visto que sao conjugadas). Os lemas seguintes serdo importantes para

nosso objetivo.

Lema 5.2.1. Se as raizes A1 e Ao da equagdo caracteristica t>+pt+q =0 correspondente

a TecorTéncia Tny2 + Prps1+qry =0 sdo iguais, isto €, se A1 = g = A, entdo 2A+p=0.

Demonstracio. As raizes de t? 4+ pt+q =0 sdo

—p++/0
/\:]92\/_:—229@2/\—1-])20.

O

Lema 5.2.2. Se as raizes \1 e Ao da equagdo caracteristica da recorréncia $ao iguais,

entao y, =nA\" é uma solucao da recorréncia.

Demonstragdo. Substituiremos y, =nA" em x,49 4+ prypi1 + qr, = 0 e mostraremos que a

igualdade se verifica:
Tnto 4+ DTpi1 +qrn = (n+ 2N 4 p(n+ DAL 4+ gnA”
= A (N2 pA+q) AT 20+ p).

Mas, como A é raiz do polindmio caracteristico, entdo A% 4+pA+¢q =0 e, pelo Lema (5.2.1),
2A+p=0. Logo

A (A2 4+ pA4q) + N 2A+p) =\ 04+ AT 0 = 0.
O

Teorema 5.2.1. Se as raizes \1 e Ay da equacdo caracteristica t*>+pt+q=0 correspondente

a TecoTTéncia Tn4+2 + Pyl +qrn, =0 sao tais que A1 = Ao = A, entao
T =C1-N"+Co-n-\" = (Cl—i-Cz -n)An

¢ solucao dessa recorréncia.

Demonstragio. Como A é raiz da equagdo caracteristica, entdao, pelos Lemas (5.0.2) e
(5.2.2), yp, = A" € z, = nA" sdo solugdes de xy 492+ prpi1 +qry, = 0. Logo, pelo Lema (5.0.1),

uma familia de solu¢bes da recorréncia é dada por

Tp=C1-\N"+Cy-n-\".
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Teorema 5.2.2. Se as raizes \1 e Ay da equacdo caracteristica t*>+pt+q=0 correspondente
4 TECOTTENCIA Tp42 + PTnt1+qxy =0 sao tais que Ay = Ay = A, entao todas as suas solugoes
s@o da forma

Tp=0C1-N"+C9-n-\".

Demonstragio. Provaremos por Inducao sobre n.

« Casos-base: queremos que 1 =C1- AN +Cy-1-M e 29 =C1 - N2+ C5-2- A2, Logo,

resolvendo

Cid+CoA =1
C’l)\Q—l—QCQ/\Q =1I9
para C7 e Cy obtemos

201\ —x9 T — AT
G=""m ¢ =T

o que conclui a verificagao, pois as raizes sao nao-nulas (A # 0).

« Hipétese de Indugao: supomos que valem zj, = Cp- M+ Co-k-\F ez = Cp - N1 4
Cy-(k+1)- A\ para algum k € N.

« Provamos que zj9 = C1 - M2 40y - (k42) - \F2,

Ora, de x40+ prry1 +qrr =0 vem

Tk42 = —PTy1 — 4T
= —p(CL- N 4 Oy (k+1) MY —q(CL- N+ Oy k- 0F)
= —pOINTE — Oy (ke + DN — O NP — kNP
= —pCINFL — gONE — pCo (ke + 1)L — Ok AP,

Somando e subtraindo wy, = Cy - \¥¥2 4 Cy - (k4-2) - \F+2, obtemos

Tppa = —C1- A2 = pCINT — LN — Oy - (K 4-2) - A2

— pCy(k+DNFL — Ok NF +wy,

— _Cl()\lﬁ-? +p)\k+1 +q)\k)

— O\ [(k+2)N2 4 p(k + 1)\ + gk] +wy,.

Mas, como \ é raiz da equacio caracteristica, entdo N2 4 p i+l 4 g\F =0, donde
T = —C1-0— CoN[kA? +2X% + (pk + p) A + kq] +wy

= —Co N (RX2 4202 + kpA+ pA + kq) + wy,
= —CONF (N2 + EpA+ kg + 202 + pA) + wy,
= —Oo N [E(N2 +pA + ) + AN+ )] + wy.
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E como A2+ pA+q=0=2\+p, ja que X é raiz da equacdo caracteristica, entdo
Thio = —CoXF[k-0+X-0] 4wy, = —CoA¥- 04wy,

=>$k+2:wkzcl-)\k+2+02-k+2-)\k+2.

Exemplo 5.2.1. Resolver a recorréncia 2 —2xp41 + 2, = 0.

Solucdo. Sua equacao caracteristica é dada por t2—2t+1=0, de rafzes \f = Ao == 1.
Logo, sua solugao geral é
Tp=C1-1"+Cy-n-1"

=x,=C1+Cyn.



99

6 RECORRENCIAS LINEARES COM COEFICIENTES
CONSTANTES DE ORDEM SUPERIOR

Neste capitulo estudaremos as recorréncias lineares de ordem superior com coefi-
cientes constantes. Daremos inicio tratando das homogéneas, (que serao nosso enfoque),
apresentando o teorema mais importante do trabalho. Ainda quanto as homogéneas,
apresentaremos alguns casos particulares importantes. Por fim, concluiremos o capitulo

fazendo um estudo sobre as nao homogéneas.

6.1 HOMOGENEAS

A seguir, veremos o teorema mais importante deste trabalho, que nos dé a forma da

solugdo geral de uma recorréncia linear homogénea com coeficientes constantes (doravante

“RLHC?”, para evitar repetigao) de ordem qualquer (MARTINEZ; OUTROS, 2010).

Considere a RLHC, de ordem k, em sua forma geral:

Y

To=ag,r1 =0a1,...,Tk—1 = Q-1
CkTptk + Ck—1Tpik—1+ -+ corn =0, n=>0

onde cg, ¢y, ... ,c sao constantes. Supondo que essa recorréncia possua uma solucao da forma
rn = A", onde A é uma constante, e subtituindo essa solug¢ao na equacao de recorréncia,
obtemos

NTF o NPR L g\ = 0.

Dividindo ambos os membros por A", obtemos a equagao polinomial
ck)\k + ck_l)\k_l +---4co=0,

que, como ja vimos, chama-se equacao caracteristica da recorréncia.

Afirmamos:

Teorema 6.1.1. Se xp, +a1xp—1+asxn_o+ -+ apt,_ =0 ¢ uma RLHC de ordem k,
com equacdio caracteristica \¥ 4+ a1 \NF~1+aa "2 4.4 a9 =0, de raizes A\, \a, ..., \r, com
multiplicidades respectivamente aq, o, ..., qp, entdo a forma geral para a solug¢do dessa

recorréncia € dada por
Tp = Q1(n)AT + Qa(n)Ay +- -+ Qr(n) A7,

onde Q;, com i € {1,2,...,r}, sio polinomios em n tais que deg@Q; < c;.*

*

“deg@;” significa o grau do polinémio Q;.
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Aqui, ndo demonstraremos esse teorema, por se tratar de tarefa que foge dos

nossos objetivos. O leitor, se desejar, pode consultar a demonstracao completa e com

detalhes em (MARTINEZ; OUTROS, 2010).

Uma vez enunciado o teorema, é natural se perguntar como exatamente é feita a

obtenc¢ao dos polindmios @;(n), o que equivale a encontrar os coeficientes desses polindémios.

A resposta é que, como (); sdo polindmios de grau estritamente menor que «;,
basta supor que os ); tém grau a; — 1. Em seguida, aplicamos as condigoes iniciais,
obtendo um sistema linear cujas incognitas sao os coeficientes dos polinémios @;(n). Caso
exista algum @; de grau o; < o; — 1, os coeficientes ¢, dos seus monoémios c,n? com

pe{a;+1,..., a; — 1} serdo todos nulos.

Note também que como devemos admitir que deg@; = a; — 1, Q;(n) tem «;
coeficientes; logo, ao todo teremos aq + as + - - - + o, = k coeficientes-incégnitas, além de k

equagoes, ou seja, um sistema linear £ x k.

Na forma matricial, obtemos uma equacao do tipo Myk - Xpx1 = Vix1, onde M
depende das raizes \;, x é o vetor com os coeficientes-incognitas e v é o vetor com os
termos iniciais. Para termos solucdo tnica, deve-se ter det M # 0, ou seja, M deve possuir
inversa M~!. Dai,

M 'Mx =M"1v
= x=M"lv.
Nas subsecOes seguintes iremos examinar o que acontece com o formato da solugdo geral e

da equagao matricial associada ao sistema linear correspondente, a depender das raizes da

equacgao caracteristica.

6.1.1 Todas as raizes sao simples

Consideremos a RLHC z,, +ajxp—1+---+apx,— =0, de equacao caracteristica
Nepag NE=1 4 +ap = Hle()\ — Ai) = 0 com raizes simples A1, A2,..., A\x. Como cada \;
tem multiplicidade 1, pelo Teorema (6.1.1), teremos k @);’s de grau zero, ou seja, devemos

considerar ;(n) = ¢; onde ¢; é constante. Logo, a solugao dessa recorréncia é dada por
Ty =N + Ny + - F AL
Substituindo as condigoes iniciais xg,x1,...,Tr_1 nessa equagao, obtemos o sistema

AL+ e ) = 2
Cl)\%‘i‘CQ)\%‘l’"“"Ck)\l =11

Cl)\lf_ICQ)\S_l + - +Ck)\£_1 =Tr_q
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Em forma matricial,

Mx =v,
onde
A A9 A c1 0
AL A\ AL c x
M = ! 2 'k , X = 2 e v= !
)\]f_l )\]5_1 e )\z_l Ck Th—1
A matriz
1 1 1
A A9 A
M — . "
k-1 k—1 k—1
Y b e AR

bastente conhecida, é chamada de Matriz de Vandermonde. Naturalmente, como por
hipotese partimos do formato correto da solugao, entao a matriz M é invertivel. De fato,

¢ possivel mostrar que detM =[] (Aj —Xi) #0 (KALMAN, 1984). Além disso, a
1<i<j<k
inversa explicita de M pode ser vista em (SHENG-LIANG, 2004). Por fim, neste trabalho,

para encontrar a inversa M ™!, ou resolver o sistema, nos limitaremos ao algoritmo de
eliminacao gaussiana. Contudo, existe uma variedade de softwares especificos que podem
ser utilizados para o calculo de determinantes, matrizes inversas e solucoes de sistemas

lineares.

Exemplo 6.1.1. Consideremos a RLHC dada por x,4+3 — 10242 + 312,41 — 302, = 0.
Sua equagdo caracteristica é dada por A3 —10A%2 +31A =30 = (A—2)(A—3)(A—5) =0, de
raizes A\ =2, A2 = 3,\3 = 5. Pelo Teorema (6.1.1), temos que

Tp=c1-2"+co-3"+c3-5".

Se seus termos iniciais forem dados por zg,x1, 22, entao, aplicando na equacgao, vem:

cl1+c2+Cc3 =2 1 1 1 Cc1 X0
2c1+3co+5c3=x1 & |2 3 5| |co| =|21]-
4c1 +9co + 25¢c3 = 9 4 9 25| |c3 9
X v
Temos que detM = (5—-3)(5h—2)(3—2)=2-3-1=6#0, ¢
55 3
N EEE
L3 %
Logo,
c1 SR R RED (1520 — 81 +x2)/3
X=|cy| =M lv=|-5 % ’71 1| = | (=10x0+ T2y —x2)/2]| .
c3 1 %5 % 9 (6xg —5x1+2x2)/6
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Exemplo 6.1.2. Resolver a recorréncia xy43 — 2Tp42 4+ 20n4+1 — 2 = 0.

Solugdo. Sua equagao caracteristica é dada por
A —2)\7 4201 =0.

Perceba que a soma dos coeficientes desse polinémio resulta em zero, logo, \; =1 ¢é raiz.

Entdo, dividindo-o por A — 1, obtemos a equacdo A2 —A\+1 =0, de rafzes Ay = % e

Ag = 1%\/5 Portanto, temos uma equacao caracteristica com trés raizes distintas, uma

real e duas complexas conjugadas. Neste caso, sua solugao sera

Ty = C1)\7f + Cz)\g + 03>\§L
= C1 A} + p"(C2cos(nf) 4+ Cssin(nd))

=C;-1"+1" [C’Qcos <g n> + (C3sin (g n)]
=1+ Cacos (g n) + C3sin (7?: n) .
6.1.2 Raiz Ginica de multiplicidade £ > 1

Seja a RLHC xp, +a12p_1+- - +apz,_ =0, de equacio caracteristica t* +a tF~1 4
-+ 4ay, = (t—\)* =0 com raiz tinica \, de multiplicidade k. Pelo Teorema (6.1.1), a solucio

geral dessa recorréncia ¢ dada por
_ k—1\yn
xp = (co+cin+---+cpn” A"
Substituindo as condigoes iniciais xg,x1,...,2,_1 nessa equacao, obtemos o sistema

leg+0c1 4+ +0ck—1 = 20
Acg+Aer+---+Aep1 =21

)\k_lco + (k - 1))\k_161 +---+ (k - 1)k_1)\k_lck,1 =Tr_1

Em forma matricial,

1 0 0 co o
A A A C1 I
M=l (e —D)NL o (B= )R N ey Tp_1
—_—
M X A%

Pode-se mostrar que o determinante de M é dado por detM = sf(k — 1))\k(k_1)/2 #£0,
onde sf(p) =1!2!---p! é o superfatorial de p (SA; SPREAFICO, 2023). Logo, existe inversa
M1
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Em outra abordagem: como x, = (co+cin+---+ ckflnk_l)kn, podemos fazer
coten+t-Fepnfl= 2, /A" para cada n € {0, 1,...,k—1}, obtendo o sistema

leg+0c1 4+ +0ck—1 = 20
leg+1ei+---+1cp—q :.1'1/)\
leg+ (k—1)ey 4+ (k—=1)F "ty =ap 1 /N]

Em forma matricial,

1 0 0 co o

1 1 1 c1 /A
1 k=1 - (E=1D*1 |epy rp_1 /A1
—_—

M/ X v/

Como cada linha de M, da 22 a ultima, sdo poténcias de \, entao
det M P20+ 051) ot MY = A1/ et M
Mas, como det M = \F*=1)/2. 5 £(k —1), entdo
AE=D/2 qet M/ = ME=1/2 g p(k —1)

=detM' =sf(k—1)=112!--- (k—1)! £ 0,
Logo, existe inversa M~

Exemplo 6.1.3. Considere a RLHC dada por x,,+3 — 6,424+ 122,11 — 8z, =0, de equacao
caracterfstica t3 —6t2 +12t —8 = 0. O ntimero 2 é raiz dessa equacdo. Dividindo o polindmio
por t —2 obtemos t? — 4t +4 = (t— 2)2. Logo, essa equacao possui apenas uma raiz: A =2, de
multiplicidade 3. Dai, pelo Teorema 6.1.1, o formato da solucao geral para essa recorréncia
é dado por

Tn = (co+ c1n+ can?)2".

Substituindo as condigoes iniciais xq,x1, 2 nessa equacao, chegamos ao sistema:

leg+0c1 +0c2 = xg 1 0 0 |co o
leg+1leg+1lea=21/2 & |1 1 1| |c| = |x1/2].
leg+2c1 +4cg = x20/4 1 2 4| |e x9 /4
Tv ———
X v

T Isso segue de uma propriedade conhecida dos determinantes: se M é uma matriz quadrada e multi-
plicarmos uma de suas fileiras por uma constante o, entdo o determinante dessa nova matriz M’ é
detM’ = o - det M.
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Temos que det M =112 =2 #£0, e

1 0
-1 _ 3 1
M =|-5 2 -3
1 1
: 1 3
Logo,
(&) 1 0 0 i) i)
x= e | =M lv= —% 2 —% 1| = |(=3xo+4x1 —x2)/2] .
(&) % —1 % €9 (x0—2x1—|—x2)/2

6.1.3 Raizes simples e multiplas

Seja a RLHC z, + a1xp_1 + - 4+ aptn_r = 0, de equacio caracteristica \F +
ai N1 ... fap =0 com raizes A1, \a, ..., A, de multiplicidades respectivamente o, o, . . . , ag-.

Pelo Teorema (6.1.1), a formula fechada para essa recorréncia é dada por

Zn = Q1(n)AT +Qa(n)Ag + -+ Qr(n) A7,
onde cada @); é um polindmio em n de grau «; — 1. Substituindo as condicoes iniciais
x0,T1,...,TL_1 Nessa equacao, obtemos o sistema

Q1(0)A 4+ Q2(0)A + - - + Q- (0)A2 = g
QDM + Q2N+ +Qr(DAF = 11

Qr(k— DM+ Qak— DN o Qr(k— DN =y
donde

(cro+c1104--+ Cl,alfloal_l))\(l) -+ (crot 104+ ‘*’Cr,ar—loar_l))\qq =10
(01,0 +eppl4- 017041—110‘171))\% R (Cno +eppl 4 +CT,ar—11aT71)>‘71" =1
(croteri(k=1)++cra (k=DM AT 4

Herotera(k=1) 4 F a1 (k=1 O =24y

Logo,

(Aero+0A e s+ +0M A et g —1) 4+ (Ao +0A)ep 1 4+ 0% I\)ep 0, 1) = o
()\%01,0 + 1)\%6171 +--- 4 104171)\%61’@1_1) +--- 4 ()\;CT,O + 1/\,1407“71 +--- 4 10"”71)\%67«,0”_1) =11

W leo+ k—DA e+ + (k=) I\ ey g oq) + 0+
FA o+ (k= DA e+ (k=) TN e, 1) = T

Dai, vale que
Mx = v,
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onde
Al 0A¢ 021 1A9 e A 0N 01N
M — )\% 1)\% 1a1—1/\% )\71, 1)\7{ 1%«—1)\11“
L e VLT G () DU R VP
_ o i
X0
Cl,a1—1
X
X = e VvV = .
Cr0
Tk—1
| Cr,or—1 |
A matriz
[ 1 0 0 1 0 0
A\ A\ A\ N A\ A\
M )\% 2)\% 2@1—1/\% )\% 2)& 2%—1)\%
— )\% 3)\:1)’ 3a1—1)\i{> )\7?3 3)\3 30@—1)\%
B e R Vo N () Vo RV e ol

é chamada, por alguns autores, de Matriz de Vandermonde Generalizada (SHENG-LIANG,
2004), pelo fato de a Matriz de Vandermonde usual ser um caso particular dela, bastando
considerar que todas as raizes sejam simples. Em (ANIZ; RACHIDI, 2022) o leitor pode
conferir uma forma explicita para o determinante de M e que esse determinante é nao-nulo.

Nessa referéncia também é apresentada a inversa de M explicitamente.

Exemplo 6.1.4. Seja a RLHC x,,46 — 102,45 + 402,14 — 822,43 + 91xp 12 — 522041 +
12z, = 0, com equacdo caracteristica A6 — 10X% +40\* —82X\3 +91)\2 — 52\ + 12 = (A—
D3(A=2)2(A—3) =0, de raizes A\; = 1,3 = 2,\3 = 3, de multiplicidades, respectivamente,
a] = 3,as = 2,a3 = 1. Considere também que as condi¢oes iniciais sejam dadas por
rog=0,21 = 1,29 = 2,23 = 3,24 = 4,25 = 5. Entdo, pelo Teorema (6.1.1), a solugao geral
para essa recorréncia é dada por

xy = (ap+an+ a2n2)1” + (bg +b1m)2" + 93"

= 2, = (ag + a1n+ agn?®) + (bo 4+ byn)2" + ¢o3™.
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Aplicando as condigbes iniciais, chegamos ao sistema

lag +0aq + 0ag + 1bg 4+ 0b1 + 1cg =0
lag+lay 4 las + 2bg +2b1 +3¢cog =1

lag + 2a1 4+ 4as + 4bg + 8b1 4+ 9co = 2

lag+ 3a1 4+ 9ag + 8bg + 24b1 + 27¢co = 3

lag +4a1 + 16a9 + 16by 4 64b1 + 81cy = 4
lag + ba1 + 25a9 + 32bg + 160b1 + 243cop = 5

10 0 1 1 [ao] 0]
11 1 2 a 1
12 4 4 8 9|la 2
{:} —
13 9 8 24 271 |bo 3
1 4 16 16 64 81| |b 4
1 5 25 32 160 243| | ¢ 5
- I —— =

Temos que det M =320, e

| 233/27 —T16/27 3665/108 —2051/108 443/108 —17/108_
62/27  —302/27 883/54 —254/27  109/54 —2/27
M-L = 56/27  —170/27 188/27 —181/54 17/27 —1/54
—205/27 712/27 —910/27 508/27  —109/27  4/27 ’
31/27  —221/54 293/54 —173/54 41/54 —1/27
—1/27 4/27 —25/108 19/108 —7/108 1/108
de modo que o
0
1
x=M"lv= 0 :
0
0
_0_

6.2 ALGUNS COMENTARIOS

Dada uma certa RLHC, a validade do Teorema (6.1.1) garante que partamos do
formato correto da sua solugao geral, o que evidentemente significa que, para qualquer
conjunto de condigoes iniciais arbitrariamente escolhido, o sistema resultante é sempre
possivel e determinado. Equivalentemente, podemos dizer que a matriz associada ao
sistema tem determinante nao-nulo, ou seja, é inversivel. No entanto, como visto nos casos

examinados, nao ¢é tao facil encontrar uma féormula explicita para esse determinante ou
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mostrar que ele é ndo-nulo, assim como também nao é tarefa simples encontrar essa inversa

explicitamente.

Essas dificuldades tém seu seio nas raizes do polindmio caracteristico. A medida
que se aumenta a quantidade de raizes simples e multiplas, a matriz M vai cada vez mais
se complexificando, de modo que, a partir de certo ponto, deixa de ser trivial calcular seu

determinante (e mostrar que é ndo-nulo) e sua inversa.

Entretanto, em (ANIZ; RACHIDI, 2022) podemos encontrar férmulas explicitas
para o determinante da Matriz de Vandermonde Generalizada, bem como a justificativa

do porqué de ser nao-nulo, além da féormula explicita para a inversa dessa matriz.

Dessa forma, quando nao usamos tais férmulas explicitas, fazemos uso dos tradici-
onais métodos para encontrar inversas e resolver sistemas, como o algoritmo de eliminagao

gaussiana.

Outra dificuldade é quando a RLHC tem uma ordem k alta, pois disso decorre
que seu polinémio caracteristico correspondente tem grau k e, portanto, k raizes, que
podem ser simples ou miiltiplas. Ocorre que s6 existem féormulas para raizes de polinémios
completos em geral para aqueles de grau menor do que, ou igual a 4 (ABEL, 1824), ou
seja, alguns polindmios de grau maior do que, ou igual a 5, possuem raizes que nao podem

ser expressas por radicais.

Uma ordem elevada também implica em resolver um sistema extenso, ou seja,

calcular o determinante de uma matriz de ordem alta e sua inversa.

6.3 NAO-HOMOGENEAS

As recorréncias lineares nao homogéneas com coeficientes constantes sao aquelas

que podem ser escritas na forma
Tp+A1Tp—1 +A2Tp—2+ -+ AfpTp—f :g(n)7 (631>
onde ¢g é uma fungao de n, também chamada de fungao input ou entrada (ELADYI, 2000).

J& sabemos resolver recorréncias homogéneas, entao se conseguirmos transformar
uma recorréncia nao-homogénea em homogénea, conseguiremos resolvé-la. E o que faz o

teorema seguinte.

(p)

Teorema 6.3.1. Se y, ' é uma solucao particular de x, +a1xp—1+ -+ apTp_g = g(n),

(h)

e yn ' € a solugdo geral da recorréncia homogénea associada, entdo a solucao geral da

), ,(h)

recorréncia nao homogénea € dada por T, =yn +yn .
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(h) (p)

Demonstragdo. Ora, como yp ~ € a solucao geral da recorréncia homogénea e y, ' é uma

solugao particular da recorréncia nao-homogénea, resulta que

h h
y,(lh) + alyf,_)l +---4 akyv(z—)k: =0

& gn) + " +ary™ 4t a, = g(n)

&GP +ay? + -+ a® )+ 6 + g™+ a) = g(n)

RN ( 7(117) +y7(zh)) + al(%(fﬁl +y7(1h_)1) +---F ak(y,(lp_)k +y7(1h_)k) = g(n)
(p)

E portanto, todas as solugoes da recorréncia yn ~ ¢ uma solugao particular de x, +aix,—1+

-t apr,_p = g(n) sao da forma z, = ygp) +y£Lh)- -

A partir de agora, nossa dificuldade passa a ser encontrar uma solugao particular
para a recorréncia nao-homogénea. Um método classico para a obtencao dessa solugao
é chamado de ‘método dos coeficientes a determinar’. Neste caso, devemos supor que
a solucao particular tem um certo formato, ao nosso critério. Em seguida, fazemos a
substituicao dessa solugao na recorréncia nao-homogénea e chegamos num sistema de
equagoes com parametros a determinar. Calculamos esses parametros e assim encontramos
a solucao particular. O ponto negativo deste método é justamente conseguir imaginar
o formato dessa solugao. Para uma funcao g(n) arbitraria nao existe um método para
encontra-la. Entretanto, segundo (ELADYT, 2000),

Basicamente, o método consiste em adivinhar inteligentemente a forma da
solucao particular e depois substituir esta funcao na equagao de diferengas.
Para um termo ndo homogéneo g(n) completamente arbitrario, este
método nao é eficaz. Contudo, regras definidas podem ser estabelecidas
para a determinagdo de uma solucdo particular por este método se g(n)
for uma combinacao linear de termos, cada um tendo uma das formas

a", sin(bn), cos(bn), ou n*, (2.4.5)
ou produtos destas formas, como
a"sin(bn), a"n®,  a"n*cos(bn),.... (2.4.6)

(ELADYT, 2000, p. 85, tradugéo livre do autor.).

Ainda segundo essa referéncia, podemos encontrar uma tabela (Tabela 6.1) com algumas

fungoes g(n) e seus respectivos formatos de solugoes particulares.

Em particular, uma classe de fun¢do entrada bastante importante é esta apresen-
tada no Teorema (6.3.2) (FINITE..., 2005).
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Tabela 6.1 — Formatos de solugdes particulares yﬁf ) referentes a cada g(n).

9(n) Yp(n)
a™ cra™
nk co+cln+---+cknk

nkan coa™ +cina™ + - -+ cxnFa”

sinbn, cosbn c1sinbn + cocosbn
a"sinbn, a™ cosbn (c1sinbn+ cacosbn)a”
a™nFsinbn, a"ncosbn | (co+cin+---+cpn®)a™sin(bn)
+(dp+dyn+ -+ +dgn*)a" cos(bn)

Fonte: (ELADYT, 2000, p. 86.)

Teorema 6.3.2. Seja a funcgdo entrada
g(n) =a"P(n),

onde a € uma constante nao-nula e P € um polindmio ndao-nulo de grau maior que, ou
igual a zero (se deg P =0, P € idéntico a uma constante nao-nula). Entdo a recorréncia

(6.3.1) possui uma solugdo particular da forma

onde ) € um polinomio tal que degQ) < degP e o é a multiplicidade da raiz t = a da
equagao caracteristica da recorréncia homogénea associada (se a nao for raiz da equagao

caracteristica, consideramos que =0 e n®=1).

Antes de fazermos alguns exemplos, cabe apresentar o teorema seguinte, que,

aliado com o Teorema (6.3.1), nos ajudara a resolver recorréncias nao homogéneas.

Teorema 6.3.3. Sejam xp+a1xp—1+ - +apry,_ = gi(n), 1 <i<r, r recorréncias. Se

d (pi) . luci cular d A o h ; d -
caaa Yn € solucao paTtZCU ar ae sua Tecorrencia nao nomogenea correspon ente, entao

yn =i+l 4y (63.2)
¢ uma solucao particular da recorréncia nao homogénea

Tnta1Tp_1+- - Fapr,_p=9g1(n)+g2(n)+---+gr(n). (6.3.3)

(pi)

Demonstragio. Se cada yy ~ é solugdo particular de z, +a1x,—1+ -+ aprp_r = gi(n),

entao
1 1
vV +ary®) + - ary) = gi(n)

2 2
g faylP) o akyff_;)c = ga(n)
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y ) ayy @)+ 4 akyflpjl)g = gr(n).
Da soma dessas equacoes, vem:
=) g S ) ~ ) _ v
{2 7
Sy b ar Y g b Yy = Y giln).
i=1 i=1 i=1 i=1

Fazendo y, = yq(zpl) + y1(1p2) + -4 ygpr),

Yn+a1yn—1 -+ +apyn—r = g1(n) + g2(n) +--- + g (n).
Ou seja, yp = > iy y,(lpi) é solucao particular de (6.3.3). ]
Exemplo 6.3.1. Resolver a recorréncia
Tnys — Apso+5Tns1 — 20, = 3202 — 1)+ 2" 43027 + 5. (6.3.4)
Primeiramente, vamos reescrever essa recorréncia de uma forma mais conveniente:
Tnis —ATpso +5Tni1 — 2x, = 3" (202 — 1)+ 2" (3n+2) +1(5). (6.3.5)
Agora, vamos resolver a recorréncia homogénea associada:

Tpys —4Tpy9+5Tp41 — 22, =0. (6.3.6)

Sua equacao caracteristica é

N 4N 450 —-2=0, (6.3.7)

de raizes A\ =2 e Ay = A\3 = 1. Portanto, pelo Teorema (6.1.1), a solu¢do da homogénea é
dada por
yh) = 12" 4 (3 + e3n)17

=y = 12" 4+ ¢y 4 c3n. (6.3.8)

Em seguida, para obter uma solugao particular de (6.3.5), podemos proceder da seguinte

forma: estabelecemos os formatos das solugoes particulares yflp 2 , yﬁLp 2) , y7(1p 3 das recorréncias

Tny3 —4Tpyo+ BTpy1 — 20, = 3"(20% — 1), (6.3.9)
Tpts —4xp o+ Dxpp1 — 22, = 2" (3n+2) (6.3.10)
e
Tpts —ATpyo +Dxpy1 — 22, = 17(5), (6.3.11)
respectivamente, e dai, pelo Teorema (6.3.3), a sequéncia y, = yT(Lp 2 +y7(7,p 2) +y7(1p 3 seré

uma solugao particular de (6.3.5). Por fim, substituimos y,, em (6.3.5) e calculamos seus
parametros. Outra alterativa seria primeiramente substituir individualmente cada formato

de solucao particular em suas respectivas recorréncias e encontrar seus parametros, para
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(p3)

(p1) (p2) 4yl

entao fazer a soma y, =y ' +yn . Para este exemplo, seguiremos pelo segundo

método.

(p1)

Comecemos por encontrar y, . Ora, como g1(n) = 3"(2n? —1) e 3 ndo é raiz de
(6.3.7), entao, pelo Teorema (6.3.2), T(LI) é da forma

yPY = 3"(Ag+ Arn+ Agn?). (6.3.12)
Logo,
Bl =3m1 (A + A 2

ynH ( + 1(n—|—1)+A2(n+1) )

y Pl = 372 Ao+ Ay (n+2) + Ag(n+2)?)
e

y P = 373 (A + Ay (n+3) + Ag(n+3)2).
Substituindo essas equagoes em (6.3.9) e fazendo os cédlculos, obtemos Ag = —1,4; =

—6,A9 =1/2. Logo,
D =3" ((1/2)n” —6n—1). (6.3.13)

Ja go(n) =2"(3n+2), e y,(po) é da forma
y P2 — 9"(By+ Bin)n. (6.3.14)

1

A presenca desse fator n' ocorre porque 2 é raiz simples da equagao caracteristica (6.3.7).

Da equagao (6.3.14), vem:
Y P2 = 2 (By + By (n+1))(n+ 1),

yP2) = 2"2(By+ By(n+2))(n+2)

Y2 = 273 (B + By (n+3))(n+3).
Substituindo essas equagoes em (6.3.10), obtemos By = —23/20, B; = 3/4. Logo,

yﬁfﬁ) =2"(—23/20+ (3/4)n)n. (6.3.15)
c (p3) _r_1n 4 1o
Passemos agora ao célculo de yn . Como gz(n) =5=1"(5) e 1 é raiz dupla de (6.3.7),
entao yf{’ % ¢ da forma
yP3) = 17(Cy)n® = Con?. (6.3.16)
Logo,
?/7(14-% Co(n+ 1)
yleh = Co(n+2)?
e

yih = Co(n+3)?.
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Substituindo essas equagoes em (6.3.11), obtemos Cp = —5/2. Portanto,

yP3) = (—5/2)n?. (6.3.17)
Dai, pelo Teorema (6.3.3),
) =y +y P+ y )
=3" ((1/2)n2 —6n— 1) +2"((3/4)n —23/20)n — (5/2)n>. (6.3.18)

Finalmente, pelo Teorema (6.3.1), a solugao geral da recorréncia nado homogénea (6.3.4) é

dada pela soma das equagoes (6.3.8) e (6.3.18), ou seja,

Tnp = yth) + yng)
= 12" + ¢y +c3n+ 3" ((1/2)n2 —6n — 1) +2"((3/4)n—23/20)n— (5/2)n?. (6.3.19)
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7 DISCUSSAO E RESULTADOS

Como vimos, existem basicamente trés formas de se definir uma sequéncia: segundo
alguma propriedade de seus termos, segundo uma féormula fechada ou segundo uma relagao
de recorréncia. E justamente a essa terceira forma de definicdo de sequéncias abordamos

no trabalho.

Existem sequéncias que podem ser definidas por mais de uma dessas regras, ou
até pelas trés (por exemplo, a sequéncia dos nimeros pares positivos dispostos em ordem
crescente). Neste caso, estariamos diante de trés definigdes equivalentes. Em particular,

uma definicao implica na outra.

Por varios motivos, as defini¢oes posicionais sao mais almejadas que as recursivas,
e como sao equivalentes, é comum procurar algum processo que nos leve da definicao
recursiva para a posicional, de modo que a féormula obtida é chamada de solugao da

recorréncia. Logo, resolver uma recorréncia significa obter sua formula posicional fechada.

Portanto, nossos objetivos principais com esta exposicao foram: definir, classificar

e resolver certas recorréncias, além de apresentar alguns exemplos.

Uma vez definido o que é recorréncia e feitas suas classificagoes, resolvemos os

seguintes tipos de recorréncias lineares, em ordem:

1. Recorréncias lineares de primeira ordem. Fizemos isso em etapas, combinando casos

particulares dessa recorréncia.

2. Recorréncias lineares de 2% ordem com coeficientes constantes homogéneas. Aqui,

usamos o método da equacgao caracteristica; duas raizes simples ou uma raiz dupla.
3. Recorréncias lineares de ordem superior com coeficientes constantes homogéneas.

4. Recorréncias lineares de ordem superior com coeficientes constantes nao-homogéneas.

A Tabela (7.1) a seguir, juntamente com a Tabela (6.1), e os Teoremas (6.3.2) e (6.3.3)

resumem, os principais resultados deste trabalho.



70

Tabela 7.1 — Tabela-resumo dos principais resultados obtidos.

Recorréncia

(Formato da) Férmula fechada

Observacgoes

Tnt1 = f(n)wn

n—1
zn =11 [ f(k)
k=1

Tp+1 = Tp+ g(n)

n—1

Tp =21+ Z g(k)
k=1

Tnt1 = f(n)rn+g(n)

B n—1 ﬂ n—1 g(k’)
o () (5 E )

onde [ é uma constante nao-nula e
a, € uma solucao particular de

Tpp1 = f(n)Tn.

Tp42 +PTpt1+qan =0

[En201/\1f+02 37
ou
xp = p"(Acos(nb) + Bsin(nf)),

Ao €R

)\1,)\26@

onde: A1, A2 sao raizes

distintas da equagao caracteristica
t2 4+ pt+q=0; p é a magnitude
dessas raizes; e # é o menor
argumento dessas raizes.

Tp=C1-N"+Cy-n-\"

onde A = A1 = Ay sdo raizes
iguais da equagao caracteristica.

Ty + Z a;jTp—j =0
j=1

k
Tn =D A}
j=1

onde A1, Ao,..., A\, sdo raizes
distintas da eq. caracteristica.

Jj=1

k-1
Tp=A"" (co—l— > cjn])

onde A é raiz tnica da equacao
caracteristica.

o =) Qj(n)\]

j=1

onde Aq1,...,\, sdo raizes de
multiplicidades recpectivamente
ai,...,ap e cada (); é um polindémio
tal que deg@; < a;.

(h)

In =2Tn

+zd)

(h)

onde x5’ é a solugao da recorréncia

(p)

homogénea associada, e x5’ é uma
solugao particular dessa recorréncia
nao-homogénea.

Fonte: Do autor.
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CONSIDERACOES FINAIS

Sem duvida, uma das sequéncias recorrentes mais importantes da historia da
matematica é a sequéncia de Fibonacci. Vimos que, para essa sequéncia, existe uma férmula

fechada, chamada férmula de Binet. Pensando nisso, um questionamento natural é:

)

Q: Ezistem também formulas fechadas para outras recorréncias, que se “parecem’

com a recorréncia que define a sequéncia de Fibonacci?

Ora, antes de tudo é preciso definir o que é “se parecer” com essa equacao de
recorréncia. E hoje sabemos que uma recorréncia “se parece” com a recorréncia de Fibonacci
quando ela é uma recorréncia linear homogénea com coeficientes constantes. Na verdade,
esse tipo de recorréncia generaliza a recorréncia de Fibonacci e nos permite desenvolver
técnicas gerais para a resolucdo de recorréncias mais complexas. E para esse tipo de

recorréncia, a resposta a pergunta @ é

A: Sim. Todas as recorréncias lineares homogéneas com coeficientes constantes

(das quais a recorréncia de Fibonacci é um caso particular) possuem formula fechada.

Percebemos, entao, a necessidade de se definir e desenvolver classificacoes para
as recorréncias, para entao resolvé-las em sua generalidade. Com isso em mente, nossa
proposta foi apresentar a teoria das recorréncias lineares de modo a definir, classificar e
resolver recorréncias, nessa ordem. Embora as férmulas encontradas sejam importantes,
destacamos também a relavancia dos métodos e das técnicas empregados para se chegar
em tais férmulas, porque argumentos analogos podem ser utilizados em outras teorias e
contextos. Acreditamos ser mais valioso o processo que nos leva as férmulas do que as

féormulas em si.

Ademais, o nosso esfor¢co em descobrir essas solu¢des ou formulas, como visto
no desenvolvimento do texto, se justifica pela grande variedade de aplicagoes que as

recorréncias encontram em diversas areas.

Vamos agora nos voltar para as dificuldades encontradas. Primeiramente, como a
disciplina de Matemdtica Discreta nao é tao presente na maioria dos cursos de graduagao
(0o que também é uma das motivagoes do autor para escrever sobre este tema). E claro que
nao existe uma literatura tao vasta sobre as recorréncias se fizermos uma comparagao com
a bibliografia existente tratando de Calculo, por exemplo. Portanto, uma das dificuldades
enfrentadas foi justamente encontrar, em repositorios e bancos de dados, respostas a certas

questoes concernentes ao tema.
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Em segundo lugar, outra dificuldade foi em relagao aos detalhes técnicos de

algumas demonstragoes de teoremas, encontradas em buscas bibliograficas.

Apesar disso, acreditamos que atingimos os nossos objetivos em escrever um texto
de natureza teodrica tratando da teoria das recorréncias lineares. Reconhecemos, no entanto,
que o texto carece de aplicagbes mais elaboradas, limitando-se predominantemente a

exemplos numéricos.

Portanto, como desdobramentos deste trabalho pode-se ter pesquisas comple-
mentares que tragam melhorias, aprimoramentos e acrescente novos elementos, como
aplicagoes mais elaboradas, provar com detalhes todos os teoremas e resolver os mesmos
problemas por outros métodos (por exemplo, neste trabalho usamos o método da equagao

caracteristica, mas existem outros, como o método das fungoes geradoras).

Por fim, um outro problema interessante que também pode ser objeto de pesquisa

é se, em geral, toda sequéncia recorrente possui uma férmula fechada.
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