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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo apresentar propostas metodolégicas para o ensino de ma-
trizes na Educacao Basica. Tradicionalmente, percebe-se que esse conteido é abordado
em sala de aula de maneira convencional, com foco em memorizacao de regras e repeticao
de exercicios, o que pode limitar a capacidade dos alunos de relacionar os assuntos estuda-
dos com o mundo ao seu redor. Diante desse cendario, foram elaboradas quatro propostas
de atividades que buscam entrelacar a teoria matricial com situagoes praticas, cujo intuito
¢é despertar o interesse dos alunos pelo tema e possibilitar aos mesmos uma aprendizagem
mais significativa. A pesquisa da continuidade ao estudo realizado anteriormente sobre

aplicacoes de matrizes (Cavalcanti, 2022).

Palavras-chave: Ensino de matemaética - matrizes. Educagao Basica. Metodologia de

ensino - metodologias ativas.



ABSTRACT

This work aims to present methodological proposals for teaching matrices in Basic Educa-
tion. Traditionally, it is clear that this content is covered in the classroom in a conventional
way, focusing on memorizing rules and repetition of exercises, which can limit students’
ability to relate the subjects studied with the world around you. Given this scenario,
four proposals were developed of activities that seek to intertwine matrix theory with
practical situations, whose aim is to awaken students’ interest in the topic and enable
them to learning more significative. The research continues the study previously carried

out on matrix applications (Cavalcanti, 2022).

Keywords: Teaching mathematics - matrices. Basic Education. Teaching methodology

- active methodologies.
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INTRODUCAO

A curiosidade sobre o estudo das Matrizes, surgiu durante a graduacao em Licenciatura
em Matematica, realizada na Universidade Estadual da Paraiba (UEPB) — Campus I, em
uma disciplina denominada Matematica 3, cuja ementa contempla o conteiido de Matrizes.

Apesar de ser uma disciplina que aborda conteidos de Matematica Basica, era notorio
perceber que muitos alunos chegavam na graduagao sem dominio do conteido. A grande
maioria relatava ter estudado o conteido de forma superficial, sem aprofundamento. Em
uma das aulas da disciplina acima citada, um dos alunos questionou a professora sobre a
aplicabilidade do contetido em uma situacao cotidiana. A professora citou que as matrizes
sao encontradas em diversas dreas, sendo utilizadas até para evitar engarrafamentos em
cruzamentos de ruas.

Eu, como aluna da graduacao, até entao nao conhecia nenhuma aplicabilidade para
as matrizes, e isso despertou em mim uma curiosidade. Essa curiosidade se prolongou no
decorrer do curso, me levando a pesquisar esse tema no Trabalho de Conclusao de Curso
(TCC). Neste estudo, pude conhecer algumas aplicagbes de matrizes, como, por exemplo,
na Geometria, na Criptografia, Computacao gréfica, etc.

O conteudo de matrizes é geralmente visto no segundo ano do Ensino Médio, e as
aplicagoes, quase sempre, nao sao apresentadas. Isso na maioria das vezes ocorre, pela
complexidade de algumas aplicacoes, como também devido a ementa do curso que neces-
sita ser cumprida, impossibilitando assim o aprofundamento de alguns contetidos. Diante
disso, é comum os alunos resolverem exercicios para determinar a inversa de uma matriz,
encontrar um elemento qualquer, e até mesmo as operacoes. Esse tipo de exercicio nao
possibilita que o mesmo enxergue a aplicabilidade das matrizes, o que torna muitas vezes
esse conteudo “chato” e mecanico.

Acredito, que caso o aluno venha se deparar com outras situacoes diferentes das que
sao apresentadas pelo livro didatico, o mesmo podera compreender melhor tal teoria, e
assim demonstrar um interesse maior pelo conteudo.

Diante disto, surgiu o seguinte questionamento para um novo estudo: “Como abordar
o conteudo de matrizes na Educacao Basica, entrelacando teoria e pratica?”. Perante o
exposto, temos como objetivo geral apresentar uma proposta metodolégica para o ensino
de matrizes na Educacao Basica, e para isso, faremos um estudo dos aspectos historicos
e epistemoldgicos do conceito de matriz, iremos propor um aporte metodolégico para
o ensino de matriz, que possa servir de suporte para professores, como também iremos
investigar os vieses matematicos do conceito de matriz e suas operagoes.

A presente pesquisa é de carater exploratorio, de cunho qualitativo, desenvolvida
através de levantamento bibliografico, analisando estudos ja realizados, a fim de desen-

volver propostas metodoldgicas para o ensino de Matrizes na Educacgao Basica.
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O trabalho esta dividido em cinco capitulos. No primeiro capitulo abordaremos o
contexto histérico das matrizes, seu surgimento e qual era a necessidade da comunidade
matematica da época que levou ao conceito de matriz.

No segundo capitulo, falamos um pouco sobre a metodologia abordada no desenvol-
vimento desta pesquisa. No terceiro capitulo, é desenvolvido o referencial tedrico, tendo
como base lezzi e Hazzan (2013). E apresentado o conceito de matrizes, como representa-
la, os principais tipos e operagoes, seguido de alguns teoremas.

No quarto capitulo, é sugerido algumas atividades, que poderao ser aplicadas em
turmas do Ensino Médio. No tltimo capitulo, as consideracoes finais do trabalho, seguida

de sugestoes para futuras pesquisas, relacionadas ao objeto estudado.
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1 AS MATRIZES SOB A PERSPECTIVA HISTORICA

O conceito de matriz foi aprimorado ao longo do tempo, com contribuicoes significa-
tivas de renomados mateméticos. Segundo Sanches (2002), por volta do século 1T a.C.,
se deu inicio ao estudo das matrizes, contudo, ha registros que apontam para o século IV
a.C., e por volta do século XVII as ideias ressurgiram e seu conceito foi desenvolvido.

Para Moura (2014) o surgimento das matrizes esta ligado a necessidade de resolugao
de sistemas lineares. Os babilonios, por sua vez, estudavam sobre equacoes lineares si-
multaneas, resolvendo problemas em tdbuas de argila, conforme apresentado em Sanches
(2002, p.9), datada de cerca de 300 a.C.:

Dois campos téem drea total de 1800 jardas quadradas. Um produz graos em % de um
alqueire por jarda quadrada, enquanto o outro produz graos em % de um alqueire por

jarda quadrada. Se o lucro total € de 1100 alqueires, qual o tamanho de cada campo?
O problema dos babilonios faz referéncia as equagoes lineares

x+y=1800
2z + 1y =1100

em que z e y representam as areas dos dois campos.

Os chineses, por volta de 200 a.C. e 100 a.C. foram dos babilonios no que se refere
a matriz. No livro K’ui-Ch’ang Suan-Shu (Nove Capitulos sobre a Arte Matematica),
especificamente no capitulo oito, é apresentado problemas envolvendo equacoes lineares,

como aponta Eves (2011):

Trés feixes de uma colheita de boa qualidade, dois feixes de uma qualidade
regular e um feixe de mé qualidade sao vendidos por 39 dou. Dois feixes da
boa, trés de regular e uma de ma sao vendidos por 34 dou. Um feixe de boa
dois de regular e trés de mé sao vendidos por 26 dou. Qual o preco do feixe

para cada uma das qualidades? (Eves, 2011 p.268).

Tal problema pode ser representado através de um sistema de equagoes lineares:

3r+2y+2=39
20+ 3y +2=34
rT+2y+32=26

de modo que z refere-se a colheita de boa qualidade, y de qualidade regular e z de ma

qualidade.
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De acordo com Cavalcanti (2022, p.12) “para resolver esse tipo de problema eram
efetuadas operagoes em uma tabela, assim como acontece com as matrizes, a diferenga
¢ que os chineses nao utilizavam a representacao por linhas, e sim por colunas”. Os
chineses também utilizam a escrita de cima para baixo e da direita para a esquerda. A

tabela abaixo, ilustra o problema apresentado anteriormente:

1 2 3
2 3 2
3 1 1
26 34 39

Apos efetuar as operacoes, a tabela era reduzida a:

0o 0 3

0 5 2
36 1 1
99 24 39

O que leva a representagao das equacgoes 36z =99, by + z = 24 e 3z + 2y + z = 39, das
quais sao calculados consecutivamente, os valores de z, y e x, como aponta Boyer (1974).
Como podemos notar, os chineses utilizam o método que hoje é conhecido como método
da eliminacao de Gauss.

No ano de 1545, o matematico italiano Cardan, sugere em Ars Magna, uma regra
para resolucao de sistema de duas equacgoes lineares, a qual ele d4 o nome de Regula de
Modo (Mae das Regras). Tal regra se assemelha a Regra de Cramer, para resolugao de
um sistema 2 x 2. Ainda que Cardan nao tenha atingido a definicao de um determinante,
seu método leva a definicao.

A ideia de determinante surgiu no Japao antes da Europa. O matematico japonés Seki,
é considerado a primeira pessoa a estudar determinantes. No ano de 1683, Seki escreveu
Methods of solving the dissimulated problem (Método de Resolver os Problemas Dissimu-
lados) que apresentava métodos matriciais escritos em forma de tabela, semelhante ao que
foi feito pelos chineses. Sem mencionar o termo determinante, Seki através de exemplos
introduziu o conceito de “determinante”, e assim, foi capaz de encontrar determinantes
para matrizes 2 x 2, 3 x 3, 4 x4 e 5 x 5 e utilizéd-los para resolver equagoes.

Por volta de 1693, o matemaético alemao Leibniz destina uma carta ao matematico
frances L’Hospital e cita que “ocasionalmente usava nimeros indicando linhas e colunas

numa colegdo de equagoes simultaneas” (Boyer, 1974, p.297). Ele explicou que:

10+11lz+12y =0 lo+Liz+1y=0
20+ 21z + 22y =0 ou 20+ 21+ 2y =0
30+31lx+32y=0 30+31x+32y=0
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poderia ser escrito como

a1 +biz+cy=0
as +box + coy =0

az+byr+c3y=0
sendo possivel uma solugao, pois
10-21-32+11-22-30+12-20-31=10-22-31+11-20-32+12-21-30

uma vez que, a matriz dos coeficientes tem determinante 0.
Essa forma de resolucao de sistema de equacoes foi uma grandiosa contribuicao de

Leibniz & Matematica, conforme aponta Boyer (1974):

Os comentarios de Leibniz na carta mostram que ele tinha consciéncia do
poder da andlise de “caracteristica” ou notagao que revele adequadamente os
elementos de uma dada situagao. Evidentemente ele tinha alta opiniao dessa
contribuicao & notacao por causa da facilidade de generalizacao e gabava-se
de ter mostrado que “Viéte e Descartes nao tinha ainda descobertos todos os
mistérios” da andlise. Leibniz, na verdade, foi um dos maiores formadores de

notagao, inferior apenas a Euler nesse ponto.” (Boyer, 1974, p.297).

Ainda sobre Leibniz, Sanches (2002, p.12) destaca que “da mesma maneira como os
estudos de sistema de coeficientes de equagoes levaram aos determinantes, o estudo dos
sistemas de coeficientes de formas quadrangulares guiou Leibniz, naturalmente, em dire¢ao
a teoria da matriz.”

Em 1748, dois anos apds a morte do matemético escocés MacLaurin, foram publica-
dos em Treatise of algebra (Tratado de élgebra) os primeiros resultados a respeito de
determinantes, comprovando a regra de Cramer para sistemas 2 x 2 e 3 x 3, e indicac¢oes
de como funcionaria para um sistema 4 x 4.

Por volta de 1801, o mateméatico alemao Gauss introduziu pela primeira vez o termo
determinante, porém, s6 em 1812, através do francés Cauchy é que o termo determinante
é usado no sentido moderno. Posteriormente, em 1826, Cauchy utiliza o termo tableau
para a matriz dos coeficientes, fazendo referéncia ao contexto das formas quadraticas em
n variaveis. Cauchy também chegou a introduzir a ideia de matrizes semelhantes.

Conforme Pereira (2015) enfatiza, por muito tempo o estudo das matrizes foi associado
aos determinantes. Segundo Santiago (2021, p.15) “a nogdo de matriz foi usada implici-
tamente pela primeira vez por Lagrange, quando reduziu a caracterizagao dos méaximos e
minimos de uma func¢ao real de varias variaveis.”

O termo Matriz foi utilizado pela primeira vez por Joseph Sylvester, em 1850. Ele

considerava as matrizes como parte da teoria dos determinantes.
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Um bloco retangular de termos... o que nao representa um determinante, mas
é como se fosse uma matriz a partir da qual podemos formar varios sistemas de
determinantes, ao fixar um nimero p e escolher & vontade p linhas e p colunas.
(Artigo publicado na Philosophical Magazine de 1850) apud Moura (2014).

No ano seguinte, em 1851, Sylvester conhece o inglés Arthur Cayley, que assim como
ele, era advogado. Sylvester e Cayley passaram a compartilhar juntos estudos mais apro-
fundados em Matematica. Foi entao que em 1853, Cayley publica um trabalho, no qual é
apresentado o inverso de uma matriz.

Por volta de 1858, Cayley publica Memoir on the Theory of Matrices (Memérias sobre
a Teoria das Matrizes), contendo a primeira definigdo abstrata de matriz, e para ele as
matrizes surgiram como consequéncia de transformagoes lineares, sendo assim, era possivel

representar a transformacao

2 =ar+b b
Y escrevendo (z/,y') = ¢ (z,9)
y' =cx+dy ¢ d

Cayley apresentou a algebra das matrizes definindo as operacoes de adicao, produto
e produto por escalar, além disto, expos a matriz identidade e a matriz nula, como ele-
mento neutro para o produto e adigao entre matrizes, respectivamente. Por sua enorme
contribuicao a Teoria das Matrizes, Cayley é conhecido como Pai das matizes.

Apesar de Cayley ser considerado o precursor sobre a Teoria das Matrizes, alguns estu-
dos ja haviam sido realizados, relacionando tal teoria, com estudos das Formas Quadraticas.
Segundo Santiago (2021, p. 16 ) “ a Teoria das Matrizes teve como precursora a Teoria
das Formas Quadraticas. Entretanto, o estudo das formas quadraticas hoje em dia é sim-
plesmente uma parte dessa teoria”. O autor ainda cita que os determinantes colaboraram
pouco para o desenvolvimento da Teoria Matricial (Santiago, 2021).

Com este breve relato buscamos destacar os principais acontecimentos que levaram
ao surgimento das matrizes e da sua teoria. No capitulo seguinte, apresentaremos a

abordagem adotada para desenvolvimento desta pesquisa.
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2 SOBRE A PESQUISA

Quanto a natureza, a presente pesquisa se enquadra como pesquisa aplicada, que
para Prodanov e De Freitas (2013) se caracteriza por gerar conhecimentos voltados para
a solucao de problemas especificos. A mesma apresenta uma abordagem qualitativa e,
quanto aos objetivos, é uma pesquisa exploratéria, cuja finalidade é promover mais co-

nhecimento sobre o ensino de matriz.

As pesquisas exploratérias tém como principal finalidade desenvolver, esclarecer
e modificar conceitos e ideias, tendo em vista a formulacao de problemas
mais precisos ou hipoteses pesquisaveis para estudos posteriores. De todos os
tipos de pesquisa, estas sao as que apresentam menor rigidez no planejamento.
Habitualmente envolvem levantamento bibliografico e documental, entrevistas
nao padronizadas e estudos de caso. Procedimentos de amostragem e técnicas
quantitativas de coleta de dados nao sao costumeiramente aplicados nestas
pesquisas.(Gil, 2008, p.27)

Para desenvolvé-la, o procedimento adotado foi a pesquisa bibliografica, identificando
estudos ja realizados, a exemplos de livros, artigos cientificos, e trabalhos académicos, que
tratem do ensino de matrizes e de suas aplicacoes. A busca pelos textos, se deu de forma
manual, na base de dados do Google Académico, buscado pelas palavras-chave: Matrizes,
Sequéncia Didatica, Educacao Bésica e Aplicagoes.

Apos esse levantamento, desenvolvemos uma proposta didatico-metodoldgica para o
Ensino de Matrizes na Educacao Basica, buscando propor atividades diferentes das que
geralmente sao apresentadas pelos livros didaticos.

No que se refere a proposta, nao foi possivel concretiza-la efetivamente, sendo concluida
nesta etapa apenas a fase de planejamento, ficando a aplicacao e avaliacao para momentos
posteriores. Dessa forma, a mesma pode servir de suporte para outros professores, ou
quem se interessar pelo tema.

No capitulo seguinte, apresentamos o referencial teérico deste trabalho, com base na

obra Fundamentos de Matematica Elementar 4 (Iezzi e Hazzan, 2013).
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3 MATRIZES: EXPLORANDO OS FUNDAMENTOS TEORICOS

Antes de adentar no conceito de matriz e suas principais operagoes, falaremos um
pouco sobre uma das formas utilizadas para organizar os dados refente a Covid-19, no
Brasil.

No final do ano de 2019, se deu inicio ao surto do coronavirus (SARS-CoV-2), causador
da Covid-19. Estudos apontam que o primeiro caso aconteceu em 11 de dezembro, na
cidade de Wuhan, China. Tal virus se espalhou rapidamente por todo o mundo, tendo o
primeiro caso registrado no Brasil em 26 de fevereiro de 2020. Tratava-se de um homem,
de 61 anos, morador da cidade de Sao Paulo-SP.

Em 11 de margo de 2020 a Organizacao Mundial da Saide (OMS) declara a pandemia
de Covid-19, obrigando todos os paises a tomarem medidas de prevencao contra o virus.
No Brasil, foi recomendado o isolamento social e adogao de medidas de higiene pessoal,
como o uso de méscaras, lavagem com frequéncia das maos com agua e sabao, bem como
o uso de alcool em gel.

O ntmero de casos confirmados cresceu de forma rapida em todo o mundo, levando
muitos a 6bito. S6 com a chegada das vacinas foi possivel reduzir o nimero de casos,
e também prevenir complicagoes. Decorridos mais de quatro anos do primeiro caso no

Brasil, semanalmente ainda sao registrados novos casos e o0bitos de Covid-19, conforme

informacoes apresentadas em https://infoms.saude.gov.br/extensions/covid-19_
html/covid-19_html.htmll

Figura 1 — Layout do site

COVID-19 NO BRASIL coroNavirus

Dados até 24/06/2023 covib-19

BRASIL praiels et e
210.147125 —

CASOS 0BITOS

Casos novos notificados na semana epide Casos Acumulados Incidéncia covid-19 (100 mil hab) Gbitos novos notificados na semana epid Gbitos Acumulados Taxa mortalidade (100 mil hab)

15.310 31.671.420 6311 245 103.964 481

(asos novos por semana epidemioldgica de notificacao Obitos novos por semana epidemiolégica de notificago

Fonte: https://infoms.saude.gov.br/extensions/covid-19_html/covid-19_html.html
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Essas informagoes podem ser visualizadas por municipio, por estado e por regiao. Fica
evidente que os cuidados de prevencao ainda devem permanecer, tendo em vista que o

virus ainda continua circulando e infectando pessoas.

Figura 2 — Semana 25/2023

Detalhar por

Regido

Casos novos Obitos novos .
notificados Casos | Incidéncia covid-19 (100 mil notificados Obitos | Taxa mortalidade (100 mil
Regido Populagdo | nasemana Acumulados hab) nasemana | Acumulados hab)

Totais PALREYA L 37.671.420 703.964
Sudeste 88.371.433 14.991.771 338.746

—m|
Y771 B Y] ) N ) )
| esoso| un | esmer| o | sm| o

Fonte: https://infoms.saude.gov.br/extensions/covid-19_html/covid-19_html.html|

Ao apresentar os dados desta forma, por categorias, gerando linhas e colunas, é possivel
realizar uma andlise mais apropriada acerca da Covid-19, pois fornece uma maneira estru-
turada e visualmente organizada dos dados. Desta forma, se torna mais simples comparar
os dados, sendo possivel identificar a regidao com maior aumento de casos, e realizar inter-
vengoes para combater o virus, por exemplo.

Esse tipo de organizacao é importante, pois facilita a interpretacao e permite realizar
uma analise qualitativa dos dados, podendo os mesmos serem representados de maneira
sistematica. Além do mais, permite localizar informagoes especificas, sem a necessidade
de ler todas as informagoes.

Tal organizagao, que possibilita a distribui¢cao dos dados em linhas horizontais e colu-
nais verticais, gera uma tabela que recebe o nome de matriz, e no decorrer deste capitulo

iremos estudar mais detalhadamente a respeito.
3.1 Nocao de matriz

Dados dois niimeros m e n naturais e nao nulos, chama-se matriz m por n (indica-se
m x n) toda tabela M retangular formada por nitimeros reais distribuidos em m linhas
horizontais e n colunas verticais.
2 5 8
Exemplo 3.1. M = 11 ¢ um matriz 2 x 3.

9 7 V12

Em uma matriz M, cada elemento ¢ indicado por a;;. O indice ¢ indica a linha e o

indice j a coluna as quais o elemento pertence. Com a convencao de que as linhas sejam
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numeradas de cima para baixo (de 1 até m) e as colunas, da esquerda para a direita (de

1 até n), uma matriz m x n pode ser representada de trés formas:

a1 Q2 - Aip a1; Qa2 - Aip 11 A2 - Aip

Q21 Q22 - A2p 21 Q22 -+ A2pn Q21 Q22 -+ A2pn
M = ouM = ouM =

Am1 Am2  ° Qmp Am1 Am2 = Qmp Am1 Am2 - Qmp

Neste trabalho, adotaremos a primeira forma, na qual os dados sao representados entre

colchetes.
Uma matriz M do tipo mxn também pode ser indicada por M = (a;;);i€{1,2,3,...,m}
eje{1,2,3,...,n} ou simplesmente M = (a;;)mxn-

3.2 Tipos de matrizes

Nesta secao, abordaremos os principais tipos de matrizes, que por apresentarem uma
utilidade maior nesta teoria, recebem nomes especiais. Para uma melhor compreensao,

cada definicao é seguida de um exemplo.

Definicao 3.1. Matriz linha é toda matriz do tipo 1 x n, com n natural.

Exemplo 3.2. M =|/2 -5 g 80| ¢ uma matriz linha do tipo 1 x 4.

Definicao 3.2. Matriz coluna é toda matriz do tipo m x 1, com m natural.

55,3
Exemplo 3.3. M =| -97 | é uma matriz coluna do tipo 3 x 1.
31

Definicao 3.3. Matriz nula é toda matriz que tem todos os elementos iguais a zero.

000
Exemplo 3.4. M = [0 0 0] ¢ uma matriz nula do tipo 2 x 3.

Definicao 3.4. Matriz quadrada de ordem n é toda matriz do tipo n x n, isto é, é uma

matriz que tem igual o niimero de linhas e colunas:

11 Q12 Q13 - Qin

a21 Q22 Q23 -+ A2p

31 azz az3 -+ aA3n
| An1 Qp2 Ap3 = Qpp

Chama-se diagonal principal de uma matriz quadrada de ordem n o conjunto dos

elementos que tem os dois indices iguais, isto é:
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{aij |i=7}={an, a2, as3,..., a0}

Chama-se diagonal secundéria de uma matriz quadrada de ordem n o conjunto dos

elementos que tém a soma dos indices igual a n + 1, isto é:

{aij | i+j=n+ 1} = {alm a2(n-1), A3(n-2)s - - - ,anl}-

- 71 -
29 31° T 55

0,33 111 6 -7, _

Exemplo 3.5. M = ¢ uma matriz quadrada de ordem 4.

T -4 41 2
13
= V8 15 99

Sua diagonal principal é formada pelos elementos Dy = {29,111,41,99} e sua diagonal

1
secundaria é formada pelos elementos Dy = {55, 6,4, 73}

Definicao 3.5. Matriz diagonal é toda matriz quadrada em que os elementos que nao

pertencem a diagonal principal sao iguais a zero.

183

Exemplo 3.6. M = [ 0

0
] ¢ uma matriz diagonal de ordem 2.

Definigao 3.6. Matriz unidade de ordem n (matriz identidade) é toda matriz diagonal

em que os elementos da diagonal principal sao iguais a 1 (indica-se I,,).

Exemplo 3.7. I3 = ¢ uma matriz identidade de ordem 3.

o O =
o = O
_ o O

Definicao 3.7. Matriz triangular superior é toda matriz quadrada, cujos elementos a;; =

0;2> 7.

1 20 59

Exemplo 3.8. M =|0 -9 -31| ¢ uma matriz triangular superior de ordem 3.

0 0 V2

Definicao 3.8. Matriz triangular inferior é toda matriz quadrada, cujos elementos a;; =

0;2< 7.
(11 0 0 0]
-136 702 0 O

Exemplo 3.9. M = 57 0 V2 0 ¢ uma matriz triangular inferior de ordem 4.
I ;_57) 2 3 99_
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3.3 Igualdade e operacoes entre matrizes

Nesta secao, ¢ apresentada a igualdade entre matrizes, e logo em seguida, as operacoes
de adicao, produto de um ntimero real por uma matriz e o produto entre matrizes. Citare-

mos no decorrer da se¢ao alguns dos principais teoremas que caracterizam essas operagoes.

Defini¢ao 3.9. Duas matrizes A = (a;j)mxn € B = (bij)mxn 580 iguais quando a;; = b;;
para todo i (i € {1,2,3,...,m}) e todo j (j € {1,2,3,...,n}). Isto significa que para
serem iguais duas matrizes devem ser do mesmo tipo e apresentar todos os elementos

correspondentes iguais (elementos com indices iguais).

13 ﬁ]:[w V5

Exemplo 3.10.
-9 7 -9

] pois ajy = bi1, a1z = bia, ag1 = ba, age = baa.

3.3.1 Adicao

Na tabela a seguir, estao representados dados referentes a Covid-19 nos estados da

regiao Sul do Brasil, até a semana 27,/2023.

Tabela 1 — Casos e ébitos

- Parand | Santa Catarina | Rio Grande do Sul
Casos confirmados | 2.947.330 3.049.322 2.027.181
Obitos 46.428 42.382 22.841

Fonte: Adaptado de
https://infoms.saude.gov.br/extensions/covid-19_html/covid-19_html.html

Diante disto, é possivel determinar o total de casos confirmados e 6bitos na regiao Sul,

até semana mencionada, somando os dados referentes aos trés estados. Ou seja,

Parand Santa Catarina Rio Grande do Sul Regiao Sul
2.947.330 | + 3.049.322 + 2.027.181 =] 8.023.833
46.428 42.382 22.841 111.651

Desta forma, fica evidente a relacao dos dados da regiao Sul com os dados de cada
estado, de modo que o total de casos confirmados na regiao Sul sempre é correspondente
a soma dos casos nos estados do Parana, Santa Catarina e Rio Grande do Sul, assim como
também acontece com os 6bitos.

A adicao entre matrizes apresenta a mesma caracteristica, uma vez que cada elemento

é resultante da soma de outros elementos correspondentes.

Definicao 3.10. Dadas duas matrizes A = (ai;)mxn € B = (bij)mxn, chama-se soma A+ B
a matriz C' = (¢;j)mxn tal que ¢;; = a;; + b;;, para todo ¢ e todo j. Isso significa que a
soma de duas matrizes A e B do tipo m xn é uma matriz C' do mesmo tipo em que cada

elemento é a soma dos elementos correspondentes em A e B.
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16 0 22 -9 16+22 0+ (-9) 38 -9

Exemplo 3.11. | V2 -15[4+[v2 1 |=|V2+v2 -15+1 |-|2V2 14
2 5 2 5 7
=88 2 18 42 88+ (-18 L0
3 3 gty SrC] | g

Teorema 3.1. A adicao de matrizes do tipo m x n apresenta as sequintes propriedades:

1) Associativa: (A+B)+C = A+ (B + () quaisquer que sejam A, B e C do tipo m x n;
2) Comutativa: A+ B = B+ A quaisquer que sejam A e B, do tipo m x n;

3) Elemento neutro: existe uma matriz O tal que A+O = A qualquer que seja a matriz

A do tipo m x n;

4) Elemento simétrico ou oposto: para todo A do tipo m x n existe uma matriz A’ tal

que A+ A'=0

A demonstracao desses resultados podem ser encontrados em (lezzi e Hazzan, 2013 p.
51)

Definicao 3.11. Dada a matriz A = (a;;)mxn chama-se oposta de A a matriz —A tal que

A+ (-A)=0.

Exemplo 3.12. A= =
-16 444 16 —-444

Definicao 3.12. Dadas duas matrizes, A = (ai;j)mxn € B = (bij)mxn, chama-se diferenca

A - B a matriz soma de A com a oposta de B.

Exemplo 3.13. A=

-9 7 8 12

5 11 1 -2 -2 7 -8 2 3 18 -7 0
+ =

-9 7 8 12 22 -6 -3 -30 13 1 5 -18

3.3.2 Produto de nimero real por uma matriz

-22 6 3 30

5 11 1 —2]
e

2 -7 8 —2]

= A+(-B) =

Nesta subsecao, trataremos do produto de um nimero real por uma matriz, elencando

as propriedades desta operacao.

Definicao 3.13. Dados um nimero k£ e uma matriz A = (@;;)mxn, chama-se produto kA
a matriz B = (b;j)mxn tal que b;; = k-a;; para todo i e todo j. Isso significa que multiplicar
uma matriz A por um nimero k é construir uma matriz B formada pelos elementos de A

todos multiplicados por k.



24

112 0 -21
Exemplo 3.14. Sejam k=7e A= 7 49 70 [ tem-se:
—; 126 357

16 0 -3 112 0 =21
L-A=7-11 7 10]1=|1 7 49 70

—% 18 51 -— 126 357

Teorema 3.2. O produto de wm nimero por uma matriz possui as sequintes propriedades:
1) a-(b-A)=(a-b)- A
2) a-(A+B)=a-A+a-B;
3) (a+b)-A=a-A+b-A;
4) 1-A=A.

A demonstracao desse teorema pode ser encontrado em Silva (2018, p. 20)

3.3.3 Produto de matrizes

Nesta subsecao apresentamos o produto entre matrizes, destacando algumas observagoes

importantes sobre a operacao, assim como, um teorema, seguido da demonstracao.
Defini¢ao 3.14. Dadas duas matrizes, A = (@ij)mxn € B = (bjk)nxp, chama-se produto
AB a matriz C = (¢ik,)mxp tal que

n
Cik = Qi1 - Dig + @iz - bog + Qi3 - bagg + -+ + Qi - by = Z aijbjk
j=1

para todo i € {1,2,...,m} e todo k€ {1,2,...,p}.
Observacao 3.1.

12) A defini¢ao dada garante a existéncia do produto AB somente se o ndmero de
colunas de A for igual ao niimero de linhas de B, pois A é do tipo mxn e B é do

tipo n x p.

22) A defini¢ao dada afirma que o produto AB é uma matriz que tem o nimero de

linhas de A e o niimero de colunas de B, pois C' = AB é do tipo m x p.

3%) Ainda pela defini¢ao, um elemento c¢;; da matriz AB deve ser obtido pelo procedi-

mento seguinte:
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(I) Toma-se a linha i da matriz A:
a;1 Giz Qi3 -+ Qi (N elementos).

(IT) Toma-se a coluna k da matriz B:

b1

bak
bs,,  (n elementos).

bnk:

(III) Coloca-se a linha i de A na “vertical” ao lado da coluna k de B (conforme esquema):

a1 b
aio bog
a3 bsy
Ain bnk

(IV) Calculam-se os n produtos dos elementos que ficaram lado a lado (conforme es-

quema):

Qi1 - blk
o - bag,

;3 - by
Aip bnk

(V) Somam-se esses n produtos, obtendo c.

e B =181, calcular AB.

Exemplo 3.15. Dadas A = [
9

10 3 12
41 5 6

Sendo A do tipo 2x 3 e B do tipo 3 x 1, decorre que o produto AB esta bem definido

e é do tipo 2 x 1. Fazendo AB = C', devemos calcular c{; e co1:
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11 —(13 linha de A - 1% coluna de B)

(2% linha de A - 1* coluna de B)
[(0-7+3-8+12.9)
(41-7+5-8+6-9)

C21

[ (70+24+108)
| (287 +40+63)

[202
- 354

Teorema 3.3. A multiplicacao de matrizes possui as sequintes propriedades:

1) Associativa: (AB)C = A(BC') quaisquer que sejam as matrizes A = (@ij)mxn, B =
(bjk)nxp € C' = (Crt) pxr-
Demonstracao: Fazendo D = AB = (di)mxp, £ = (AB)C = (€i)mxr € F = BC =

(fjl)nxra tem-se:

k=1 k=1 \j=1
p n n p

= Z(Zaz] bjk'ckl)zzazj (Zb]k Ckl)_
k=1 \j=1 j=1 k=1
n

= Z Qg5 fjl
j=1

Entao, (AB)C = A(BC).

2) Distributiva a direita em relagao a adicao: (A + B)C = AC + BC quaisquer que

sejam as matrizes A = (aij)mxn, B = (0ij)mxn € C = (Cjk)nxp-

Demonstracao: Fazendo D = (A + B)C' = (dk)mxp, tem-se:

n
(aij +big) - cje = Y (@i - e+ b - cji) =
-1 j=1

M=

dik, =

<
Il

n
aij+ Cik + ), bij i
i

M=

<
Il
—

Entdo, (A+ B)C = AC + BC.
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3) Distributiva a esquerda: C(A + B) = CA + CB quaisquer que sejam as matrizes
A= (aij)mxnu B= (bz’j)mxn eC = (Cki)pxm~

Demonstracao: Andloga a 2).

4) (EA)B = A(kB) = k(AB) qualquer que seja o numero k e quaisquer que sejam as

matrizes A = (aij)mxn e B= (bjk)nxp-

Demonstracao: Fazendo C = kA = (¢ij)mxn, D = kB = (dji)nxp ¢ £ = AB =

(€ik ) mxp, vem:

Z;Cz*j b= Y (k- aig) bk =k Y ai - bk
£

J=1 J=1

> i dje =Y ag - (k-bip) =k Y ai; by
j=1 j=1 j=1

Entao, (kA)B = A(kB) = k(AB).
Observacao 3.2.

12) E muito importante notar que a multiplicacao de matrizes em geral nao é comuta-

tiva, isto é, para duas matrizes quaisquer A e B é geralmente falso que AB = BA.

a) H4 casos em que existe AB e nao existe BA. Isso ocorre quando A é m xn, B é

nxpem#p.

Exemplo 3.16. A= (aij)gxg e B= (bij)2x3 = 3 AB.

B = (bij)axs ¢ A = (a;j)2x2 = 3 BA, pois o ntmero de colunas de B é diferente do

numero de linhas de A.

b) H& casos em que existem AB e BA, porém sao matrizes de tipos diferentes e,

portanto, AB # BA. Isso ocorre quando A é m xn, B énxm e m +n.

Exemplo 3.17. A= (aij)gxg e B= (bij)3x2 =3 AB=C= (Cij)gxg.
B = (bij)3x2 (& A = (aij)gng =7 BA =pD= (dij)gxg.

¢) Mesmo nos casos em que AB e BA sado do mesmo tipo (o que ocorre quando A e B

sao quadradas e de mesma ordem), temos quase sempre AB # BA.

4 19 -3 6 1
Exemplo 3.18. Se A=|2 8 3|leB=|14 9 5|, tem-se
75 2 -8 2 -7
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-86 51 -54 7 50 -7
AB=]12 90 21 |eBA=]69 101 73
-17 91 18 =77 =27 -80

2%) Quando A e B sao tais que AB = BA, dizemos que A e B comutam. Notemos que

uma condicao necessaria para A e B comutarem é que sejam quadradas e de mesma

ordem.
—a b- [ 0-
Exemplo 3.19. comuta com
c d 0 1
_a b- _ N
comuta com
c d
[0 b [ 4 b
comuta com
c d -c a
—a —a b
comuta com
c d c d]

3%) E importante observar também que a implicagio AB =0 = A =0 ou B = 0 nao
¢ valida para matrizes, isto é, é possivel encontrar duas matrizes nao nulas cujo

produto é a matriz nula.

1 0ff0 0 0 0
Exemplo 3.20. =
0 0]]0 1 0 0

3.4 Matriz transposta

Defini¢ao 3.15. Dada uma matriz A = (a;;)mxn, chama-se transposta de A a matriz

Al = (a);)nxm tal que af; = a;;, para todo i e todo j. Isso significa que, por exemplo,

/

/1 sao respectivamente iguais a ai1,ai2,a13, ", a1,; vale dizer que a 12

! / /
(115 Qg1 G315 @
coluna de At é igual a 12 linha de A. Repetindo o raciocinio, chegariamos & conclusao de

que as colunas de A! sao ordenadamente iguais as linhas de A.

. a d
“ C:|$At:be
d e

c f

Teorema 3.4. A matriz transposta possui as sequintes propriedades:

Exemplo 3.21. A=

1) (At)t = A para toda matriz (aij)mxn;

2) Se A =(aij)mxn € B = (bij)mxn, entao (A+ B)t = At + BY;
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3) Se A= (aij)mxn € keR , entao (kA)t = kA
4) Se A= (aij)an e B= (bij)mxp7 entao (AB)t = BtAt,
A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em lezzi e Hazzan (2013, p. 69).

Definigao 3.16. Chama-se matriz simétrica toda matriz quadrada A, de ordem n, tal
que At = A.

Decorre da definicao que, se A = (a;;) é uma matriz simétrica, temos: a;; = a;; Vi,V j €
{1,2,3,...,n} isto é, os elementos simetricamente dispostos em relagao a diagonal prin-

cipal sao iguais.

a b ¢ d
a b c b F
a e
Exemplo 3.22. Sao simétricas as matrizes: |0 d el g
b d c f h 1
c e f o
d g i j

Definicao 3.17. Chama-se matriz antissimétrica toda matriz quadrada A, de ordem n,
tal que At = - A.

Decorre da defini¢do que, se A = (a;;) é uma matriz antissimétrica, temos: a;; =
—a;;;V i,V j€{1,2,3,...,n} isto é, os elementos simetricamente dispostos em relagao a

diagonal principal sao inversos aditivos um do outro.

0 -a b -c
1 2 5
~ L _ 0 a a 0 d e
Exemplo 3.23. Sao antissimétricas as matrizes: -2 3 8,
-a -b -d 0 f
-5 -8 4
c —-e —-f O

3.5 Matrizes inversiveis

Definicao 3.18. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que A é matriz
inversivel se existir uma matriz B tal que AB = BA =1,,. Se A nao é inversivel, dizemos

que A é uma matriz singular.

Teorema 3.5. Se A € inversivel, entao € unica a matriz B tal que AB = BA=1,.

Demonstracao: Admitamos que exista uma matriz C' tal que AC' = CA = [,,. Tem-se:
C=1,C=(BA)C =B(AC)=BI, =B.

Defini¢ao 3.19. Dada uma matriz inversivel A, chama-se inversa de A a matriz A~! (que
é tinica) tal que AA1=A1A=1,.
E evidente que A-! deve ser também quadrada de ordem n, pois A~! comuta com A.

17
2 o
5 pois:

5 _3
2 2

—_

|

3 7
Exemplo 3.24. A matriz [5 11:| ¢ inversivel e A1 = [
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5 11 0

1 173 71 [1 o]

E assim, finalizamos o referencial tedrico deste trabalho. No capitulo seguinte, propo-
mos algumas sugestoes de atividades destinadas a turmas de Ensino Médio, de modo que

possa tornar o ensino de matrizes mais significativo.
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4 SUGESTAO DE ATIVIDADES PARA A SALA DE AULA

Neste capitulo, apresentamos sugestoes de atividades que possibilitem uma assimilacao
significativa do conteido de Matriz, tendo em vista que geralmente esse contetido é minis-
trado através da memorizagao de regras e com repeticoes de exercicios do livro didatico,
o que pode dificultar o processo de aprendizagem dos alunos.

De acordo com a Base Nacional Comum Curricular - BNCC, “Um dos desafios para a
aprendizagem da Matematica no Ensino Médio ¢é exatamente proporcionar aos estudantes
a visao de que ela nao é um conjunto de regras e técnicas, mas faz parte de nossa cultura
e de nossa histéria.” (Brasil, 2018, p. 522). Assim, esperamos que essas propostas pos-
sam servir de suporte para que professores consigam despertar no aluno o interesse e a
curiosidade sobre o estudo das Matrizes.

Buscamos apresentar atividades na qual os alunos pudessem participar ativamente
para tornar mais facil o processo de aprendizagem, assim como, aprofundar seus conheci-
mentos sobre o objeto estudado. Para Bezerra e Madruga (2020) é fundamental orientar
o aluno para que ele proprio desenvolva seu conhecimento, e instiga-lo a compreender os
calculos matriciais.

As Orientacoes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio enfatizam que “a contex-
tualizacao aparece nao como uma forma de ilustrar o enunciado de um problema, mas
como uma maneira de dar sentido ao conhecimento matematico na escola”. (Brasil, 2006,
p. 83).

4.1 Proposta 1: Comércio

Para esta proposta, foi pensando em um problema de simples compreensao para os

alunos, como forma de introduzir a operacgao de adicao entre matrizes.

e Habilidade: (EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Ma-
tematica e de outras areas do conhecimento, que envolvem equagoes lineares si-
multaneas, usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias

digitais.
e Objetivos: Introduzir o conceito de adi¢cao de matrizes.
e Pré-requisitos: Leitura e interpretagao de tabelas
e Duracao: Aproximadamente 45 minutos.
e Recursos necessarios: Copias com o problema a ser estudado.

e Procedimentos:

1) De inicio, o professor deve distribuir para os alunos o seguinte problema:
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Um empresdrio possui duas lojas no centro de Campina Grande, Divas da Moda
(Loja 1) e Elegancia Feminina (Loja 2). Uma fabrica de blusas femininas fornece
semanalmente mercadorias para duas lojas, e buscando uma melhor lucratividade,
o empresario lancou uma pesquisa sobre as vendas de dois novos modelos lancados

para o més de Janeiro de 2024, e obteve o sequinte resultado:

Tabela 2 — Loja 1

Total de vendas no més de Janeiro
- 12 semana | 22 semana | 3% semana | 4% semana
Modelo A 30 24 13 25
Modelo B 21 33 18 40
Fonte: Elaborada pela autora, 2024
Tabela 3 — Loja 2
Total de vendas no més de Janeiro
- 12 semana | 22 semana | 3% semana | 4% semana
Modelo A 14 11 30 19
Modelo B 25 23 16 9

Fonte: Elaborada pela autora, 2024

2) O professor neste momento orientara os alunos para realizarem uma andlise dos

dados apresentados. Posteriormente, langard o seguinte questionamento:

“Como pode ser possivel determinar o total de vendas de cada modelo em cada

semana do més de janeiro?”

3) No terceiro momento, os alunos devem responder a pergunta de acordo com seus
conhecimentos prévios. Em seguida, o professor conduzird uma discussao coletiva

para socializacao dos resultados obtidos, e juntos, determinar uma solucao.

Se considerar pertinente, no momento da discussao, o professor podera convidar

alguns alunos para apresentarem a solucao encontrada na lousa.

4) Em seguida, o professor deve destacar a relagao das tabelas com as matrizes, e
questioné-los sobre algumas propriedades, como, por exemplo, se é possivel somar
matrizes de ordens diferentes. Ao final, realizar a apresentacao formal da operacao

de adicao de matrizes.

Possivel solucao:

Espera-se que os alunos compreendam que para determinar a quantidade de mer-
cadoria vendida em cada semana, se faz necessario a soma das vendas referentes as

duas lojas.
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Exemplo 4.1. Vendas do modelo A:

e 1% semana: 30414 = 44
e 2% semana:24+11 = 35
e 3% semana: 13+30 = 43

e 4% semana: 25+19 = 44
Exemplo 4.2. Vendas do modelo B:

e 1? semana: 21455 = 46
e 2% semana: 33+23 = 56
e 3% semana: 18416 = 34

e 4% semana: 40+9 = 49

Para formalizacao, o professor podera apresentar os dados das lojas em forma de

matrizes, conforme exemplo:

30 24 13 25 (14 11 30 19

e =
21 33 18 40 15 23 16 9
Para determinar o total de vendas de cada modelo, o professor deve destacar que basta

Exemplo 4.3. Loja 1 = Loja 2

realizar a soma dos respectivos elementos dessas matrizes, ou seja,

30+14 24+11 13+30 25+19 44 35 43 44
Total de vendas = =

21+25 33+23 18+16 40+9 | |46 56 34 49

Reorganizando os dados em tabela, podemos identificar a quantidade de blusas ven-

didas de acordo com o modelo e semana.

Tabela 4 — Total de mercadorias

Vendas no més de Janeiro
- 12 semana | 22 semana | 32 semana | 4% semana
Modelo A 44 35 43 44
Modelo B 46 56 34 49

Fonte: Elaborada pela autora, 2024

Esta sugestao de atividade foi uma adaptagao de Marcelino (2021, p.29)
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4.2 Proposta 2: Campeonato de futebol

Na seguinte proposta, faremos uso de tabelas de classificagdo de um campeonato de

futebol, de modo que ao final, seja possivel determinar os pontos obtidos por cada equipe.

e Habilidade: (EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Ma-
tematica e de outras areas do conhecimento, que envolvem equagoes lineares si-
multaneas, usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias
digitais.

e Objetivos: Associar os elementos de uma tabela com uma matriz; Aplicar o Produto

de Matrizes.

e Pré-requisitos: Conhecimento prévio sobre elementos de uma matriz e produto de

matrizes.
e Duracao: Aproximadamente 60 minutos.

e Recursos necessarios: Tabelas que simulem a classificacao de um campeonato de
futebol.

e Procedimentos:
1) Dividir a turma em grupos de até 3 alunos.
2) Cada grupo recebera uma tabela do campeonato de futebol.

3) Cada grupo deverd associar os dados da tabela com elementos de uma matriz,

essa matriz serd chamada de A.

4) Nesta etapa, o professor enfatizara que apds cada disputa do campeonato, sao
acrescentados 3 pontos para equipe vencedora e 0 pontos para a equipe perdedora,

se houver empate, ambas as equipes recebem 1 ponto.

5) Com a orientagao repassada pelo professor, e observando a ordem das informagoes

apresentadas na tabela, cada grupo deve formar uma nova matriz B.

6) Nesta etapa, o professor pedird que cada grupo determine os pontos obtidos por
cada equipe de futebol durante o campeonato. Para isso, farao o produto entre as

matrizes A e B.

7) Apés realizar o produto AB, o grupo deverd determinar os pontos atingidos por

cada equipe, e socializar com os demais grupos seus resultados.

Vale destacar que, a quantidade de equipes de futebol que formarao esse campeonato
fica a critério do professor, bem como, se os grupos de alunos receberao tabelas iguais ou
diferentes.

Para um melhor entendimento, apresentaremos um exemplo desta aplicacao a seguir.
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Exemplo 4.4. Considere a tabela abaixo, que traz informagcoes sob a classificagao final

do Campeonato Brasileiro de Futebol série A 2023.

Tabela 5 — Campeonato Brasileiro de Futebol 2023

Equipes Vitérias | Empates | Derrotas
Palmeiras 20 10 8
Grémio 21 5 12
Atlético-MG 19 9 10
Flamengo 19 9 10
Botafogo 18 10 10

Fonte: Adaptado de https://ge.globo.com/futebol/brasileirao-serie-a/

A matriz associada a esta tabela é:

20 10 8]
21 5 12
A=[19 9 10
19 9 10
18 10 10

Seja B a matriz determinada pela etapa 5, que neste caso, obedece a ordem apresentada

na tabela [5| (vitérias - empates - derrotas)

sy
I
o~ w

Note que, a matriz A é do tipo 5 x 3, e a matriz B do tipo 3 x 1. Desta forma, o

produto AB existe, e é do tipo 5 x 1.

20 10 8] [70]
21 5 12 |3] |68
AB=(19 9 10|-|1]|=|66
19 9 10| (o] |66
(18 10 10] | 64]

A partir do produto AB, é possivel assim determinar os pontos alcancados por cada

equipe no campeonato, seguindo a respectiva ordem de classificacao.


https://ge.globo.com/futebol/brasileirao-serie-a/
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Tabela 6 — Pontuacao final

Equipes | Pontos
Palmeiras 70
Grémio 68
Atlético-MG 66
Flamengo 66
Botafogo 64

Fonte: Adaptado de https://ge.globo.com/futebol/brasileirao-serie-a/

Esta atividade pode ser desenvolvida logo apds a apresentacao formal do produto de
matrizes, como forma de instigar os alunos a praticarem essa operacao. Sugerimos que se
assim for acatado pelo professor, que utilize uma quantidade pequena de times de futebol,
pois os alunos ainda nao estarao habituados com os calculos.

Esta sugestao de atividade foi uma adaptagao de Moura (2014, p. 55)
4.3 Proposta 3: Conta de energia elétrica

Para esta proposta de atividade, utilizaremos o produto entre matrizes para determinar

o quanto foi gasto com energia elétrica em uma residéncia, no periodo de trés meses.

e Habilidade: (EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Ma-
tematica e de outras areas do conhecimento, que envolvem equacgoes lineares si-
multaneas, usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias
digitais.

e Objetivos: Determinar o preco gasto com energia elétrica através do produto entre

matrizes.

e Pré-requisitos: Conhecimento prévio sobre produto de matrizes; Leitura e inter-

pretagao de tabelas.
e Duragao: Aproximadamente 60 minutos.
e Recursos necessarios: Contas de energia elétrica e calculadoras.

e Procedimentos:

1) Em um momento anterior a aplicacdo da atividade, o professor deve solicitar
aos alunos que levem para o préximo encontro, trés contas de energia elétrica e

calculadoras.
2) No momento da aplicacao da atividade, os alunos serao divididos em duplas.

3) Formada as duplas, o professor orientara os alunos sobre os procedimentos para

realizacao da atividade. De inicio, cada aluno devera elaborar duas tabelas.


https://ge.globo.com/futebol/brasileirao-serie-a/
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4) A primeira tabela constard o consumo em kWh de cada més, e a segunda tabela

0 preco unitario com tributos.

5) Cada aluno formard duas matrizes com os dados das respectivas tabelas. Feito

isso, havera a troca de matrizes entre as duplas.

6) Ao receber o par de matrizes, o aluno realizard o produto entre essas matrizes.

Neste momento, podera utilizar a calculadora, para ajudar nos calculos decimais.

7) Para finalizar, cada aluno deve determinar o prego das contas de energia do outro

aluno, com quem formou dupla.

Nesta atividade nao iremos considerar servigos adicionais, como por exemplo, ilu-

minagao publica.
Vejamos um exemplo:

Exemplo 4.5. Suponhamos a dupla formada pelos alunos Alan e Vinicius. Analisando

as trés contas de energia que trouxe de sua casa, Alan organizou as tabelas [7] e [§|

Tabela 7 — Consumo em kWh

Aluno | Janeiro | Fevereiro | Margo
Alan 131 146 158

Fonte: Elaborada pela autora, 2024

Tabela 8 — Preco unitario com tributos

Meés Preco
Janeiro | 0,773670
Fevereiro | 0,70872
Margo 0,70078

Fonte: Elaborada pela autora, 2024

Apo6s organizar os dados referentes a cada tabela, é obtido as seguintes matrizes,

0, 77367
[131 146 158] e |0,70872
0,70078

Neste momento, Alan repassa suas matrizes para o aluno Vinicius, que ao receber,
devera efetuar o produto entre as mesmas.

Realizando este produto, tem-se:
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0,77367
[131 146 158]- 0, 70872 ==[101,35077-F103,47312-%110,72324]::[315,54713]
0,70078

Fazendo a aproximagao para duas casas decimais, Vinicius deve concluir que, no mes
de Janeiro a conta custou R$ 101, 35 , em Fevereiro R$ 103,47 e Marco R$ 110,72. Ao
final dos trimestre, foi gasto R$ 315,55.

De forma andloga, acontece o mesmo procedimento, simultaneamente, com o outro
componente da dupla.

Destacamos que a quantidade de contas de energia pode ser alterada, e se o professor
achar necesséario, cada aluno entregara ao final, os procedimentos realizados durante a
atividade.

Para construcao desta proposta, realizamos uma adaptacgao do trabalho realizado por
Costa; Alves e Cordeiro (2018).

4.4 Proposta 4: Criptografia

Nesta proposta de atividade, apresentamos a Criptografia associada ao Produto de
Matrizes. A criptografia é utilizada como recurso para manter a seguranca das informacoes
por meio de codificacao e decodificacao. A palavra criptografia vem do grego kryptos
(segredo) e graphéin (escrever) que se refere ao ato de escrever mensagens de forma secreta.

A proposta 4 foi uma adaptagao de Cavalcanti (2022, p. 36)

e Habilidade: (EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Ma-
tematica e de outras areas do conhecimento, que envolvem equacoes lineares si-
multaneas, usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias

digitais.
e Objetivos: Aplicar o Produto de Matrizes na Criptografia.
e Pré-requisitos: Conhecimento prévio sobre matrizes inversas e produto de matrizes.
e Duragao: Aproximadamente 90 minutos.

e Recursos necessarios: Fichas com duas matrizes quadradas, de elementos inteiros e

inversas uma da outra e tabela associativa entre letras e nimeros.

e Procedimentos:

1) Inicialmente dividir a turma em grupo de até quatro alunos e distribuir entre
os grupos uma ficha com um par de matrizes inversas e tabela para codificagao,

conforme modelo apresentado a seguir:
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1 2 3 -24 18 5
A=10 1 4fleAt=[20 -15 -4
5 6 0 -5 4 1

Tabela 9 — Associacao entre letras e ntimeros.

CIDIE|[F|G|H|I|J|K|L | M|N
314567 |8] 9 ]10|11]12]13] 14
Q R|S|T|U|V | W|X|Y|Z]|.|#
17 |18 [ 19|20 | 21 |22 23 [ 24 | 25 | 26 | 27 | 28

o O = P
| oo @

Fonte: Elaborada pela autora, 2024.

As matrizes ficam a critério do professor, podendo ser alterada a ordem e os ele-

mentos.

2) Cada grupo devera elaborar uma frase curta, e logo em seguida converter a frase
para a forma numérica, associando cada letra com a correspondéncia apresentada na
Tabelafdl O simbolo # deverd ser usado para representar o espago entre as palavras,
e a acentuacao grafica nao serd levada em consideracao. E importante destacar que,
caso a quantidade de caracteres seja um nimero fmpar (levando em consideragao
também o espaco entre as palavras), deve-se adicionar o ponto final (correspondente
ao numero 27). Caso contrario, nao utilizé-lo, mantendo assim uma quantidade par

de caracteres.

3) Feita a associacdo, o grupo deve ordenar a sequéncia obtida em uma matriz.
A quantidade de linhas dessa matriz deverd ser igual a quantidade de linhas das

matrizes entregue pelo professor.

4) Nesta etapa, o grupo deverd codificar a mensagem para poder envia-la a outro
grupo. Para isso, deve realizar o produto entre a matriz determinada pelo professor,
e a matriz obtida pelo grupo. Podemos chamar de matriz codificada a matriz

encontrada através desse produto.

5) Apds cada grupo encontrar sua matriz codificada, deverd ser feito a troca aleatéria
de matrizes entre os grupos. Com isso, cada grupo envia e recebe uma “frase

secreta”.

6) Para decodificar a frase recebida, os grupos devem realizar o produto entre a

matriz recebida e a matriz inversa, determinada inicialmente pelo professor.

7) Na tltima etapa, basta cada grupo utilizar a tabela inicial e fazer a associagao

dos elementos da matriz com a tabela. Feito isso, a frase é decifrada.

Para uma melhor compreensao apresentaremos um exemplo dessa aplicacao.
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Exemplo 4.6. Tomemos como exemplo as matrizes quadradas apresentadas anterior-
mente A e AL, a Tabelalél e a frase “MATRIZES NO ENSINO MEDIO”.

Ao realizar a conversao da frase para a forma numérica, obtemos a seguinte sequéncia:

13 1 20 18 9 26 5 19 28 14 15 28 5 14 19 9 14 15 28 13 5 4 9 15

Como as matrizes iniciais sao de ordem 3, iremos distribuir os elementos encontrados

em uma matriz de 3 linhas. Chamaremos essa matriz de M.

131 20 18 9 26 5 19
M=128 14 15 28 5 14 19 9
14 15 28 13 5 4 9 15

Para realizar a codificacao da frase, é feito o produto entre as matrizes A e M. Cha-

maremos de N a matriz encontrada apds realizar esse produto.

1 2 31 (13 1 20 18 9 26 5 19
AM=N=(0 1 4|-[28 14 15 28 5 14 19 9
5 6 0 |14 15 28 13 5 4 9 15

(111 74 134 113 34 66 70 82
N=|8 74 127 80 25 30 55 69
933 89 190 258 75 214 139 149

Na etapa final, apds a troca entre os grupos, é realizada a decodificacao da frase,

através do produto entre as matrizes A™' e N:

(24 18 5 111 74 134 113 34 66 70 82
AN =120 -15 —4|-|8 74 127 8 25 30 55 69
-5 4 1 233 89 190 258 75 214 139 149

(13 1 20 18 9 26 5 19
|28 14 15 28 5 14 19 9
14 15 28 13 5 4 9 15

=M.

Note que, A~'N = M, e através da Tabela [0] é possivel descobrir a frase inicial.

Tabela 10 — Frase decodificada.

1311120181926 |5 (1928141528 |5 |14 |19(9 |14 15|28 |13 |5
MIA T R|I|Z E|S|#|  NJO|# EIN|S| I/ N/IO|# M E| D|I|O

Iy
NeJ
—_
t

Fonte: Elaborada pela autora, 2024.
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Sabemos que cada sala de aula apresenta uma realidade especifica, e para um melhor
aproveitamento durante realizagao dessa proposta, sugerimos que cada professor analise a
sua realidade. Se porventura, considerar curto tempo para realizacao de todas as etapas,
podera entao, vir a realiza-la em dois momentos, ficando como sugestao para o primeiro
momento as etapas de 1 a 4, e no segundo momento de 5 a 7.

E interessante que antes de realizar tal proposta, o professor aborde com os alunos
o conceito de matrizes inversas, e utilize tal proposta como fechamento para o produto
entre matrizes.

Uma outra sugestao para complementar esta atividade, se caso os alunos tenham
acesso a internet em sala de aula, é utilizar o site https://matrixcalc.org/pt/| para
conferéncia do produto entre matrizes nas etapas 4 e 6.

As atividades aqui propostas, visam possibilitar aos alunos uma aproximacao, embora
superficial, entre a teoria matricial e a pratica.

Assim, finalizamos este capitulo, destacando a importancia dos docentes utilizarem,
sempre que possivel, estratégias para inovarem nas aulas de Matematica. No préximo
capitulo, temos as consideracoes finais deste trabalho, seguido de sugestoes para futuras

pesquisas.


https://matrixcalc.org/pt/
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, buscamos apresentar uma proposta metodolégica para o ensino de
matrizes na Educacao Bésica, por meio de atividades voltadas a aplicacao pratica de ma-
trizes. Para atingir o objetivo geral do trabalho, fizemos um estudo dos aspectos histéricos
e epistemologicos do conceito de matriz, como também, investigamos os principais tipos
e operacoes.

No que se refere aos aspectos historicos, foi possivel identificar que o estudo do deter-
minante precedeu o de matrizes, diferente do que ocorre no ambito escolar. Identificamos
também, os principais nomes que contribuiram para o surgimento da teoria matricial.

Para construcao da proposta metodoldgica, realizamos uma pesquisa bibliografica,
adaptando algumas ideias para que assim pudessem ser aplicadas em sala de aula.

Na proposta 1, apresentamos uma forma pratica para introducao da operacao de adicao
entre matrizes.

Para a proposta 2, sugerimos a utilizacao de tabelas de um campeonato de futebol,
afim de relacionar os elementos da tabela com uma matriz, e ao final, utilizar o produto
de matrizes para determinar a pontuacao obtida por cada time de futebol.

Na proposta 3, utilizamos dados presentes em contas de energia elétrica associados
com o produto entre matrizes.

J& para a proposta 4, vinculamos a criptografia como recurso para praticar o produto
entre matrizes. Essa proposta consiste no envio e recebimento de mensagens de forma
secreta.

As propostas foram pensadas de modo que seja possivel engajar os alunos na realizagao
das atividades, fazendo-os socializar seus resultados, e discutirem sobre o assunto, e nao
apenas realizar dezenas de exercicios repetitivos cujo enunciado ja determina o que deve
ser feito.

Embora o professor tenha uma ementa a cumprir, e na maioria das vezes o tempo
se torne curto, acreditamos que atividades como as que foram propostas neste trabalho,
estimulem nos alunos a curiosidade sobre as Matrizes e pela Matematica, para quem sabe,

vir a melhorar o rendimento.
5.1 Sugestoes para futuras pesquisas

Diante da limitacao do tempo, nao foi possivel realizar a aplicacao e avaliacao das
propostas metodoldgicas aqui apresentadas, assim, esperamos em trabalhos futuros con-
cretiza-las efetivamente.

Por se tratar de ambito escolar, é possivel que ocorra adaptacoes antes ou durante
cada aplicacao. No que se refere a avaliacao, analisaremos se a proposta atingiu cada

objetivo, e se de fato, auxiliou os alunos na compreensao do conceito de matrizes e suas
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operacoes.
Para todos aqueles que se interessarem por esta pesquisa e desejem aplica-la, enfati-
zamos que o tempo, objetivos, recursos necessarios e os procedimentos na realizacao de

cada proposta, podem ser adaptados de acordo com a realidade em que sera inserida.
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