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Resumo

As equacoes funcionais sao relevantes em diversos campos da matematica com aplica¢oes
praticas em diferentes areas. Essas equagoes permitem descrever e modelar fenémenos
complexos do mundo real, desde o crescimento populacional até a propagacao de doencas,
o movimento de objetos fisicos, o comportamento econémico entre outros. Elas ajudam a
entender as relagoes entre as variaveis e a prever seu comportamento em diferentes situagoes.
A resolucao dessas equacoes estimula habilidades de pensamento légico, criatividade e
andlise critica, fundamentais para o desenvolvimento do raciocinio matematico. Devido
a essa importancia, o objetivo deste trabalho é explorar a teoria e as estratégias para
resolver equagoes funcionais, incluindo as equagoes funcionais de Cauchy. Além disso,
busca-se explorar aplicagoes em contextos matematicos e interdisciplinares, destacando
sua relevancia em diferentes areas do conhecimento. Inicialmente, realizamos uma revisao
bibliografica abrangente para entender os fundamentos tedricos das equagoes funcionais.
Analisamos diferentes técnicas e estratégias utilizadas para resolver problemas que envolvem
essas equagoes. Em seguida, avaliamos uma selecao de problemas, destacando a aplicacao
pratica em diferentes contextos (juros compostos, desintegragao radioativa, célculo de
area e problemas de matemética olimpica). Os resultados mostraram que as equagoes
funcionais desempenham um papel importante para o ensino de matematica e através de
sua aplicacao adequada é possivel simplificar a complexidade dos desafios, encontrando

solugoes eficientes.

Palavras-chave: Equacoes Funcionais; Problemas Matematicos; Aplicagoes.



Abstract

Functional equations are relevant in various fields of mathematics, with practical applications
in different areas. These equations allow us to describe and model complex real-world
phenomena, from population growth to disease propagation, the movement of physical
objects, economic behavior, and more. They help in understanding the relationships
between variables and predicting their behavior in different situations. Solving these
equations stimulates logical thinking, creativity, and critical analysis skills, which are
fundamental for the development of mathematical reasoning. Due to this importance, the
objective of this work is to explore the theory and strategies for solving functional equations,
including Cauchy’s functional equations. Additionally, we aim to explore applications in
mathematical and interdisciplinary contexts, highlighting their relevance in different fields
of knowledge. Initially, we conducted a comprehensive literature review to understand
the theoretical foundations of functional equations. We analyzed different techniques and
strategies used to solve problems involving these equations. Next, we evaluated a selection
of problems, emphasizing practical applications in different contexts (compound interest,
radioactive decay, area calculation, and mathematical olympiad problems). The results
showed that functional equations play an important role in mathematics education, and
through their proper application, it is possible to simplify the complexity of challenges

and find efficient solutions.

Keywords: Functional Equations; Mathematical Problems; Applications.
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1 Introducao

A matemdtica é uma linguagem universal que permeia todos os campos do
conhecimento e desempenha um papel central na compreensao do mundo que nos cerca.
Ela oferece ferramentas essenciais para a compreensao de fenomenos reais, o que facilita a

solugao de problemas, a tomada de decisoes e o progresso em diversas areas.

A matematica nao se limita apenas a calculos e formulas; ela também estimula o
desenvolvimento cognitivo, desafiando a mente a pensar de forma critica, resolver problemas
complexos e aplicar principios logicos a diversas situacoes. Essas habilidades sao valiosas
em todos os aspectos da vida. Uma das areas mais intrigantes e poderosas da matematica é
o estudo das equagoes funcionais, um ramo que se destaca por sua capacidade de modelar
fenémenos complexos e descrever o comportamento de sistemas dindmicos em uma ampla

variedade de contextos.

Diferentemente das equacoes algébricas tradicionais, onde a incognita é apenas
um numero ou uma variavel, nas equagoes funcionais a incognita é uma funcao. Essas
equagoes se concentram na investigagao de fungoes desconhecidas que satisfazem uma
relagdo funcional. As equagoes funcionais desempenham um papel essencial na previsao de
eventos, na otimizacao de processos e na resolucao de problemas complexos que desafiam
a imaginacao humana. Desde o estudo do crescimento populacional até a andlise do
comportamento econdmico, passando pela modelagem de fendmenos fisicos complexos, essas
equagoes sao uma ferramenta indispenséavel para cientistas, engenheiros e pesquisadores de
todas as areas (BEZERRA, 2014).

Além das aplicagoes no mundo real, as equagoes funcionais é um conceito relevante
na resolucgao de problemas de matematica olimpica. As principais olimpiadas de Matematica
tais como OBM (Olimpiada Brasileira de matematica) e IMO (Olimpiada Internacional
de Matemética) quase sempre abordam questdes que exigem o entendimento desse tema.
Portanto, no ambito do ensino de matematica, essas equacoes sao importantes, pois
fomentam o desenvolvimento do pensamento logico e promovem a capacidade de resolver
problemas. A medida que os educadores integram problemas que envolvem equagoes
funcionais, eles tém a capacidade de estimular a criatividade dos alunos além de trabalhar
com abstracoes que ajudam a desenvolver a capacidade de pensar de forma abstrata e
aplicar essas habilidades a diferentes contextos. Isso pode tornar o ensino de matemaética

mais envolvente e significativo para os estudantes.

Diante disso, o objetivo desse trabalho é explorar a teoria e as estratégias para
resolver equagoes funcionais, incluindo as equagoes funcionais de Cauchy. Além disso,

busca-se explorar aplicagoes em contextos matematicos e interdisciplinares, destacando
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sua relevancia em diferentes areas do conhecimento. Para resolver problemas envolvendo
equacoes funcionais existem uma variedade de teorias e métodos. Uma das técnicas é
o Método das Substituicoes que consiste em encontrar substitui¢oes apropriadas para
transformar a equagao funcional em um modo mais facil de resolver. Além deste, a
resolucao pode ser obtida por transformadas, métodos numéricos e métodos de iteracao.
Neste trabalho apresentaremos apenas conceitos e aplicagoes da equacao funcional de
Cauchy, problemas de matematica olimpica e problemas de processos seletivos que exigem

técnicas simples de resolucao por equacoes funcionais.

1.1 Objetivo Geral

Explorar a teoria e as estratégias para resolver equacoes funcionais, incluindo as
equagoes funcionais de Cauchy. Além disso, busca-se explorar aplicagoes em contextos

matematicos e interdisciplinares, destacando sua relevancia em diferentes areas do conhecimento.



?2 Referencial Tedrico

2.1 Equacoes Funcionais

2.1.1 Histérico das equacoes funcionais

A histéria das equagoes funcionais é marcada por uma série de matematicos que
deixaram suas contribuigoes ao longo dos séculos. Entre eles estao: Leonhard Euler, que
estudou as equagoes funcionais lineares; Joseph Fourier, que trabalhou com séries de Fourier
e equagoes diferenciais; Augustin Louis Cauchy, que estudou as equagoes funcionais de
Cauchy; e Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, que trabalhou com equagdes funcionais
em sua teoria dos numeros. Além dos autores mencionados anteriormente, outros nomes
importantes incluem: Evariste Galois, que trabalhou com equacdes funcionais em sua
teoria de grupos; Georg Cantor, que estudou as propriedades das fung¢oes continuas e

descontinuas; e Stefan Banach, que desenvolveu a teoria das equacoes funcionais lineares e
introduziu o conceito de espago de Banach (BOYER, 2012; BEZERRA, 2014).

Os conceitos sobre equagoes funcionais foram estudados bem antes de sua formalizacao.
Exemplos iniciais dessas equagoes podem ser encontrados no trabalho do matematico Nicole
Oresme do século XIV (BEZERRA, 2014). Ele forneceu uma defini¢ao indireta de fungoes
lineares por meio de uma equacao funcional e também explorou as relagées geométricas
entre variaveis. A formalizacido e o desenvolvimento tedrico das equagoes funcionais tiveram
inicio com Augustin Louis Cauchy, cujo trabalho influenciou significativamente o campo.
Sua famosa Equacao Funcional de Cauchy desafiou matematicos a investigar as fungoes,

revelando-se um marco importante na historia das equagoes funcionais.

2.1.2 Conceitos Fundamentais

2.1.3 Definicoes e propriedades basicas.
2.1.3.1 Funcao, Equacdo e Equacao Funcional

Definigdo de Fungao: Sejam A e B conjuntos. Uma funcao f: A — B é uma
correspondéncia que associa a cada elemento x € A um tnico elemento y € B. Escrevemos

essa correspondéncia como y = f(z).

Definicao de Equacao: Uma equacao é uma sentenca matemaéatica aberta, ou seja,
sentenga matematica que possui ao menos uma incognita, e que estabelece uma igualdade

entre duas expressoes matematicas.
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Equacoes Funcionais

Definicao 1.1. Uma equagao é dita funcional se as suas variaveis sao dadas por

funces. E uma equacio da forma
F(zy,... 20, f(x1,...,2,)) = 0. (2.1)

Apesar de nao ser apresentada como tal, existem alguns exemplos de equacoes
funcionais que sao familiares para a grande maioria dos alunos que ja estudaram fungoes.

Como ¢é o exemplos da definicdo de paridade de fungoes.

Exemplo 1.1. Uma fungdao f ¢é dita par quando satisfaz a seguinte equacao

funcional:

f(x) = f(—x) Yz €Dy

[sso ¢ um exemplo de equacao funcional.

2.1.3.2 Injetividade e Sobrejetividade
Definigao 1.2. Uma fungao f: X — Y ¢é dita injetiva se f(z) = f(y) implica em
xr =y para todo z,y € X.

Exemplo 1.2. Toda fungao f afim, ou seja, toda fungao definida por f(z) = ax+b
com a,b € X C Rea#0,éuma funcao injetiva. Isso acontece pois, dado z,y € X, temos

que axr + b = ay + b, consequentemente xr = y.

Definicao 1.3. Uma funcao f : X — Y ¢ dita sobrejetiva quando o conjunto

imagem de f é igual a Y. Em outras palavras, para todo y € Y existe x € X tal que
flz) =y.
Exemplo 1.6. A funcio f : R — R definida por f(z) = 23 é sobrejetiva, pois,

para qualquer y € R basta tomar x = y% que teremos que
1 1\3
f@)=fys) = (v°) =v.

2.1.3.3 Paridade e Periodicidade

Os conceitos a seguir costumam aparecer de maneira corriqueira nos problemas de
equacgoes funcionais, seja como fungoes que resolvem o problema, seja como substituicoes

a se fazerem. Seja f : A — R uma funcao. Dizemos que:

e f é uma funcao par se f(—zx) = f(z), para todo = € A.

e f éuma funcdo impar se f(—x) = —f(x), para todo x € A.
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Por exemplo, a fungao f: R — R dada por f(z) = z*" (com n € N) é uma fungao

2n+1

par, e a fungdo f : R — R dada por f(z) =z (com n € N) é uma fungdo impar.

(Entendem agora o porqué dos nomes “funcao par” e “fungdo impar”?)

Dizemos também que uma funcao f: A — B é periddica se existir p # 0 tal que,
para todo x € A, temos f(z) = f(z + p). Se p for o menor valor positivo que satisfaz a

igualdade acima, entdo p é chamado de periodo fundamental da funcao.

2.1.4 Equacdes Funcionais de Cauchy

Equacao Aditiva de Cauchy
(BEZERRA, 2014) Uma equagao funcional da forma

flx+y) = f(x) + fy) (1.1)
¢ chamada Equagao Aditiva de Cauchy (SAHOO, 2011).

Uma funcao ¢ : R — R é aditiva se satisfaz a Equagdo Funcional Aditiva de

Cauchy, isto é,

oz +y) =o(x) + ¢(y), paratodo z,y € R.

Definicao 1.4 Uma funcao ¢ : R — R ¢é dita racionalmente homogénea se

o(rz) = ro(z), (1.2)

para todo x € R e todo r € Q.

Proposigao 1.1 Se ¢ : R — R é uma solugdo da equacao aditiva de Cauchy,

entdo ¢ é racionalmente homogénea. Além disso, existe ¢ € Q tal que ¢(r) = cr, para todo
re Q.
Prova: Seja ¢ : R — R uma solugao da equacao (1.1). Fazendo x = y = 0 em

(1.1), temos:

$(0) = 6(0) + ¢(0) = ¢(0) =0.
Substituindo y = —x em (1.1) e usando o resultado acima, obtemos que ¢ é uma funcao
impar:

¢(—z) = —¢(x), paratodo xz € R.

Até agora, mostramos que ¢ se anula na origem e é impar. Para provar que ¢ é racionalmente

homogénea, seja z € R. Entao:

¢(2z) = ¢z + ) = ¢(z) + ¢(z) = 2¢(x).
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Analogamente:
¢(3z) = ¢(2z + ) = ¢(22) + ¢(x) = 2¢(x) + d(z) = 3¢().
Por indugiio, para todo inteiro positivo 7, temos:
¢(nx) = no(z).

Base da indugao (n = 2): Verdadeira por definigao.

Hipoétese de indugao: Suponha valido para n = k, isto é:
¢(kx) = ko(x).
Passo indutivo (n =k + 1):
¢((k + Dz) = ¢p(kx + 2) = o(kx) + ¢()

Pela hipotese de inducao:

ko(x) + o) = (k+1)¢(x).
Para inteiros negativos, seja n = —m (com m > 0). Usando a propriedade de fungao
impar:

¢(nx) = p(—mz) = —p(mz) = —mo(x) = ne(z).

Portanto, concluimos que:
¢(nx) =ne(x), paratodon € Zex € R.

Extensao para nimeros racionais:

Seja r um nimero racional arbitrario, tal que:
k
r:? onde k € Z el € N*.
Note que kz = [(rz). Usando o resultado anterior (¢(nz) = no(x)):
kp(x) = ¢(kx) = ¢(I(rz)) = lo(rz),

o que implica: y
8(re) = T6(x) = ro(x).

Portanto, ¢ é racionalmente homogénea. Definindo ¢ = ¢(1) e substituindo = = 1:

¢(r) = cr, para todo r € Q.

Teorema 1.1 (Cauchy) Seja ¢ : R — R uma fungao aditiva. Se ¢ é continua,

entao ¢ é linear, ou seja, existe ¢ € R tal que:

¢(z) = cx, paratodo z € R.
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Prova:

Seja ¢ uma solugao continua de (1.1). Para todo = € R, existe uma sequéncia {r,}

em Q com lim,,_,, 1, = z. Pela Proposicao 1.1:
¢(rn) = crp,  onde ¢ = ¢(1).
Pela continuidade de ¢:
o2 = 6 (fim.ra) = Jim 0(r) = Jim er = ez

Proposigao 1.2 Se ¢ é solugao de (1.1) e continua em um ponto, entao é continua

em todos os pontos.

Prova. Suponhamos que ¢ € R seja continua em ¢, para algum ¢ € R. Mostraremos

que ¢ € R ¢ continua em R. Para isto, seja x € R qualquer, entao,
}gr(l)qﬁ(ﬁh) :’1112(1)¢(t+h+x—t) :’1151(1)¢(t—|—h)—|—¢(w—t),
Como ¢ € R é continua em ¢, limy, o ¢(t + h) = ¢(t). Logo,

lim 6(z + h) = 6(t) + oz — 1) = 6(x).

Isso prova que ¢ € R é continua em z € R.

Equacao Exponencial de Cauchy
(BEZERRA, 2014) A equagao funcional exponencial de Cauchy é

flx+y) = f(x) fly), zyeR (1.6)

Teorema 1.2 A solucao geral da equagao exponencial de Cauchy tem a seguinte

forma

o) = '),

onde A: R — R é uma fungao aditiva, ou ¢(x) = 0.

Prova. Note que f(z) = 0,Vz € R é uma solugdo de (1.6). Afirmamos que
¢(x) # 0, Vo € R. Suponha que nao. Entao, existe yo tal que ¢(yo) = 0. De (1.6), temos

o(y) = o((y — vo) + o) = &y — vo) - d(yo) = 0,

o que é uma contradicao.
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Tome z = £ em (1.6), temos que

o0y =o(L)

para todo t € R. Assim, ¢(x) é estritamente positiva. Agora, tomando logaritmo natural

em ambos os membros de (1.6), obtemos

Iné(z +y) = Ino(r) +Iné(y).

Definindo A : R — R por A(z) = In ¢(x), temos

Az +y) = A(z) + Ay).

Assim, temos a solucio ¢(z) = eA(®).

Definicao 1.2 Uma funcao ¢ : R — R é chamada uma fung¢ao exponencial

real se satisfaz f(z +y) = f(z) - f(y), para todo x,y € R.

Seja n um inteiro positivo. Suponhamos que a equagao funcional

flz+y+nay) = fz) f(y), (1.9)

vale para todos os reais x > —% ey > —%. Quando n — 0, a equagao funcional (1.9) se

reduz a equagao exponencial de Cauchy. Esta equagao foi estudada por Thielman (1949).

Teorema 1.3 Toda solugdo ¢ da equagao funcional (1.9) é da forma

o(x) =0 ou ¢z) =),
onde A : R — R é uma funcao aditiva.

Prova. Vamos escrever a equagao funcional (1.9) na seguinte forma

¢<(1+nm)-(§—|—ny)—1

) — o(a) - (). (1.10)

Defina 1 +nx = e e 1 +ny = € tal que u = In(1 + nz) e v = In(1 + ny). Agora,

reescrevendo (1.10), obtemos

¢ <6"+_1> ! <€u - 1) Lo (ev - 1), para todo u,v € R. (1.11)

n n n

Definindo

W (u) =¢(eu_ 1) (1.12)
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em (1.11), temos

Y(u+v) =Y(u) - P(v), (1.13)

para todo u,v € R. Assim, pelo teorema (1.2), temos

Y(x) =@ ou (x) =0, VzeR. (1.14)

Portanto, de (1.12) e (1.14), obtemos

¢($) =0 ou ¢(£L‘) = eA(ln(l-i-n:r:))’
onde A : R — R é uma funcao aditiva.

Equagao Logaritmica de Cauchy
(BEZERRA, 2014) A equagcao

flzy) = f(z) + f(y) (©)

¢ chamada de Equagdo Funcional Logaritmica de Cauchy.

Teorema 1.4 Se a equagao funcional logaritmica de Cauchy vale para todo x,y €

R*, entao a solucao geral é dada por
o(z) = A(ln|z|), Vo e R, (1.15)

onde A é uma funcao adititiva.

Prova. Substituindo x =y =t em ©, temos
6 (1) = 26(t)

Do mesmo modo, fazendo x = —t e y = —t em ©, temos
¢ (#) = 26(~1)

Assim, vemos que

o(t) = p(—t), VteR". (1.16)

r=¢ e y=¢ (1.17)

de modo que
s=lnhzx e t=Iny (1.18)
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Note que s,t € R visto que z,y € R* onde Ry = {x € R/z > 0}. Substituindo
(1.18) em ®, temos

()=o) +o ()
Definindo
A(s) = ¢ (€°) (1.19)
e usando a ultima equagao, temos
A(s+t) = A(s) + A(t)
para todo s,t € R. Por isso, a partir de ®, temos
o(r) = A(lnz) (1.20)
para todo x real positivo.
Como ¢(t) = ¢(—t), temos que a solugao geral de (1.7) é
6(r) = A(ln Jo]), (1.21)
para todo x real nao-nulo.

Equacao Funcional Multiplicativa

(BEZERRA, 2014) A equagao funcional multiplicativa é dada por:

flzy) = f(z)- fy). (*)

Esta é a mais complexa das equagdes de Cauchy. Para o proximo teorema, utilizamos a

funcao sinal, definida como:

1, se x > 0,
sgn(z) =<0, sex=0,

-1, sexz <0.

Teorema 1.5 (Solugao Geral) As solugoes da equagao funcional multiplicativa

¢(z) =0, (1.24)
o(z) =1, (1.25)
¢(x) = A fsgn(a)), (1.26)
o(w) = D sgn(x), (1.27)

onde A : R — R é uma fungao aditiva.

Prova:
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Substituindo z = y = 0 na equacao funcional:

¢(0-0) = ¢(0) - (0) = $(0) = $(0)*.

Portanto:

6(0) - [1 - 6(0)] =0 —> [6(0) = 0 ou 6(0) = 1 (1.28)

o Substituindo z =y = 1:

$(1-1) =o(1) - o(1) = (1) = o(1)".

Logo:

d(1) =0oug(l) =1| (1.29)

e Para xz > 0, temos:

o@) = ¢ (Vi va) =0 (va) = [o(x) 2 0] (1.30)

« Suponha que exista xy # 0 tal que ¢(z) = 0. Para qualquer = € R:
x

o(a) = 6 (0. jo) = ola) 0 () =0

0

Portanto, se ¢(zg) = 0 para algum zy # 0, entdo ¢(x) = 0 para todo x.

para todo x € R, e assim, obtemos a solugao de (1.24).

Suponhamos que ¢(z) # 0 para todo x € R*. Se ¢(0) = 1, entdo, fazendo y = 0 em

(*), temos

Assim,
¢(z) =1,
para todo x € R. Assim, temos a solugao (1.25).

Consideremos o caso ¢(0) = 0. Neste caso podemos afirmar que ¢ é nao nula em
R*. Suponha que nao. Entao, existe yo em R* tal que ¢ (yo) = 0. Fazendo y = yo em (*),

temos

¢ (zyo) = ¢(z) - ¢ (yo) = 0
Logo, ¢(z) = 0,Vx € R*, que é uma contradigao.

Usando o fato que ¢ é nao nula em R* e (1.30), temos

¢(z) >0, paraz>0 (1.31)

Sejam
r=¢ e y=¢ (1.32)
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temos que
s=lnx e t=lIny (1.33)

Note que s,t € R e z,y € Ry. Substituindo (1.33) em (*), temos
o ()=o) -0 (<)

Como ¢(t) > 0, para todo t > 0, tomando o logaritmo natural em ambos os

membros da ultima equacao, temos que
A(s+1t) = A(s) + A(t)

onde,
A(s)=ln¢(e®), VseR (1.34)

Entao, A é uma funcao aditiva. De (1.33) e (1.34), temos

p(z) = eAlD v e R, (1.35)

De (1.28), temos que ¢(1) = 0 ou ¢(1) = 1. Se ¢(1) = 0, fazendo y = 1 em (*) ,
temos

¢(x) =0, VzeR,

Contradizendo a hipdétese que ¢ nao é identicamente nula em =z € R,. Assim,
#(1) = 1. Agora, fazendo z =y = —1 em (1.8), temos ¢(1) = [¢](—1)? e assim,

d(-1)=1 ou ¢(-1)=-1 (1.36)

para todo x € R,. Entao, de (1.33) segue que
¢(I) _ 6A(Lmn\)

para todo x € R,. Assim, ¢(0) = 0, temos

eAlnlz) g 7 e R*
o]

0, se x=

Se ¢(—1) = —1, fazendo y = —1 em (*) ,
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para todo = € R,. Assim, de (1.34), obtemos

o(2) eAlnlzl) —ge 2 >0
€Tr) =
—eAlnlzl) ge 2 <0

para todo x € R*. Juntamente com o fato que ¢(0) = 0, temos

eAlnlzl) g 2 >0
Po(x) = 0, se =0
—eAlnlz) e 2 <0

que é a solugao (1.27).

2.1.5 Equacdes Funcionais na resolucdo de problemas

Equacoes funcionais exigem a determinacdo de uma funcao desconhecida que
satisfaca relagoes algébricas especificas. Em olimpiadas, combinam criatividade, substituicoes
estratégicas e andlise de propriedades da fungao (como injetividade ou sobrejetividade), o
grande problema das equagoes funcionais para resolve-las nao existe um método pronto,
o que faz a criatividade se agugar, além que precisamos muitas vezes nesses problemas

explorar substitui¢coes convenientes. Abaixo, caminhos essenciais com alguns exemplos:
1. Substituicao de Variaveis por Constantes

Objetivo: Simplificar a equacao atribuindo valores especificos.

Exemplo: Seja f : R — R tal que

flx+y) = f(x)+ f(y) (I)

e Substitua z =0, em I:

fO+y)=f(0)+fly) = fly)=f0)+ fly) = |f(0) =0, (1T)

e Substitua y = —x, em I:

[z =) = f(x) + f(=2) = [f(0) = f(z) + f(==) (I1T)

De um II e III, basta substituir f(0) =0 e isolar f(—xz) em II, logo:

Aqui descobrimos que a funcao é impar



CAPITULO 2. REFERENCIAL TEORICO 292

2. Reducgao de variaveis

Objetivo: Expressar multiplas variaveis em termos de uma.

Exemplo: Resolva

flx+y)+ flz—y) =2f(z)+2f(y) (i)
Faca x =y =0em (i):
2f(0) = 4f(0) = f(0) =0. (i)
Faca y = x em (i):
fQ2x) + f(0) = 4f(x) (i)

De (ii) sabemos que f(0) = 0, substituindo em (iii)

f2z) = 4f(x) |

O que proporciona informacoes sobre a funcao.
3. Exploracao da Sobrejetividade ou Injetividade

Objetivo: Usar propriedades para gerar novas equagoes.

Exemplo: Se f: R — R ¢ injetora dado

fle+fly)) = fla) +y (§)
encontre f(0).

Tome y = 0 e depois use que a fun¢ao (§) é injetora sabemos f(z) = f(y) implica em
x =y, logo em (§):
f(x+ £(0) = f(x)

z+ f(0) ==

ou seja

F(0) =0l

4. Funcgoes auxiliares e troca de variaveis

Objetivo: Explorar padroes via substituicoes.
(CHAVES, 2023) Expressar variaveis dadas em fungao de novas varidveis, por exemplo se
é dado f(f(f(x)+vy)), podemos trocar f(f(z)+ y) por z para simplificar a expressao de
modo que a nova expressao seja f(z). Trocar varidveis existentes por novas, também é

comum, por exemplo z —y =uouz +y =v.

Dica: Sempre confira se a fungao satisfaz a equagao original.



3 Materiais e Métodos

Para realizar esta pesquisa, empregamos uma metodologia de carater exploratorio,
na qual foi conduzido uma revisao bibliografica que teve como ponto inicial o acesso a
materiais didaticos. Foram consultados livros, dissertacoes, teses e ampliado as buscas nos

ambientes do Google Academic, Sciello e Portal da Capes.

Inicialmente buscamos compreender os principais fundamentos das equacoes funcionais
de Cauchy, destacando exemplos e aplica¢oes. Exploramos a utilidade dessas equacoes
para mostrar algumas demonstragoes das férmulas de juro composto, do calculo da area do
retangulo e da desintegracao radioativa. Foram também selecionados problemas olimpicos
e questoes de processos seletivos para mostrar a utilidade das técnicas de substituicao nas

equacoes funcionais.



4 Aplicacoes

As equagoes funcionais tém grande importancia tedrica e pratica, aparecendo
frequentemente em contextos académicos, cientificos e competicoes matematicas. Neste
capitulo, apresentamos algumas aplicagoes praticas dessas equagoes, demonstrando como
elas podem ser utilizadas para resolver problemas classicos em areas como logica, finangas,

fisica e competi¢oes matematicas.

A seguir, sao discutidos exemplos detalhados que ilustram como as equacoes
funcionais podem ser aplicadas para resolver problemas especificos, além de apresentar

técnicas essenciais para sua resolugao eficiente.

4.1 Aplicacbes envolvendo equacdes funcionais de Cauchy

4.1.1 Aplicacdo 01: Area de um retangulo
(BEZERRA, 2014) A Equagao Funcional de Cauchy (Aditiva), é da seguinte forma:
flz+y) = fle)+ fly), Yo,y eR
sabemos que a solucdo abaixo satisfaz a equacao:
f(z) =cx (1.5)
com ¢ uma constante qualquer, ¢ € R, x € R.

Considere um retangulo cujo comprimento da base é a e o comprimento da altura
éb.

Figura 1.1

E evidente que a drea de um retdngulo dependerd da altura e da base. Assim, a

area A , do retangulo é uma funcao de a e b, isto é,

A= f(a,b) (1.6)
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ay (o]

Figura 1.2

Dividindo o retangulo em dois retangulos menores, por um segmento paralelo a

altura, de modo que a = a; + ag, comay, az € ]0,+00] (1.7).
Note que a e b s2o nimeros positivos e diferentes de zero, logo, f(a,b) > 0.

Os retdngulos possuem altura b, o de base a; tem area igual a Ay, ja o retdngulo

de base as tem area igual a Ay, sabemos que A; + Ay = A(1.8).
E facil notar que, A; = f (a1,b) e Ay = f (as,b), logo por (1.6) e (1.8):

f(a,b) = f(ay,b) + f (az,b) comay,as e b € [0, 400[ (1.9)

Note que b é uma constante. Por (1.7) e (1.9),
f(a1+a2,b) :f(al,b)+f(a2,b) (110)

Por construcao, considerando a figura 1.1 , podemos dividir o retangulo por um

segmento paralelo a base, onde obteremos:

f(a,b1+b2) :f(a,b1)+f(a,b2) (111)

com by e by €]0,+00].

Utilizando a solugdo da Equagdo Funcional Aditiva de Cauchy (1.5) em (1.10),
teremos:

fla,b) =ka (1.12)
onde k é uma constante que depende de b e k > 0, assim
fla,b) = k(b)-a (1.13)

usando (1.13) em (1.11)
k(bl—l—bg)a:k(bl)a—l—k(bg)a

ou seja,

ke (by + by) = k (by) + K (by) (1.14)
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aplicando novamente o resultado (1.5) em (1.14)

k(b)=B-b (1.15)

Com [ uma constante arbitraria, por (1.13) e (1.15) concluimos que:

fla,b)=05-b-a

Como f(a,b) > 0 esse fato forca  ser uma constante positiva

4.1.2 Aplicacao 02: Calculo de juros compostos

(BEZERRA, 2014) Os juros compostos satisfazem as seguintes equagoes:

flx+yt)=f(x,t)+ fly,t), YVa,yteRy (2.0)

flz,t+s)= f(f(z,t),s), Va,t,s Ry (2.1)

Na equagao (2.0), e y representam capitais aplicados no mesmo instante t,
indicando que nao ha diferenca em dividir o capital para uma mesma duracao de tempo.
Na equagao (2.1), t e s sao periodos temporais, onde ¢ + s corresponde ao tempo total e
s é um incremento temporal. Isso implica que o valor futuro apds t + s é equivalente ao

valor futuro apods s periodos aplicado ao montante acumulado em ¢ periodos.

Assumindo continuidade em (2.0) e usando o Teorema 1.1, obtemos:

flz,t) =c(t) - x (2.2)

Substituindo (2.2) em (2.1):

ct+s)-z=c(t) -c(s) -z

Simplificando:

c(t+s)=c(t) - c(s)

Esta é a Equagao Funcional de Cauchy (Exponencial), cuja solugao é:

c(ty=eM NeR
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Definindo A = In(1 + r), temos:
e(t) = ("0 = (14 1) (2.3)
Substituindo (2.3) em (2.2), obtemos a férmula dos juros compostos:
flz,t) =z(1+7)", comr > 0.

4.1.3 Aplicacdo 03: Desintegracao radioativa.

(BEZERRA, 2014) Considerando mg a massa inicial de um elemento radioativo e
m; a massa presente no corpo ao decorrer do tempo ¢ . Veremos que f(t) serd a relacao

entre a massa da substancia presente no tempo com a massa inicial, de forma que:

m(t) = mof(t) (3.0)

A quantidade do elemento radioativo no momento t + h podera ser dito de duas

maneiras distintas:

m(t+h) = mof(t+h) (3.1)

m(t+h) = mof(t)f(h) (3.2)

Como a desintegracao depende exclusivamente do intervalo de tempo transcorrido,

temos:

Ao aumentarmos a unidade de tempo para t + h , a quantidade de substancia vai

corresponder a:

m(t+h) = mof(t+h), t,h e R,. (3.3)
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Logo, o fendmeno ocorrera da seguinte forma:

mof(t+ h)

mo t--h

mof(t) mof(t)f(h)

Figura 1.3

Sendo assim,

mof(t+h) = mof(t)f(h), t,h € Ry (3.4)

Portanto, a funcao f vai ser dita como continua, ou seja, como a solugao da equagao

funcional exponencial de Cauchy:

f(z) = e, (3.5)

onde a € R .

Portanto, a funcao f vai ser dita como continua, ou seja, como a solu¢ao da equacao

funcional exponencial de Cauchy e expressa por (3.5). Substituindo x por ¢

f(t)= e aeR. (3.6)
Desse modo:
m(t) = mof(t) = mee™ (3.7)
Como a massa m(t) ira decrescer ao decorrer do tempo, a constante « deverd ser negativa,
assim;
a= —r, v > 0. (3.8)
Constatamos que:
m(t) = moe ", (3.9)

onde a constante v é denominada constante de decaimento.

Esse resultado é a forma geral da Lei de Decaimento Radioativo.
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4.2 Uma aplicacao usando Estratégias basicas

4.2.1 Aplicacao 04: Torre de Handi

Considere a relacao de recorréncia para o nimero minimo de movimentos na Torre

de Handi, com t(n) uma fungao de N em N:
t(n)=2t(n—1)+1, com ¢t(1)=1.

Nosso objetivo é resolver essa recorréncia e mostrar que t(n) = 2" — 1. Perceba que

ttn—1)=2t(n—2)+1
t(n—2)=2t(n—3)+1

ttn—k)=2t(n—(k+1))+1
Expandimos a recorréncia repetidamente para identificar um padrao:

t(n) = 2t(n-1) + 1
=2[2t(n—2)+1]+1=2%(n—2)+2+1 (Substituindo t(n — 1))
=22[2t(n—3)+1]+2+1=2%(n—3)+224+2+4+1 (Substituindo t(n — 2))

=2t —k)+ (2" 4282 241,

Soma de uma PG

Determinagao do Termo Geral Quando (que no caso da torre de Handéi sempre

acontece) n — k =1 (ou k =n — 1), a recorréncia se reduz a:
n—2
tn) =2"""t(1) + > _ 2.
=0
Como (1) = 1, temos:
n—2
tn)=2""1-1+4> 2"
=0
Calculo da Soma da PG
A soma Y77 2% é uma progressio geométrica (PG) com:

o Primeiro termo (a): 2° =1,
« Razdo (q): 2,

o Numero de termos (m): n — 1.
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A férmula da soma de uma PG finita é:

m_—1
S = aq g
qg—1
Substituindo os valores:
n—2 —1
- an—t 1
d2r=1"——=2""—-1
i=0 2-1

Voltando a expressao de t(n):

tn) =214 (2" —1) =2 g2t 1 =2.2n 1 =2" 1,

4.3 Problemas de olimpiadas de Matematica

4.3.1 Aplicacdo 05: (OBM/2001-22 Fase)

Determine todas as fungoes f : R — R tais que f(z) = f(—z) e f(x +y) =
f(z) + f(y) + 8xy + 115, para todos os reais x e y.

Resolucgao:

Fazendo x = y = 0 na equagao dada, temos:
f(0)=f(0)+ f(0)+8-0-0+ 115
Somando ( —f(0) ) em ambos os membros, concluimos que:
£(0) = —115 (1)

Sabemos que o fato da fungao ser par conseguimos substituir e ser vantajoso para

resolver o problema, ja que:

Fazendo y = —x na equacao do enunciado dada:
fla— ) = f(a) + f(—a) + 8a(—a) + 115

Desenvolvendo:

Substituindo (i) em (ii), obtemos:

—115 = 2f(x) — 8% + 115
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Organizando
2f(r) = 8x* — 115 — 115

Sendo assim, concluimos que:

f(z) =42® — 115

4.3.2 Aplicacdo 06: (OBM/1998-22 Fase)

Seja f : N — R uma funcdo tal que f(1) =999 e f(1)+ f(2)+ -+ f(n) =n?f(n)

para todo n inteiro positivo. Determine o valor de f(1998).
Resolucgao:
Seja f : N — R uma funcao que f(1) =999 e
f)+f@2)+-+ f(n)=n*- f(n),Vn €N (i)

para nao ocorrer ambiguidade fazemos n = z em (i)
FO+ @)+ + fz) =27 f(2) (i)
por recorréncia fazendo n = z + 1 em (i) note que:

fO+fQ)++fR)+fz+1)=(z+1)* f(z+1) (iii)

Subtraindo (ii) de (iii) veja:
fO+f@) 4+ +fE)+fE+D) = (M) + Q)+ + f(2))
=+ 17 fe+1) = (£f(2)
Realizando as devidas relagoes de sinais,

FO+ @)+ + )+ e+ 1) = f(1) = f(2) = = f(2)
=(z+ 1) flz+1) = 2*f(2)

reorganizando a equacao,
FO = F)+f2) = @)+ -+ f(2) = f2) + flz+1) = (2 + 1) f(z + 1) = 2°f(2)

logo,
fz+1) =(z+1)f(z+1) = 22f(2)
flz+1)= (22+2z+ 1) flz+1) = 2%f(2)

usando a propriedade distributiva da multiplicacao,

fe+1)=2f(z+ 1) +2:f (2 +1) + 1f(2+1) = 2*f(2)



CAPITULO 4. APLICACOES 32

pela lei do cancelamento, e somando 2%f(z) em ambos os membros,
2ofle)=2flz+1)+2-2- f(z+1)
colocando f(z + 1) em evidéncia, temos:

2 f(2)=f(z+1)- (z2+22>

Dividindo ambos os membros (22 + 2z) temos, como z # 0 :

S e
Segue que,
aa e
onde obtemos,
ey =G+

Multiplicando ambos os membros por (z + 2),
2 f(2)= fz4+1)- (2 42)

Perceba que no primeiro membro o argumento de f multiplica a propria f, porém,
nao ocorre no segundo membro da igualdade, se multiplicarmos ambos os membros por

(24 1) (argumento de f no segundo membro) note que:
f(2)- z-(z+1)=f(z+1)- (2+1)-(2+2) (iv)

Perceba que chamando g(z) = f(x) -z - (x+1)(v) comz € fazendo x = z e depois
r=z+1

glz+1)=f(z+1)- (¢ +1) (2 +2) (vi)
pela equagao (iv), (v) e (vi):
9(z) =g(z+1)
Por indugao, ¢g(1) = ¢(2),9(2) = 9(3) =--- = g(2) = g(= + 1) = g(1)(viii), ou seja,
g € constante para z natural.

Fazendo z =1 em (v).
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por hipétese f(1) é igual a 999, logo,
g(1) = 1998

por (viii) g(z) = 1998, isolando f(z) em (v) e substituindo g(z) = 1998, temos que:

1998
2(z+1)

f(z) =

Onde encontramos a solugao fazendo z = 1998, ou seja, queremos saber f(1998)

4.3.3 Aplicacdo 07: Olimpiada de Matematica IFCE 2022 (Nivel 2 Ensino
Médio)
Seja f(x) uma fungao definida para valores inteiros positivos tal que f(1) =1 e
f() = fla—1) + 20

para todo x > 2. Qual o valor de f(50) 7

Resolugao:

Para resolver vamos verificar se existe algum padrao, sabemos que f(1) =1, em
busca de f(2) = f(2—1)+2-2 = f(1) +4 = 5, perceba que é sempre o termo anterior

com acréscimo de 2 vezes o x. logo segue:

fy=1
f2)=1+4=
f3)=5+6=11
f(4)=114+8=19
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f(4)—f(3) =38,
ou seja, estamos diante de uma P.A. de segunda ordem, pois é uma sequéncia numérica

em que a sequéncia de diferencas entre os termos é uma progressao aritmética.

Fica evidente que f(50) = ajp logo usaremos a férmula para calcular os temos de

uma P.A. de segunda ordem a,, = a; + S, _1 logo aso = a3 + Sy (¥), tomando

by =4
b2:6
b3:8

que é a sequéncia da diferenca dos termos:

(b1 + b49) - 49

5149 = 9 )

logo, precisamos calcular byg:

em busca Syg:
(44 100) - 49

Sig = g = 2548,

voltando em (x):

’Clg,() =a; + 549 =1+ 2548 = 2549

4.4 Problemas de Processos Seletivos

4.4.1 Aplicacao 08: ITA 1997

Sejam f,g: R — R fungdes tais que: g(z) =1 —x e f(z) +2f(2—2) = (x — 1)®
para todo z € R . Entao f[g(x)] é igual a:

a) (x — 1)
b) (1 —z)°
¢) 23

d)
e)2— 1

Resolucao:
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Fazendo (f o g)(x) :
flo@)] +2- f12 = g(2)] = (9(x) = 1)°

Substituindo g(x) = 1 — = na equagao anterior, porém, por questao de conveniéncia,

no termo da expressio f[g(x)] ndo iremos substituir = — 1, segue que:
flg@)]+2- f(1+2) = (—z)’ (1)
Obs. = flg(x)] = f(1 —x) (2)
Seja h(z) = 1+, fazendo foh :
flM@)] +2 - f[2 = h(z)] = (h(z) — 1)°

fA+a)+2- f(1—2) = (2)°
de (2):
fA+a)+2- flg(z)] = (2)° (3)

Montando o sistema composto por (1) e (3) :

{ flg@)] +2- fA+2) = (—2)?
F+z)+2- flg(2)] = (2)?

Resolvendo o sistema composto por (1) e (3), chegamos:

flg(@)] =a°

Letra (C)

4.4.2 Aplicacdo 09: ITA 2003

Considere uma fungéao f: R — R ndo-constante e tal que f(z+y) = f(z)f(y),Vz,y €

R. Das afirmacoes:
I f(x) >0,Vx € R.
II. f(nx) = [f(z)]", Vo € R,Vn € N*.
III. f, é par.

¢ (sdo) verdadeira(s):
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a) apenas I e II.
b) apenas II e III.
c) apenas I e III.
d) todas

e) nenhuma.
Resolugao:

Vemos que essa equacao é a Equacao Exponencial de Cauchy. Para verificar a

primeira alternativa, basta observar que

Aplicando a f(z +vy) = f(z)f(y) acima temos que:

f@) = G = 15
57z 0
entao,
flz)>0

entao basta provar que f(x) # 0, para isso, vamos supor que exista um z; € R tal que
f(z1) = 0.
Suponha y € R tomando

fy) = fly— 1+ 21)

utilizando a definicdo da funcao dada no enunciado, temos que:

flly —m1) +21) = f((y — 21) f(21)

como f(z1) =0 entdao f(y) = 0, o que contradiz o enunciado que fala que f é uma fungao

nao constante logo a I é verdadeira.
Para provar a segunda alternativa basta usar inducao finita perceba:
paran =1
fla) = f(1z) = [f(x)]!
para n =2
f(22) = f(z +a) = f(2) f(z) = f(x)®

suponha que f(nz) = [f(z)]", seja verdadeira entdao agora fazendo para n + 1 perceba

f((n+ 1)z) usando a defini¢ao é:

f(nx +x) = f(nz)+ f(x)
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utilizando o passo anterior

fne + ) = f(nz) f(z) = [f@)]" f@)" =[[f @) ]

O que confirma a veracidade da Alternativa II.

Para verificar a IIT sabemos que uma funcao par é da forma

que leva em

para verificarmos de fato que f ndo é par precisariamos saber quem é f(0) para isso basta:
De f(z+y) = f(z)  f(y) paraz=0ecy =0
= f(0+0) = f(0) - f(0) = £(0) = [f(0)]*.

O que recai numa equagio do segundo grau [f(0)]* — f(0) = 0 onde as solugdes sao
f(0) =0 (ndo serve na I da questao foi verificado f(z) > 0) ou f(0) = 1.

Como {(0)=1, logo:

1
f(—x):m,

o que mostra que f nao é par.

As alternativas I e II sdao verdadeiras e a III é falsa, logo letra a) é a alternativa

correta.

4.4.3 Aplicacao 10: ITA 2003

Mostre que toda fungao f: R\{0} — R, satisfazendo f(xy) = f(x)+ f(y) em todo

seu dominio, ¢ par.
Resolucgao:
Vz € R\(0) :

1) Fazendo x = z e y = z na equagao dada no enunciado

F(2) = 1@+ 1) = £ () =2f(2)
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2) Fazendo z = y = —z, na equagao do enunciado

[(2) = f(=2) + f(=2) = [ () = 2f(=2)

Logo de 1) e 2),

I () =2/(z) = 2f(=2), =|f(=2) = [(2)}

chegamos na defini¢ao de funcao par.

4.4.4 Aplicacao 11: IME 2021

Seja f: D — R uma fungdo onde D = {x € R | x # 0 e x # 1} e que satisfaz a
equagdo f(=1) + f(x) —x = 2. O valor de f(2) é:

a) 5/4
b) 1/4
) 1/2
d) 1

e) 7/2

o

Resolucao:

Fazendo x = 2 temos:

2
1
7(3)+r@=1 m
Fazendo x = % :
1 1
f(_1)+f<2> —522,
ou seja,
1 5
fen+£(5) =3 (I
Fazendo x = —1 temos:

fQ+f=D)+1=2
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logo
fR)+ (-1 =1 (I1I)

De I, II e III, temos:

445 Aplicacao 12: IFES 2021

Para todos os inteiros z, a fungao f satisfaz f(z +1) = i;gg Se f(1) = 4, entao
o valor de f(2022) é:

Resolucao:
Como:

x = 1, obtemos:

144 5
2 = — = ——
xr = 2, obtemos:
1+ (-2 1
o) - o -
1—(—3) 4
x = 3, obtemos:
1+(-%) 3
f(4) = 4’ — =
=1 5
xr = 4, obtemos:
1+3
f(5) = 13 =4
5
Como o valor 4 apareceu novamente e a regra que calcula cada novo valor é sempre
a mesma, os valores vao sempre se repetir de 4 em 4 na sequéncia 4, —g, —i, %

Quando dividimos 2022 por 4 deixa resto 2, logo segue que
f(2022) = f(2) = -

wlot
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4,46 Aplicacdo 13: IDECAN 2019 - Selecdo para Professor de Matematica
IFBA

Se f: R — R uma funcdo dada por f(a+b) = f(a)+ f(b) + 2ab, para quaisquer
a,b € R. Sabendo que f(2) = 4, calcule E = f(5) + f(3) + f(2).

A) E =32
B) E =34
C) E=36
D) £ =38
E) E =40
Resolucao:

Para obtermos f(5), tomemos a = 2 e b = 3, logo:

f2+3)=f05)=r2)+fB)+2-2-3

Perceba:

fB)=4+f3)+12=f(3)+16 (I)

Em busca de f(3), tomemos a =1e b= 2:

fA+2)=f1)+f(2)+2-1-2,

logo, como f(2) = 4:

f(3) = (1) +8 (1)
Para solucionarmos o problema faremos f(2), tomando a =1 e b =1, logo
fA+H)=f)+f(1)+2-1-1,

ou seja ,

F(2) = 2f(1) +2

como pelo enunciado f(2) = 4, veja:

4=2f(1)+2,
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logo isolando f(1);
F1) =1 ()

vamos em busca f(3) usando II e III obtemos:
fB3)=9

Substituindo o resultado anterior em I, obtemos

f(5)=9+16=25

Como sabemos que é f(5), f(3) e f(2) basta substituir na expressao E:

E=f05)+f3)+/(2)
E=25+9+4
E =38

letra D.

4.4.7 Aplicacdo 14: IDECAN 2021 - Selecao para Professor de Matematica

prefeitura municipal de Campina Grande

Seja a fun¢ao f: R — R, tal que f(1) =0,Vz,y € R, f(x + y+ 2) = f(z).f(y) —
f(y) —x + 3, entdo, f(x) estd expressa na alternativa

A)z—1

B) z+ 1.

C) x4+ 2.

D) z + 3.
Resolucao:

Na igualdade f(x +y+2) = f(z).f(y) — f(y) — = + 3, podemos tomar y = —2.

Assim, teriamos

fl@) = f(x).f(=2) = f(=2) —2+3 (D)

Em busca de f(1) de forma conveniente tome z =1 e y = —2

fA+(=2)+2) = f(1)- f(=2) = f(=2) - 1+3
logo
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Sabendo f(1) = 0 logo:

0=0-f(-2) — f(~2) +2
f(-2) =2

A partir desse resultado achamos nossa func¢ao quando calculamos y = —2, veja:

f@) = flx)- f(=2) = f(=2) == +3

como f(—2) =2, logo

isolando f(x)

Letra a.

4.4.8 Aplicacao 15: FUVEST-SP, 1993

(FUVEST - SP, 1993) - Uma funcao satisfaz a condicao f(x + 1) = f(z) + f(1),
para qualquer valor real da varidvel z. Sabendo que f(2) = 1, podemos concluir que f(5)

¢ igual a:
a) 1/2

) 1

) 5/2

d) 5

o
Ut

o

e) 10
Resolugao:

Passo 1: Inicialmente, utilizamos a equagao funcional para encontrar relacoes entre

valores especificos da funcao:

Tomando x = 1, temos:
f2)=f1)+ f(1) =2f(1).

Como o enunciado forneceu f(2) = 1, entao:

1

2(1)=1 = f()=73.
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Assim, encontramos:

=5

Agora, com o valor de f(1) conhecido, podemos calcular facilmente f(5):

=@+ ) =145 ="
)= F@)+ 1) =5+ 5 =2
fG)= W)+ f1) =5+ 5 =2

Assim, encontramos que:

Resposta correta: Alternativa (c) g



5 Consideracoes Finais

O objetivo foi explorar a teoria e as estratégias para resolver equagoes funcionais,
incluindo as equagoes funcionais de Cauchy. Além disso, buscou-se explorar aplicagoes em
contextos matematicos e interdisciplinares, destacando sua relevancia em diferentes areas
do conhecimento. Observamos que é possivel chegar a equagoes matematicas, como a area
do retangulo, juros compostos, desintegracao radioativa através das equagoes funcionais,
todas essas aplicagoes com base nas equagodes de Cauchy. Verificou-se que com técnicas
simples, também pode-se obter uma aplicacao como foi o caso da aplicagao sobre a torre

de Héanoi.

Vimos que a partir dos métodos simples de substitui¢oes aplicados com as equagoes
funcionais, podemos resolver problemas olimpicos inicialmente considerados complexos se
tornam faceis e com solugoes acessiveis. Isso demonstra a importancia dos fundamentos das
equagoes funcionais tanto para o ensino de mateméatica como também para o desenvolvimento
dos alunos. E possivel inferir que a incorporacio dos conceitos de equacdes funcionais
no ensino de matemadatica proporciona o acesso a um nivel mais elevado dessa teoria,

promovendo habilidades e desafios para os alunos em sala de aula.

Equagoes funcionais sdo ferramentas poderosas para o ensino e a pesquisa em
matematica. Sua aplicacao transcende problemas tedricos, auxiliando na interpretacao
de sistemas reais e no desenvolvimento de habilidades analiticas. Este trabalho reforca
a importancia de integrar topicos de equagodes funcionais em curriculos educacionais,

preparando estudantes para desafios interdisciplinares.

Para estudos futuros, outras equacoes funcionais e métodos de resolu¢cado podem

ser investigados, como as equagoes de D’Almenbert, Jensen, Pexider.
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