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RESUMO

Este trabalho trata-se de um manual de consulta para Professores de matemadtica e para alunos
do curso de Licenciatura em matematica. Nele constam quatro maneiras diferentes de
demonstrar a férmula do célculo da drea de um tridngulo qualquer no Plano Cartesiano 0XY,
a partir das coordenadas dos vértices desse tridangulo. Ao mesmo tempo, este trabalho pode ser
considerado uma proposta de ensino do conteudo citado, uma vez que foi empregado todo um
raciocinio-légico nas demonstrag¢des, além de todo um detalhamento das mesmas. Apresenta,
ainda, um resgate histérico das contribui¢cdes Pierre Fermat e de René Descartes para o
desenvolvimento da matematica e, especificamente, da Geometria Analitica. O que diferencia
essa proposta de ensino de outras encontradas nos livros diddticos de matemdtica € o fato de
na sua escrita ter sido usada uma linguagem que facilitasse a compreensao por parte do leitor,
pelo fato de ndo haver “pulos” nas etapas nas demonstragdes e de ter sido inserido nele um
nuimero considerdvel de figuras, tudo isso na perspectiva de torna o texto fluido e de facil

compreensao.

Palavras-chave: Area, Triangulo, Demonstracao.



ABSTRACT

This work is a reference manual for mathematics teachers and undergraduate students in
mathematics. It contains four different ways of demonstrating the formula for calculating the
area of any triangle on the Cartesian plane OXY, based on the coordinates of the vertices of
that triangle. At the same time, this work can be considered a teaching proposal for the
aforementioned content, since logical reasoning was used in the demonstrations, in addition to
a detailed description of them. It also presents a historical review of the contributions of
Pierre Fermat and René Descartes to the development of mathematics and, specifically, of
Analytical Geometry. What sets this teaching proposal apart from others found in
mathematics textbooks is the fact that it was written in a language that facilitated
understanding by the reader, since there were no “skips” in the steps of the demonstrations
and a considerable number of figures were included, all with the aim of making the text fluid

and easy to understand.

Keywords: Area, Triangle, Demonstration.
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1. INTRODUCAO

Neste capitulo serdo apresentados os aspectos iniciais relacionados a este trabalho,
abordando, na sequéncia, os seguintes topicos: a contextualizacdo; a justificativa, os
objetivos; a metodologia; o puiblico alvo ao qual estd direcionado; os conhecimentos prévios

para o desenvolvimento desta proposta e a estruturacdo dos capitulos subsequentes.

1.1. CONTEXTUALIZACAO

O conhecimento matematico € construido com base em métodos rigorosos de
raciocinio 16gico que garantem a coeréncia e a validade das conclusdes obtidas. Entre esses
métodos, destaca-se o método axiomadtico, um sistema de organizacdo do saber que tem sido
amplamente utilizado desde a antiguidade, especialmente na matemaética e na légica formal. O
método axiomadtico estabelece um conjunto de principios fundamentais — os axiomas — a
partir dos quais todo o restante do conhecimento é desenvolvido. Esses axiomas sdo as
propriedades matemdticas aceitas como verdadeiras sem demonstracdo. A partir deles, sdo
estabelecidas defini¢des, regras de inferéncia e, por meio do raciocinio dedutivo, é possivel
demonstrar proposi¢cdes mais complexas, conhecidas como teoremas, [12].

Além disso, a demonstracdo de teoremas desempenha um papel importante na
formagdo do pensamento logico e critico. Ao se envolver na demonstracio, o estudante de
matematica desenvolve habilidades como a andlise, a generalizacdo, a abstracdo e a
argumentacdo rigorosa. E por isso que, no ensino da matemética, a demonstracio ocupa um
lugar tao relevante: mais do que apenas verificar que algo € verdadeiro, ela mostra por que é

verdadeiro e como essa verdade se encaixa dentro de um sistema maior, [8].

1.2. JUSTIFICATIVA

Acreditamos que se tornou muito dificil encontrar nos livros didaticos de matematica
do ensino basico defini¢des matematicas formais, teoremas e, principalmente, demonstracoes,
impossibilitando ao professor um estudo mais aprofundado dos conteudos ministrados por
eles em sala de aula. Nesta perspectiva, julgamos ser importante a construcao de um material
que possibilite ao professor de matematica se aprofundar mais na teoria envolvendo o célculo
da drea de um tridngulo qualquer no Plano Cartesiano OXY, a partir das coordenadas de seus

vértices.
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1.3. OBJETIVOS

Este trabalho tem por objetivo apresentar quatro maneiras diferentes de demonstrar a
férmula do cdlculo da drea de um tridngulo qualquer no Plano Cartesiano OXY, a partir das
coordenadas de seus vértices, tornando este material um manual de consulta para professores
de matemdtica e para alunos do curso de Licenciatura em matematica.

Pensamos que o que diferencia esta proposta dos modelos adotados nos livros
didéticos de matemadtica do ensino bésico do nosso pais € o fato de:

e Apresentarmos formalismo em toda parte tedrica abordada, no entanto, sem usar

palavras que prejudique a compreensao por parte do leitor;

e  Usarmos todo um raciocinio légico nas demonstragdes dos teoremas;

e Naio termos pulado etapas nas demonstracoes.

1.4. METODOLOGIA

Para a construcdo deste material, foi realizada uma pesquisa bibliografica que
permitiu dar todo o embasamento tedrico ao presente trabalho, assim como direcionar o

trajeto do processo de investigacdo.

1.5. PUBLICO-ALVO

O presente trabalho € voltado aos professores de matematica do ensino bésico e aos
alunos de graduacdo em Licenciatura em Matemdtica, como um manual de consulta e, ao
mesmo tempo, uma proposta de ensino do contetido célculo da drea de um tridngulo qualquer

no Plano Cartesiano OXY, a partir das coordenadas de seus vértices.

1.6. CONHECIMENTOS PREVIOS

Admitiremos que o leitor tenha adquirido, por meio da sua intuicdo, do seu cotidiano,
da sua formacdo e de sua experiéncia em sala de aula, conhecimentos basicos de: Algebra,

Geometria Euclidiana Plana e Geometria Analitica.

1.7. ESTRUTURA DOS CAPITULOS SUBSEQUENTES

O segundo capitulo — Aspectos Histéricos — Aborda um resgate histérico das
contribuicdes Pierre Fermat e de René Descartes para o desenvolvimento da matematica e da

Geometria Analitica.



O terceiro capitulo — Cdlculo da Area de um Tridngulo — Apresenta o teorema que
trata da férmula do cdlculo da drea de um tridngulo qualquer no Plano Cartesiano OXY, a
partir das coordenadas dos vértices desse tridngulo, assim como, constam quatro
demonstragdes diferentes de provar a sua veracidade.

O quarto capitulo — Consideracoes Finais — Concluimos que é perfeitamente
possivel demonstrar a férmula do célculo da drea de um tridngulo no plano cartesiano OXY, a
partir das coordenadas dos vértices desse tridngulo, de pelo menos quatro maneiras diferentes,
deixando a cargo do Professor escolher qual ou quais levar para apresentar em sua sala de

aula.



2. ASPECTOS HISTORICOS

Neste capitulo faremos um resgate histérico acerca das contribuicdes de
Pierre Fermat e René Descartes para a Matemdtica e, principalmente, para a Geometria

Analitica.

Profundas transformagdes cientificas e tecnoldgicas a época em que o método
Cartesiano foi desenvolvido, razdo pela qual impunha-se uma matemadtica mais integrada ao
mundo operacional. O primeiro grande passo nesse sentido foi a associa¢do da dlgebra com a
geometria, empreendida independentemente por Fermat e Descartes, na criacdo da geometria

analitica, [1].

2.1. PIERRE FERMAT

Pierre de Fermat, matematico francés do século XVII, é frequentemente lembrado
por suas contribuicdes pioneiras a geometria analitica e a teoria dos nimeros. Embora sua
fama seja maior devido & famosa conjectura que ficou conhecida como "Ultimo Teorema de
Fermat", sua obra em geometria analitica também teve um impacto duradouro na matematica,

moldando os caminhos que seriam seguidos pelos matematicos nas geragdes seguintes, [7].

Figura 2.1 — Pierre de Fermat.

Fonte: EZZ1, GELSON, 2020.

Fermat foi um dos primeiros a adotar e desenvolver o uso de coordenadas para
representar figuras geométricas, algo que mais tarde se tornaria o alicerce da geometria
analitica, um campo que integra a algebra com a geometria por meio de sistemas de

coordenadas. O conceito de coordenadas cartesianas foi popularizado por René Descartes,



mas foi Fermat quem, de maneira mais sistemadtica, utilizou essas coordenadas para resolver

problemas geométricos complexos, o que levou a uma revolu¢iao no campo da geometria, [7].

Entre as suas contribui¢des, destaca-se o uso de coordenadas para encontrar as
tangentes a curvas. Fermat desenvolveu um método que permitia determinar a reta tangente a
uma curva dada, algo que antes de sua contribui¢do era um problema consideravelmente
desafiador na geometria. A partir das coordenadas de pontos na curva, ele formulou uma
maneira de calcular a inclina¢do da reta tangente, o que o levou a estabelecer uma conexao

entre geometria e dlgebra de forma mais clara, [7].

Outro feito de Fermat foi ter proporcionado um grande avanco na formulacido de
equacgoOes para as curvas. Ele foi um dos primeiros a estudar a geometria das conicas (como
elipses, hipérboles e pardbolas) utilizando equagdes algébricas. Este desenvolvimento foi
crucial para a matemadtica, pois permitiu que se desenvolvesse uma linguagem comum para
descrever curvas geométricas, um passo fundamental para a geometria analitica, que viria a

ser amplamente utilizada nos séculos seguintes, [7].

Fermat também contribuiu para a no¢do de maximos e minimos em problemas de
otimizagdo, o que mais tarde se tornaria uma parte essencial do célculo. Embora o calculo,
como o conhecemos hoje, tenha sido formalizado por Isaac Newton e Gottfried Wilhelm
Leibniz, o trabalho de Fermat com méximos e minimos € um precursor importante dessa
teoria. Ele aplicou suas descobertas a resolu¢do de problemas geométricos, mostrando como a
matematica algébrica podia ser utilizada para abordar questdes geométricas de maneira mais

precisa, [7].

Em relacdo ao "Ultimo Teorema de Fermat", embora o foco desse teorema nio esteja
diretamente na geometria analitica, o trabalho de Fermat nas décadas anteriores ao enunciado
de sua conjectura refletia uma mentalidade matematica que buscava explorar e generalizar os
conceitos ja estabelecidos, 0 que abriu portas para muitas das inovacdes que viriam nas

geragdes seguintes, [7].

As contribui¢des de Fermat para a geometria analitica sdo destacadas em vdrias fontes
matemadticas, incluindo o livro de Gelson Iezzi e outros, que exploram como as ideias de
Fermat serviram de alicerce para os desenvolvimentos da matemdtica moderna. Segundo o

referido autor, Fermat foi crucial para a transi¢do da geometria cldssica para a geometria
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analitica, influenciando o desenvolvimento de outras areas como o calculo diferencial e a

teoria das curvas, [12].

Em suma, Pierre de Fermat, por meio de suas inovacdes na geometria analitica,
desempenhou um papel essencial na evolu¢do da matematica, especialmente no que diz
respeito ao uso de coordenadas e equacdes para descrever fendmenos geométricos. Seu
trabalho, além de ser um marco no desenvolvimento da élgebra e da geometria, ajudou a
estabelecer as bases para os cdlculos e as andlises geométricas que moldaram a matemaética

moderna, [7].

2.2. RENE DESCARTES

Ao inicia-se o século XVII a geometria ainda representava o grosso da matematica. E
na geometria a contribui¢io de Euclides predominava. Além do mais, a geometria grega,
carecendo de métodos gerais “sé exercitava o entendimento ao custo de fadigar enormemente

a imaginacao”, conforme palavras de Descartes, [3].

Figura 2.2 - René Descartes.

Fonte: [6].

René Descartes (1596-1650) foi um dos pensadores mais influentes da histéria da
filosofia e da matematica. Nascido em La Haye en Touraine, Franga, Descartes foi educado
no prestigiado College Royal Henry-Le-Grand, onde recebeu uma formacdo humanista e
escoldstica, base para sua critica posterior as filosofias tradicionais. Sua vida académica e
militar moldou sua visdo racionalista e pratica do mundo. Em 1618, ele ingressou no exército

de Mauricio de Nassau nos Paises Baixos, onde teve contato mais intenso com aplicacdes
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priticas da matemadtica e da engenharia. Sua experiéncia de vida, marcada por viagens e
reflexdes profundas, culminou no desenvolvimento de um novo método filoséfico e

cientifico, que influenciaria todo o pensamento ocidental subsequente, [1].

A filosofia cartesiana estd estruturada a partir do principio da ddvida metddica.
Descartes propds que todo conhecimento deveria ser submetido a uma andlise rigorosa, onde
apenas as verdades indubitdveis sobreviveriam ao escrutinio da razdo. Esta metodologia é
exposta em sua obra "Discurso do Método", publicada em 1637. Neste trabalho, Descartes
afirma seu famoso cogito, "Penso, logo existo" ("Cogito, ergo sum"), estabelecendo a
existéncia do pensamento como fundamento primeiro do saber. Para ele, a razdo humana é
capaz de alcancar verdades absolutas, desde que siga um método correto, baseado na andlise,
decomposicdo e sintese dos problemas. Sua concepc¢do dualista da realidade, que distingue a
substancia pensante (res cogitans) da substancia extensa (res extensa), foi essencial para o
desenvolvimento da filosofia moderna e influenciou profundamente pensadores como

Spinoza, Leibniz e Kant, [3].

No campo da matemaética, René Descartes foi igualmente revoluciondrio. Sua principal
contribuicdo foi a criacdo da geometria analitica, apresentada na obra "La Géométrie", que
acompanhava o "Discurso do Método" de 1637. Antes de Descartes, a geometria e a dlgebra
eram campos separados da matemadtica: a geometria estudava figuras no espaco, enquanto a
algebra lidava com operagdes simbdlicas. A inovagdo cartesiana consistiu em unificar esses
dois dominios, introduzindo o conceito de representar curvas geométricas por meio de

equacoes algébricas utilizando um sistema de coordenadas, [1].

A geometria analitica desenvolvida por Descartes foi um dos avangos mais
significativos da matematica, pois transformou a abordagem aos problemas geométricos. Em
vez de depender apenas de constru¢des com régua e compasso, como na tradi¢do Euclidiana,
passou-se a estudar propriedades geométricas a partir de expressdes algébricas. Descartes
introduziu a ideia de um plano formado por dois eixos perpendiculares — o eixo das abscissas
(x) e o eixo das ordenadas (y) — onde cada ponto é determinado por um par de coordenadas
numéricas. Essa concep¢do, posteriormente chamada de "Plano Cartesiano", é um dos

fundamentos da matematica moderna, [2].

A importancia da geometria analitica reside na possibilidade de se traduzir problemas

espaciais em linguagem algébrica, permitindo o uso de técnicas de dlgebra para resolver
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questdes geométricas complexas. Além disso, ela abriu caminho para o desenvolvimento do
célculo diferencial e integral, que seriam sistematizados posteriormente por Isaac Newton e
Gottfried Leibniz. H4 quem diga que sem a geometria cartesiana, ndo seria possivel construir
0 arcabougco matemdtico que sustenta a fisica moderna, incluindo a mecéanica cldssica e a

teoria da relatividade, [5].

No que se refere ao método cientifico, Descartes também deixou uma marca
permanente. Sua abordagem racionalista, que enfatizava a importancia da andlise sistematica
e da deducido l6gica, serviu como base para o método cientifico moderno. Embora Descartes
tenha mantido certo ceticismo quanto a experimentagdo, sua defesa de um conhecimento
fundamentado na razdo e n@o apenas na observacdo empirica foi essencial para a formacao

das ciéncias naturais como as conhecemos hoje, [3].

Descartes também tentou aplicar seus principios filoséficos e matemaéticos a fisica. Em
sua "Principios da Filosofia", publicada em 1644, ele apresenta uma visdo mecanicista do
universo, onde os fendmenos naturais sdo explicados a partir de movimentos e choques de
particulas materiais. Apesar de muitas de suas teorias fisicas estarem hoje ultrapassadas, sua
tentativa de criar uma fisica baseada em leis matemaéticas influenciou decisivamente a ciéncia

subsequente, [4]

O legado de Descartes, tanto na filosofia quanto na matemdtica, é imenso. Sua
insisténcia na razao como instrumento privilegiado para a obtencdo do conhecimento moldou
ndo apenas a filosofia moderna, mas também a pratica cientifica contemporanea. Sua

geometria analitica é a base sobre a qual repousam dreas inteiras do conhecimento

matemadtico, como a geometria diferencial, a topologia e a andlise matemadtica.

Em sintese, René Descartes foi um verdadeiro pioneiro, cuja obra transcendeu as
fronteiras disciplinares, oferecendo a humanidade um novo paradigma para pensar a realidade
e compreender o universo. Seja através de seu "penso, logo existo" ou de seu plano

cartesiano, sua influéncia € sentida até hoje em todas as dreas do saber.
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3. CALCULO DA AREA DE UM TRIANGULO

Neste capitulo apresentaremos quatro maneiras diferentes de demonstrar a férmula
do célculo da drea de um tridngulo qualquer, plotado no Plano Cartesiano OXY, a partir das
coordenadas dos vértices desse tridngulo. Na construcdo desse capitulo foram usadas as

referéncias [6], [9], [10] e [11].

Teorema 3.1. (Cdlculo da Area de um Tridngulo) Dados trés pontos distintos e ndo
colineares A(x4,y4), B(xg,vg) e C(x¢,Xc), no Plano Cartesiano 0XY, a drea do tridngulo

por eles formado, denotada por Spygc, € dada por:

SaaBc = 3 |D 4pcl-

Em que:
Xq ya 1
Dygc=|xg Y8 1|
Xc yYe¢ 1
Demonstracao.

Considere o tridngulo ABC da Figura 3.1, cujos vértices tém coordenadas A(x4, V4),
B(xg,yg) € C(xc, xc), inscrito no retingulo AEFG. Por construgdo, note que: Xp = Xg €
YE =Yas Xp =Xg € Vg =YV¢i Xg = X4 € Vg = Yc. Assim, podemos escrever: E(xg,V4),
F(xg,yc) € G(x4,yc). Denotando a édrea do tridngulo ABC por Syspc, a drea do ACG por
Saacg, @ drea do ABE por Spspg, @ area do BCF por Sppcr € a édrea do retangulo AEFG por

Suaerg, da Geometria Euclidiana Plana, sabemos que:

SAABC = |SE|AEFG - SAACG - SAABE - SABCF'- (3-1)

Em que:

® Souprc = AE - EF = (xg — x4) " Ve — Va);

CG-AG (¢ — x4)* ¢ — Ya)
* Space = 2 2 ’

AE-BE  (xp— %) (Vg — Ya)
* Sasse = 2 > ’



CF-BF _ (xg— x¢)* (¢ — ¥5)
® Sppcr = 5 2 '

YB

Ya = YE

O

Figura 3.1: Triangulo ABC Inscrito do no Retangulo AEFG.

Assim:

_ 2XpYc — 2XpYa — 2X4Yc t 2X4Ya
Suaerc = > ;

—XcYc T XcYa t XaYc — XaVa
— Saace = > ;

_ TXgYB T XpYa t XaYp — XaYa
- SAABE - 2 )

_ ~XgYc + XgYp + XcYc — XcYB
— Sapcr = > ;

Dai, somando (3.2), (3.3), (3.4) e (3.5) e substituindo o resultado em (3.1), obtemos:

_ |%4YB + XcYa + XpYc — XcYp — XaVc — XgYal
SnaaBc = > -

Ou ainda:

3.2)

3.3)

3.4)

3.5)



1
Spapc = 5 |(xayp + XcYa + xpYc) — (XcYp + XaYc + XpYa)l (3.6)

Agora note que:

Xqg ya 1
[(xayp + XcYa + xpYc) — (XcYp + XaYc + xpya)]l = |X8 Y5 1.
Xc Yo 1
Facamos, entdo, a seguinte consideracao:
Xa ya 1
[((xayp + xcYa + xpYc) — (XcYp + XaYc + XgYa)] = |X8 Y8 1| = Dgpc.  (3.7)
Xc yc 1

Logo, substituindo (3.7) em (3.6), concluimos que:

Saapc = 7 |Dapcl-



Teorema 3.2. (Cdlculo da Area de um Tridgngulo) Dados trés pontos distintos e ndo

colineares A(x4,y4), B(xg,vg) e C(x¢,Xc), no Plano Cartesiano 0XY, a drea do tridngulo

por eles formado, denotada por Syspc, € dada por:

SaaBc = 7 |Dapcl-

Em que:
X4 ya 1
Dygc=|xg Y8 1|
Xc Yc¢ 1
Demonstracao.

Considere o tridngulo ABC da Figura 3.2, cujos vértices tém coordenadas A(x4, V4),

B(xp,yp) e C(xc, xc):

Figura 3.2: Area do Tringulo ABC.

Note que, podemos calcular a drea do tridAngulo ABC, denotada por Sy4pc, decompondo o

poligono ABCPM da Figura 3.2 em tré€s trapézios, conforme a Figura 3.3:
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B B B
C C C
—= _l_ _
A A
A
M N N P M P

Figura 3.3: Decomposic¢ao.

Da Geometria Euclidiana Plana, sabemos que a drea de um trapézio, a qual denotaremos por

STT'apézio, é dada por:

(Base Maior + Base Menor) - Altura
STrapézio = 2 .

Entao, de acordo com a Figura 3.3, temos:
SAABC = |STrapézio (MABN) + STrapézio (NBCP) — STrapézio (MACP) |*
Assim:

(BN + AM)-MN (BN +CP)-NP (CP+ AM)-MP

(3.8)

Dai, usando a férmula da distancia entre dois pontos para calcularmos os comprimentos dos

segmentos presentes em (3.8), obtemos:

S e +ya) - (g —xa)] + [(ve +yc) - cc — xp)] — [V + ya) - (x¢ — x4)]]
AABC = 5 .

Por conseguinte:
1
SnaaBc = 5 |Cecys + XaYe + x5Ya) — (aYp + XcYa + XpYC)|- (3.9)
Colocando (—1) em evidéncia em (3.9), temos:

1
Saagc = 5 |(=1) - [(xayp + xcYa + xgYc) — (XcYp + XaVc + xpYa)]l.
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Consequentemente:

1
Spapc = > [[(xayp + XcYa + xpYc) — (XcYp + XaYc + XpYa)ll.

Dando continuidade, perceba que:

X4 Ya 1
[(cays + xcya + xpye) — (xcyp + Xaye + Xyl = X5 ¥ 1.
xc Yo 1
Dai, facamos, agora, a seguinte considera¢ao:
xa ya 1
[(Ccays + xXcYa + xpye) — (xcyp + Xa¥e + XpYa)l = |X8 ¥B 1| = Dygpe.
Xc Yc 1

Logo, substituindo (3.11) em (3.10), concluimos que:

Saapc = 2 |D 4pcl.

(3.10)

(3.11)
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Teorema 3.3. (Cdlculo da Area de um Tridangulo) Dado um tridngulo de vértices P(xp, yp),

Q(xQ, yQ) e R(xg,yr), num Plano Cartesiano OXY, sua drea, denotada por Sypor, € dada

por:
1
SAPQR = E |DPQR|-
Em que:
xp yp 1
Dppor = [Xo Yo 1.
xg Yr 1
Demonstracao.

Seja PQR um tridngulo qualquer cujos vértices t€ém coordenadas P(xp,Vp),
Q(xQ,yQ) e R(xg,ygr). Seja H o pé da perpendicular baixada do ponto P sobre a reta
determinada pelos pontos Q e R, a qual denotaremos de reta m. Denotando a 4rea desse

tridngulo por Sppgr, da Geometria Euclidiana Plana, sabemos que:

- QR - HP. (3.12)

N| =

SAPQR =

Em que:

R = (xn— %) + On— ¥0)' = On - ¥0)' + (xu— %)’ (313

P

Figura 3.4: Area do Tridngulo PQR.
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Na perspectiva de calcularmos HP, a seguir, iremos encontrar a equacdo geral da reta

determinada pelos pontos Q e R, denotada de reta m. Assim:

x y 1
m: |Xg Yo 1| =0.
xp Yr 1
Ou seja:
x y 1lx vy
m: |Xq Yo 1|%¢ Ye|=0.
Xr YR 1| Xr Yr
Entao:
m:x-Yo+xg y+Xxo Yr—Xgp Yo —X'Yr—Xxg 'y =0.
Ou ainda:

m: (yo— yr) x+ (xr — x9) ¥+ (¢ Vg — %z " ¥g) = 0.

Da Geometria Analitica, sabemos que a equacao geral da reta m é dada por:
mA-x+B-y+C=0.
Dai, comparando as equagdes (3.15) e (3.16), temos:

A= (g~ ¥r) e B=(xm— xo)

Por conseguinte:

(¢

A= (yg—y2) = [ (e = ¥0)] = r — ¥o)°

Na sequéncia, comparando (3.14) e (3.16), temos:

Juny

X Yy
Ax+B-y+C= |Xg Yo
Xr YR

=R

Com isso, substituindo x por xp e y por yp em (3.18), temos:

xp yp 1
A-xp+B-yp+C=|xqg Yo 1].
xg Yr 1

Facamos, entdo, a seguinte consideragao:

BZ = (xR - xQ)2 .

3.149)

(3.15)

(3.16)

3.17)

(3.18)

3.19)
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xp yp 1
A'xP+B'yP+C= xQ yQ 1 =DPQR'
X Yr 1

Dando continuidade a demonstragdo, da Geometria Analitica, sabemos que:

|A'xp+B'yp+C|

HP = d(P,m) = N

Consequentemente, substituindo (3.17) e (3.20) em (3.21), obtemos:

| Dpor]

JOr= ) + (- )"

HP =d(P,m) =

Logo, substituindo (3.13) e (3.22) em (3.12), concluimos que:

|Dpor| \

o) + (xr - xQ)Z/

SapQr = %(\/(yR_ yQ)2+(xR_ xQ)2>.<\/(3’R— y

Portanto:
1
SAPQR = E |DPQR|'
Em que:
xp yp 1
Dpor = [X¢ Yo 1]
xpg yr 1

(3.20)

(3.21)

3.22)
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Teorema 3.4. (Cdlculo da Area de um Tridngulo) Dado um tridngulo de vértices
A(x4,V4,0), B(xg,y¥5,0) e C(x¢c,yc,0), num Plano Cartesiano OXYZ, sua drea, denotada

por Spapc, € dada por:

SaaBc = 2 |D apcl-

Em que:
X4 ya 1
Dygc=|xg Y8 1|
Xc Yc¢ 1
Demonstracao.

Seja ABC um tridngulo cujos vértices t€ém coordenadas A(x4,V4,0), B(xg, Vg, 0) €

C(x¢, V¢, 0). Denotando a drea desse tridngulo por Syapc, da Algebra Vetorial, sabemos que:

1 —_— —_—
Saapc =5 |AB x AC|. (3.23)
Em que:

AB=B-A= (xp—x4,Y5—Ya,0) e AC=C-A= (Xxc=X4,Yc—Ya, 0).

Y,
Yc

YA

YB

O

Figura 3.5: Paralelogramo Formado Pelos Vetores AB e AC.
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Usando o dispositivo pratico para o cdlculo do produto vetorial, temos:

4B x AC = Xg=%X4 Yp—Ya 0 Xp—X4 Yp—Va _
Xe=%4 Yc—Ya 0 Xc—X4 Yc—Ya
Assim:
AB X AC = (0,0, [(xg—x4) * (Ve =¥a) — (cc=%a) - a—ya)]).
Dai, temos:
AB X AC| = /(02 + (0)% + [(xa—xa) - Gre=ya) — Cec—%a) - p—ya)I2 -
Ou seja:
AB x AC| = |[(xs=%a) - 0c=¥a) = (xe=%a) - @=y]I- (3.24)
Agora, note que:
Xa Ya 1
[((xg—x4) * c—ya) — (xc—x4) - Wp—ya)l = |x8 ¥5 1f.
Xxc Yo 1
Dai, facamos, agora, a seguinte consideracgao:
Xg ya 1
[((xg=%x4) * Ve—Ya) — (x¢—x4) " W—Ya)] = |XB Y8 1| = Dypc. (3.25)
xc yc 1
Logo, substituindo (3.25) em (3.24), obtemos:
|E X R| = |DABC|' (3.26)

Portanto, substituindo (3.26) em (3.23), concluimos que:

Saac = 2 |Dapcl-
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4. CONSIDERA COES FINAIS

Acreditamos que o novo formato dos livros de matemadtica adotados no pais para o
ensino bésico ndo s6 compromete a qualidade do ensino do ponto de vista do aluno, como
também prejudica o professor. Esse novo modelo tem se distanciado de um contetido tedrico
robusto e aprofundado, essencial para o desenvolvimento de uma compreensdo plena da
matematica.

A teoria abordada nesses livros passou a ser minima, com foco na resolucdo de
problemas praticos e em atividades que priorizam a aplicagdo imediata, sem a devida
explicacdo das bases tedricas que sustentam os conceitos abordados. Como resultado, o
professor € levado a ensinar de maneira superficial, muitas vezes sem o tempo ou 0s recursos
necessarios para se aprofundar nos conteidos matemdticos. Essa superficialidade no
conhecimento prejudica tanto o aluno, que ndo consegue desenvolver uma compreensiao
profunda dos conceitos, quanto o préprio educador, que ndo tem uma fonte de consulta
adequada para preparar suas aulas com a profundidade que esses contetidos exigem.

Quando a teoria matemadtica é abordada de maneira superficial, o aprendizado se
torna mais mecanicista, € os alunos podem se limitar a decorar procedimentos sem entender
os fundamentos que os sustentam. Isso impede a formacdo de um raciocinio matematico
critico, que € imprescindivel ndo apenas para o desenvolvimento académico dos estudantes,
mas também para sua formacdo como cidaddos capazes de aplicar a matemdtica de forma
criativa e eficaz em seu cotidiano.

Acreditamos ser fundamental que os livros didaticos e os materiais de ensino voltem
a priorizar a teoria e as demonstra¢cdes matematicas no ensino. As demonstracdes de teoremas
ndo sdo apenas uma ferramenta para validar proposi¢des, mas um exercicio essencial para o
desenvolvimento do pensamento 16gico e critico dos estudantes. Nessa perspectiva de resgatar
o ensino de matemdtica por meio de Defini¢des, Teoremas e Demonstragdes, apresentamos,
neste trabalho, quatro maneiras de demonstrar a férmula do cédlculo da 4rea de um triangulo
qualquer no Plano Cartesiano OXY, a partir das coordenadas de seus vértices.

Ao realizarmos essa abordagem, de apresentar diferentes formas de demonstrar um
Teorema, pensamos que nao s6 explicamos o conceito de drea, mas também permitimos que o
leitor compreenda como a geometria analitica pode ser aplicada em diferentes situacdes e
como ela se relaciona com outras areas da matemdtica, como a dlgebra e a trigonometria,

enriquecendo dessa forma, sua formagdo, tornando-o mais capaz de compreender e aplicar os
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conceitos em contextos diferentes, além de desenvolver habilidades valiosas de pensamento
critico.

Por fim, considerando todo o material desenvolvido, levando em consideracdo os
objetivos propostos, espera-se que este material esteja pronto para ser usado como fonte de
consulta por professores de matemadtica ou alunos de Licenciatura em matematica, além de
poder ser aplicado em sala de aula, pois, pois apresenta conceitos matematicos de forma clara
e acessivel, preservando o rigor tedrico necessdrio para garantir a compreensdo profunda dos

conteudos.
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