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RESUMO

Este estudo trata de uma analise da “Termodinamica de Buracos Negros”, entretanto, antes
de abordar o tema central, ¢ imprescindivel resolver a equagao de campo de Einstein utilizando
a solucdo do astrofisico alemao Karl Schwarzschild, a qual passa por vérias transformacdes
coordenadas. Inicialmente, sdo empregadas as coordenadas Tortoise (Tartaruga), seguidas pelas
coordenadas de Kruskal-Szekeres, que superam uma das limitagdes presentes na métrica de
Schwarzschild, especificamente o ponto r = 2GM, conhecido como Raio de Schwarzschild.
ApoOs a explanagdo detalhada acerca das métricas e dos procedimentos de calculo associados,
discutimos conceitos que relacionam a termodinamica ao ambito dos buracos negros,
resultando na formulacdo de algumas leis especificas para a “Termodinamica de Buracos
Negros”. Entre estas, destaca-se a lei zero, que se refere a um buraco negro estaciondrio no qual
a aceleracao superficial permanece constante ao longo do horizonte de eventos. Além disso,
realiza-se uma analise interpretativa da aceleragao superficial e, subsequentemente, estabelece-

se uma relagdo entre a area do horizonte do buraco negro e sua entropia.

Palavras-chave: Métrica de Schwarzschild, Coordenadas, Buracos Negros, Termodinamica.
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INTRODUCAO

Apo6s a publicacdao da Teoria da Relatividade Geral por Albert Einstein em 1915, o fisico
alemao Karl Schwarzschild dedicou-se a resolu¢ao de uma das equagdes de campo propostas
no trabalho. Ao aplicar uma métrica especifica para espagos curvos, Schwarzschild obteve um
resultado de grande relevancia e utilidade para diversas aplicagdes dentro do ambito da
Relatividade Geral. Contudo, essa abordagem revelou a existéncia de duas questdes
fundamentais relacionadas ao sistema de coordenadas adotado, a primeira ocorre quando o
valor de r ¢ igual a 2GM, denominando-se singularidade contornédvel, a segunda manifesta-se
na condi¢do em que r se iguala a zero, conhecida como singularidade irremovivel, pois nao
pode ser eliminada ou contornada por meio de transformag¢des coordenadas convencionais.

Ao selecionar cuidadosamente as coordenadas apropriadas, € possivel contornar o problema
representado pela condicdo r = 2GM por meio de transformagdes coordenadas. A primeira
transformag@o proposta recebe o nome de coordenada tartaruga, embora seja uma mudanca
valida, ela faz com que um dos termos assuma valor infinito, exigindo uma nova alteracao no
sistema. Dessa forma, utilizaremos a coordenada proposta pelo matematico e fisico americano
Martin David Kruskal e por George Szekeres matematico alemao, conhecida como solugao de
Kruskal-Szekeres, a qual resolve todos os problemas anteriores e possibilita a analise do
comportamento de objetos esfericamente simétricos com uma massa M muito elevada.
Posteriormente, abordamos brevemente o histérico referente aos estudos acerca de corpos
sujeitos ao colapso gravitacional, os quais, devido a sua intensa gravidade, podem contrair-se
além do raio de Schwarzschild. Durante o periodo compreendido entre 1916 e 1930, devido a
escassez de comprovacgdes tedricas e evidéncias visuais, poucos eram os que acreditavam na
existéncia desses corpos.

Apds a formulacdo da solu¢do de Schwarzschild, foi proposta uma nova abordagem
desenvolvida pelo matematico alemdo Hans Reissner e pelo fisico finlandés Gunnar Nordstrom,
conhecida como solucdo de Reissner-Nordstrom, destinada a descrever o campo gerado por
uma distribuicao esférica de massa carregada. Em 1963, o matematico neozelandés Roy Kerr
descobriu uma solucdo para corpos colapsados em rotacdo, denominada solucdo de Kerr.
Posteriormente, essa foi estendida pelo fisico americano Ezra Newman, que incorporou carga
elétrica a descrigao, resultando na solugao de Kerr-Newman. Essas trés solucdes evidenciaram
que os buracos negros podem ser analisados considerando componentes como massa, carga €

momento angular.



Ap0s os trabalhos apresentados anteriormente o fisico britanico Stephen Hawking e o fisico
norte-americano Jacob David Bekenstein desenvolveram possiveis relacdes entre
termodindmica e a mecanica dos buracos negros.

No primeiro capitulo, discutiram-se aspectos essenciais relacionados a este estudo, incluindo
a Relatividade Restrita, seus postulados fundamentais, bem como as transformagdes de Galileu
e Lorentz. Além disso, foi introduzido o conceito de espago de Minkowski. Posteriormente, foi
apresentada a Teoria da Relatividade Geral, abordando-se o Principio da Equivaléncia e a
equagao de campo formulada por Einstein.

No capitulo 2, abordamos a derivagdo da solucdo de Schwarzschild para a Equagdo de
Einstein. Posteriormente, discutimos as dificuldades decorrentes da selegao da métrica adotada.
Em sequéncia, efetuamos duas transformacoes de coordenadas com o objetivo de superar essas
questdes e obter uma solucdo mais apropriada.

No capitulo 3, discutimos brevemente a trajetoria histdorica dos buracos negros, destacando
alguns fisicos e matematicos de relevancia que realizaram estudos e contribuiram para o
desenvolvimento desta area de investigacdo. Ao final deste capitulo, apresentaremos a primeira
imagem registrada de um buraco negro e faremos uma breve analise do processo pelo qual esse
feito foi alcangado.

No capitulo 4, examinamos a conexdo entre a termodindmica e a mecanica dos buracos
negros, uma proposta desenvolvida por renomados fisicos, como o fisico estadunidense Jacob
David Bekenstein. Para tal, empregamos aproximagdes fundamentadas em uma equagao que
descreve a entropia de um buraco negro, constatando que essa relagdo passa a ser considerada

plausivel.
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1 TEORIA DA RELATIVIDADE

A teoria da relatividade foi desenvolvida pelo fisico tedrico alemdo Albert Einstein, sendo
composta pela teoria da relatividade restrita (especial) e a relatividade geral. Ambas as teorias
foram desenvolvidas com o intuito de solucionar problemas fisicos que perduraram até o inicio
do século XX, época em que Einstein publicou seus trabalhos. Neste capitulo faremos uma
introdugdo da teoria da relatividade, enfatizando principalmente a teoria da relatividade geral
(TRG) que serd o ponto principal deste trabalho. Neste capitulo discutimos alguns pontos

importantes para a relatividade.

1.1 TEORIA DA RELATIVIDADE RESTRITA

A teoria da relatividade restrita (TRR), também conhecida como relatividade especial, foi
formulada por Albert Einstein e publicada em 1905. Essa teoria, analisa as variagdes observadas
em medicdes fisicas efetuadas a partir de dois referenciais que se encontram em movimento
relativo entre si. Um referencial fisico consiste em um sistema no qual ¢ possivel realizar
medicoes e experimentos utilizando instrumentos especificos. Na fisica, os referenciais
utilizados sdo geralmente considerados inerciais, nos quais a lei da inércia se aplica: ou seja,
quando um corpo, observado a partir de um referencial inercial, ndo esta sujeito a agdo de forgas
externas, ele permanecerd em repouso ou mover-se-a em linha reta com velocidade constante
(Movimento Retilineo Uniforme).

Do modo como Einstein apresentou sua teoria da relatividade especial, ela se baseia em dois

postulados principais,

e Primeiro postulado (Principio da relatividade): As leis basicas da fisica sdo as mesmas
em todos os referenciais inerciais em movimento relativo uniforme.

e Segundo postulado (Principio da constancia da velocidade da luz): A velocidade da luz
(ou qualquer radiacdo eletromagnética) no vacuo tem o mesmo valor para todos os

referenciais inerciais.
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1.1.1 Transformacoes de Galileu

De modo geral, o primeiro postulato da Teoria da Relatividade Restrita estabelece que as leis
da fisica devem ser invariaveis em diferentes referenciais inerciais. Em outras palavras, em um
sistema isolado, os fendmenos fisicos ndo dependem de sua velocidade relativa; assim, ndo ¢
possivel determinar a velocidade de um sistema em movimento de translacdo uniforme
mediante medi¢des realizadas exclusivamente a partir de experiéncias internas. Em termos mais
simples, a velocidade da Terra ndo pode ser detectada por observagdes internas ao proprio
sistema terrestre. Tal principio estd alinhado ao conhecido “principio da relatividade de
Galileu”. Com base nas teorias predominantes na época, a mecanica newtoniana empregava as

transformagdes de Galileu, expressas por:

X’ =X -yt, 1
Y=y, 1.1
z2’=1z, 1.2
t'=t, 1.3

As mudangas propostas por Galileu podem ser observadas na Figura 1, considerando-se

referenciais inerciais, ou seja, com velocidade constante.

Figural- Sistema de coordenadas de Galileu

Z A b7
Evento
;X
e =0 F----- e---L---+
e 7 -
h x/

Fonte: webfisica.com [20]

1.1.2 Transformacodes de Lorentz

Contudo, as leis da eletrodindmica que foram desenvolvidas pelo fisico e matematico James
Clerk Maxwell ndo estavam de acordo com a mecanica newtoniana, ou seja, quando as

transformagodes de Galileu eram aplicadas nas equagdes de Maxwell, os resultados encontrados
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eram totalmente diferentes do que se era esperado. Com as altas velocidades comparéveis a
velocidade da luz, a mecanica classica de Newton nao era satisfeita, devido a essa limitagao,
Einstein mediante a essa e outras necessidades utilizava de experimentos e simulagdes mentais
para desenvolver novas ideias e descobertas. Usando o segundo postulado da TRR, o principio
da constancia da luz e relacionando as coordenadas espaciais e temporais, o fisico fez uso das

famosas transformagdes de Lorentz, dadas por:

, vX
¢ = y(t—c—z), 1.4
x' = x —vt, 1.5
y':y’ 1.6
z' =z 1.7

1
y=———, 1.8

i-p
v

O fisico neerlandés Hendrik Antoon Lorentz no ano de 1904, publicou a forma completa das
transformagdes, buscando explicar o eletromagnetismo envolvendo corpos em movimento. O
trabalho de Lorentz j& era bem conhecido na época das equacdes de Maxwell, assim, Einstein
utilizou as transformagdes de Lorentz nas equagdes de Maxwell e verificou que ndo houveram
alteracdes nas leis mesmo com a mudanga de referencial, diferente das transformacoes de
Galileu, a partir desse ponto Einstein reformulou toda a nogao de espago e tempo que até entao

era adotada.

1.1.3 Espac¢o de Minkowski

Para podermos analisar como funciona a geometria do espaco-tempo da TRR, devemos fazer
uso de um espaco vetorial que comporte as transformagdes que Lorentz desenvolveu, que esteja
de acordo com as ideias de Einstein e que seja invariante para as transformagdes que nele forem
geradas, essa ferramenta matematica ¢ o chamado de espago de Minkowski, essa ferramenta
matematica recebeu esse nome em referéncia ao matematico alemdo Hermann Minkowski
(1909-1964). Inicialmente esse espaco matematico foi usado por Minkowski para as equagdes
de Maxwell do eletromagnetismo, mas posteriormente essa ferramenta se mostrou muito

adequada para a TRR.
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Para a TRR esse espago vetorial foi configurado de maneira em que trés de suas dimensdes,
representassem o espaco e fossem combinadas com uma dimensdo representada pelo tempo,
definindo assim uma regido quadrimensional chamada de espago-tempo.

O espago de Minkowski nada mais ¢ que um campo vetorial que nomeia seus elementos de

Quadrivetores, que sdo definidos pelas seguintes coordenadas:

As transformagdes de Lorentz dentro do espago de Minkowski sdo representadas da seguinte

forma:
x% = y (x°— Bx1), 2.1
xV =y (x! - px°), 2.2
x? = x?, 2.3
x3 = x3, 2.4

Lembrando que, g = =

.
Para a fisica-matematica o espaco de Minkowski ¢ uma combinagdo de um espago euclidiano
com uma dimensdo extra para envolver o tempo, ou seja, um espaco quadridimensional, em

resumo, esse espaco vetorial representa o mundo real dentro da TRR.

1.2 TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL

ApOs a elaboragdo da TRR, Einstein publicou no ano de 1915 o seu trabalho sobre a Teoria
da Relatividade Geral (TRG), que modificou toda a nogdo de gravidade que até entdo eram
aceitas pela comunidade cientifica, como por exemplo a explicag@o do fisico Isaac Newton, que
afirmava que a gravidade era uma forca entre dois corpos, dependente das massas e da distancia
entre eles, a TRG foi elaborada por Einstein com o intuito de substituir a teoria de gravitagao
de Newton.

A ideia principal da TRG de Einstein, ¢ que o espaco-tempo ndo ¢ necessariamente plano
como abordado na TRR, mas apresenta uma curvatura, que induziria os mesmos efeitos que os
corpos em movimento sentem dentro de um campo gravitacional sugerido por Newton em um

espago plano.
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1.2.1 Principio da Equivaléncia

O principio de equivaléncia ¢ uma das ideias centrais da Teoria da Relatividade Geral de

Albert Einstein. Ele afirma que:

os efeitos observados em um ambiente com aceleragdo constante sdo indistinguiveis dos efeitos

provocados por um campo gravitacional.

Em outras palavras, nao ha experimento fisico local que permita distinguir entre estar em
repouso num campo gravitacional ou estar acelerando de forma constante no espago vazio [19],

como mostrado na figura 2.

Figura 2- Principio da Equivaléncia. Um referencial inercial em um campo gravitacional
(esquerda) ¢ equivalente a um referencial nao inercial (acelerado) na auséncia de um campo

gravitacional.

(1

(03

i

Fonte: cursos.if.uff.br, 2019 [13].

Para compreender melhor essa ideia, imagine uma pessoa dentro de um elevador
completamente fechado, sem janelas ou qualquer contato com o mundo externo. Se esse
elevador estiver parado sobre a superficie da Terra, a pessoa sentird seu peso normalmente,
pressionando seus pés contra o chao do elevador. Agora, imagine que o mesmo elevador esté
flutuando no espago longe de qualquer planeta, mas sendo puxado para cima com uma
aceleragdo constante, idéntica a da gravidade terrestre. Dentro do elevador, a pessoa também
sentird seu peso do mesmo modo, como se estivesse de pé na Terra. De dentro do elevador, sem

nenhuma observacao externa, ndo ¢ possivel saber se a forga sentida vem da gravidade ou da
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aceleragdo do movimento. Essa impossibilidade de distinguir entre os dois cendrios ¢

exatamente o que o principio de equivaléncia descreve.

Um experimento mental ainda mais intrigante pode ser feito considerando um feixe de luz.
Imagine que, dentro do elevador acelerado no espaco, um pequeno feixe de luz entra por uma
fenda na parede e se move horizontalmente de um lado ao outro. Como o elevador estd se
acelerando para cima, enquanto o raio avanga, o chdao do elevador "sobe" ligeiramente em
relacdo a luz. Isso faz com que, para o observador dentro do elevador, o feixe pareca descrever

uma curva descendente — como se estivesse sendo puxado para baixo.

Segundo o principio de equivaléncia, esse desvio da luz num elevador acelerado deve ocorrer
também num elevador em repouso sobre um planeta, isto ¢, num campo gravitacional. A

conclusdo inevitavel ¢ que a gravidade pode curvar a trajetoria da luz.

Essa curvatura da luz s6 pode ser explicada se a propria estrutura do espago por onde a luz
viaja estiver sendo "dobrada" pela gravidade. Assim, o principio de equivaléncia leva a ideia
central da Relatividade Geral: a gravidade ndo ¢ uma forga convencional, mas sim a

manifestagdo da curvatura do espago-tempo causada pela presenga de massa e energia.

1.2.2 Equacées de Campo

Ap6s a formulacdo da sua teoria relativistica dos efeitos da gravidade, Einstein precisava
relacionar matéria e energia a curvatura do espaco-tempo, ou seja, ele necessitava de uma
explicacdao de como a matéria determina o campo gravitacional € como o campo afeta a propria

matéria. Nesse sentido, Einstein formulou a sua famosa equacao,
1
Guv = Ry — Egle = 8nG Ty, 2.8

1 ’ . .
onde Gy, = Ry — >9uv R € o tensor de Einstein;
Juv € amétrica do espago;

— arllﬂ/_arﬁl_rl | S FP 50t de Ricci:
W= 32 v w Lk up Lk € 0 tensor ae KiICCl,

R

p =1 pA (agvl aglu _ aguv) ~ ’ . .
L XY ok T o T ok Sao os simbolos de Christoffel;



R = g" Ry, € o escalar de Ricci;

ro_ 28
KV =g 8gmY

G ¢ a constante gravitacional.

€ o tensor energia-momento;

16
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2 SOLUCAO DE SCHWARZSCHILD

Em 1915 ap6s a publicagao da Teoria da Relatividade Geral de Einstein, o astrofisico alemao
Karl Schwarzschild leu o artigo e logo comegou a calcular as consequéncias da teoria para a
gravitagdo causada por uma estrela isolada. Assim, obteve a primeira solucdo exata das
equacdes de campo de Einstein para um espaco exterior a uma distribui¢do simetricamente
esférica de massa M [14]. Para este capitulo, abordaremos alguns pontos e aspectos gerais da
solucdo de Schwarzschild para a equacdo de Einstein, que serdo importantes para a

compreensdo deste trabalho.

2.1 METRICA DE SCHWARZSCHILD

A métrica de um espago qualquer de N dimensdes nos diz quantitativamente como medir
distancias nesse espaco especifico, o espaco da TRR e TRG possuem quatro dimensdes sendo
trés coordenadas espaciais € uma temporal. O espaco da TRR ¢ plano (euclidiano) e seu

elemento de linha ¢ dada por:

ds? = —(cdt)? + (dx)? + (dy)? + (dz)?. 2.9

Como proposto por Einstein, sabemos que o espago da TRG ¢ curvo, portanto, sua métrica
deve seguir os mesmos padroes. Entdo, para se calcular a métrica de Schwarzschld € necessario
transformar essa equagdo de espaco plano, em nova equagdo em coordenadas esféricas, da

seguinte forma:

ds? = —(cdt)? + (dr)? + (rd6)? + (r senf do)?. 3

O elemento de linha mostrada acima pode ser escrito em forma matricial, e neste caso pode-

se obter os chamados tensores da métrica g, que sao:

Jdoo Yo1 YJoz2 Yos
_ |90 Y911 Y1z Y13
Guw g20 Y921 G922 923 ’

930 931 Y93z Y3zdy, 31



18

-1 0 0
1 0
r 0

Gy = 0
S LV 32
0 0 (r°senf)

Os termos p e v assumem os valores de 0,1,2 e 3 correspondentes as coordenadas espaciais
e a temporal representada pelo 0. A métrica de Schwarzschild corresponde a um espago exterior
a uma distribuicao esfericamente simétrica de massa muito grande e sem rotagdo; a massa do
Sol e de muitas outras estrelas tém esta distribuigao.

A curvatura do espaco-tempo pode ser obtida matematicamente pelo tensor de Einstein que
se encontra do lado esquerdo da equagao de campo proposta pelo proprio Einstein e possui a

seguinte forma,
1
Glﬂ/ = Rlﬂ/ - E'g#v R. 33

O tensor da métrica 9o do espago-tempo faz o papel de campo nas equagdes de Einsten; Ry,

¢ o chamado tensor de Ricci; e R € a curvatura escalar, que se associa com os demais tensores,
também conhecido como escalar de Ricci [15].

Seguindo pelas equacdes de Einstein, chegamos na etapa em que podemos trabalhar a parte
da matéria e energia, que € obtida pelo tensor de energia-momento T, ; logo, as equagdes se

compactam da seguinte maneira,
Gy = —k Ty 3.4

Com o k sendo a constante gravitacional de Einstein, assumindo valor de 87G/c*, onde G é
a constante de gravitacional universal e ¢ ¢ a velocidade da luz no vacuo. Portanto, a equagao

de campo volta a ter o formato conhecido e abordado anteriormente,

1 8nG
Guv = Ryy ~ 59w R =T 3.5
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Para a solu¢do de Schwarzschild temos T,, = 0, pois a regido analisada se encontra no
vacuo. Esta solu¢do consiste em introduzir uma fun¢do f(r) qualquer dentro do elemento de

linha usado para o espago curvo, obtendo a seguinte forma,

1

dr? 4+ r2d6? + r?sen?6 do?. 3.6
£ ¢

ds? = —f(r) dt? +

Para que se possa resolver a equacdo, primeiramente temos que calcular o tensor da métrica
9uv- € posteriormente calcular a curvatura do espago-tempo através do Tensor de Einstein G,
apresentado na equagdo de campo; destro deste operador, existe o Tensor de Ricci R, que €
obtido através dos simbolos de Christoffel. Os simbolos de Christoffel ndo nulos sdo os

seguintes,

o _ [ 1 _ ffr 1 _ " o1 3.7
o1 =2 Ioo = = [ = 2 Iy = —f,
1 _ 2 2 _ 1 2 1 3 _1
[33 = —frsen®0, If;= > I = > I3 =
2 3 __ cosf
33 = —senb cosb, I3 = —.

2.2 SOLUCAO PARA O ELEMENTO DE LINHA
Ap6s todos os calculos do Tensor de Ricci e do tensor métrico, Schwarzschild aplicou os

valores encontrados usando a métrica de um espago curvo dentro da equagdao de campo de

Einstein, gerando assim uma equagao diferencial com uma solucao da seguinte forma,

D

Em que D ¢ uma constante cujo valor ¢ 2GM. Assumindo um valor ¢ = 1 devido ao sistema

de unidades naturais a ser adotado, a fun¢do pode ser escrita como;
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fr)=1- @ 3.9

Aplicando esse valor dentro da métrica proposta por Schwarzschild, que ¢ uma métrica

muito adequada para problemas que envolvam simetria esférica, obtemos:

, 26M\ 1 2 2 2
ds =—<1— . )cdt +1Wdr + (rd6)” + (rsenfdo)”. 4.0

r

O tensor métrico, assume a seguinte forma:

26M
== 0 0 0
_ 1 0 0
G = 1—2GM/r ' 41
0 0 r? 0
0 0 0 r2sen?0

Podemos salientar diversas aplicacdes relevantes para esse elemento de linha, como o
calculo de orbitas planetarias em campos gravitacionais intensos; um exemplo notorio ¢ a
previsdo precisa do avango do periélio de Mercurio. Além disso, outra aplicagdo significativa

consiste no célculo do desvio da luz ao passar proximo a corpos de grande massa.
2.3 RAIO DE SCHWARZSCHILD

A despeito de todo o prestigio da solucdo de Schwarzschild, tanto como uma métrica para
espagos curvos, como uma solucdo exata para uma das equagdes de campo pospostas por
Einstein, porém essa métrica possui um problema aparente. Analisando a funcdo f(r)
anteriormente imposta dentro da métrica, percebemos que podemos usar de manipulagdes

matematicas para encontrar o valor do 7, onde o problema assume duas maneiras diferentes

2GM 2GM
" =0 - " =1 - r=2GM, 4.2

fr)=0 - 1-

quando o r assume o valor de 2GM ¢ chamado de Raio de Schwarzschild ry
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TH = ZGM 43

O primeiro problema ocorre quando igualamos o valor da fung¢do f(7) a zero e isolamos o r
e este assume o valor de ry. Quando substituimos esse valor na fun¢do dentro do elemento de

linha, obtemos um problema no segundo termo,

r=Th 4.4
ds? = 1 ZGMdZ 1 dr? 4.5
S——(—rH>t+W re, .
1_
Ty
ds? = 1 ZGMdZ 42 16
S——( —m)t-l—l_w Te. .
2GM

Nota-se que no segundo termo da métrica quando o » assumir o valor de 1y ira sobrar apenas
uma divisao por zero, resultando em uma singularidade. Para Schwarzschild essa situagao
aconteceria na regido externa, ou seja, nos arredores da distribui¢do esférica, criando assim
campo gravitacional que contemplaria um raio com limite em 1y em que a gravidade seria
extremamente forte e nada poderia atingir a velocidade de escape, ou seja, nada poderia escapar
desta regido além de 7y, incluindo a prépria luz.

Uma outra questdo aparente surge quando o raio toma o valor r = 0; nesse cendrio, tanto o
primeiro quanto o segundo termo abordariam a mesma problematica, ou seja, a divisao por zero.
Para a solucdo de Schwarzschild, essa nova condicao ocorreria diretamente na distribui¢ao
esférica, levando mais uma vez a ocorréncia de uma singularidade que, neste caso, seria
considerada irremovivel.

De modo geral, os corpos esfericamente simétricos de grande massa e com uma forga
gravitacional extremamente intensa, estudados por Schwarzschild, correspondem a objetos cuja
atracdo gravitacional ¢ tao forte que sequer a luz consegue escapar. Em outras palavras, esses
objetos sdo identificados como buracos negros; ou seja, a solu¢do de Schwarzschild para a
equacdo do campo de Einstein descreve uma massa distribuida de forma esférica. Para fins de
referéncia neste contexto, denominaremos esses corpos como “buracos negros” (apesar de
ainda nao termos um conceito completamente estabelecido). Além disso, ¢ importante destacar

que o chamado Raio de Schwarzschild r; ¢ amplamente conhecido como horizonte de eventos.
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Como ilustrado na figura 1, corpos com alta massa provocam uma curvatura mais acentuada
no espaco-tempo; para objetos como os buracos negros, surge entdo o conceito de horizonte de

eventos.

Figura 3- Raio de Schwarzschild
' ana
branca | buraco negro
aio de
Schwarzschild

estrela de
héutrons
i -

Fonte: Fisica UFMG, 2017 [16].
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3 MUDANCAS DE COORDENADAS E BURACOS NEGROS

Neste quarto capitulo iremos introduzir as novas coordenadas que serdo utilizadas para
solucionar o problema anterior encontrado em 1y = 2GM. O problema existente na métrica se
encontra presente no ry € as coordenadas dt/dr — o ao longo das geodésicas nulas que se
aproximam do horizonte e fazem com que a propagagdo do tempo ¢ se torne mais lenta na
direcdo de r, para tentar corrigir esse problema primeiro temos que adotar uma mudanga de

coordenada em que ¢ se mova mais devagar ao longo das geodésicas.

3.1 COORDENADAS TORTOISE (TARTARUGA)

Como citado anteriormente a singularidade presente em r = 2GM ¢ aparente e pode ser
removida, fazendo uso de mudancgas de coordenadas. Visando a necessidade das coordenadas
se moverem mais lentamente, devemos adotar a chamada coordenada tartaruga, onde nossos

termos assumem valores diferentes

r

r =r+26M1n(ZGM—1), 4.7
r* = r*(r), 4.8

r=r ("), 4.9

t=r" 5

com r* sendo 0 novo raio com valor finito.

Adotando os termos das coordenadas tartaruga para o elemento de linha de Schwarzschild,

dr? + r2d0? + r?sen? dp? 51

ds? <1 ZGM) 1
sc= —(1-—

T ~2GM
r

1

Obs: 72d6? + r?sen?6 de? = r2dQ% , também sabemos que,

dt =dr” 52
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1
dt = dr m , 5.2
r
usando de manipulagdes algébricas obtemos a seguinte métrica,
2GM
ds? = — <1 - T) L(=dt? + dr*?) + r?dQ3, 5.3

Atualmente, r € considerado uma func¢do de r*o que representa um progresso significativo, uma
vez que nenhum coeficiente do elemento de linha adquire o valor de 2GM. No entanto, ocorre
uma alteracdo indesejavel: a superficie em rypassa a assumir um valor infinito. O préximo
procedimento consiste em estabelecer coordenadas nas quais as geodésicas possam ser
adequadamente descritas.
u=t+r’, 5.4
v=t—r" 5.5

com a coordenada u representando o avango do tempo, € a v representando o retardo do tempo.
Assim, r* é fundamental para que a luz atravesse o horizonte sem enfrentar nenhuma
singularidade artificial.

Com isso obtemos um v constante, agora vamos voltar para a coordenada r original, mas
fazendo uma substituicdo da coordenada ¢ pela nova coordenada v. Essas sdo conhecidas como
coordenadas de Eddington-Finkelstein, desenvolvida por Arthur Eddington, fisico inglés e pelo

fisico americano David finkelstein. Em termos dessas coordenadas, a métrica se torna,
2GM
ds? = — <1 - T) dv? + (dvdr + drdv) + r?dQ3 5.6

A partir dessa métrica ja podemos definir alguns pontos interessantes, o horizonte de eventos
como uma superficie além da qual particulas nunca podem escapar para o infinito; em
Schwarzschild, o horizonte de eventos estéd localizado em r = 2GM. Apesar de estar localizado
em uma coordenada radial fixa, o horizonte de eventos ¢ uma superficie nula em vez de
temporal, entdo ¢ realmente a estrutura causal do proprio espago-tempo que torna impossivel
cruzar o horizonte em uma dire¢@o para fora. Como nada pode escapar do horizonte de eventos,

¢ impossivel para nos ver o que hé dentro, por isso recebe o nome buraco negro [4].
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3.2 COORDENADAS DE KRUSKAL-SZEKERES

Partindo da premissa de que nossa primeira selecao de coordenada nao foi ideal, efetuamos
algumas modificagdes, como a substitui¢dao da coordenada t pela nova varidvel v que representa
o retardo do tempo. Nesse processo, ocorre um fendmeno bastante significativo: a medida que
o valor de r tende ao infinito, a nova coordenada v permanece finita.

A subsequente alteracdo de coordenadas revela-se bastante mais relevante para a resolucao;
as chamadas coordenadas de Kruskal-Szekeres, propostas pelo matematico e fisico americano
Martin David Kruskal e por George Szekeres matematico alemao, apresentam propriedades que
serdo amplamente exploradas posteriormente, visando facilitar a obtencdo de uma nova
solugdo. Para isso, ¢ necessario substituir a coordenada temporal t por duas coordenadas nulas,

u e v, as quais sdo definidas respectivamente por:

u=t+r’, 5.4
v=t—r’ 5.5

lembrando que essas coordenadas representam respectivamente o avango e o retardo do tempo.

Manipulando essas coordenadas obtemos,

1 2GM
ds? = —§<—1 — T) (dudv + dvdu)r?dQs3, 5.7

reescrevendo r em termos u ¢ v

r*=r1+26Mn( . - 1), 47
2GM
1
rt— E(u —-v), 5.8
logo obtemos,
! = 2GM 1 1 5.9
E(u—v)—r+ n(ZGM_ ) .
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Com r — ry = 2GM, essa mudanga reintegrou a problema inicial, devido a esse problema
devemos fazer escolhas mais adequadas que tornem as coordenadas u e v finitas novamente,
que sao,

v = ev/4GM’ 6

u = —e V/4GM, 6.1

Voltando aos termos originais do sistema (t e r) temos;

1 — p(r—t)/4GM -1 6.2
vEe 2GM

W = ertoy/acm |4 6.3
2GM ’

no sistema (v’, u’, 8, ¢), a métrica de Schwarzschild se torna,

_16G°M? 6.4

ds? e~ "/26M (dy'du’ + du'dv')r2dQ? .

S
r

Assim, nenhum dos coeficientes do elemento de linha exibe comportamento particular na
vizinhanga do horizonte de eventos. A solugdo de Schwarzschild possibilita apenas
investigacdes na regido exterior aos buracos negros; contudo, o novo elemento de linha
apresentado pela equacdo supracitada possibilita a andlise em todas as regides, conforme

ilustrado na figura 4 subsequente.

Figura 4- Coorenadas de Kruskel-Szekeres [17]
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3.3 HISTORIA DOS BURACOS NEGROS

A compreensdo de corpos celestes como os buracos negros s6 pode ser fundamentada
teoricamente apos a publicacdo da Teoria Geral da Relatividade, feita em 1915 por Albert
Einstein. No entanto, antes da proposi¢ao da TRG, alguns pensadores filosoficos e cientificos
ja& haviam sugerido a existéncia de entidades semelhantes aos buracos negros; entre eles
destaca-se o filosofo naturalista inglés John Michell, que propos a ideia de estrelas negras. Ao
realizar calculos baseados na mecanica newtoniana, Michell constatou que, caso uma estrela
possuisse uma massa extremamente elevada, ela geraria um campo gravitacional tdo intenso
que a velocidade de escape dessa estrela superaria a velocidade da luz. Para ele, se uma estrela
atingisse uma massa limite suficientemente grande, sua luz seria completamente aprisionada

por seu campo gravitacional. [1].

Em 1916 um ano apds a publicagdo da TRG, o fisico alemao karl Schwarzschild desenvolveu
a primeira solugdo para a equacao de campo proposta por Einstein, esta solucao foi proposta e
desenvolvida nos capitulos anteriores, ela descreve o campo gravitacional em torno de uma
distribui¢do esférica de massa M. Como abordado anteriormente essa solugdo apresenta
problema em r = 2GM. Logo apds surgiu a solu¢ao para uma distribuicao de esfericamente
carregada de massa M, que ficou conhecida por solugdao de Reissner-Nordstrom, desenvolvida

pelo matematico alemao Hans Reissner e pelo fisico finlandés Gunnar Nordstrom [1].

Entre 1916 e 1930, havia davidas sobre a existéncia de corpos colapsados devido a incertezas
tedricas e a falta de evidéncias observaveis. A partir de 1930, com avangos teoricos, foi possivel
confirmar a existéncia de estrelas colapsadas que se contraem além do raio de Schwarzschild,
outra contribuicdo importante foi a publicagdo do artigo Sobre a Contragdo Gravitacional
Continuada, publicado pelo fisico tedrico alemdo Robert Oppenheimer e pelo fisico
estadunidense Hartland Snyde, no ano de 1939 trazendo novas ideias sobre o colapso

gravitacional, que posteriormente foi confrontado pelo fisico John Archibald Wheeler no ano

de 1958.

Apos uma andlise dos trabalhos tedricos dos fisicos Princeton, Finklestein e Kruskal,
Wheeler mudou seu ponto de vista a respeito do tema [1]. Apenas a partir de 1960 que esses
corpos se tornaram objetos dificeis de serem ignorados, no ano de 1963 o matematico Roy Kerr
descobriu uma solucdo para corpos colapsados em rotacdo, esta foi nomeada de solucdo de

Kerr, que logo foi generalizada pelo fisico Ezra Newman que adicionou carga elétrica a solugdo,
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obtendo assim a chamada solu¢do de Kerr-Newman. Depois de todos esses fatos foi
desenvolvida uma hipdtese que defendia a ideia de que tais corpos seriam descritos por trés

componentes: massa, carga ¢ momento angular [1].

Durante a época de 1960 até 1974 muitos fisicos do mundo todo trabalharam as
consequéncias destas solugdes, entre eles podemos citar o fisico tedrico britdnico Stephen
Hawking e o fisico americano Jacob Bekenstein que desenvolveram trabalhos relacionando
termodindmica aos buracos negros. Bekenstein introduziu a ideia que a area do horizonte de
eventos deveria ser interpretada como uma medida de entropia [1]. Hawking demonstrou que
os buracos negros emitem uma radiagdo térmica devido aos fendmenos quanticos que ocorrem
na vizinhanca do horizonte, essa radiacdo foi chamada de radiacdo Hawking (Bardeen, Carter,

Hawking, 1974) [2].

3.4 BURACOS NEGROS NA ATUALIDADE

Buracos negros podem ser definidos como objetos muito massivos e superdensos,
caracterizados por massa, carga € momento angular, também apresentam um campo
gravitacional muito forte e possuem uma regido chamada de horizonte de eventos a qual € o

ponto de entrada para o buraco negro e nao existe volta (Almeida, 2021) [1].

O primeiro registro fotografico de um buraco negro aconteceu no ano de 2019, realizado
pelo projeto 'Event Horizon Telescope' (EHT), uma rede de radiotelescopios espalhados pelo
planeta, fotografaram o buraco negro conhecido como M87, mostrado na imagem 4 localizado

na galaxia Messier 87 situada a cerca de 54 milhdes de anos-luz da Terra.

Figura 5 — Buraco negro M87

Fonte: Event Horizon 'Scope’, 2019 [7].
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4 TERMODINAMICA DE BURACOS NEGROS

A termodinamica € a area que estuda sistemas que estdo relacionados com variagdes de
energia interna, temperaturas, fluxos de calor, variagdes de entropia e trabalhos realizados.
Analisando a nog¢do classica de buracos negros, podemos pensar que existe uma
incompatibilidade com as nog¢des basicas da termodinamica, tendo em vista que nada pode
escapar de seu interior. Entretanto quando analisamos esses corpos por meio da relatividade
geral ¢ possivel perceber que as leis presentes nos buracos negros possuem uma estrutura
semelhante a termodinamica, como proposto pelo fisico Jacob Bekenstein no ano de 1972 [3].
Nesta se¢do iremos explorar, de forma introdutéria, uma possivel relacdo entre estas duas areas

do conhecimento.

4.1 LEI ZERO (MECANICA DOS BURACOS NEGROS)

A lei zero compreende uma defini¢ao vinculada a temperatura de um buraco negro. Quando
considerada no ambito da relatividade geral, essa temperatura ndo possui uma manifestacao
fisica direta; entretanto, recebe tal denominacao devido ao seu papel analogo ao da temperatura
na formulagao das leis termodinadmicas associadas aos buracos negros.

Para a termodinamica, a temperatura ¢ uma grandeza constante em um sistema que atinge o
equilibrio térmico. O equilibrio térmico, nada mais € que o equilibrio atingido por um sistema
entre a energia emitida e a absorvida. Para uma situagdo em que um buraco negro estd se
desenvolvendo, existe um tempo no qual sua massa demora para se ajustar, buscando uma
configuragdo de equilibrio, durante esse processo, o buraco negro emite ondas gravitacionais,
perdendo energia até atingir o limite estaciondrio (Bardeen, Carter, Hawking, 1974) [2]. Apos
atingir o estado estacionario, a métrica do buraco negro ndo dependera diretamente do tempo,
de forma que o horizonte de eventos também se tornara estavel.

Dessa maneira a equagdo para os vetores transportados ao longo das geodésicas, assume a

seguinte forma apresentada no trabalho de Menezes (2021) [14],

XPVoxH = rxt. 6.5

Com xP sendo um vetor transportado ao longo da geodésica, ¢ o k sendo uma “constante”

de proporcionalidade. A expressdao acima mostra que a constante K pode ser vista como a
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grandeza que indica o quanto as curvas geodésicas geradas por x* ndo mantém seu paralelismo

(Wald,1984) [18].
4.1.1 Interpretacio do k

A constante k recebe o nome de “gravidade superficial” devido a uma interpretagao fisica
no contexto de métricas e esta diretamente ligada ao horizonte de eventos e varia ao longo dessa
regido, de acordo com Wald (1984) [18]. Analisando como o k varia ao longo do horizonte em
termos do tensor energia-momento, podemos compreender algumas condigdes de energia e
consequentemente entendermos a lei zero: Para um buraco negro estaciondrio, em um espaco-
tempo que respeite a condicdo dominante de energia e a equacdo de Einstein, a gravidade

superficial se torna constante no horizonte de eventos. E pode ser obtida pela seguinte equacao,
XaVork = —8mxaTy)xv 6.6

essa equacao permite encontrar o valor da aceleracao superficial k em termos do tensor energia-

momento.
4.2 PRIMEIRA LEI (MECANICA DOS BURACOS NEGROS)

Para que possamos entender a primeira lei, se faz necessario analisar e unir resultados sobre
massa e momento angular dos buracos negros. Apds resolver todas as equagdes e relagdes
matematicas que envolvem massa ¢ momento angular, vamos nos deparar com a seguinte

expressao,

A
+20). 6.7

M=—
8@

Essa equagdo ¢ a chamada Relagdo “Termodinamica”, onde o segundo termo da soma com
valor de 2()J ¢ nulo para esta situacdo, também ¢ valido lembrar que k ¢ a aceleragao
superficial. O proximo passo ¢ relacionar os componentes do primeiro termo da relagdo com os
conhecimentos de termodindmica e mecanica classica.

Em primeiro momento nosso trabalho ¢ encontrar a expressao que demonstre o valor de k,
que ¢ a aceleracdo superficial que ocorre ao longo do 1. A expressdo para definir o k tem a

seguinte forma,
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1
= |= p P
K= Eglﬂ/gpa FHOFVO' 6.8
Resolvendo e manipulando os termos temos,
1df
K = E% r=ry, 6.9
1d ( 26M> 7
= —-—— — - =
K 2dr T =T
GM
K = 2 7.1
Th

¢ muito interessante ver que a aceleracdo superficial k antes da aplicagdo do valor do ry

presente no horizonte se assemelha a forca gravitacional apresentada na fisica cléssica,

- F, =c2" 72
K_'r[_% e g = )

Mas voltando a discursao sobre o valor de k, devemos substituir o valor de ry dentro da

expressao,

_ GM _ GM
“=em? T acem?’ 73
1
- 74
= aoM

4.2.1 Relacao entre area e Entropia

A chamada primeira lei da termodinamica de buracos negros, consiste na definicdo que
relaciona as variagdes entre massa € momento angular com a variagao da area do horizonte de

eventos de um buraco negro [14]



32

k A
SM = 1 8A + 6k + 20,48] +2J8Q. i,

Essa area do horizonte pode ser relacionada com a entropia de um sistema térmico,
refor¢ando a ideia de radiacdo “térmica” 7, a entropia S e a radiacao térmica se transformam

nas seguintes expressoes,

kpc3A hcdk 7.6
S=——= T = ,
ATTh?G 21tky
Entropia <= area ; Temperatura < aceleracaio,

onde, S ¢ a entropia do buraco negro;

kg ¢ a Constante de Boltzmann;

c ¢ a velocidade da luz;

h é a Constante de Planck reduzida;

G ¢ a constante de gravitacdo de Newton;

A ¢ a area do horizonte de eventos.
Lembrando que devido a escolha do sistema de unidades naturais as constantes assumes
valores de
c=1kg=1, h =1,

com isso temos a seguinte aproximacao,

2nT

= —, 7.7
aM 8C dS(4nG),
7.8
E = Mc?,
dE =TdS, 7.9

dE =TdS - 12 Leida Termodinamica. 8
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Com isso podemos perceber um ponto fundamental. A primeira lei da termodinamica de

buracos negros sugere que a area desses corpos esta relacionada a sua entropia, visto que o
~ 14 ~
termo que a expressao s = — cumpre o papel de 7dS, com essa relacdo percebemos que a

entropia proporcional a area do buraco negro. Apds isso podemos pensar na primeira lei da
termodindmica dos buracos negros da seguinte forma: para um buraco negro estacionario,
existem variagdes em primeira ordem de energia, massa € momento angular em relagdo com
area do horizonte de eventos.

Como vimos existe uma relag@o direta entre entropia e area do buraco negro, ideia proposta
por Bekenstein em seu artigo Black holes and the second la, publicado no ano de 1972 [3],

caracterizando a proposta da primeira “Lei da termodinamica dos buracos negros”.
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Consideracoes Finais

Este trabalho explorou os aspectos teodricos da solucao de Schwarzschild, uma das solugdes
mais importantes da Relatividade Geral, que descreve o campo gravitacional ao redor de uma
massa esfericamente simétrica. Inicialmente, discutimos a métrica de Schwarzschild e suas
implicagdes, destacando os problemas associados as singularidades em r = 2GM e r = 0.
Essas singularidades, especialmente a primeira, foram abordadas por meio de mudancas de
coordenadas, como as coordenadas Eddington-Finkelstein e Kruskal-Szekeres, que permitiram
contornar as limita¢cdes da métrica original e aprofundar o entendimento dos buracos negros.

Além disso, o trabalho abordou a relagdo entre a termodindmica e os buracos negros,
seguindo as contribuicdes de Jacob Bekenstein e Stephen Hawking. Demonstramos como
conceitos termodindmicos, como entropia e temperatura, podem ser aplicados a esses objetos
astrofisicos, estabelecendo paralelos entre as leis da termodinamica e as propriedades dos
buracos negros. A primeira lei da termodinamica de buracos negros, por exemplo, revela uma
conexao profunda entre a area do horizonte de eventos e a entropia, enquanto a gravidade
superficial k desempenha um papel analogo a temperatura.

Por fim, este estudo reforca a importdncia da solugdo de Schwarzschild e suas
generalizagdes, como as solu¢des de Kerr e Reissner-Nordstrom, para a compreensao dos
buracos negros e sua dindmica. As mudangas de coordenadas ndo apenas resolvem problemas
matematicos, mas também enriquecem nossa interpretacdo fisica desses fendmenos. A
termodindmica de buracos negros, por sua vez, abre novas perspectivas para a unificagao da
fisica classica e quantica, destacando a riqueza e a complexidade do universo descrito pela

Relatividade Geral.
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APENDICE A - Coordenadas de Eddington-Finkelstein (Tartaruga)

Introduzindo novas coordenadas,

r*=r+ZGMln( d —1),
2GM
r*=r*(r),
r=r (r"),

t=r"

dt = dr”,

t=r+20Mln(ﬁ—1) = > #0.

Ap6s a introdugdo destas novas coordenas a métrica de Schwarzschild assume a seguinte

forma,

2GM
ds? = — (1 - T) (—dt? + dr?) + r2dQ.

Para provar isso partimos o pressuposto que,

2GM
ds? = — (1 - T) (dr® 4+ dr?) + r2dQ3,

sabendo que,

t=+r*+c¢ - dt=dr*

r
r*=r+ZGMln(

ZGM_l)' comr =1y = 2GM

T
t=r+26Mln(m—1) - dt=dr”*
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1 1
dt =dr m - dr* =dr m .
T r
Logo temos que,
2GM
2 - (122" \qp2 40— g2 2902
dsc = (1 )d +ZGM—1dr + r=dQ;3,
r
com o segundo termo,
1 _ dar
26M—1 ~ "
T
lembrando que,
dr* = dt,

Assim a métrica assume a seguinte forma,

2GM
ds? = — (1 - T) (—dt? + dr?*) + r2dQ3



APENDICE B — Coordenadas de Kruskal-Szekere

Mudanga de coordenadas de Tartaruga para Kruskal

Obtengdo das coordenadas u’ e v’

Introduzindo novas coordenadas,

u=t+r"

v=t—r’

1

t== +—1 4 dt——ld +—1d
u v u v,

com isso temos a opcao de escolha entre dois caminhos que sao,

) u+v=2t
2) u—v=2r"

Optei pela 2% opgao e assim logo temos,

derivando r* obtemos,

1 1
~7 (du? + dv? + 2dudv) + 1 (du?dv? — 2dudv),

dt? 1 dr?* 1

aplicando esses valores na métrica obtemos a seguinte expressao,

2GM
ds? = — <1 — T) dudv + r2dQ3 ,

aplicando o novo valor de r*,
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r =§(u—v),

e aplicando na fungao

r* —r+ZGMln(ﬁ—1)

obtemos,

T
—(u—v) —r+ZGMln(m—1) comr —>ry =2GM,

fazendo uma aproximacao obtemos,

—(u—v) = 2GM ln(ﬁ—l)

Y = (L—1),

4GM 2GM
retirando o In obtemos,
u—v r
e4GM =
2GM —1
r v v v v
obs: —— — 1 = e4GM , eaG - exc =u'; exc =7 ,

" 2GM ’

voltando aos termos originais (t, r) do sistema temos;

r () £
I) u' = eaGM = erGh . erGm’ ,comr* =1+ 2GM ln( 1)
Logo,
t r 1 T
u' = e34GM . e4GM eil"(zc;M 1)
_ (t+7) r
u = e4G -1
2GM

Realizando os mesmos procedimentos para v’ obtemos,



1)

v =e

4G

P

r

2G
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