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RESUMO

Este trabalho apresenta uma análise teórica e aplicada de equações diferenciais clássicas

e fracionárias, com foco na modelagem de crescimento populacional. Inicialmente, são

introduzidos alguns conceitos fundamentais da transformada de Laplace e do cálculo

fracionário, visando fornecer a base necessária para compreender e resolver equações

diferenciais fracionárias. Em seguida, estudam-se soluções da equação de Bernoulli, nas

abordagens clássica e fracionária, destacando diferenças de comportamento e representações

gráĄcas. O modelo logístico de Verhulst é então apresentado, mostrando sua conexão com a

equação de Bernoulli, seguido de soluções inteiras e fracionárias e análises gráĄcas. Por Ąm,

uma aplicação hipotética do modelo logístico de Verhulst em uma cidade é apresentada, na

qual se realiza uma análise comparativa, tanto analítica quanto gráĄca, entre as soluções

clássicas e fracionárias, evidenciando sua utilidade na previsão da saturação populacional

e na análise dos padrões de crescimento.

Palavras-chave: Cálculo Fracionário, Equação de Bernoulli, Modelo Logístico de Verhulst,

Dinâmica Populacional, Modelagem Matemática.



ABSTRACT

This work presents a theoretical and applied analysis of classical and fractional differential

equations, with an emphasis on population growth modeling. Initially, the fundamental

concepts of fractional calculus are introduced in order to provide the necessary foundation

for understanding and solving fractional differential equations. Subsequently, solutions of

the Bernoulli equation are investigated under both classical and fractional approaches,

highlighting differences in behavior and graphical representations. The Verhulst logistic

model is then presented, emphasizing its connection with the Bernoulli equation, followed

by integer-order and fractional-order solutions and their graphical analyses. Finally, a

hypothetical application of the Verhulst logistic model to a city is proposed, in which a

comparative analytical and graphical analysis between the classical and fractional solutions

is performed, demonstrating their usefulness in predicting population saturation and

analyzing growth patterns.

Keywords: Fractional Calculus; Bernoulli Equation; Verhulst Logistic Model; Population

Dynamics; Mathematical Modeling.
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1 INTRODUÇÃO

Desde os primórdios da humanidade, o ser humano busca compreender os fe-

nômenos naturais e sociais que o cercam, desenvolvendo estratégias para descrevê-los,

interpretá-los e, quando possível, prever seu comportamento. Nesse contexto, a modelagem

Matemática consolidou-se como uma importante ferramenta de investigação, permitindo

representar situações-problema oriundas da realidade por meio da linguagem matemática.

Tal prática acompanha o próprio desenvolvimento da Matemática, estando presente desde

as civilizações antigas, inicialmente associada às necessidades cotidianas e às aplicações

práticas dos povos antigos (Biembengut; Hein, 2000).

Em diversas áreas do conhecimento, como a Física, Engenharia, Biologia e Econo-

mia, a modelagem matemática busca descrever o comportamento de sistemas por meio da

identiĄcação das variáveis relevantes e da formulação de hipóteses fundamentadas em leis

empíricas. A estrutura matemática dessas hipóteses é, em geral, expressa por uma equação

diferencial ou por um sistema de equações diferenciais, cuja solução deve ser compatível

com o comportamento observado do sistema (Zill, 2016).

A construção de um modelo matemático, em geral, envolve a realização de simpliĄ-

cações da situação original, com o objetivo de identiĄcar elementos matemáticos capazes de

descrever ou, ao menos, aproximar-se do fenômeno real que se deseja estudar. Ressalta-se

que um modelo não deve ser concebido como uma estrutura fechada ou deĄnitiva, mas

sim como um processo contínuo de aperfeiçoamento, no qual sucessivas adaptações e

reĄnamentos permitem uma aproximação cada vez maior entre o modelo e a realidade

(Diniz, 2011).

O estudo da dinâmica populacional insere-se no contexto da modelagem matemá-

tica como uma importante ferramenta para a descrição e análise da variação do tamanho

de populações ao longo do tempo. Por meio de equações diferenciais ordinárias, esses

modelos permitem representar matematicamente fenômenos observáveis, sendo ampla-

mente empregados na investigação do crescimento de populações humanas, animais e

microbianas, bem como na análise da inĆuência de fatores ambientais sobre sua evolução

(Boyce; DiPrima, 2015). Dessa forma, a modelagem populacional possibilita compreender

e antecipar comportamentos associados a sistemas biológicos e sociais complexos.

Nesse cenário, Thomas Robert Malthus (1766Ű1834) propôs um dos primeiros

modelos matemáticos voltados à descrição do crescimento populacional, ao admitir que a

taxa de variação de uma população é proporcional ao seu tamanho em um dado instante.
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Tal suposição conduz a um modelo de crescimento exponencial, amplamente estudado no

contexto das equações diferenciais (Bacaër, 2021; Boyce; DiPrima, 2015). Contudo, essa

formulação desconsidera fatores limitantes presentes em sistemas reais, como a escassez de

recursos naturais e a competição entre indivíduos, o que restringe sua aplicabilidade em

situações práticas (Gotelli, 2008).

Visando superar essas limitações, Pierre François Verhulst propôs uma modiĄcação

no modelo malthusiano, introduzindo o conceito de capacidade suporte do meio. O modelo

logístico de Verhulst é descrito pela equação diferencial

dP

dt
= λP

(

1− P

L

)

, (1)

em que P representa o tamanho da população no instante t, λ é a taxa intrínseca de

crescimento populacional e L denota a capacidade de suporte do meio (Theodoro; Camargo,

2020).

Nesse contexto, destaca-se que a equação logística de Verhulst pode ser interpretada

como um caso particular da equação diferencial de Bernoulli, cuja forma geral é dada por

dy

dx
+p(x)y = f(x)yn, (2)

com n ∈ R e n ̸= 0,1, pois nestes dois casos seria uma Equação Diferencial Ordinária linear

(Zill; Cullen, 2001).

O cálculo fracionário é a área da matemática dedicada à extensão dos conceitos

de derivada e integral para ordens não inteiras. Essa generalização do cálculo clássico tem

se destacado na modelagem matemática por possibilitar representações mais elaboradas

de fenômenos naturais. Estudos indicam que modelos construídos a partir do cálculo

fracionário podem, em determinadas situações, oferecer descrições mais adequadas do

que aquelas obtidas por meio de modelos tradicionais. Tal vantagem decorre da presença

do chamado Şefeito de memóriaŤ, característica dos operadores fracionários, que permite

incorporar à modelagem a inĆuência do histórico do sistema por meio do parâmetro de

ordem fracionária (Camargo, 2009).

Nesse sentido, o presente trabalho tem como objetivo introduzir, inicialmente,

alguns conceitos fundamentais do cálculo clássico e fracionário e, em seguida, aplicá-los ao

estudo de uma situação de crescimento populacional modelada pela equação logística de

Verhulst, com o intuito de analisar e comparar as soluções obtidas por meio do cálculo

clássico e do cálculo fracionário.

Para o desenvolvimento do estudo, apresentam-se inicialmente a transformada de

Laplace e algumas de suas principais propriedades. Em seguida, são abordadas funções
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especiais relevantes ao contexto do cálculo fracionário, com destaque para a função Gama,

a função de MittagŰLeffler de um parâmetro e a função de GelŠfandŰShilov, bem como suas

respectivas transformadas de Laplace, fornecendo o embasamento matemático necessário

para as análises posteriores.

Dessa forma, um dos pressupostos deste trabalho consiste na formulação de um

modelo fracionário para a equação logística de Verhulst, aplicado à resolução de uma

situação-problema hipotética de crescimento populacional, visando obter uma possível

solução analítica para o problema proposto. Na sequência, procede-se à comparação entre

as soluções obtidas no âmbito do cálculo fracionário e aquelas provenientes do modelo

clássico, tanto do ponto de vista analítico quanto por meio da análise gráĄca das curvas

de crescimento populacional.

Partindo da equação logística clássica de Verhulst, apresentada na Equação (1),

introduz-se o parâmetro α visando generalizar o modelo para o contexto do cálculo

fracionário. Obtém-se, assim, uma equação diferencial fracionária linear de ordem α, que

estende o modelo clássico. Nesse caso, considera-se 0 < α ≤ 1, conforme explicitado a

seguir.

dαw

dtα
+λw =

λ

L
. (3)

Para a abordagem fracionária, é utilizada a derivada de Caputo, escolhida por

permitir a utilização de condições iniciais do tipo clássico, facilitando a interpretação física

das soluções e a comparação direta com os resultados obtidos pelo cálculo usual (Lustosa,

2022).

O presente trabalho encontra-se estruturado em uma introdução e três capítulos,

cuja organização é detalhada a seguir.

Na Introdução, é apresentada uma contextualização histórica e conceitual da

modelagem matemática como ferramenta para a compreensão de fenômenos naturais e

sociais, com ênfase na dinâmica populacional.

O segundo capítulo aborda os principais fundamentos teóricos da transformada

de Laplace, incluindo sua deĄnição, propriedade de linearidade, condição de existência,

transformada inversa, transformada da derivada e o conceito de convolução, destacando

sua importância na resolução de equações diferenciais.

O terceiro capítulo dedica-se ao estudo de alguns conceitos fundamentais do cálculo
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fracionário. Inicialmente, são introduzidas a função Gama, a função de MittagŰLeffler e a

função de GelŠfandŰShilov, bem como a Transformada de Laplace das duas últimas. Na

sequência, apresenta-se uma contextualização histórica do cálculo fracionário e desenvolvem-

se o operador integral de ordem inteira e sua generalização para ordem fracionária. Por

Ąm, aborda-se a derivada fracionária de Caputo e sua respectiva Transformada de Laplace.

O quarto capítulo dedica-se ao estudo da equação diferencial de Bernoulli e do

modelo logístico de Verhulst. Inicialmente, analisam-se as soluções da equação de Bernoulli

nas abordagens clássica e fracionária, com destaque para o comportamento das soluções e

suas representações gráĄcas. Em seguida, estabelece-se a conexão teórica entre a equação

de Bernoulli e o modelo logístico de Verhulst, considerando tanto sua formulação clássica

quanto sua generalização fracionária. Por Ąm, o modelo de Verhulst é aplicado a uma

situação-problema hipotética de crescimento populacional, realizando-se comparações

analíticas e gráĄcas entre as soluções de ordem inteira e fracionária.
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2 TRANSFORMADA DE LAPLACE: ALGUNS CONCEITOS

Neste capítulo, apresentam-se os principais conceitos da transformada de Laplace,

incluindo sua deĄnição, linearidade e condições de existência. Abordam-se ainda a trans-

formada inversa, a transformada de derivadas e o conceito de convolução, destacando suas

aplicações na resolução de equações diferenciais.

2.1 TRANSFORMADA DE LAPLACE

Entre as ferramentas matemáticas empregadas na resolução de equações diferenci-

ais estão as transformadas integrais. Uma transformada integral é dada pela relação:

F (s) =
∫ β

α
K(s, t)f(t)dt, (4)

em que K(s, t), chamada de núcleo da transformação, e os limites de integração são dados.

É possível que α = −∞ ou β = +∞ ou ambos. A relação (4) transforma a função f em

uma outra outra função F , denominada de transformada de f (Boyce; DiPrima, 2015).

Existem diversas transformadas integrais úteis na resolução de problemas, mas

trataremos aqui da transformada de Laplace1. A transformada de Laplace é um operador

integral sobre uma função f cujo domínio tem como variação principal o tempo. Dessa

forma, pode-se deĄnir como segue.

DeĄnição 2.1.1. Seja f : (−∞,+∞) →R uma função. A transformada de Laplace bilateral

de f é deĄnida por

L[f(t)] = F (s) =
∫ +∞

−∞

e−stf(t)dt, (5)

em que s ∈ C, isto é, s = α + iρ com ρ,α ∈ R (Boni, 2017).

DeĄnição 2.1.2. Seja f : [0,+∞) → R uma função. A transformada de Laplace unilateral

de f é dada por

L[f(t)] = F (s) =
∫ +∞

0
e−stf(t)dt, (6)

para valores de s ≥ 0 para os quais a integral é convergente.

Assim, quando a integral imprópria (6) é convergente, o resultado obtido é uma

função de s. Podemos considerar s ∈ R ou s ∈ C, a depender da natureza do problema em

que a transformada será aplicada (Lustosa, 2017).
1 A transformada de Laplace tem esse nome em homenagem a Pierre Simon de Laplace (1749-1827), um

notório matemático, físico e astrônomo.
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Neste trabalho, denotaremos por letras minúsculas as funções a serem transforma-

das e por letras maiúsculas as respectivas transformadas. Assim, tem-se L[f(t)] = F (s).

Outra forma de representar a integral imprópria (6) é dada como segue.

F (s) = lim
b→∞

∫ b

0
e−stf(t)dt, (7)

sob a condição de que o limite exista e seja Ąnito.

A seguir, serão apresentados exemplos do cálculo da transformada de Laplace

para algumas funções elementares.

Exemplo 1. A transformada de Laplace da função (f(t) = 1 é
1

s
para s > 0.

Demonstração.

L(1) =
∫

∞

0
e−stdt = lim

b→∞

∫ b

0
e−stdt. (8)

Fazendo u = −st =⇒ du = −sdt. Quando t = 0, u = 0; quando t = b, u = −sb. Substituindo

na integral:

L(1) = lim
b→∞

∫
−sb

0
eu

(

−du

s

)

= lim
b→∞

[

−1

s
eu
 ∣
∣
∣
∣

−sb

0
= lim

b→∞

[−1

s
e−sb +

1

s



.

Como s > 0, conclui-se que

lim
b→∞

[

−1

s
e−sb +

1

s



=
1

s
.

Exemplo 2. A transformada de Laplace da função f(t) é
1

s2
para s > 0.

Demonstração. Pela deĄnição, tem-se que

L(t) =
∫

∞

0
e−sttdt = lim

b→∞

∫ b

0
te−stdt. (9)

Para calcular o valor da integral, usaremos o método da integração por partes. Tomando

u = t e dv = e−st, segue que du = dt e v =
−e−st

s
. Usando a fórmula de integração por

partes na Expressão (9), chega-se a:

L(t) = lim
b→∞

[

−te−st

s

]b

0

+
1

s

∫ b

0
e−stdt = 0+

1

s
lim

b→∞

∫ b

0
e−stdt =

1

s
.
1

s
=

1

s2
.
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Exemplo 3. Para todo k ∈ N, a transformada de Laplace de tk é dada por

L[tk] =
k!

sk+1
, s > 0.

Demonstração. Por deĄnição,

Fk(s) = L[tk] =
∫

∞

0
tk · e(−st) dt = lim

b→∞

∫ b

0
e−sttk dt. (10)

Tomando u = tk ⇒ du = ktk−1dt e dv = e−stdt ⇒ v = −e−st

s
. Aplicando o método

da integração por parte na Exprtessão (10), obtemos:

lim
b→∞

∫ b

0
e−sttk dt = lim

b→∞

[

−e−st

s
tk

]b

0

+ lim
b→∞

(

k

s

∫
∞

0
e−sttk−1 dt

)

Note que para k ∈ N (k ≥ 1) e s > 0, tem-se

lim
b→∞

[

−e−st

s
tk

]b

0

= lim
b→∞

(

−bke−sb

s
+

0k

s

)

= −1

s
lim

b→∞

bk

esb
= 0,

pois 0k = 0 e a exponencial esb cresce mais rapidamente do que qualquer potência bk,

implicando que o limite é zero.

Portanto,

lim
b→∞

∫ b

0
e−sttk dt = 0+

k

s
lim

b→∞

∫ b

0
e−sttk−1 dt =

k

s

∫
∞

0
e−sttk−1dt.

Observe que
∫

∞

0
e−sttk−1 dt = Fk−1(s),

isto é, a transformada da função fk−1(t) = tk−1. Assim, podemos escrever

Fk(s) =
k

s
Fk−1(s).

Deste modo, por recorrência, tem-se:

Fk(s) =
k

s
Fk−1(s) =

k

s
· k −1

s
Fk−2(s) = · · · =

k!

sk
F0(s).

Mas F0(s) é a transformada do caso k = 0, isto é, da função constante f(t) = 1,

conforme calculado no Exemplo (1). Com isso, conclui-se que

Fk(s) =
k!

sk
· 1

s
=

k!

sk+1
. (11)



23

Exemplo 4. Seja f(t) = sen(αt), t ≥ 0. Então

L¶sin(αt)♢(s) =
∫

∞

0
e−st sin(αt)dt = lim

b→∞

∫ b

0
e−st sin(αt)dt, s > 0.

Usando o método de integrando por partes, obtém-se

F (s) = sen(αt).

(

−e−st

s

)
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∞

0

−
∫

∞

0
−e−st

s
αcos(αt)dt

F (s) =
α

s

∫
∞

0
e−st cos(αt)dt.

Fazendo uma segunda integração por partes, chega-se a

F (s) =
α

s



cos(αt)

(

−e−st

s

)
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∞

0

−
∫

∞

0

(

−e−st

s

)

(−α sen(αt))dt





=
α

s

[(

lim
b→∞

cos(αb)

(

−e−sb

s

)

+
1

s

)

− α

s

∫
∞

0
e−st sen(αt)dt

]

=
α

s

[
1

s
− α

s

∫
∞

0
e−st sen(αt)dt



,

pois para s > 0 temos que limt→∞ e−st = 0 e cos(αt) é limitado, logo o primeiro termo se

anula, restando apenas o valor em t = 0 que é
1

s
. Prosseguindo:

F (s) =
α

s2
− α2

s2
F (s),

F (s)+
α2

s2
F (s) =

α

s2
,

F (s)

(

1+
α2

s2

)

=
α

s2
,

F (s)

(

s2 +α2

s2

)

=
α

s2
,

F (s) =
α

s2 +α2
.

2.1.1 Linearidade da Transformada de Laplace

Sejam f e g funções cujas transformadas de Laplace existem para s > a1 e s > a2,

respectivamente. Então, para s maior que o máximo de a1 e a2,

L[αf(t)+βg(t)] =
∫

∞

0
e−st[αf(t)+βg(t)]dt

=
∫

∞

0
e−stαf(t)dt+

∫
∞

0
e−stβg(t)dt

= α

∫
∞

0
e−stf(t)dt+β

∫
∞

0
e−stg(t)dt.
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Logo,

L[αf(t)+βg(t)] = αL[f(t)]+βL[g(t)]. (12)

A Equação (12) comprova que a transformada de Laplace é um operador linear.

Exemplo 5. Se f(t) = 5e−2t −3sen4t, t ≥ 0, então, pela relação (12), segue-se que

L[f(t)] = 5L[e−2t]−3L[sen4t]

=
5

s+2
− 12

s2 +16
, s > 4.
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2.1.2 Condições SuĄcientes para a Existência de L[f(t)]

A integral que deĄne a transformada de Laplace não necessariamente converge.

Por exemplo, L
[
1

t



e L
[

et2
]

não existem. As seguintes condições garantem a existência

da transformada:

(i) f precisa ser contínua por partes em [0,∞), isto é, em qualquer intervalo 0 ≤ a ≤ t ≤ b,

há apenas um número Ąnito de descontinuidade e toda descontinuidade é de primeira

espécie, ou seja, existem os limites laterais;

(ii) f é de ordem exponencial, conforme a deĄnido a seguir.

DeĄnição 2.1.3. (Ordem Exponencial) Dizemos que uma função f é de ordem exponencial

se existem números c, M > 0 e T > 0 tais que ♣f(t)♣ ≤ Mect para todo t > T .

Se f é uma função crescente, a deĄnição acima simplesmente diz que o gráĄco de

f no intervalo [T,∞) está abaixo do gráĄco da função exponencial Mect com c > 0. Por

exemplo, as funções f(t) = t, f(t) = e−t e f(t) = 2cos t são de ordem exponencial para

t > 0, pois temos, respectivamente, ♣t♣ ≤ et, ♣e−t♣ ≤ et e ♣2cos t♣ ≤ 2et.

Teorema 2.1.1. (Condições SuĄcientes para a Existência da Transformada de Laplace

de uma Função dada). Se f(t) é uma função contínua por partes no intervalo [0,∞) e de

ordem exponencial para t > T , então, sua transformada de Laplace existe para todo s > c.

Demonstração. Temos, por deĄnição, que

F (s) =
∫

∞

0
e−stf(t)dt

=
∫ T

0
e−stf(t)dt+

∫
∞

T
e−stf(t)dt.

Sejam I1 =
∫ T
0 e−stf(t)dt e I2 =

∫
∞

T e−stf(t)dt. Veja que I1 existe porque pode ser

escrita como uma soma de integrais em intervalos nos quais e−stf(t) é contínua. Já em

relação a I2,

♣I2♣ ≤
∫

∞

T
♣e−stf(t)♣dt ≤ M

∫
∞

T
e−stectdt = M

∫
∞

T
e−(s−c)tdt

= lim
b→∞

M

∫ b

T
e−(s−c)tdt.

Tomando u = −(s− c)t, temos du = −(s− c)dt e, portanto,
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lim
b→∞

M

∫ b

T
e−(s−c)tdt = lim

b→∞

M

∫
−(s−c)b

u=−(s−c)T
eu

(

−du

s− c

)

= − M

s− c
lim

b→∞

∫
−(s−c)b

−(s−c)T
eu,du

= − M

s− c
lim

b→∞

[eu]−(s− c)T −(s−c)b

= − M

s− c
limb → ∞

(

e−(s−c)b − e−(s−c)T
)

=
M

s− c
e−(s−c)T .

Sendo assim, I2 converge para s > c. Portanto a Transformada de Laplace existe

para s > c.

2.2 TRANSFORMADA DE LAPLACE INVERSA

Na seção anterior, foram trabalhados alguns problemas cujo objetivo era encontrar

a transformada de Laplace de uma função , isto é, transformar uma função f(t) em outra

função F (s) por meio da integral. Esse processo é chamado de transformada de Laplace e

foi denotado por L[f(t)] = F (s).

Agora, temos como objetivo abordar o problema inverso, ou seja, dada uma função

transformada F (s), buscamos encontrar uma f(t) cuja transformada de Laplace seja F (s).

Dessa forma, deĄnimos f(t) como a transformada Inversa de Laplace de F (s), a qual

denotamos por L−1[F (s)].

Proposição 2.2.1. A Transformada Inversa de Laplace é linear.

Demonstração. Considere α e β constantes e F (s) e G(s) funções transformadas de f e g,

respectivamente. Então,

L−1[α ·F (s)+β ·G(s)] = L−1(αL[f(t)]+βL[g(t)])

= L−1(L[αf(t)+βg(t)])

= αf(t)+βg(t)

= αL−1[F (s)]+βL−1[G(s)].

Pode-se mostrar também que se f e g são funções contínuas por partes em [0,∞)

e de ordem exponencial, então, caso L[f(t) = L[g(t)], as funções f e g são essencialmente
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iguais, isto é, podem diferir apenas nos pontos de descontinuidade de f e g. Isso garante

que a Transformada Inversa de Laplace de uma função F (s) não é necessariamente única

(Lustosa, 2017).

2.3 TRANSFORMADA DE UMA DERIVADA

Nesta seção, aplicaremos a transformada de Laplace na resolução de determinados

tipos de equações diferenciais. Para isso, utilizaremos o seguinte resultado:

Teorema 2.3.1. (Transformadas de Derivadas). Se f(t), f ′(t), ..., f (n−1)(t) forem con-

tínuas em [0,∞), de ordem exponencial, e se f (n)(t) for contínua por partes em [0,∞),

então

L[f (n)(t)] = snF (s)− s(n−1)f(0)−sn−2f ′(0)− ...−f (n−1)(0)

com F (s) = L[f(t)].

Demonstração. A demonstração será feita usando o princípio da indução Ąnita (PIF) sobre

n.

Para n = 1,

L[f ′(t)] =
∫

∞

0
e−stf ′(t)dt.

Fazendo u = e−st e dv = f ′(t), temos du = −se−st e v = f(t). Assim,

L[f ′(t)] = lim
b→∞

[

e−stf(t)
∣
∣
∣

b

0
+ s

∫ b

0
e−stf(t)dt

]

= −f(0)+sL[f(t)]

= sF (s)−f(0).

Suponha que a relação seja válida para n = k ≥ 1, ou seja, que

L[fk(t)] = skF (s)− sk−1f(0)− ss−2f ′(0)− sk−3f ′′(0)− ...−f (k−1)(0).

Para n = k +1, temos

L[fk+1(t)] =
∫

∞

0
e−stfk+1(t)dt

= lim
b→∞

{
[

e−stf (k)(t)
] ∣
∣
∣

b

0
+ s

∫ b

0
e−stf (k)(t)dt

}

= −f (k)(0)+sL[f (k)(t)]

= s[skF (s)− sk−1f(0)−sk−2f ′(0)− sk−3f ′′(0)− ...−f ((k−1)(0)]−f (k)(0)

= sk+1F (s)− skf(0)− sk−1f ′(0)− sk−2f ′′(0)− ...−sf ((k−1)(0)−f (k)(0).

Portanto, pelo princípio de indução, o resultado segue.
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2.4 CONVOLUÇÃO

DeĄnição 2.4.1. (Convolução). Sejam f e g funções contínuas por partes em [0,∞),

então a convolução de f e g, denotada por f ∗g, é dada pela integral

f ∗g =
∫ t

0
f(ρ)g(t−ρ)dρ

Lema 2.4.1. A convolução de duas funções é comutativa, isto é, f ∗g = g ∗f .

Demonstração. Pela deĄnição (2.4.1),

(f ∗g)(t) =
∫ t

0
f(ρ)g(t−ρ)dρ.

Fazendo u = t−ρ, então du = −dρ. Portanto,

(g ∗f)(t) =
∫ 0

t
f(t−u)g(u)(−du) = −

∫ 0

t
f(t−u)g(u)du

=
∫ t

0
f(t−u)g(u)du

= (g ∗f),∀t ≥ 0,

donde se conclui que f ∗g = g ∗f .

Teorema 2.4.1. (Teorema da Convolução). Sejam f e g funções contínuas por partes em

[0,∞) e de ordem exponencial. Então,

L[f ∗g] = L[f(t)] ·L[g(t)] = F (s)G(s).

Demonstração. Temos que

L[f ∗g] =
∫

∞

0
e−stf(t)∗g(t)dt =

∫
∞

0
e−st

[
∫ t

0
f(z)g(t− z)dzdt

]

.

Essa integração ocorre no plano tz, como mostra a Figura (2.1). Logo, pelo Teorema de

Fubini,

L[f ∗g] =
∫

∞

0

∫ t

0
e−stf(z)g(t− z)dzdt =

∫
∞

0
f(z)

∫
∞

z
e−stg(t− z)dtdz.

Seja u = t− z, então du = dt. Portanto,

L[f ∗g] =
∫

∞

0
f(z)

∫
∞

0
e−s(u+z)g(u)dudz =

∫
∞

0
f(z)

∫
∞

0
e−sue−szg(u)dudz

=
∫

∞

0
e−szf(z)dz

∫
∞

0
e−sug(u)du

= L[f(z)] ·L[g(u)] = F (s) ·G(s).
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Figura 2.1 – Plano tz.

t

z

z = t

0

Fonte: Produzido pelo autor.

Vale salientar que a forma inversa do Teorema da Convolução também é válida,

ou seja,

L−1[F (s) ·G(s)] = (f ∗g)(t). (13)

Exemplo 6. Seja a função

f(t) =
∫ t

0
eρsen(t−ρ)dρ.

Calcula-se, a seguir, sua transformada de Laplace.

Solução. Observa-se que

f(t) =
∫ t

0
eρsen(t−ρ)dρ = (et ∗ sent)(t),

ou seja, trata-se da convolução entre as funções f1(t) = et e f2(t) = sent.

Pelo Teorema da Convolução, tem-se

L¶f(t)♢ = L¶et ∗ sent♢
= L¶et♢ ·L¶sent♢

=
1

s−1
· 1

s2 +1

=
1

(s−1)(s2 +1)
.

Exemplo 7. Considerando F (s) =
1

(s−1)(s+4)
, transformada de Laplace de uma função

f(t). Obtém-se, a seguir, a expressão de f(t).

Solução. Note que

f(t) = L−1[F (s)] = L−1

[

1

(s−1)(s+4)

]

= L−1[H(s)G(s)] = (h∗g)(t),
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em que H(s) =
1

s−1
e G(s) =

1

s+4
.

Logo,

L−1[H(s)] = h(t) = et e L−1[G(s)] = g(t) = e−4t.

Portanto, da Equação (13), tem-se

f(t) = (h∗g)(t) = e−4t
∫ t

0
e5ρdρ

= e−4t 1

5
e5ρ
∣
∣
∣
∣

t

0

=
et − e−4t

5
.
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3 CONCEITOS BÁSICOS DE CÁLCULO FRACIONÁRIO

Neste capítulo, são apresentados os fundamentos do cálculo fracionário. Inicial-

mente, estudam-se a função Gama, a função de Mittag-Leffler e a função de GelŠfand-Shilov,

com ênfase em suas propriedades e em suas transformadas de Laplace. Em seguida, introduz-

se o cálculo fracionário, contemplando sua contextualização histórica e a deĄnição dos

operadores integrais de ordem inteira e fracionária e a derivada de Caputo.

3.1 FUNÇÃO GAMA

A função Gama foi deĄnida de diversas maneiras ao longo da história, entre as

quais destacam-se as formulações propostas por Carl Friedrich Gauss e Karl Weierstrass.

Gauss a apresentou por meio de um processo de limites, enquanto Weierstrass a deĄniu

como um produto inĄnito (Camargo; Oliveira, 2015). Entretanto, a deĄnição utilizada

neste trabalho foi proposta por Leonhard Euler (1707Ű1783), conforme segue.

DeĄnição 3.1.1. Seja z ∈ C com Re(z) > 0, a função Gama é deĄnida pela integral

imprópria

Γ(z) =
∫

∞

0
tz−1e−tdt. (14)

A função Gama surge com o propósito de generalizar a noção de fatorial de um

número natural. Sendo assim, deĄnindo adequadamente, é possível computar o fatorial de

números complexos (Ottoni, 2018).

A seguir, algumas propriedades da função Gama que decorrem diretamente de

sua deĄnição:

Propriedade 3.1.1. Γ(1) = 1.
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Demonstração.

Γ(1) =
∫

∞

0
t1−1e−tdt

=
∫

∞

0
e−tdt

= lim
b→∞

∫ b

0
e−tdt

= lim
b→∞

[

− e−t

]b

0

= lim
b→∞

[

−e−b +1
]

= 1.

Propriedade 3.1.2. Γ(z +1) = zΓ(z).

Demonstração.

Γ(z +1) =
∫

∞

0
t(z+1)−1e−tdt

=
∫

∞

0
tze−tdt

= lim
b→∞

∫ b

0
tze−tdt

= lim
b→∞




tz(−e−t)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

b

0

−
∫ b

0
−e−tztz−1dt






= lim
b→∞

tz(−e−t)
∣
∣
∣

b

0
+ z

∫
∞

0
e−ttz−1dt

= 0+ z

∫
∞

0
e−ttz−1dt

= zΓ(z).

(15)

Propriedade 3.1.3. Γ(z +1) = z!

Demonstração. Da Propriedade (3.1.2), tem-se que

Γ(z +1) = zΓ(z).

De fato, observa-se que, se z ∈ N,

Γ(z +1) = zΓ(z)

= z(z −1)Γ(z −1)

= [z(z −1)(z −2)Γ(z −2)...Γ(1)]

= z!.

(16)
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Assim, conclui-se que a função Gama generaliza a função fatorial.

Da DeĄnição (3.1.1), também é possível demonstrar que Γ
(

1

2

)

=
√

π.

Demonstração.

Γ
(

1

2

)

=
∫

∞

0
t

1

2
−1e−tdt =

∫
∞

0
t−

1

2 e−tdt. (17)

Fazendo a seguinte mudança de variável t = x2 e dt = 2xdx e substituindo na

Equação (17), tem-se

Γ
(

1

2

)

= 2
∫

∞

0
(x2)−

1

2 e−x2

xdx

= 2
∫

∞

0
e−x2

dx.

(18)

Como a função e−x2

é uma função par, então

Γ
(

1

2

)

= 2
∫

∞

0
e−x2

dx

=
∫ +∞

−∞

e−x2

dx.

(19)

DeĄnindo Γ
(

1

2

)

= I, essa integral simples pode ser estendida para uma integral dupla no

plano, como segue

I2 =

[
∫ +∞

−∞

e−x2

dx

]2

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

e−x2

dx · e−x2

dx.

(20)

Sem perda de generalidade, pode-se substituir x por y em qualquer uma das integrais,

obtendo:

I2 =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

e−x2

dx · e−y2

dy. (21)

Assim,

I2 =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

e−(x2+y2)dxdy. (22)

Convertendo de coordenadas cartesianas para coordenadas polares, temos

I2 =
∫ 2π

0

∫ +∞

0
e−r2

rdrdθ =
∫ 2π

0
dθ

∫ +∞

0
e−r2

rdr = 2π

∫ +∞

0
e−r2

rdr. (23)

Fazendo a substituição r2 = u =⇒ du

2
= rdr e substituindo em (23), segue-se que



34

I2 = 2π

∫ +∞

0
e−u du

2

= π

∫ +∞

0
e−udu

= π
[

−e−u
]+∞

0

= π =⇒ I =
√

π.

(24)

Finalmente,

Γ
(

1

2

)

=
√

π. (25)

A partir do resultado obtido, é possível determinar o valor da função Gama para

quaisquer números fracionários cujo denominador seja 2. Vejamos alguns casos.

I. Γ
(

3

2

)

= Γ
(

1

2
+1

)

=
1

2
Γ
(

1

2

)

=
1

2
·
√

π =

√
π

2
; (26)

II. Γ
(

5

2

)

= Γ
(

3

2
+1

)

=
3

2
Γ
(

3

2

)

=
3

2
·
√

π

2
=

3
√

π

4
; (27)

III. Γ
(

7

2

)

= Γ
(

5

2
+1

)

=
5

2
Γ
(

5

2

)

=
5

2
· 3

√
π

4
=

15
√

π

8
; (28)

IV. Γ
(

9

2

)

= Γ
(

7

2
+1

)

=
7

2
Γ
(

7

2

)

=
7

2
· 15

√
π

8
=

105
√

π

16
. (29)

Note que da própria deĄnição, Ąca evidente que a função Gama não está deĄnida

para z = 0. De fato, pela Propriedade (3.1.2), tem-se que Γ(z +1) = zΓ(z). Ao tomar z = 0,

segue-se que Γ(0+1) = 0 =⇒ Γ(1) = 0, o que contradiz a Propriedade (3.1.1).

A partir da Propriedade (3.1.2), observa-se que Γ(z) =
Γ(z +1)

z
. Para z = −1,

resulta Γ(−1) =
Γ(0)

−1
, mostrando que Γ(−1) depende de Γ(0), a qual não está deĄnida.

Por esse argumento, conclui-se que a função Gama não é deĄnida para z ∈ Z com z = m e

m ≤ 0.

Vale salientar que, para frações negativas com denominador 2, é possível calcular

valores da função Gama a partir do resultado obtido em (25). Veja os exemplos a seguir.
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I. Γ
(

−1

2

)

=
Γ
(

−1

2
+1

)

−1

2

=
Γ
(

1

2

)

−1

2

=

√
π

−1

2

= −2
√

π. (30)

II. Γ
(

−3

2

)

=
Γ
(

−3

2
+1

)

−3

2

=
Γ
(

−1

2

)

−3

2

=
−2

√
π

−3

2

=
4
√

π

3
. (31)

III. Γ
(

−5

2

)

=
Γ
(

−5

2
+1

)

−5

2

=
Γ
(

−3

2

)

−5

2

=

4
√

π

3

−5

2

= −8
√

π

15
. (32)

IV. Γ
(

−7

2

)

=
Γ
(

−7

2
+1

)

−7

2

=
Γ
(

−5

2

)

−7

2

=
−8

√
π

15

−7

2

=
16

√
π

105
. (33)

A função Gama é deĄnida para todo z ∈ C, exceto para z = m, com m ∈ Z, tal

que m ≤ 0.

3.2 FUNÇÃO DE MITTAG-LEFFLER

Dentre as funções associadas ao cálculo fracionário, destaca-se a função de Mittag-

Leffler, a qual desempenha um papel fundamental no estudo de equações diferenciais

de ordem não inteira. A forma original dessa função, que dependente de um parâmetro

complexo, foi introduzida em 1903 pelo matemático sueco Gösta Mittag-Leffler, como uma

generalização da função exponencial (Camargo, 2009).

DeĄnição 3.2.1. Seja α ∈ C, com Re(α) > 0. DeĄne-se a função de Mittag-Leffler de um

parâmetro por

Eα(z) =
∞∑

w=0

zw

Γ(αw +1)
. (34)

A função é interpretada como uma generalização da função exponencial porque

no caso α = 1 podemos escrever

E1(z) =
∞∑

w=0

zw

Γ(w +1)
=

∞∑

w=0

zw

w!
= ez. (35)
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3.2.1 A Transformada de Laplace da Função de Mittag-Leffler

Nesta seção, é apresentada a transformada de Laplace para a função de Mittag-

Leffler de um parâmetro, considerando z = λtα, com t ∈ R, t > 0 e λ ∈ C.

Teorema 3.2.1. A transformada de Laplace da função de Mittag-Leffler de um parâmetro

é dada por

L[Eα(λtα)] =
sα−1

sα −λ
, (36)

onde s é o parâmetro da transformada de Laplace, λ ∈ C é uma constante e sα > ♣λ♣.

Demonstração. A partir da deĄnição da transformada de Laplace, apresentada no Capítulo

(2) e da representação em série da função de Mittag-Leffler de um parâmetro, Equação

(34), segue-se que

L[Eα(λtα)] =
∫

∞

0
e−stEα(λtα)dt =

∫
∞

0
e−st

∞∑

w=0

(λtα)w

Γ(αw +1)
dt

=
∞∑

w=0

λw

Γ(αw +1)

∫
∞

0
e−sttαwdt.

(37)

Para calcular a integral
∫

∞

0 e−sttαtdt, aplica-se a substituição u = st =⇒ du

s
= dt. Assim,

∫
∞

0
e−sttαwdt =

∫
∞

0
e−u

(
u

s

)αw du

s
=

1

sαw+1

∫
∞

0
e−uuαwdu. (38)

Como
∫

∞

0
e−uuαwdu = Γ(αw +1),

obtém-se
∫

∞

0
e−sttαwdt =

Γ(αw +1)

sαw+1
. (39)

Substituindo esse resultado na Equação (37),

L[Eα(λtα) =
∞∑

w=0

λw

Γ(αw +1)
· Γ(αw +1)

sαw+1

=
∞∑

w=0

λw

sαw+1

=
1

s

∞∑

w=0

λw

sαw

=
1

s

∞∑

w=0

(

λ

sα

)w

.

(40)

A série da Equação (40) é uma série geométrica de razão r =
λ

sα
. Para ♣r♣ < 1, a série

converge para
sα

sα −λ
.
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Portanto,

L[Eα(λtα)] =
1

s
· sα

sα −λ
=

sα−1

sα −λ
. (41)

De forma análoga, pode-se considerar a Transformada de Laplace da função de

Mittag-Leffler com argumento negativo, isto é, Eα(−λtα). Nesse caso, tem-se

L[Eα(−λtα)] =
sα−1

sα +λ
. (42)

A demonstração segue o mesmo raciocínio desenvolvido anteriormente, bastando substituir

λ por (−λ) nas equações correspondentes.

3.3 FUNÇÃO DE GELŠFAND-SHILOV

A seguir, será apresentado uma das funções essenciais do cálculo fracionário,

a chamada função de GelŠfand-Shilov. Essa função desempenha um papel essencial na

formulação e compreensão da Integral Fracionária, cuja deĄnição e propriedades serão

discutidas adiante (Varalta, 2014).

DeĄnição 3.3.1. Seja n um número natural e ν um número não inteiro, deĄnimos a

função de GelŠfand-Shilov de ordem n e ν, respectivamente, como:

ϕn =







tn−1

(n−1)!
se t ≥ 0

0 se t < 0

e ϕν =







tν−1

Γ(ν)
se t ≥ 0

0 se t < 0.

(43)

3.3.1 Transformada de Laplace da Função de GelŠfand-Shilov

Teorema 3.3.1. A Transformada de Laplace da função de gelŠfand-Shilov é dada por:

L[ϕν(t)] = s−ν . (44)

Demonstração. Ao aplicar a transformada de Laplace na função de GelŠfand-Shilov, obte-

mos:

L[ϕν(t)] =
∫

∞

0
e−st tν−1

Γ(ν)
dt =

1

Γ(ν)

∫
∞

0
e−sttν−1dt. (45)

Fazendo a seguinte mudança de variável: st = a =⇒ da = sdt, segue-se que

1

Γ(ν)

∫
∞

0
e−a

(
a

s

)ν−1 da

s
=

1

Γ(ν)

∫
∞

0
(e−a)

aν−1

sν
da =

s−ν

Γ(α)

∫
∞

0
e−aaν−1da. (46)
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Assim, pela deĄnição da função Gama (3.1.1), tem-se:

L[ϕν(t)] =
s−ν

Γ(ν)
Γ(ν) = s−ν . (47)

3.4 CÁLCULO FRACIONÁRIO

Nesta seção serão apresentados conceitos fundamentais do cálculo fracionário, com

ênfase na derivada fracionária de Caputo e em sua transformada de Laplace. Inicialmente,

será feita uma breve contextualização histórica, que permitirá compreender a evolução

das ideias que levaram às deĄnições modernas do cálculo fracionário. Em seguida, será

apresentada a deĄnição da derivada fracionária, baseada no conceito de integral fracionária,

seguindo uma ordem inversa àquela adotada no cálculo tradicional. Posteriormente, esses

conceitos serão aplicados na dedução e na resolução de um modelo fracionário para a

equação de Bernoulli e para a equação de Verhulst, demonstrando a utilidade prática da

teoria.

3.4.1 Contextualização Histórica

O cálculo de ordem não inteira ou cálculo fracionário, como é classicamente

conhecido, é quase tão antigo quanto o cálculo de ordem inteira, entretanto, por não ter

inperpretações físicas e geométricas evidentes, o cálculo fracionário não foi tão difundido

quanto o cálculo usual (Varalta, 2014).

O conceito de cálculo fracionário é amplamente reconhecido e teve sua origem em

uma questão formulada no ano de 1695, em uma correspondência entre Leibinz (1646Ű1716)

e lŠHôpital (1661Ű1704). Na carta, lŠHôpital questionava a interpretação do signiĄcado da

notação de Leibinz,
dny

dxn
para a derivada de ordem n ∈ N0 := ¶0,1,2,3, ...♢, quando n =

1

2
,

que é equivalente a derivar a função y(x) meia vez, isto é,

D
1

2 y(x) =
d

1

2 y(x)

dx
1

2

, (48)

uma raiz quadrada ou uma potência fracionária (Oliveira, 2010).

Leibiniz, concluiu que

D
1

2 x = x
2
√

dx : x, (49)

destacando tratar-se de um aparente paradoxo do qual, futuramente, poderiam ser obtidas

importantes aplicações (Camargo, 2009; Miller; Ross, 1993; Podlubny, 1999).
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3.4.2 Operador Integral de Ordem Inteira e Fracionária

DeĄnição 3.4.1. Seja f : R → R uma função integrável. O operador integral de ordem

inteira n pode ser deĄnido por

If(t) =
∫ t

0
f(t)dt1, I2f(t) = I[If(t)] =

∫ t

0

∫ t1

0
f(t)dt2dt1. (50)

Analogamente, para n ∈ N, tem-se

Inf(t) =
∫ t

0

∫ t1

0

∫ t2

0
...

∫ tn−1

0
f(t)dtndtn−1...dt2dt1. (51)

O teorema a seguir fornece uma fórmula geral para o operador integral de ordem

inteira n.

Teorema 3.4.1. Seja f : R → R uma função integrável. A integral de ordem n ∈ N da

função f é dada por

Inf(t) =
∫ t

0

(t− s)n−1

(n−1)!
f(s)ds = ϕn(t)∗f(t) (52)

Demonstração. A demonstração será feita por indução sobre n.

Para n = 1:

I1f(t) =
∫ t

0
f(s)ds =

∫ t

0

(t− s)1−1

(1−1)!
f(s)ds = ϕ1(t)∗f(t).

Considerando para n > 1, isto é,

Inf(t) =
∫ t

0

(t− s)n−1

(n−1)!
f(s)ds = ϕn(t)∗f(t).

Para n+1, temos

In+1f(t) = I[Inf(t)] =
∫ t

0

∫ t

s

(u− s)n−1

(n−1)!
f(s)duds =

∫ t

0

f(s)

(n−1)!

∫ t

s
(u− s)n−1duds.

Tomando v = (u− s) =⇒ dv = du:

∫ t

s
(u− s)n−1du =

∫ t

0
vn−1dv =

vn

n
=

(u− s)n

n

∣
∣
∣
∣
∣
∣

t

s

.

Daí,

In+1f(t) = I[Inf(t)] =
∫ t

0

f(s)

(n−1)!
·
[

(u− s)n

n

]t

s

ds

=
∫ t

0

f(s)

(n−1)!
· (t− s)n

n

=
∫ t

0

(t− s)n

n
f(s)ds

= ϕn+1(t)∗f(t).



40

Exemplo 8. Seja f(t) = tn. A integral de ordem k ∈ N de f é

Ikf =
tn+k

(n+1) · (n+2) · ... · (n+k)
.

Demonstração. Procede-se por indução sobre k.

Para k = 1

I1f =
∫ t

0

(t− s)1−1

(1−1)!
tnds =

∫ t

0
snds =

[

sn+1

n+1

]t

0

=
tn+1

n+1
.

Suponha que, para k > 1, tenhamos

Ikf =
tn+k

(n+1) · (n+2) · ... · (n+k)
=
∫ t

0

(t− s)k−1

(k −1)!
snds.

Para k +1

Ik+1f = I[Ikf ] =
∫ t

0

[
∫ t

0

(u− s)k−1

(k −1)!
snds

]

dt

=
∫ t

0

tk+n

(n+1) · (n+2) · ... · (n+k)
dt

=
tn+k+1

(n+1) · (n+2) · ... · (n+k +1)
.

A generalização do operador integral de ordem inteira n pode ser estendida para o

operador integral de ordem não inteira α, utilizando a generalização do conceito de fatorial

pela função Gama. Daí, tem-se:

DeĄnição 3.4.2. Seja f uma função integrável. A integral fracionária de ordem α > 0 de

f é dada por

Iαf(t) = ϕα(t)∗f(t) =
∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
f(s)ds, (53)

com I0f(t) = f(t).

Daí, pode-se apresentar a derivada fracionária de Caputo.

DeĄnição 3.4.3. Seja α > 0 e n ∈ N, tal que n − 1 < α ≤ n. A derivada de Caputo de

ordem α de f(x), com x > 0 é dada por

Dα[f(x)] = In−α[Dn(f(x))] =
1

Γ(n−α)

∫ x

0

f (n)(s)

(x− s)α+1−n
ds. (54)
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Observe que, se α = n, então Dα[f(x)] = I0[Dn (f(x))] = Dnf(x), ou seja, a

derivada usual é um caso particular da derivada de Caputo.

Apresenta-se, a seguir, a transformada de Laplace da derivada de Caputo, conforme

o teorema que segue.

Teorema 3.4.2. (Transformada de Laplace da Derivada de Caputo). Seja α > 0 e n ∈ N,

tal que n−1 < α ≤ n. Então,

L[Dαf(t)] = sα−nL[Dnf(t)]. (55)

Demonstração.

L[Dαf(t)] = L[In−αDnf(t)] = L[ϕn−α(t)∗Dnf(t)].

Mas, L[f ∗g] = L[f ]∗L[g]. Logo,

L[Dαf(t)] = L[ϕn−α(t)] ·L[Dnf(t)].

Do Teorema (3.3.1), segue que L[ϕα(t)] = s−α, e, portanto, L[ϕn−α(t)] = sα−n. Por outro

lado, pelo Teorema (2.3.1), tem-se que L[Dnf(t)] = snF (s)− sn−1f(0)− ...−f (n−1)(0).

Assim, obtém-se

L[Dαf(t)] = sα−n[snF (s)− sn−1f(0)− sn−2f ′(0)− ...−sf (n−2)(0)−f (n−1)(0)]

= sαF (s)− sα−1f(0)−sα−2f ′(0)− ...−sα−n+1f (n−2)(0)− sα−nfn−1(0)

= sαF (s)−
n∑

k=0

sα−(k+1)fk(0).
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4 MODELO BERNOULLI-VERHULST FRACIONÁRIO E

APLICAÇÃO

Neste capítulo, apresenta-se o modelo Bernoulli-Verhulst em sua versão clássica e

fracionária. Inicialmente, estudam-se as soluções clássica e fracionária da equação diferencial

de Bernoulli e sua conexão com o modelo logístico de Verhulst. Em seguida, analisam-se

as soluções clássica e fracionária do modelo logístico, culminando em uma análise analítica

e gráĄca de um cenário populacional hipotético.

4.1 EQUAÇÃO DIFERENCIAL DE BERNOULLI: SOLUÇÕES CLÁSSICA

E FRACIONÁRIA

Esta seção visa o estudo da equação diferencial de Bernoulli, com ênfase na

obtenção de sua solução clássica e de uma versão fracionária, ambas amplamente estudadas

e bem estabelecidas na literatura, de modo a possibilitar uma análise comparativa entre

os dois modelos.

Os irmãos Jakob (1654Ű1705) e Johann (1667Ű1748) Bernoulli, naturais de Basel,

contribuíram signiĄcativamente para o desenvolvimento de métodos de resolução de

equações diferenciais, bem como para a ampliação de seu campo de aplicações. A equação

diferencial de Bernoulli foi introduzida por Jakob Bernoulli (1654Ű1705) no Ąnal do século

XVII, em um período marcado pelo desenvolvimento do cálculo diferencial por Leibniz e

seus contemporâneos (Boyce; DiPrima, 2015).

Inicialmente, a equação foi publicada por Jakob Bernoulli em 1690, com o objetivo

de demonstrar que o comportamento de uma isóclina é equivalente à resolução de uma

equação diferencial ordinária não linear de primeira ordem. Posteriormente, em 1696,

Bernoulli conseguiu obter sua solução analítica. VeriĄcou-se que, apesar de sua não

linearidade, essa equação pode ser resolvida por meio de uma mudança adequada na

variável dependente, a qual a transforma em uma equação diferencial linear. A mais

importante dessas equações é da forma:

dy

dx
+p(x)y = f(x)yn. (56)

A equação supracitada possui ampla aplicabilidade, podendo-se destacar, entre

outros exemplos, a dinâmica populacional, o crescimento logístico, a lei do resfriamento

de Newton e o estudo da estabilidade de Ćuxos de Ćuidos (Cardoso; Camargo, 2015).

Dentre essas aplicações, neste trabalho será enfatizado o seu uso no estudo da dinâmica

populacional.
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4.1.1 Solução Clássica da Equação Diferencial de Bernoulli

Nesta seção, apresenta-se a resolução da equação diferencial de Bernoulli sob

a abordagem clássica, utilizando ferramentas do cálculo diferencial ordinário de ordem

inteira. A solução será obtida por dois procedimentos distintos: inicialmente, por meio

do método clássico baseado na redução da equação a uma forma linear e no uso do fator

integrante, e, em seguida, por meio da transformada de Laplace, como uma abordagem

alternativa.

Para isso, considere a Equação (56), com n ∈ R e n ≠ 0,1, pois nestes dois casos

seria uma Equação Diferencial Ordinária (EDO) linear.

Caso 1: Resolução pelo Método do Fator Integrante

A resolução por tal método inicia-se multiplicando a Equação (56) por y−n,

obtendo-se

y−n dy

dx
+p(x)y1−n = f(x). (57)

Tomando w = y1−n, então
dw

dx
= (1−n)y−n dy

dx
=⇒ dy

dx
=

yn

1−n

dw

dx
. Fazendo essa

mudança de variável na Equação (57), segue-se que

y−n yn

1−n

dw

dx
+p(x)w = f(x)

1

1−n

dw

dx
+p(x)w = f(x).

Multiplicando toda a expressão por (1−n), obtém-se a seguinte equação linear

dw

dx
+(1−n)p(x)w = (1−n)f(x). (58)

A Equação (58) é resolvida pelo método do fator integrante. O fator integrante é

dado por

µ = e
∫

(1−n)p(x)dx = e(1−n)
∫

p(x)dx. (59)

Multiplicando a Equação (58) pelo fator integrante, segue-se que

e(1−n)
∫

p(x)dx dw

dx
+(1−n)p(x)e(1−n)

∫
p(x)dxw = (1−n)f(x)e(1−n)

∫
p(x)dx. (60)

Daí,
∫

d

dx

[

e(1−n)
∫

p(x)dxw
]

dx =
∫

(1−n)f(x)e(1−n)
∫

p(x)dxdx

=⇒ e(1−n)
∫

p(x)dxw = (1−n)
∫

f(x)e(1−n)
∫

p(x)dxdx+C.
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Logo,

w(x) =
[

(1−n)
∫

f(x)e(1−n)
∫

p(x)dxdx+C



· e(n−1)
∫

p(x)dx

w(x) = (1−n)
∫

f(x)e(1−n)
∫

p(x)dxdx ·
(

e(n−1)
∫

p(x)dx
)

+C · e(n−1)
∫

p(x)dx.

(61)

Como w(x) = y1−n, então

[w(x)]1−n = (y1−n)
1

1−n =⇒ w(x)
1

1−n = y. (62)

Caso 2: Resolução via Transformada de Laplace

Como alternativa, a equação linear obtida após a transformação da variável

dependente também pode ser resolvida por meio da Transformada de Laplace.

No presente estudo, assume-se que p(x) = k, onde k ∈ R é uma constante. Neste

caso, a Equação (58) pode ser escrita como

dw

dx
+(1−n)kw = (1−n)f(x). (63)

Pondo (1−n) = a, vem
dw

dx
+akw = af(x). (64)

Aplicando a transformada de Laplace de ambos os lados de (64), e supondo

w(0) = w0, tem-se

L
[

dw

dx

]

+akL[w] = aL[f(x)]. (65)

Pelo Teorema (2.3.1), se w(x) é uma função contínua por partes e de ordem

exponencial, então

L
[

dw

dx

]

= sW (s)−w(0), (66)

onde W (s) = L[w(x)].

Assim, a equação transformada assume a forma

sW (s)−w0 +akW (s) = aF (s), (67)

em que F (s) = L[f(x)].

Reorganizando os termos, chega-se a

(s+ak)W (s) = aF (s)+w0.
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Consequentemente,

W (s) =
aF (s)

s+ak
+

w0

s+ak
. (68)

Aplicando a transformada de Laplace inversa, temos

w(t) = L−1
[

a

s+ak
F (s)



+w0L−1
[

1

s+ak



. (69)

Pelo Teorema da Convolução (2.4.1), temos

L
[

a

s+ak
F (s)



= L−1 [H(s)G(s)] = h(t)∗g(t), (70)

onde H(s) =
a

s+ak
=⇒ h(t) = ae−akt e G(s) = F (s) =⇒ g(t) = f(t).

Logo,

L−1
[

a

s+ak
F (s)



=
∫ t

0
ae−aktf(ρ)dρ. (71)

Assim,

w(t) =
∫ t

0
ae−aktf(ρ)dρ+w0e−akt. (72)

Como w = ya, então

ya = a

∫ t

0
e−akt(t−ρ)f(ρ)dρ+w0e−akt. (73)

4.1.2 Uma Solução Fracionária para a Equação Diferencial de Bernoulli

Nesta seção, apresenta-se uma resolução para equação diferencial de Bernoulli

sob a perspectiva do cálculo fracionário, utilizando a derivada de Caputo como operador

diferencial. A formulação fracionária será construída a partir da generalização da equação

clássica, assumindo hipóteses previamente estabelecidas, e a solução será obtida com o

auxílio da transformada de Laplace da derivada de Caputo.

Neste caso, retoma-se a Equação (64), para a qual já se assumiu anteriormente

que p(x) = k com k ∈ R constante, bem como a substituição (1−n) = a. Com o objetivo

de obter uma generalização do modelo clássico, substitui-se a derivada de ordem inteira

pelo operador de derivada fracionária de Caputo de ordem α, com 0 < α ≤ 1. Assim, a

versão fracionária da Equação (64) é dada por

dαw

dxα
+akw = af(x). (74)

Aplicando a transformada de Laplace em ambos os lados da Equação (74), obtém-se

L
[

dαw(x)

dxα

]

+akL[w(x)] = aL[f(x)]. (75)



46

Em seguida, utilizando o Teorema (3.4.2), tem-se

L
[

dαw(x)

dxα

]

= sαW (s)− sα−1w(0), (76)

onde W (s) = L[w(x)].

Dessa forma, tomando w(0) = w0, a Equação transformada (75) pode ser escrita

como

sαW (s)− sα−1w0 +ak W (s) = aF (s), (77)

em que F (s) = L[f(x)].

Rearranjando os termos da Equação (77), vem

sαW (s)− sα−1w0 +ak W (s) = aF (s)

(sα +ak)W (s) = aF (s)+ sα−1w0

W (s) = a
F (s)

sα+ak
+w0

sα−1

sα +ak
.

(78)

Aplicando a transformada de Laplace inversa, chega-se a

w(x) = L−1
[

a

sα +ak
F (s)



︸ ︷︷ ︸

(I)

+w0L−1

[

sα−1

sα +ak

]

. (79)

Em (I), poderia ser o usado a convolução, mas não existe uma solução analítica

para L−1
[

a

sα +ak



. Tomando F (s) =
k

s
, pode-se escrever

a

sα +ak
· k

s
=

ak

(sα +ak)s
=

1

s
− sα−1

sα +ak
. (80)

Daí, tem-se

W (s) =
1

s
− sα−1

sα +ak
+w0

sα−1

sα +ak

=
1

s
+(w0 −1)

sα−1

sα +ak
.

(81)

Aplicando a Transformada Inversa de Laplace e utilizando o Teorema (3.2.1) , obtém-se

w(x) = 1+(w0 −1)Eα(−akxα), (82)

a qual é a solução fracionária desejada.

Fixando w0 = 2,0, a = 0,03 e k = 0,15, o gráĄco da solução para α = 0,8, α = 0,9

e α = 1 segue.



47

Figura 4.1 – Gráfico da Solução Fracionária da Equação de Bernoulli.

Fonte: Produzido pelo autor.

4.2 CONEXÃO ENTRE A EQUAÇÃO DE BERNOULLI E O MODELO

LOGÍSTICO DE VERHULST

O Modelo de Verhulst, também conhecido como Modelo Logístico, foi formulado

por Pierre François Verhulst (1804Ű1849), em 1838, como um modelo de crescimento

populacional humano, baseado em uma observação feita por Adolphe Quetelet (1796Ű

1874), que sugeriu que o crescimento exponencial não seria possível em um período

prolongado de tempo (Janampa-Sarmiento, 2018).

O modelo de Verhulst considera que uma população P de uma determinada

espécie, vivendo em um determinado ambiente,deverá crescer até atingir um limite máximo

sustentável, ou capacidade suporte, L, isto é, ela tende a se estabilizar (Bassanezi, 2002).

Tal modelo é dado como segue

dP

dt
= λP

(

1− P

L

)

, (83)

com a taxa de crescimento da população λ > 0.

Perceba que quando P → L, isto é, o crescimento populacional tende a capacidade

suporte L, a taxa de crescimento populacional diminui progressivamente, tendendo a zero;

em outras palavras,
dP

dt
→ 0.
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Conforme discutido por Gotelli (2008) e Stewart (2016), a capacidade suporte L

desempenha um papel fundamental no modelo logístico, estando associada às limitações

ambientais impostas ao crescimento populacional. Nesse contexto, podem-se destacar as

seguintes características:

I. À medida que a população P → L, ou seja P se aproxima de L, a taxa de crescimento

populacional diminui, devido ao aumento da competição intraespecíĄca e à limitação

de recursos ambientais.

II. Se P < L, então a taxa de crescimento populacional é positiva, isto é,
dP

dt
> 0, e a

população tende a crescer. Por outro lado, se P > L, tem-se
dP

dt
< 0, indicando que

a população tende a decrescer. Em ambos os casos, a dinâmica populacional conduz

a população ao estado de equilíbrio P → L ao longo do tempo.

III. O valor da capacidade suporte L não é Ąxo, sendo determinado pelas condições

ambientais do habitat, tais como disponibilidade de alimento, espaço físico e outros

fatores ecológicos, podendo variar conforme alterações nessas condições.

Observe que a partir da Equação (83) e sob a condição λ > 0, obtém-se

dP

dt
−λP = −λP 2

L
. (84)

Assim, percebe-se que a Equação de Verhulst constitui um caso particular da

Equação de Bernoulli, quando se toma P (t) = −λ, f(t) =
−λ

L
e n = 2.

Para linearizar, faz-se a seguinte mudança de variável: w(t) = P 1−n = P −1. De-

rivando em relação a t, conclui-se que
dw

dt
= −P −2 dP

dt
. Substituindo na Equação (84),

vem:

−P 2 dw

dt
−λP = − λ

L
P 2. (85)

Multiplicando a Equação (85) por −P −2 e utilizando a substituição w = P −1, resulta

dw

dt
+λw(t) =

λ

L
, (86)

a qual é uma equação linear de primeira ordem.

A seguir, será apresentado uma solução clássica e uma solução fracionária para a

Equação de Verhulst.
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4.2.1 Solução Clássica da Equação de Verhulst

Aplicando a transformada de Laplace na Equação (86), vem

L
[

dw

dt

]

+λL[w(t)] =
λ

L
L[1]. (87)

Daí, pelo Teorema (2.3.1), tem-se

sW (s)−w(0)+λW (s) =
λ

L
· 1

s
. (88)

Tomando w(0) = w0, pode-se escrever

(s+λ)W (s) =
λ

L
· 1

s
+w0. (89)

Logo,

W (s) =
λ

L
· 1

s(s+λ)
+w0

1

(s+λ)
. (90)

Aplicando a transformada inversa de Laplace, conclui-se que

w(t) =
λ

L
L−1

[

1

s(s+λ)

]

+w0L−1

[

1

(s+λ)

]

=
λ

L
L−1

[
1

λ
· 1

s
− 1

λ
· 1

s+λ



+w0e−λt

=
1

L
+
(

w0 − 1

L

)

e−λt.

(91)

Como w(t) =
1

P
, então P (t) =

1

w(t)
, ou seja,

P (t) =
1

1

L
+
(

w0 − 1

L

)

e−λt

. (92)

Fixando L = 70.000, w0 = 45.000 e λ = 0,1, o gráĄco correspondente à solução é

apresentado a seguir.
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Figura 4.2 – Gráfico da solução inteira do Modelo Logístico.

Fonte: Produzido pelo autor.

4.2.2 Uma Solução Fracionária para a Equação de Verhulst

Tomando a Equação linearizada (86) de ordem α, com 0 < α ≤ 1 e w(t) =
1

P (t)
,

tem-se
dαw

dtα
+λw =

λ

L
. (93)

Aplicando a transformada de Laplace da derivada de Caputo, conforme o Teorema

(3.4.2), segue que

L
[

dαw

dtα

]

+λL[w(t)] =
λ

L
·L[1]

sα−1 [sW (s)−w(0)]+λW (s) =
λ

L
· 1

s

(sα +λ)W (s)− sα−1w(0) =
λ

L
· 1

s
.

(94)

Para w(0) = w0, vem

W (s) =
λ

L
· 1

s(sα +λ)
+w0

sα−1

sα +λ
. (95)

Tomando a transformada inversa de Laplace, obtém-se

w(t) =
1

L
L−1

[

λ

s(sα +λ)

]

+w0L−1

[

sα−1

sα +λ

]

. (96)

Observa-se que
λ

s(sα +λ)
=

1

s
− sα−1

sα +λ
.
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Daí, a Equação (96) pode ser escrita como

w(t) =
1

L
L−1

[

1

s
− sα−1

sα +λ

]

+w0L−1

[

sα−1

sα +λ

]

=
1

L
+
(

w0 − 1

L

)

L−1

[

sα−1

sα +λ

]

.

(97)

Do Teorema (3.2.1), tem-se que

L−1

[

sα−1

sα +λ

]

= Eα(−λt). (98)

Portanto,

w(t) =
1

L
+
(

w0 − 1

L

)

Eα(−λtα). (99)

Como foi deĄnida a transformação w(t) =
1

P (t)
, segue imediatamente que

P (t) =
1

1

L
+
(

w0 − 1

L

)

Eα(−λtα)
. (100)

Fixando-se L = 70.000, w0 = 45.000 e λ = 0,1, é apresentado a seguir o gráĄco correspon-

dente à soluções do modelo. para α = 0,8; α = 0,9 e α = 1.

Figura 4.3 – Gráfico da Solução Fracionária do Modelo Logístico.

Fonte: Produzido pelo autor.
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4.3 ANÁLISE ANALÍTICA E GRÁFICA DE UM CENÁRIO HIPOTÉTICO

Para melhor compreender a dinâmica prevista pelo modelo, analisaremos a seguir

um caso hipotético envolvendo uma população em crescimento.

4.3.1 Descrição do Cenário Populacional

Considere a Cidade Esperança, um município Ąctício em processo de desenvolvi-

mento urbano e econômico. No instante inicial do estudo, a cidade possui aproximadamente

P0 = 10.000 habitantes e apresenta atratividade populacional devido à oferta de empregos,

à expansão da infraestrutura e à melhoria gradual da qualidade de vida. No entanto,

como ocorre em sistemas reais, o crescimento populacional não pode ser ilimitado, sendo

restringido por fatores como a disponibilidade de recursos naturais, moradia, saneamento

básico, mobilidade urbana e políticas públicas. Para modelar essa dinâmica, adota-se o

modelo logístico de Verhulst, que incorpora o conceito de capacidade de suporte L, repre-

sentando o número máximo de habitantes que o sistema urbano pode sustentar de forma

adequada. Neste estudo, considera-se L = 50.000 habitantes e uma taxa de crescimento

intrínseco λ = 0,08, correspondente a um crescimento anual de 8%. O objetivo é analisar o

crescimento populacional da Cidade Esperança ao longo do tempo, considerando tanto a

solução clássica quanto a solução fracionária do modelo logístico de Verhulst.

4.3.2 Solução Clássica

Substituindo os valores do problema na Equação (92), tem-se

P (t) =
1

0,00002+(0,0001−0,00002)e−0,08t

P (t) =
1

0,00002+(0,00008)e−0,08t

P (t) =
5 ·104

1+4.e−0,08t
.

(101)

A seguir, o comportamento gráĄco de P (t) ao longo do tempo.
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Figura 4.4 – Comportamento Gráfico da Solução Clássica do Modelo Logístico.

Fonte: Produzido pelo autor.

De forma geral, a solução clássica apresenta o comportamento logístico esperado:

a população aumenta rapidamente nos primeiros anos, com crescimento acelerado na

fase intermediária, e desacelera à medida que se aproxima da capacidade de suporte da

cidade. Esse comportamento reĆete um desenvolvimento ideal, sem restrições externas

signiĄcativas.

O ponto de inĆexão, em que a taxa de crescimento é máxima, marca a transição

entre aceleração e desaceleração, e a população tende a se estabilizar no limite ambiental,

independentemente das condições iniciais, mostrando como o modelo logístico descreve de

forma clara e eĄciente o crescimento populacional em ambientes com recursos limitados.

4.3.3 Solução Fracionária

Substituindo os valores da situação proposta na Equação (100), obtém-se a solução

fracionária do modelo logístico:

P (t) =
1

0,00002+(0,0001−0,00002)Eα(−0,08tα)

P (t) =
50000

1+4 ·Eα(−0,08tα)
.

(102)
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A seguir, o comportamento gráĄco de P (t) para diferentes valores para α ao

decorrer dos anos.

Figura 4.5 – Comportamento Gráfico da Solução Fracionária do Modelo Logístico.

Fonte: Produzido pelo autor.

A análise dos gráĄcos do crescimento populacional da cidade hipotética, conside-

rando a solução clássica e a solução fracionária do modelo de Verhulst, evidencia diferenças

signiĄcativas na dinâmica populacional em função da ordem fracionária α.

Um aspecto notável do modelo fracionário de Verhulst é que, quando a ordem α

é igual a 1, a solução fracionária coincide exatamente com a solução clássica do modelo

logístico. Essa propriedade evidencia a consistência da formulação fracionária, mostrando

que ela não substitui o modelo tradicional, mas o amplia, ao incorporar o chamado Şefeito

de memóriaŤ, no qual a taxa de crescimento populacional passa a depender não apenas do

estado atual do sistema, mas também de sua evolução passada, representando a inĆuência

acumulada de fatores históricos ou restrições prolongadas ao longo do tempo.

As soluções fracionárias (α < 1) apresentam crescimento mais lento, cuja inten-

sidade depende diretamente do valor de α. Para valores próximos de 1, como α = 0,9, o

crescimento ainda é relativamente rápido, mas ligeiramente atrasado em relação à solução

clássica. À medida que α diminui, por exemplo, α = 0,8 ou α = 0,65, o crescimento se torna
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mais gradual, podendo reĆetir restrições sociais, econômicas ou ambientais que limitam o

crescimento populacional.

Outro ponto relevante observado nos gráĄcos é o tempo necessário para que a

população se aproxime da capacidade suporte da cidade. Na solução clássica, a população

atinge rapidamente valores próximos ao limite, como esperado pelo modelo logístico. Já

nas soluções fracionárias, esse tempo aumenta à medida que α diminui, indicando que

a população leva mais anos para se aproximar da capacidade máxima. Essa diferença

evidencia como a ordem fracionária α inĆuencia a velocidade de saturação populacional e

o ritmo de crescimento ao longo do tempo.
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5 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Este trabalho teve como propósito investigar a aplicação do cálculo fracionário na

modelagem matemática do crescimento populacional, tomando como referência o modelo

logístico de Verhulst. Ao longo do estudo, buscou-se articular fundamentos teóricos e

aplicações, de modo a evidenciar o potencial dessa abordagem como uma alternativa ao

cálculo clássico na descrição de fenômenos naturais.

A análise das soluções clássicas e fracionárias mostrou que a formulação fracionária

permite descrever dinâmicas populacionais mais graduais, incorporando efeitos associados

à inĆuência do passado do sistema sobre sua evolução. Observou-se ainda que, quando

a ordem fracionária assume valor unitário, a solução fracionária converge para a solução

clássica, o que reforça a consistência matemática do modelo proposto.

Por Ąm, foi destacada a conexão entre a equação de Bernoulli e o modelo logístico

de Verhulst, na qual se demonstra que o modelo de Verhulst pode ser derivado da equação

de Bernoulli sob condições apropriadas. Em seguida, o modelo de Verhulst foi aplicado

em um cenário populacional hipotético, no qual se realizou uma análise comparativa

entre as soluções de ordem inteira e fracionária. Os resultados evidenciaram que o cálculo

fracionário constitui uma generalização robusta da modelagem matemática clássica, pois

incorpora o efeito de memória do sistema, permitindo que a dinâmica populacional seja

inĆuenciada não apenas pelo estado atual mas também por sua evolução passada que,

em certas condições, acredita-se possibilitar uma descrição mais Ćexível e precisa do

crescimento populacional do que os modelos tradicionais.
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