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RESUMO

Este trabalho apresenta uma anélise tedrica e aplicada de equagoes diferenciais classicas
e fracionarias, com foco na modelagem de crescimento populacional. Inicialmente, sao
introduzidos alguns conceitos fundamentais da transformada de Laplace e do célculo
fracionario, visando fornecer a base necessaria para compreender e resolver equagoes
diferenciais fracionarias. Em seguida, estudam-se solu¢oes da equagao de Bernoulli, nas
abordagens classica e fracionaria, destacando diferencas de comportamento e representacoes
graficas. O modelo logistico de Verhulst é entao apresentado, mostrando sua conexao com a
equagao de Bernoulli, seguido de solugoes inteiras e fraciondrias e analises graficas. Por fim,
uma aplicacao hipotética do modelo logistico de Verhulst em uma cidade é apresentada, na
qual se realiza uma analise comparativa, tanto analitica quanto grafica, entre as solugoes
classicas e fracionarias, evidenciando sua utilidade na previsao da saturagao populacional

e na analise dos padroes de crescimento.

Palavras-chave: Calculo Fracionario, Equagdo de Bernoulli, Modelo Logistico de Verhulst,

Dinamica Populacional, Modelagem Matematica.



ABSTRACT

This work presents a theoretical and applied analysis of classical and fractional differential
equations, with an emphasis on population growth modeling. Initially, the fundamental
concepts of fractional calculus are introduced in order to provide the necessary foundation
for understanding and solving fractional differential equations. Subsequently, solutions of
the Bernoulli equation are investigated under both classical and fractional approaches,
highlighting differences in behavior and graphical representations. The Verhulst logistic
model is then presented, emphasizing its connection with the Bernoulli equation, followed
by integer-order and fractional-order solutions and their graphical analyses. Finally, a
hypothetical application of the Verhulst logistic model to a city is proposed, in which a
comparative analytical and graphical analysis between the classical and fractional solutions
is performed, demonstrating their usefulness in predicting population saturation and

analyzing growth patterns.

Keywords: Fractional Calculus; Bernoulli Equation; Verhulst Logistic Model; Population
Dynamics; Mathematical Modeling.
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1 INTRODUCAO

Desde os primérdios da humanidade, o ser humano busca compreender os fe-
nomenos naturais e sociais que o cercam, desenvolvendo estratégias para descreveé-los,
interpreta-los e, quando possivel, prever seu comportamento. Nesse contexto, a modelagem
Matematica consolidou-se como uma importante ferramenta de investigagao, permitindo
representar situagoes-problema oriundas da realidade por meio da linguagem matematica.
Tal pratica acompanha o proprio desenvolvimento da Matematica, estando presente desde
as civilizacoes antigas, inicialmente associada as necessidades cotidianas e as aplicagoes

praticas dos povos antigos (Biembengut; Hein, 2000).

Em diversas areas do conhecimento, como a Fisica, Engenharia, Biologia e Econo-
mia, a modelagem matematica busca descrever o comportamento de sistemas por meio da
identificacao das variaveis relevantes e da formulacao de hipoteses fundamentadas em leis
empiricas. A estrutura matematica dessas hipdteses é, em geral, expressa por uma equacao
diferencial ou por um sistema de equacgoes diferenciais, cuja solugdo deve ser compativel

com o comportamento observado do sistema (Zill, 2016).

A construcao de um modelo matematico, em geral, envolve a realizagao de simplifi-
cagoes da situagao original, com o objetivo de identificar elementos matematicos capazes de
descrever ou, ao menos, aproximar-se do fenomeno real que se deseja estudar. Ressalta-se
que um modelo nao deve ser concebido como uma estrutura fechada ou definitiva, mas
sim como um processo continuo de aperfeicoamento, no qual sucessivas adaptacoes e
refinamentos permitem uma aproximacao cada vez maior entre o modelo e a realidade
(Diniz, 2011).

O estudo da dindmica populacional insere-se no contexto da modelagem matema-
tica como uma importante ferramenta para a descricao e analise da variagao do tamanho
de populagoes ao longo do tempo. Por meio de equagdes diferenciais ordinarias, esses
modelos permitem representar matematicamente fendémenos observaveis, sendo ampla-
mente empregados na investigagao do crescimento de populagdes humanas, animais e
microbianas, bem como na analise da influéncia de fatores ambientais sobre sua evolugao
(Boyce; DiPrima, 2015). Dessa forma, a modelagem populacional possibilita compreender

e antecipar comportamentos associados a sistemas bioldgicos e sociais complexos.

Nesse cendrio, Thomas Robert Malthus (1766-1834) prop6s um dos primeiros
modelos matematicos voltados a descricao do crescimento populacional, ao admitir que a

taxa de variagdo de uma populagao é proporcional ao seu tamanho em um dado instante.
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Tal suposicao conduz a um modelo de crescimento exponencial, amplamente estudado no
contexto das equagoes diferenciais (Bacaér, 2021; Boyce; DiPrima, 2015). Contudo, essa
formulacao desconsidera fatores limitantes presentes em sistemas reais, como a escassez de
recursos naturais e a competicao entre individuos, o que restringe sua aplicabilidade em

situagoes praticas (Gotelli, 2008).

Visando superar essas limitagoes, Pierre Francois Verhulst propos uma modificacao
no modelo malthusiano, introduzindo o conceito de capacidade suporte do meio. O modelo
logistico de Verhulst é descrito pela equacao diferencial

2 ir(i-5).

em que P representa o tamanho da populag¢ao no instante t, A é a taxa intrinseca de
crescimento populacional e L denota a capacidade de suporte do meio (Theodoro; Camargo,
2020).

Nesse contexto, destaca-se que a equagao logistica de Verhulst pode ser interpretada

como um caso particular da equacao diferencial de Bernoulli, cuja forma geral é dada por

Yt playy = Fa)" )

comn € Ren=#0,1, pois nestes dois casos seria uma Equacao Diferencial Ordinaria linear
(Zill; Cullen, 2001).

O calculo fracionario é a area da matematica dedicada a extensao dos conceitos
de derivada e integral para ordens nao inteiras. Essa generalizagdo do célculo classico tem
se destacado na modelagem matematica por possibilitar representagoes mais elaboradas
de fendomenos naturais. Estudos indicam que modelos construidos a partir do calculo
fracionario podem, em determinadas situagoes, oferecer descricoes mais adequadas do
que aquelas obtidas por meio de modelos tradicionais. Tal vantagem decorre da presenca
do chamado “efeito de memoéria”, caracteristica dos operadores fracionarios, que permite
incorporar a modelagem a influéncia do histérico do sistema por meio do parametro de

ordem fraciondria (Camargo, 2009).

Nesse sentido, o presente trabalho tem como objetivo introduzir, inicialmente,
alguns conceitos fundamentais do calculo classico e fracionario e, em seguida, aplica-los ao
estudo de uma situagao de crescimento populacional modelada pela equagao logistica de
Verhulst, com o intuito de analisar e comparar as solu¢oes obtidas por meio do calculo

classico e do céalculo fracionario.

Para o desenvolvimento do estudo, apresentam-se inicialmente a transformada de

Laplace e algumas de suas principais propriedades. Em seguida, sao abordadas fungoes
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especiais relevantes ao contexto do calculo fracionario, com destaque para a fun¢ao Gama,
a funcao de Mittag—Lefller de um parametro e a funcao de Gel’fand-Shilov, bem como suas
respectivas transformadas de Laplace, fornecendo o embasamento matematico necessario

para as andlises posteriores.

Dessa forma, um dos pressupostos deste trabalho consiste na formulacao de um
modelo fracionario para a equagao logistica de Verhulst, aplicado a resolug¢ao de uma
situacao-problema hipotética de crescimento populacional, visando obter uma possivel
solucao analitica para o problema proposto. Na sequéncia, procede-se a comparacao entre
as solugoes obtidas no ambito do célculo fracionario e aquelas provenientes do modelo
classico, tanto do ponto de vista analitico quanto por meio da andalise grafica das curvas

de crescimento populacional.

Partindo da equagao logistica classica de Verhulst, apresentada na Equagao (1),
introduz-se o parametro a visando generalizar o modelo para o contexto do calculo
fracionario. Obtém-se, assim, uma equacao diferencial fracionaria linear de ordem «, que
estende o modelo classico. Nesse caso, considera-se 0 < a < 1, conforme explicitado a

seguir.

d“w A
— f+lw=—. 3
dte L (3)
Para a abordagem fracionaria, é utilizada a derivada de Caputo, escolhida por
permitir a utilizacdo de condigoes iniciais do tipo classico, facilitando a interpretacao fisica
das solugoes e a comparagao direta com os resultados obtidos pelo célculo usual (Lustosa,

2022).

O presente trabalho encontra-se estruturado em uma introducao e trés capitulos,

cuja organizacao é detalhada a seguir.

Na Introducao, é apresentada uma contextualizacao histérica e conceitual da
modelagem matematica como ferramenta para a compreensao de fendmenos naturais e

sociais, com énfase na dindmica populacional.

O segundo capitulo aborda os principais fundamentos tedricos da transformada
de Laplace, incluindo sua defini¢cdo, propriedade de linearidade, condic¢ao de existéncia,
transformada inversa, transformada da derivada e o conceito de convolugao, destacando

sua importancia na resolugao de equacoes diferenciais.

O terceiro capitulo dedica-se ao estudo de alguns conceitos fundamentais do calculo
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fracionario. Inicialmente, sdo introduzidas a funcao Gama, a funcao de Mittag—Leftler e a
funcao de Gel’fand-Shilov, bem como a Transformada de Laplace das duas tltimas. Na
sequéncia, apresenta-se uma contextualizacao histérica do calculo fracionario e desenvolvem-
se o operador integral de ordem inteira e sua generalizagao para ordem fracionaria. Por

fim, aborda-se a derivada fracionaria de Caputo e sua respectiva Transformada de Laplace.

O quarto capitulo dedica-se ao estudo da equagao diferencial de Bernoulli e do
modelo logistico de Verhulst. Inicialmente, analisam-se as solugoes da equacao de Bernoulli
nas abordagens classica e fracionéria, com destaque para o comportamento das solucoes e
suas representacoes graficas. Em seguida, estabelece-se a conexao tedrica entre a equagao
de Bernoulli e 0 modelo logistico de Verhulst, considerando tanto sua formulagao classica
quanto sua generalizacao fracionaria. Por fim, o modelo de Verhulst é aplicado a uma
situagao-problema hipotética de crescimento populacional, realizando-se comparagoes

analiticas e graficas entre as solugoes de ordem inteira e fracionaria.
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2 TRANSFORMADA DE LAPLACE: ALGUNS CONCEITOS

Neste capitulo, apresentam-se os principais conceitos da transformada de Laplace,
incluindo sua defini¢do, linearidade e condi¢bes de existéncia. Abordam-se ainda a trans-
formada inversa, a transformada de derivadas e o conceito de convolucao, destacando suas

aplicagoes na resolucao de equagoes diferenciais.

2.1 TRANSFORMADA DE LAPLACE

Entre as ferramentas matematicas empregadas na resolugao de equagoes diferenci-

ais estao as transformadas integrais. Uma transformada integral é dada pela relacao:

B
F(s) = /a K(s,8)f(t)dt, (4)

em que K (s,t), chamada de nicleo da transformacao, e os limites de integracao sao dados.
E possivel que a = —oc0 ou 8 = +00 ou ambos. A relacio (4) transforma a fungao f em

uma outra outra funcao F', denominada de transformada de f (Boyce; DiPrima, 2015).

Existem diversas transformadas integrais tteis na resolucao de problemas, mas
trataremos aqui da transformada de Laplace!. A transformada de Laplace é um operador
integral sobre uma funcao f cujo dominio tem como variagao principal o tempo. Dessa

forma, pode-se definir como segue.

Definicao 2.1.1. Seja f: (—o00,4+00) = R uma fungdo. A transformada de Laplace bilateral
de f € definida por

too
LW =F(s)= [ e fba, (5)
em que s € C, isto é, s=a+ip com p,a € R (Boni, 2017).
Definicao 2.1.2. Seja f:[0,4+00) — R uma fungao. A transformada de Laplace unilateral
de f € dada por
+00 i
LW =F(s)= [ e f(ba, (6)

para valores de s > 0 para os quais a integral é convergente.

Assim, quando a integral improépria (6) é convergente, o resultado obtido é uma
funcao de s. Podemos considerar s € R ou s € C, a depender da natureza do problema em

que a transformada serd aplicada (Lustosa, 2017).

1 A transformada de Laplace tem esse nome em homenagem a Pierre Simon de Laplace (1749-1827), um

notério matematico, fisico e astronomo.
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Neste trabalho, denotaremos por letras mintisculas as fun¢oes a serem transforma-

das e por letras maiisculas as respectivas transformadas. Assim, tem-se L[f(t)] = F(s).

Outra forma de representar a integral imprépria (6) é dada como segue.

F(s) = lim Obest f(t)dt, (7)

b—o00

sob a condicao de que o limite exista e seja finito.

A seguir, serao apresentados exemplos do calculo da transformada de Laplace

para algumas fungoes elementares.

1
Exemplo 1. A transformada de Laplace da func¢io (f(t) =1 é — para s > 0.
s
Demonstracao.
0 b
£(1) = / e~stdt = lim [ e~*tdt. (8)
0 b—00J0

Fazendo u = —st = du = —sdt. Quando t =0, u = 0; quando t = b, u = —sb. Substituindo

na integral:

—sb [ —d 1,717 1 1
L(1) = lim e (u) = lim {—e“] = lim { 6_8b+}
b—o0J0 S b—o0 S 0 b—oo |l S S
Como s > 0, conclui-se que
m [+ ] =
lim |——e 4+ —| = —.
b—o0 S S S

O
1
Exemplo 2. A transformada de Laplace da fungdo f(t) é — para s> 0.
s
Demonstracao. Pela defini¢ao, tem-se que
00 b
L(t) = / e Sttdt = lim / te Stdt. (9)
0 b—00J0

Para calcular o valor da integral, usaremos o método da integracao por partes. Tomando
—st
st —

u=tedv=e % segue que du =dt e v= . Usando a férmula de integracao por

s
partes na Expressao (9), chega-se a:

_4,—st 1 rb 1 b
L(t) = lim [ te ] + f/ e Stdt =0+ = lim [ e Stdt =
0

S Jo S b—o0J0
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Exemplo 3. Para todo k € N, a transformada de Laplace de t* é dada por

k!
L[tM = F 5> 0.
Demonstragio. Por definicao,
k * ok b k
Fi(s) = L[th] = / 5. e gt = lim [ e~stthdr. (10)
0 b—00J0

—st

e
Tomando u = tF = du = kt"1dt e dv =e 5'dt = v=— . Aplicando o método

da integragdo por parte na Exprtessao (10), obtemos:

b —st b k o)
lim | e **dt = lim [—6 tk] + lim (/ e_Sttk_ldt>
0 0

b—00.J0 b—o00 S b—oo \ S
Note que para k € N (k>1) e s >0, tem-se

—st b pko—sb k 1 bk
lim l—e tkl — lim (- ¢ +0> — = lim — =0,

b—oo S 0 b—o00 S S

pois 0¥ = 0 e a exponencial e*® cresce mais rapidamente do que qualquer poténcia b,

implicando que o limite é zero.

Portanto,

b k b koo
lim [ e *t*dt =0+ lim [ e W4 1qr== / etk 1t

b—00J0 S b—00J0 s JO

Observe que
o0 _stik—1 5, _
e S dt = Fr_1(s),
0
isto é, a transformada da fungao fr_1(t) = tF=1. Assim, podemos escrever

Fi(s) = l;Fk—1<S)~

Deste modo, por recorréncia, tem-se:

k k k—1 k!
Fk(s):ngfl(S):g- s Fk,Q(S):---:kaF()(S).

Mas Fy(s) é a transformada do caso k =0, isto é, da fungao constante f(t) =1,

conforme calculado no Exemplo (1). Com isso, conclui-se que

k! 1 k!
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Exemplo 4. Seja f(t) = sen(at), t > 0. Entdo

o0 b
L{sin(at)}(s) = /0 etsin(at)dt = lim | e “'sin(at)dt, s> 0.

b—00J0

Usando o método de integrando por partes, obtém-se

o0 e—St
- / — acos(at)dt
0

S S

_6—575 o0
F(s) = sen(at). ( )
0

F(s)= a/oo et cos(at)dt.
S JO

Fazendo uma segunda integracao por partes, chega-se a

F(s) = % :cos(oaf) <_ 63t> st

5 :O— | (—68 ) (—a sen(ozt))dt]

B —sb 1 o0

(hm cos(ab) (—6 ) + ) - g/ e 5t sen(at)dtl
| \b—00 S S s Jo

= o

-— g/ e 5t sen(at) dt} )

s sJo

pois para s > 0 temos que lim; o ™5 =0 e cos(at) é limitado, logo o primeiro termo se

anula, restando apenas o valor em t =0 que é —. Prosseguindo:

F(s) = 5% - % F(s),
F(s)+ 25 F(s) = %
2
F(s) <1+Z‘2> = %
2 2
P (S5 ) - 5
F(s) = S2j_‘a2.

2.1.1 Linearidade da Transformada de Laplace

Sejam f e g funcdes cujas transformadas de Laplace existem para s > aj e s > ag,

respectivamente. Entao, para s maior que o maximo de aq e ao,

Llaf(t)+B(0) = [~ e las )+ Bg()at

_ /OOOe_Staf(t)dH—/()Ooe_Stﬁg(t)dt
:oz/o e_Stf(t)dt+ﬁ/0 e Stg(t)dt.
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Logo,
Llaf(t)+Bg(t)] = aL]f ()] + BLIg(1)]. (12)

A Equacao (12) comprova que a transformada de Laplace é um operador linear.

Exemplo 5. Se f(t) = 5e2! —3sendt, t >0, entdo, pela relagio (12), seque-se que

L[f(t)] = 5L[e” ] — 3L[sen4t]
5 12
T s+2 $2416°

s> 4.
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2.1.2 Condigoes Suficientes para a Existéncia de L[f(?)]

A integral que define a transformada de Laplace nao necessariamente converge.

1
Por exemplo, £ J e L [etQ] nao existem. As seguintes condigbes garantem a existéncia

da transformada:

(i) f precisa ser continua por partes em [0,00), isto é, em qualquer intervalo 0 < a <t <b,
ha apenas um ntmero finito de descontinuidade e toda descontinuidade é de primeira

espécie, ou seja, existem os limites laterais;
(ii) f é de ordem exponencial, conforme a definido a seguir.

Definicao 2.1.3. (Ordem Ezxponencial) Dizemos que uma fungio f € de ordem exponencial

se existem mimeros ¢, M >0 e T >0 tais que | f(t)| < Me® para todo t >T.

Se f é uma funcao crescente, a definicao acima simplesmente diz que o grafico de
f mno intervalo [T,00) estd abaixo do grafico da funcdo exponencial Me“ com ¢ > 0. Por
exemplo, as funcoes f(t) =t, f(t) =e ' e f(t) = 2cost sdo de ordem exponencial para

t > 0, pois temos, respectivamente, |t| < ef, [e7!| < el e |2cost| < 26t

Teorema 2.1.1. (Condigoes Suficientes para a Existéncia da Transformada de Laplace
de uma Fungao dada). Se f(t) € uma funcio continua por partes no intervalo [0,00) e de

ordem exponencial para t > T, entdo, sua transformada de Laplace existe para todo s > c.

Demonstragio. Temos, por defini¢do, que
o0
F(s)= [ e fityat
0
T o0
:/O e—stf(t)dH/T e St (t)dt.

Sejam [} = fOT e SUf(t)dt e Iy = [P e st f(t)dt. Veja que I; existe porque pode ser
escrita como uma soma de integrais em intervalos nos quais e ! f(¢) é continua. J4 em

relacao a I,
00 00 00
< [ le folde < M [ e et =M [T e
b
= lim M [ e~ (794t
b—o0 T

Tomando u = —(s — ¢)t, temos du = —(s— ¢)dt e, portanto,
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b —(s—c)b —d
lim M [ e 69t = lim M/ e“( u)
U

b—oo T b—oo =—(s—¢)T Ss—=cC
—(s—c)b
=— M lim o e, du
S—Cb—o —(s—c)T
M
=— lim [e"] —(s— c)Tf(sfc)b
S —Ccb—oo
M
= — limb — oo (6_(S_C)b — e_(S_C)T>
s—c
_ M e—(s—c)T.
s—c

Sendo assim, Io converge para s > c¢. Portanto a Transformada de Laplace existe

para s > c. O

2.2 TRANSFORMADA DE LAPLACE INVERSA

Na secao anterior, foram trabalhados alguns problemas cujo objetivo era encontrar
a transformada de Laplace de uma fungao , isto é, transformar uma fungao f(t) em outra
fungao F'(s) por meio da integral. Esse processo é chamado de transformada de Laplace e
foi denotado por L[f(t)] = F(s).

Agora, temos como objetivo abordar o problema inverso, ou seja, dada uma funcgao
transformada F'(s), buscamos encontrar uma f(¢) cuja transformada de Laplace seja F'(s).
Dessa forma, definimos f(¢) como a transformada Inversa de Laplace de F(s), a qual
denotamos por L71[F(s)].

Proposicao 2.2.1. A Transformada Inversa de Laplace é linear.

Demonstragio. Considere v e 3 constantes e F'(s) e G(s) fungoes transformadas de f e g,

respectivamente. Entao,

LYo F(s)+8-G(s)] = |+ BL[g(1)])

+Bg(1)])

Pode-se mostrar também que se f e g sao fungdes continuas por partes em [0, 00)

e de ordem exponencial, entdo, caso L[f(t) = L[g(t)], as fungdes f e g sdo essencialmente
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iguais, isto é, podem diferir apenas nos pontos de descontinuidade de f e g. Isso garante
que a Transformada Inversa de Laplace de uma fun¢ao F(s) nao é necessariamente unica

(Lustosa, 2017).

2.3 TRANSFORMADA DE UMA DERIVADA

Nesta secao, aplicaremos a transformada de Laplace na resolucao de determinados

tipos de equacoes diferenciais. Para isso, utilizaremos o seguinte resultado:

Teorema 2.3.1. (Transformadas de Derivadas). Se f(t), f'(t), ..., f("_l)(t) forem con-
tinuas em [0,00), de ordem exponencial, e se f™(t) for continua por partes em [0,00),

entao

LI @B)] = 5"F(s) ="V f(0) = "2 F/(0) — .. = F"7D(0)
com F(s) = L[f(t)].

Demonstragio. A demonstragao serd feita usando o principio da indugao finita (PIF) sobre

n.

Paran =1, -
LIl = [ e f W

Fazendo u = e~ e dv = f'(t), temos du = —se™*! e v = f(t). Assim,

LIF(D)] = lim le—st ol +s /0 st f(t)dt]

B b—o0
= —f(0) +sLIf(1)]
— 5F(s) — £(0).

Suponha que a relagao seja valida para n =k > 1, ou seja, que

LIfF)) = s"F(s) — s*71F(0) — s°72£/(0) — ¥ 73 £7(0) — ... — f&=1(0).

Paran=k+1, temos

LI @) = [ et e

0
= { O]t [ et <t>dt}
= —f®0)+sL[f P (1))
= s[s"F(s) = sF1F(0) = sF72£7(0) — P73 £7(0) — . — D (0)] — £ (0)
= s"TF(s) = s £(0) = P (0) = sF27(0) — . — s F D (0) — £ R 0).

Portanto, pelo principio de indugao, o resultado segue. O
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2.4 CONVOLUCAO

Definicao 2.4.1. (Convolugao). Sejam f e g fungoes continuas por partes em [0,00),

entao a convolucao de f e g, denotada por f*g, é dada pela integral

fro=[ fp)olt -

Lema 2.4.1. A convolugdo de duas funcoes € comutativa, isto €, fxg=gx f.

Demonstragio. Pela definigao (2.4.1),

(Fea))= [ F(o)g

Fazendo u =1t — p, entao du = —dp. Portanto,

(g#0)(0)= || £t~ wigfu)(~du) = /Of(t— wg(u)du

donde se conclui que fxg=gx* f. O

Teorema 2.4.1. (Teorema da Convolugio). Sejam f e g fungoes continuas por partes em

[0,00) e de ordem exponencial. Entao,

L[fxgl = LIFB)]- Llg(t)] = F(s)G(s).

Demonstracao. Temos que

Llfxg) = /OOO =5t £ () % g(t)dt — /OOO et [/Ot F(2)g(t - z)dzdt] .

Essa integragdo ocorre no plano ¢z, como mostra a Figura (2.1). Logo, pelo Teorema de
Fubini,

oo rt o0 0
_ —st _ — —st o (t _
L[f *¢] —/0 /0 e f(2)g(t — z)dzdt /0 f(z)/z e g(t—z)dtdz.
Seja u =t — z, entao du = dt. Portanto,
L[fxg]= /Oof (2) /OO e~ g (u)dudz = /Ooof(z) /OOO e e g(u)dudz

= / 52 f(z2 /OOO e *“g(u)du
f))-Llg(u)] = F(s)-G(s).
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Figura 2.1 — Plano tz.

z

t
0

Fonte: Produzido pelo autor.

Vale salientar que a forma inversa do Teorema da Convolucao também é vélida,
ou seja,

L7YF(s)-G(s)] = (f*g)(2)- (13)

Exemplo 6. Seja a fungdo

f(t)= /Ot ePsen(t—p)dp.

Calcula-se, a sequir, sua transformada de Laplace.

Solugdo. Observa-se que

ft)= /Ot ePsen(t —p)dp = (e’ * sent)(t),

ou seja, trata-se da convolucdo entre as funcdes f1(t) = el e fo(t) = sent.

Pelo Teorema da Convolucao, tem-se

L{f(t)} = L{e" *sent}
= L{e'} - L{sent}
R
Ts—1 s2+1
B 1
“ G
1

(s—1)(s+4)
f(t). Obtém-se, a sequir, a expressio de f(t).

Exemplo 7. Considerando F(s) = , transformada de Laplace de uma funcao

Solugdo. Note que



et
—e 4t~ 5p
)
ol _ o4t
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3 CONCEITOS BASICOS DE CALCULO FRACIONARIO

Neste capitulo, sao apresentados os fundamentos do calculo fracionario. Inicial-
mente, estudam-se a funcdo Gama, a fungao de Mittag-Leffler e a funcao de Gel’fand-Shilov,
com énfase em suas propriedades e em suas transformadas de Laplace. Em seguida, introduz-
se o calculo fracionario, contemplando sua contextualizagao histérica e a definicao dos

operadores integrais de ordem inteira e fraciondaria e a derivada de Caputo.

3.1 FUNCAO GAMA

A fungdo Gama foi definida de diversas maneiras ao longo da histéria, entre as
quais destacam-se as formulacoes propostas por Carl Friedrich Gauss e Karl Weierstrass.
Gauss a apresentou por meio de um processo de limites, enquanto Weierstrass a definiu
como um produto infinito (Camargo; Oliveira, 2015). Entretanto, a defini¢do utilizada

neste trabalho foi proposta por Leonhard Euler (1707-1783), conforme segue.

Definicao 3.1.1. Seja z € C com Re(z) >0, a fun¢io Gama é definida pela integral
impropria

T(z) = /0 Tty (14)

A funcao Gama surge com o propoésito de generalizar a nogao de fatorial de um
numero natural. Sendo assim, definindo adequadamente, é possivel computar o fatorial de

nimeros complexos (Ottoni, 2018).

A seguir, algumas propriedades da funcao Gama que decorrem diretamente de

sua definicao:

Propriedade 3.1.1. I'(1) = 1.



Demonstracao.

o0
(1) :/0 Hle—t gt

[ee]
= / e tdt
0

b
= lim e tdt

b—00.J0
b
= lim l—e_t]
b—o00 0
= lim {—e_b+1}
b—o00
=1.

Propriedade 3.1.2. I'(z+1) = 2I'(2).

Demonstracao.

[0.9]
L(z+1)= A D=1t gy

Propriedade 3.1.3. I'(2 +1) = 2!

Demonstrag¢io. Da Propriedade (3.1.2), tem-se que
[(z+1)==zI'(2).
De fato, observa-se que, se z € N,
['(z4+1)=2I'(2)
=z(z—DI'(z—1)
=[z2(z—1)(z2=2)I'(z—2)...I'(1)]

=zl

32

(15)

(16)
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Assim, conclui-se que a funcdo Gama generaliza a funcao fatorial. n
- L ) 1
Da Defini¢ao (3.1.1), também é possivel demonstrar que I' (2) = /.

Demonstracao.

<> / t2-le- :/Ooot—%e—tdt. (17)

Fazendo a seguinte mudanca de variavel t = 22 e dt = 2xdx e substituindo na

]_ [e’e)

r (2> = 2/ (xz)*%e*ﬁxdx

e (18)
= 2/0 e ¥ dx

é uma fungao par, entao
1 [e%e}
r () = 2/ e_x2dx
2 0
+00 2
:/ e vdr.
— 00

1
Definindo I’ <2> = I, essa integral simples pode ser estendida para uma integral dupla no

“+o00 2 2
/ e ¥ dx
—0
+0o0o  p+00 2 2
:/ / e Vdr-e " dx.
—0 —00

Sem perda de generalidade, pode-se substituir x por y em qualquer uma das integrais,

obtendo:
9 +o0o  p+00 2 )
I :/ / e Pdr-e Y dy. (21)
—00 —00

/+OO/ (@*+v%) dxdy. (22)

Convertendo de coordenadas cartesianas para coordenadas polares, temos

2 +00 2 2T “+o0 2 +00 2
:/ / e " rdrdf :/ d@/ e " rdr= 27T/ e " rdr. (23)
0 0 0 0 0

2

Equacao (17), tem-se

- 2
Como a funcao e™*

(19)

plano, como segue

I? =

(20)

Assim,

du
Fazendo a substituicao r* =u = 5 = rdr e substituindo em (23), segue-se que
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Finalmente,

r <1> — /7. (25)

A partir do resultado obtido, é possivel determinar o valor da funcao Gama para

quaisquer numeros fracionarios cujo denominador seja 2. Vejamos alguns casos.

N ) r(e)-B ()T

Note que da propria definicao, fica evidente que a funcdo Gama nao esté definida
para z = 0. De fato, pela Propriedade (3.1.2), tem-se que I'(z+ 1) = zI'(2). Ao tomar z =0,
segue-se que I'(0+1) =0 = I'(1) =0, o que contradiz a Propriedade (3.1.1).

r 1
A partir da Propriedade (3.1.2), observa-se que I'(z) = (4 ) Para z = —1,
z
INQ
resulta I'(—1) = (1), mostrando que I'(—1) depende de I'(0), a qual nao esté definida.

Por esse argumento, conclui-se que a fungdo Gama nao ¢é definida para z € Z com z=m e
m < 0.

Vale salientar que, para fragoes negativas com denominador 2, é possivel calcular

valores da fun¢ao Gama a partir do resultado obtido em (25). Veja os exemplos a seguir.
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I r(-l) ! <_;+1> _ F(D VT oum (30)

IL T (—3) = ! <_2+1) ! <_;> “m AT (31)

2 I 33
2 2 2
3 4/
ri—+1 I'f—= v
. T _§ _ ( 2Jr )_ ( 2)_ 3 __M (32)
' 2) 9 5 5 15
2 2 2

n_ Tt () S
‘ 7 i T 105
2 2
A funcao Gama é definida para todo z € C, exceto para z =m, com m € 7Z, tal

que m < 0.

3.2 FUNCAO DE MITTAG-LEFFLER

Dentre as funcoes associadas ao calculo fracionario, destaca-se a funcao de Mittag-
Leffler, a qual desempenha um papel fundamental no estudo de equagoes diferenciais
de ordem nao inteira. A forma original dessa funcao, que dependente de um parametro
complexo, foi introduzida em 1903 pelo matematico sueco Gosta Mittag-Lefller, como uma

generalizacao da func¢ao exponencial (Camargo, 2009).

Definicao 3.2.1. Seja a € C, com Re(a) > 0. Define-se a func¢io de Mittag-Leffler de um

parametro por

[e.e] Zw

Ea(2)= ) Tlawt 1) (34)

w=0

A funcao é interpretada como uma generalizacao da func¢ao exponencial porque

no caso o =1 podemos escrever

El(z):wzz:om:wz::oa:ez. (35)
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3.2.1 A Transformada de Laplace da Funcao de Mittag-Leftler

Nesta secao, é apresentada a transformada de Laplace para a fun¢ao de Mittag-

Leffler de um parametro, considerando z = At%, comt € R, t >0e A € C.

Teorema 3.2.1. A transformada de Laplace da fun¢ao de Mittag-Leffler de um parametro
¢ dada por

Safl

s — )\’

onde s é o parametro da transformada de Laplace, A € C é uma constante e s® > |\|.

L[Ea(AtY)] =

(36)

Demonstracao. A partir da definicdo da transformada de Laplace, apresentada no Capitulo
(2) e da representagao em série da fungao de Mittag-Leffler de um parédmetro, Equagao

(34), segue-se que

LIE)] = [ e Bo(ni®)dt = / s f; Ma)
“ 0 “ ['(aw+ 1)
o (37)
=> 7/ e St
o T(aw+1) Jo
d
Para calcular a integral [ e~ dt, aplica-se a substituicdo u = st = M. Assim,
s
00 00 Qw 00
/ e_Sttawdt:/ e " (u) du = 1/ e "u*du. (38)
0 0 s s sawtl Jy
Como
o
/ e "udu=T(aw+1),
0
obtém-se I N
g - law+
/0 (& s tawdt = W (39)
Substituindo esse resultado na Equagao (37),
> AW Floaw+1)
L[EL(MY) = .
[Ea(A7) wz::() Flaw+1)  sowtl
o A’U}
- :Osaw+1
1 oo g (40)
::gw:()gaa

1.2 /A"

A
A série da Equagao (40) é uma série geométrica de razao r = —. Para |r| <1, a série
s
SO[
converge para :
5¥— A\
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Portanto,

LlEL ()] =+ _ | (41)

De forma analoga, pode-se considerar a Transformada de Laplace da funcao de

Mittag-Leffler com argumento negativo, isto é, E,(—At%). Nesse caso, tem-se

Sa—l

SO\

LIEq(—MtY)] = (42)

A demonstracao segue o mesmo raciocinio desenvolvido anteriormente, bastando substituir

A por (—A) nas equagoes correspondentes.

3.3 FUNCAO DE GEL’FAND-SHILOV

A seguir, serd apresentado uma das fungdes essenciais do calculo fracionario,
a chamada fun¢ao de Gel’fand-Shilov. Essa fun¢ao desempenha um papel essencial na
formulacao e compreensao da Integral Fracionaria, cuja definicao e propriedades serao
discutidas adiante (Varalta, 2014).

Definicao 3.3.1. Seja n um ndmero natural e v um nidmero nao inteiro, definimos a

funcao de Gel’fand-Shilov de ordem n e v, respectivamente, como:

tn_l 2fl/—l
— set>0 set>0
b = (n—1)! e ¢y = ['(v) (43)
0 set <0 0 set<O.

3.3.1 Transformada de Laplace da Funcao de Gel’fand-Shilov

Teorema 3.3.1. A Transformada de Laplace da funcao de gel’fand-Shilov é dada por:

Llgy(t)] =s"". (44)

Demonstracdo. Ao aplicar a transformada de Laplace na funcao de Gel’fand-Shilov, obte-

mos:

00 v—1 00
Lo (1)] :/0 Q_Stlt“(y)dt: F(ly)/o et lat. (45)

Fazendo a seguinte mudanca de variavel: st =a = da = sdt, segue-se que

v—1 —v

00 arv—1 da © __q < o
F(1y>/0 €_a<s) Cizr(ly)/o (™) da:F(a)/o e %" Yda.  (46)
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Assim, pela defini¢ao da fun¢ao Gama (3.1.1), tem-se:

S

I(v)

Llgy(t)] = 5—=T(v) =s7" (47)

3.4 CALCULO FRACIONARIO

Nesta se¢ao serao apresentados conceitos fundamentais do calculo fracionario, com
énfase na derivada fracionaria de Caputo e em sua transformada de Laplace. Inicialmente,
serd feita uma breve contextualizacao histérica, que permitird compreender a evolucao
das ideias que levaram as definigoes modernas do célculo fracionario. Em seguida, serda
apresentada a defini¢do da derivada fracionaria, baseada no conceito de integral fracionaria,
seguindo uma ordem inversa aquela adotada no calculo tradicional. Posteriormente, esses
conceitos serao aplicados na deducao e na resolucao de um modelo fracionario para a
equacao de Bernoulli e para a equagao de Verhulst, demonstrando a utilidade pratica da

teoria.

3.4.1 Contextualizacao Histoérica

O calculo de ordem nao inteira ou calculo fracionario, como é classicamente
conhecido, ¢ quase tao antigo quanto o calculo de ordem inteira, entretanto, por nao ter
inperpretagoes fisicas e geométricas evidentes, o célculo fracionario nao foi tao difundido

quanto o célculo usual (Varalta, 2014).

O conceito de calculo fracionario ¢ amplamente reconhecido e teve sua origem em
uma questao formulada no ano de 1695, em uma correspondéncia entre Leibinz (1646-1716)
e I'Hopital (1661-1704). Na carta, I’'Hopital questionava a interpretacao do significado da
notacao de Leibinz, dzz para a derivada de ordem n € Ny :={0,1,2,3,...}, quando n = ;,

que é equivalente a derivar a fungdo y(x) meia vez, isto é,

d%y(a:)

1
dx?2

Dy(x) = , (48)

uma raiz quadrada ou uma poténcia fraciondria (Oliveira, 2010).

Leibiniz, concluiu que

Dz =a¥ dx : z, (49)

destacando tratar-se de um aparente paradoxo do qual, futuramente, poderiam ser obtidas
importantes aplicagoes (Camargo, 2009; Miller; Ross, 1993; Podlubny, 1999).
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3.4.2 Operador Integral de Ordem Inteira e Fracionaria

Definicao 3.4.1. Seja f: R — R uma fungdo integravel. O operador integral de ordem

inteira n pode ser definido por

/ F(6)dty, I2f (1) = / / F(t)dtadt. (50)

Analogamente, para n € N, tem-se

t1 rto n— 1
" f(t) / / / / () dtpdtn1...dbadty. (51)

O teorema a seguir fornece uma férmula geral para o operador integral de ordem

inteira n.

Teorema 3.4.1. Seja f: R — R uma fungdo integravel. A integral de ordem n € N da
funcao f € dada por
t(t—s)" 1

176 = [ 6 = 6n(0) 10 (52

Demonstragcio. A demonstracao serd feita por indugao sobre n.

Para n=1:

[lf(t) = /Otf(s)ds = /Ot(t(;j)l)_!f(s)ds = ¢1(t) * f(¢).

Considerando para n > 1, isto é,

t _Sn—l
o) = [ s = auto) <10

Para n+1, temos

I = T[I"f(t) / / f(s)duds = /Ot (nfisi)! /:(u—s)”_lduds.

Tomando v = (u—s) = dv = du.

t t n N
n—1 n—1 v (u 5)
— du= dv=— =

/s(u S) U /OU v

n n

t

S

Dali,

N L (ORI VR
e e

:/uﬂ@_wﬂw

n—1)! n

-t

= n+1(t)  f(1).
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O
Exemplo 8. Seja f(t) =t". A integral de ordem k € N de [ ¢é
n+k
Ik f= t :
(n+1)-(n4+2)-...-(n+k)
Demonstragio. Procede-se por inducao sobre k.
Para k=1
t—s t gn+1 t g+l
g / (=) g = [ shds = =
I=J aprte=fy s ln+10 n+l
Suponha que, para k > 1, tenhamos
[kf — et — /t(t_s)k_lsnds'
(n+1)-(n+2)-...-(n+k) Jo (k—1)!
Para k+1
t t (u_s)kfl
R R A
f=1r) o [Jo (k—1)! o
t thrn
-/ dt
0 (n+1)-(n+2)-...-(n+k)
tn+k‘+1
T (A1) (n+2) . (ntk+1)
O

A generalizacao do operador integral de ordem inteira n pode ser estendida para o
operador integral de ordem nao inteira «, utilizando a generalizacao do conceito de fatorial

pela funcao Gama. Dali, tem-se:

Definicao 3.4.2. Seja f uma funcao integravel. A integral fraciondria de ordem o >0 de

f € dada por

t _Safl
1) = 6u0)2 £ = [ TN (s, (53)

o I'(a)
com IVf(t) = f(t).

Dai, pode-se apresentar a derivada fracionaria de Caputo.

Definicao 3.4.3. Seja a >0 en €N, tal quen—1 < a <n. A derivada de Caputo de

ordem « de f(x), com x>0 é dada por

D(f(e)) = " (D" (f (@) = fy s (54
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Observe que, se a =n, entdo D[f(z)] = I°[D"(f(x))] = D"f(z), ou seja, a

derivada usual é um caso particular da derivada de Caputo.

Apresenta-se, a seguir, a transformada de Laplace da derivada de Caputo, conforme

0 teorema que segue.

Teorema 3.4.2. (Transformada de Laplace da Derivada de Caputo). Seja >0 e n € N,
tal que n—1 < a <n. Entao,

LID*f()] = s*"LID" f(1)]. (55)

Demonstragio.
LID*f(t)] = LII"*D" f(t)] = L[pn-a(t) « D" f(1)].
Mas, L[f * g] = L[f]* L[g]. Logo,
LIDYf(t)] = L[pn—a(t)]- LID" f(1)].

Do Teorema (3.3.1), segue que L[pq(t)] = s, e, portanto, L[pn—a(t)] = s*~". Por outro
lado, pelo Teorema (2.3.1), tem-se que L[D™f(t)] = s"F(s) — s" L f(0) — ... — f»=1D(0).

Assim, obtém-se

LD (1)) = s "[s"F(s) =" f(0) = "2 f/(0) = . = s f 72 (0) = f"= D (0)]
_ SaF(S) . Sa—lf(o) i Sa—ZfI(O) _ Sa—n+1f(n—2) (0) _ Sa—nfn—l(o)

ZS k‘-‘rlfk )
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4 MODELO BERNOULLI-VERHULST FRACIONARIO E
APLICACAO

Neste capitulo, apresenta-se o modelo Bernoulli-Verhulst em sua versao classica e
fracionaria. Inicialmente, estudam-se as solugoes classica e fracionaria da equagao diferencial
de Bernoulli e sua conexao com o modelo logistico de Verhulst. Em seguida, analisam-se
as solugoes classica e fracionaria do modelo logistico, culminando em uma analise analitica

e grafica de um cenario populacional hipotético.

4.1 EQUACAO DIFERENCIAL DE BERNOULLI: SOLUCOES CLASSICA
E FRACIONARIA

Esta secao visa o estudo da equacao diferencial de Bernoulli, com énfase na
obtencao de sua solucao classica e de uma versao fracionaria, ambas amplamente estudadas
e bem estabelecidas na literatura, de modo a possibilitar uma andlise comparativa entre

os dois modelos.

Os irmaos Jakob (1654-1705) e Johann (1667-1748) Bernoulli, naturais de Basel,
contribuiram significativamente para o desenvolvimento de métodos de resolugao de
equacoes diferenciais, bem como para a ampliacao de seu campo de aplicagoes. A equacao
diferencial de Bernoulli foi introduzida por Jakob Bernoulli (1654-1705) no final do século
XVII, em um periodo marcado pelo desenvolvimento do célculo diferencial por Leibniz e

seus contemporaneos (Boyce; DiPrima, 2015).

Inicialmente, a equacao foi publicada por Jakob Bernoulli em 1690, com o objetivo
de demonstrar que o comportamento de uma isoclina é equivalente a resolucao de uma
equacao diferencial ordinaria nao linear de primeira ordem. Posteriormente, em 1696,
Bernoulli conseguiu obter sua solugao analitica. Verificou-se que, apesar de sua nao
linearidade, essa equacao pode ser resolvida por meio de uma mudanca adequada na
variavel dependente, a qual a transforma em uma equacgao diferencial linear. A mais

importante dessas equacoes é da forma:

Yt play = F@)" (56)

A equacao supracitada possui ampla aplicabilidade, podendo-se destacar, entre
outros exemplos, a dindmica populacional, o crescimento logistico, a lei do resfriamento
de Newton e o estudo da estabilidade de fluxos de fluidos (Cardoso; Camargo, 2015).
Dentre essas aplicacoes, neste trabalho sera enfatizado o seu uso no estudo da dindmica

populacional.
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4.1.1 Solugao Classica da Equacgao Diferencial de Bernoulli

Nesta se¢ao, apresenta-se a resolucao da equacao diferencial de Bernoulli sob
a abordagem classica, utilizando ferramentas do céalculo diferencial ordindrio de ordem
inteira. A solucao serd obtida por dois procedimentos distintos: inicialmente, por meio
do método classico baseado na redugao da equacao a uma forma linear e no uso do fator
integrante, e, em seguida, por meio da transformada de Laplace, como uma abordagem

alternativa.

Para isso, considere a Equagao (56), com n € R e n # 0,1, pois nestes dois casos

seria uma Equacao Diferencial Ordinaria (EDO) linear.

Caso 1: Resolucao pelo Método do Fator Integrante

n
Y

A resolu¢ao por tal método inicia-se multiplicando a Equacao (56) por y~

obtendo-se
—-n dy 1-n __
y "o o)y = f(a). (57)
x
_ - dw _dy dy Yy dw
_ 11— e _ n_J - _ el
Tomando w =y~ ", entdo o (1—n)y = T dy Fazendo essa
mudanga de variavel na Equagao (57), segue-se que
—n_Y" dw _
L ) = f(a)
1 dw
1-n dr +p(r)w = f(z).

Multiplicando toda a expressao por (1 —n), obtém-se a seguinte equagao linear
dw
=, TA=np@)w=(1-n)f(z) (58)
A Equagao (58) é resolvida pelo método do fator integrante. O fator integrante é

dado por
= eJ A-nlp@)dz _ o(1-n) [p(x)dz (59)

Multiplicando a Equacao (58) pelo fator integrante, segue-se que

e(l—n)fp(m)dmcji: + (1 . n)p(x)e(l—n)fp(m)dmw _ (1 . n)f(l,)e(l—n)fp(x)dw‘ (60)

Dali,
/dd [6(17n)fp(:r)dﬂcw] dr — /(1 . n)f(x)e(lfn)fp(x)dxdm
X

— (=) [p(x)dey, (1—n) /f(a:)e(l_”)fp(x)d“’dx +C.
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Logo,

w(w) = [(1=n) [ f)l= [0y 4 ) ol s

(61)
(i) = (1=n) [ J()elt=m TP (0D o)) | . 1) el
Como w(x) =y ", entao
(@)™ = ()T = w(@)T =y, (62)

Caso 2: Resolucao via Transformada de Laplace

Como alternativa, a equacao linear obtida apds a transformacao da variavel

dependente também pode ser resolvida por meio da Transformada de Laplace.

No presente estudo, assume-se que p(x) =k, onde k € R é uma constante. Neste

caso, a Equagao (58) pode ser escrita como

ﬁ—i—(l—n)kw — (1= n)f(a). (63)
Pondo (1 —n) =a, vem ;
% +akw=af(x). (64)

Aplicando a transformada de Laplace de ambos os lados de (64), e supondo

w(0) = wp, tem-se

L lf;i] +akLlw] = aL[f(x)]. (65)

Pelo Teorema (2.3.1), se w(z) é uma fungao continua por partes e de ordem

exponencial, entao

L [ZZ]] = sW(s) —w(0), (66)
onde W (s) = Llw(z)].
Assim, a equacgao transformada assume a forma
sW(s) —wo+akW(s) =aF\(s), (67)
em que F(s)=L[f(z)].
Reorganizando os termos, chega-se a

(s+ak)W(s) =aF(s)+wp.
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Consequentemente,
_ aF(s) wo
W(S)_s+ak+s+ak' (68)
Aplicando a transformada de Laplace inversa, temos
w(t) =7 [P ()| e [ (69)
N s+ak 0 s+ak]
Pelo Teorema da Convolugao (2.4.1), temos
a | .
L] F )| = L HEGE)] = ht) <g(t), (70)
H(s)= — qe okt —F = f(¢).
onde H(s) o h(t) = ae e G(s) (s) = g(t)=f(t)
Logo,
-1 a . /t —akt
F = . 1
L F )] = [Lae (o) ()
Assim,
t
w(t) :/0 ae” % f(p)dp+woe*. (72)
Como w = y%, entao
a t —akt(t—p) —akt
y za/o e P f(p)dp+woe™ ™. (73)

4.1.2 Uma Solugao Fracionaria para a Equacgao Diferencial de Bernoulli

Nesta secao, apresenta-se uma resolugao para equacao diferencial de Bernoulli
sob a perspectiva do célculo fracionario, utilizando a derivada de Caputo como operador
diferencial. A formulacao fracionéria sera construida a partir da generalizacao da equagao
classica, assumindo hipéteses previamente estabelecidas, e a solucao sera obtida com o

auxilio da transformada de Laplace da derivada de Caputo.

Neste caso, retoma-se a Equacao (64), para a qual ji se assumiu anteriormente
que p(x) =k com k € R constante, bem como a substitui¢do (1 —n) = a. Com o objetivo
de obter uma generalizagao do modelo classico, substitui-se a derivada de ordem inteira
pelo operador de derivada fracionaria de Caputo de ordem «, com 0 < o < 1. Assim, a
versao fracionaria da Equagao (64) é dada por

(0%

w
o +akw = af(x). (74)

Aplicando a transformada de Laplace em ambos os lados da Equagao (74), obtém-se

c [daw(:’j)l +akLlw(x)] = allf(x)]. (75)

dz®
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Em seguida, utilizando o Teorema (3.4.2), tem-se

c [dad"‘:ix)] ST (s) — s L (0), (76)

onde W (s) = Llw(z)].

Dessa forma, tomando w(0) = wy, a Equacao transformada (75) pode ser escrita

Ccomo

sOW (s) — s* Lwg +ak W (s) = aF(s), (77)
em que F(s)=L[f(z)].

Rearranjando os termos da Equacao (77), vem

sOW (s) — s* Lwg +ak W (s) = aF(s)

(5% +ak)W (s) = aF(s) 4 s g (78)
F(s) sl
Wis) = e ey

Aplicando a transformada de Laplace inversa, chega-se a

a Safl
w(z)= £ [Sa+akF(s)] fwol! Laﬂkl . (79)

M

Em (I), poderia ser o usado a convolu¢ao, mas nao existe uma solugao analitica
k
para £71 Laiak‘} Tomando F(s) = > pode-se escrever
a k- ak 1 g1 (80)
s%4ak s (s@+ak)s s sY+ak’
Dai, tem-se
1 Sa—l Sa—l
Wi(s) = = —
() s sa+ak+wosa—|—ak (81)
sa—l
=5 T (wo- >50‘—|—ak:'

Aplicando a Transformada Inversa de Laplace e utilizando o Teorema (3.2.1) , obtém-se
w(x) =14 (wp — 1) Ey(—akx®), (82)
a qual é a solucao fracionaria desejada.

Fixando wg = 2,0, a = 0,03 e k= 0,15, o grafico da solugao para a« =0,8, a =0,9

e a =1 segue.
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Figura 4.1 — Grafico da Solucao Fracionaria da Equacao de Bernoulli.
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—_— a=0.9
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X

Fonte: Produzido pelo autor.

4.2 CONEXAO ENTRE A EQUACAO DE BERNOULLI E O MODELO
LOGISTICO DE VERHULST

O Modelo de Verhulst, também conhecido como Modelo Logistico, foi formulado
por Pierre Frangois Verhulst (1804-1849), em 1838, como um modelo de crescimento
populacional humano, baseado em uma observagao feita por Adolphe Quetelet (1796—
1874), que sugeriu que o crescimento exponencial nao seria possivel em um periodo

prolongado de tempo (Janampa-Sarmiento, 2018).

O modelo de Verhulst considera que uma populacdo P de uma determinada
espécie, vivendo em um determinado ambiente,deverd crescer até atingir um limite maximo

sustentavel, ou capacidade suporte, L, isto é, ela tende a se estabilizar (Bassanezi, 2002).

Tal modelo é dado como segue

P P
dt—AP(l—L>, (83)

com a taxa de crescimento da populacao A > 0.

Perceba que quando P — L, isto é, o crescimento populacional tende a capacidade

suporte L, a taxa de crescimento populacional diminui progressivamente, tendendo a zero;

dP
em outras palavras, — — 0.

dt
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Conforme discutido por Gotelli (2008) e Stewart (2016), a capacidade suporte L
desempenha um papel fundamental no modelo logistico, estando associada as limita¢oes
ambientais impostas ao crescimento populacional. Nesse contexto, podem-se destacar as

seguintes caracteristicas:

I. A medida que a populacio P — L, ou seja P se aproxima de L, a taxa de crescimento
populacional diminui, devido ao aumento da competicao intraespecifica e a limitacao
de recursos ambientais.

II. Se P < L, entdo a taxa de crescimento populacional é positiva, isto é, d]tD >0,ea
populagao tende a crescer. Por outro lado, se P > L, tem-se — < 0, indicando que
a populacao tende a decrescer. Em ambos os casos, a dinAmica populacional conduz

a populagao ao estado de equilibrio P — L ao longo do tempo.

ITI. O valor da capacidade suporte L nao é fixo, sendo determinado pelas condigoes
ambientais do habitat, tais como disponibilidade de alimento, espaco fisico e outros

fatores ecoldgicos, podendo variar conforme alteragdes nessas condigoes.

Observe que a partir da Equagao (83) e sob a condigao A > 0, obtém-se

dP \P?

Assim, percebe-se que a Equagdo de Verhulst constitui um caso particular da

Equacao de Bernoulli, quando se toma P(t) = —A\, f(t) = I en= 2.
Para linearizar, faz-se a seguinte mudanca de varidvel: w(t) = P~ = P~1. De-
d
rivando em relagao a ¢, conclui-se que d—qf = —P*2E. Substituindo na Equagao (84),
vem: J \
w
—PP— —AP=-2P2 85
dt L (85)

Multiplicando a Equacdo (85) por —P~2 e utilizando a substituicio w = P~1, resulta

dw A
" +w(t) = T (86)

a qual ¢ uma equagao linear de primeira ordem.

A seguir, serd apresentado uma solucao classica e uma solugao fracionaria para a

Equacao de Verhulst.



4.2.1 Solugao Classica da Equagao de Verhulst

Aplicando a transformada de Laplace na Equacao (86), vem

c l% FAL[w(t)] = 25[1].

Dai, pelo Teorema (2.3.1), tem-se

Al
sW(s) —w(0)+ AW (s) = %
Tomando w(0) = wy, pode-se escrever
Al
(s+NW(s) = T Two
Logo,
A 1
Wis) = 2
(5) L s(s+ ) +w0(s+)\)

w(t):Lc1[5(81)\)1+w0£1[(8i>\)]
A _1{1 11 1

1 1N\ _
=+ (mmgp)e

1
Como w(t) = iz entdo P(t) = , OU seja,

1
w(t)
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(87)

(88)

(89)

(90)

(91)

(92)

Fixando L = 70.000, wg =45.000 e A =0, 1, o grafico correspondente a solugao é

apresentado a seguir.
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Figura 4.2 — Grafico da solucao inteira do Modelo Logistico.
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Fonte: Produzido pelo autor.

4.2.2 Uma Solucao Fracionaria para a Equacao de Verhulst

1
Tomando a Equacao linearizada (86) de ordem «, com 0 < <1 e w(t) = ﬁt)’
tem-se 5o )
w
dtT + Aw = Z (93)

Aplicando a transformada de Laplace da derivada de Caputo, conforme o Teorema

(3.4.2), segue que

d“w A
A Z
|G +rctuten = 3 -1
-1 Al (94)
[sW(s) —w(0)] + AW (s) = 7 -
Al
(8% 4+ MW (s) — s Lw(0) = T3
Para w(0) = wp, vem
A 1 st
W(s)= z'is(sa—l—/\) +w078a+)\‘ (95)
Tomando a transformada inversa de Laplace, obtém-se
1 A sl
=L — £t : 96
wih) =7 L(ser)]ero [SO‘+)\1 (96)
Observa-se que
A 1 st

s(s*+A) T s SO
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Dai, a Equacao (96) pode ser escrita como

w(t) = L1 ll— s ]+w0£—1 [ s ]

L O T
s s 3 s (97)
— l + < _ 1) ﬁ‘l s
L\ SN
Do Teorema (3.2.1), tem-se que
. Soz—l
LT | ——| = E.(—)\t). 98
RSy (99
Portanto,
1 1
wit) =7+ (wo - L) Ea(—\%). (99)
1
Como foi definida a transformacao w(t) = %, segue imediatamente que
1
P(t) = i i : (100)
Z+ (wo - L) Ea(—At9)

Fixando-se L = 70.000, wg = 45.000 e A =0, 1, é apresentado a seguir o grafico correspon-
dente a solugoes do modelo. para a =0,8;, a=0,9 e a = 1.

Figura 4.3 — Grafico da Solucao Fracionaria do Modelo Logistico.
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Fonte: Produzido pelo autor.



o2

4.3 ANALISE ANALITICA E GRAFICA DE UM CENARIO HIPOTETICO

Para melhor compreender a dinamica prevista pelo modelo, analisaremos a seguir

um caso hipotético envolvendo uma populagdo em crescimento.

4.3.1 Descricao do Cenario Populacional

Considere a Cidade Esperancga, um municipio ficticio em processo de desenvolvi-
mento urbano e econémico. No instante inicial do estudo, a cidade possui aproximadamente
Py =10.000 habitantes e apresenta atratividade populacional devido a oferta de empregos,
a expansao da infraestrutura e a melhoria gradual da qualidade de vida. No entanto,
como ocorre em sistemas reais, o crescimento populacional nao pode ser ilimitado, sendo
restringido por fatores como a disponibilidade de recursos naturais, moradia, saneamento
basico, mobilidade urbana e politicas publicas. Para modelar essa dinamica, adota-se o
modelo logistico de Verhulst, que incorpora o conceito de capacidade de suporte L, repre-
sentando o nimero maximo de habitantes que o sistema urbano pode sustentar de forma
adequada. Neste estudo, considera-se L = 50.000 habitantes e uma taxa de crescimento
intrinseco A = 0,08, correspondente a um crescimento anual de 8%. O objetivo é analisar o
crescimento populacional da Cidade Esperanca ao longo do tempo, considerando tanto a

solugdo classica quanto a solugao fracionaria do modelo logistico de Verhulst.

4.3.2 Solugao Cléassica

Substituindo os valores do problema na Equagao (92), tem-se

P(t)= !
~0,00002 + (0,0001 — 0,00002) 008t
1
P(t) =
0 0,00002 + (0,00008)e—0:08¢ (101)

~ 5-101
(t)= 1+4.e0.08t

A seguir, o comportamento grafico de P(t) ao longo do tempo.
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Figura 4.4 — Comportamento Grafico da Solucao Classica do Modelo Logistico.
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Fonte: Produzido pelo autor.

De forma geral, a solugao classica apresenta o comportamento logistico esperado:
a populacao aumenta rapidamente nos primeiros anos, com crescimento acelerado na
fase intermediaria, e desacelera a medida que se aproxima da capacidade de suporte da

cidade. Esse comportamento reflete um desenvolvimento ideal, sem restrigoes externas
significativas.

O ponto de inflexdo, em que a taxa de crescimento é maxima, marca a transi¢ao
entre aceleracao e desaceleracao, e a populacao tende a se estabilizar no limite ambiental,
independentemente das condicoes iniciais, mostrando como o modelo logistico descreve de

forma clara e eficiente o crescimento populacional em ambientes com recursos limitados.

4.3.3 Solucgao Fracionaria

Substituindo os valores da situagao proposta na Equacao (100), obtém-se a solugao
fracionaria do modelo logistico:

1
= 0,00002 + (0,0001 —0,00002) Eo (0, 08£%)
50000 (102)
P(t) = .
) =151 F.(—0.0809)

P(t)
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A seguir, o comportamento grafico de P(t) para diferentes valores para a ao

decorrer dos anos.

Figura 4.5 — Comportamento Grafico da Solucao Fracionaria do Modelo Logistico.
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Fonte: Produzido pelo autor.

A anadlise dos graficos do crescimento populacional da cidade hipotética, conside-
rando a solucdo classica e a solucao fracionaria do modelo de Verhulst, evidencia diferencas

significativas na dindmica populacional em funcao da ordem fracionaria a.

Um aspecto notavel do modelo fracionario de Verhulst é que, quando a ordem «
¢ igual a 1, a solucao fracionaria coincide exatamente com a solugao classica do modelo
logistico. Essa propriedade evidencia a consisténcia da formulagao fracionéria, mostrando
que ela nao substitui o modelo tradicional, mas o amplia, ao incorporar o chamado “efeito
de memoria”, no qual a taxa de crescimento populacional passa a depender nao apenas do
estado atual do sistema, mas também de sua evolugao passada, representando a influéncia

acumulada de fatores histéricos ou restrigoes prolongadas ao longo do tempo.

As solugoes fraciondrias (o < 1) apresentam crescimento mais lento, cuja inten-
sidade depende diretamente do valor de a.. Para valores proximos de 1, como a« = 0,9, o
crescimento ainda ¢é relativamente rapido, mas ligeiramente atrasado em relacao a solugao

classica. A medida que « diminui, por exemplo, o = 0,8 ou a = 0,65, o crescimento se torna
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mais gradual, podendo refletir restri¢des sociais, econémicas ou ambientais que limitam o

crescimento populacional.

Outro ponto relevante observado nos graficos é o tempo necessario para que a
populacao se aproxime da capacidade suporte da cidade. Na solucao cléssica, a populagao
atinge rapidamente valores préximos ao limite, como esperado pelo modelo logistico. J&
nas solugoes fracionarias, esse tempo aumenta a medida que « diminui, indicando que
a populacao leva mais anos para se aproximar da capacidade maxima. Essa diferenca
evidencia como a ordem fracionaria a influencia a velocidade de saturagdo populacional e

o ritmo de crescimento ao longo do tempo.



96

5 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como propédsito investigar a aplicacao do cédlculo fracionario na
modelagem matematica do crescimento populacional, tomando como referéncia o modelo
logistico de Verhulst. Ao longo do estudo, buscou-se articular fundamentos tedricos e
aplicacoes, de modo a evidenciar o potencial dessa abordagem como uma alternativa ao

calculo classico na descricao de fendomenos naturais.

A analise das solugoes classicas e fracionarias mostrou que a formulagao fracionaria
permite descrever dindmicas populacionais mais graduais, incorporando efeitos associados
a influéncia do passado do sistema sobre sua evolugao. Observou-se ainda que, quando
a ordem fraciondria assume valor unitario, a solucao fracionaria converge para a solucao

classica, o que reforca a consisténcia matematica do modelo proposto.

Por fim, foi destacada a conexao entre a equacao de Bernoulli e o modelo logistico
de Verhulst, na qual se demonstra que o modelo de Verhulst pode ser derivado da equacao
de Bernoulli sob condigoes apropriadas. Em seguida, o modelo de Verhulst foi aplicado
em um cenario populacional hipotético, no qual se realizou uma analise comparativa
entre as solugoes de ordem inteira e fraciondria. Os resultados evidenciaram que o célculo
fracionario constitui uma generalizacao robusta da modelagem matematica classica, pois
incorpora o efeito de memoria do sistema, permitindo que a dindmica populacional seja
influenciada nao apenas pelo estado atual mas também por sua evolucao passada que,
em certas condigoes, acredita-se possibilitar uma descricao mais flexivel e precisa do

crescimento populacional do que os modelos tradicionais.
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