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RESUMO

O presente trabalho tem como temética central o estudo do Ntmero Aureo, também
denominado Proporcao Divina, destacando sua presenca recorrente em problemas classicos
da Geometria Euclidiana Plana e suas conexdes com outras areas da matematica. A
motivacao principal reside no potencial didatico desse objeto matematico, cuja aplica-
¢ao em construcoes geométricas favorece a compreensao conceitual, a visualizagao e o
interesse dos estudantes pelo aprendizado da Matematica. Parte-se da constatacao de
que o ensino torna-se mais significativo quando fundamentado em exemplos concretos e
contextualizados, especialmente aqueles que evidenciam relagoes matematicas presentes
na natureza, na arte, na arquitetura e no design. O trabalho nao se limita a uma revisao
bibliografica, mas propoe uma abordagem analitica e exploratéria, apresentando problemas
geométricos cuidadosamente selecionados e resolvidos pelo autor, nos quais o Ntimero
Aureo se manifesta de forma explicita ou implicita. No contexto do pentdgono regular,
investigam-se figuras como o pentagrama, o retangulo de ouro, a espiral de ouro, o triangulo
aureo e diferentes configuragoes triangulares, além de circunferéncias inscritas, evidenci-
ando a riqueza estrutural e estética dessas construgoes. Metodologicamente, a pesquisa
fundamenta-se na revisao de literatura e na articulagao entre Geometria Euclidiana Plana,
Algebra Bésica e Trigonometria, incluindo a utilizacdo das férmulas de Werner e a relacao
entre o Ntmero Aureo e a sequéncia de Fibonacci. As questées abordadas apresentam nivel
de complexidade mediano a avancado, sendo os conceitos desenvolvidos de forma detalhada,
a fim de minimizar dificuldades de compreensao. Espera-se que este trabalho contribua
tanto para a valorizagao da matematica no ensino basico quanto para a formacao de um
material de apoio a estudantes e professores, estimulando a percepcao da matematica

como uma ciéncia dotada de rigor, beleza e profundas conexdes internas.

Palavras-chave: Niimero Aureo. Geometria Fuclidiana Plana. Ensino de Matematica.

Pentagono Regular. Proporcao Divina.



ABSTRACT

This paper focuses on the study of the Golden Ratio, also known as the Divine Proportion,
emphasizing its recurring presence in classical problems of Plane Euclidean Geometry and
its connections with other areas of mathematics. The main motivation lies in the didactic
potential of this mathematical object, whose application in geometric constructions enhan-
ces conceptual understanding, visualization, and students’ interest in learning Mathematics.
The study is grounded on the premise that teaching becomes more meaningful when sup-
ported by concrete and contextualized examples, especially those that reveal mathematical
relationships found in nature, art, architecture, and design. Rather than being limited to a
bibliographic review, the work adopts an analytical and exploratory approach, presenting
carefully selected geometric problems solved by the author, in which the Golden Ratio
appears either explicitly or implicitly. Within the context of the regular pentagon, figures
such as the pentagram, the golden rectangle, the golden spiral, the golden triangle, various
triangular configurations, and inscribed circles are investigated, highlighting the structural
and aesthetic richness of these constructions. Methodologically, the research is based on
a literature review and on the articulation between Plane Euclidean Geometry, Basic
Algebra, and Trigonometry, including the use of Werner’s formulas and the relationship
between the Golden Ratio and the Fibonacci sequence. The problems addressed range
from intermediate to advanced levels, with concepts developed in detail to reduce potential
difficulties in comprehension. It is expected that this work will contribute both to the
appreciation of mathematics in basic education and to the development of supporting
material for students and teachers, fostering the perception of mathematics as a discipline

endowed with rigor, beauty, and deep internal connections.

Keywords: Golden Ratio. Plane Euclidean Geometry. Mathematics Education. Regular

Pentagon. Divine Proportion.
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1 INTRODUCAO

A presenca do Nimero Aureo, também denominado Nimero de Ouro ou Propor-
¢ao Divina, em diversos problemas geométricos constitui a principal motivacao para o
desenvolvimento deste trabalho. Tal escolha fundamenta-se no potencial didatico desse
objeto matematico, cuja recorréncia em diferentes contextos favorece a compreensao de

conceitos geométricos e estimula o interesse dos estudantes pela Matematica.

E amplamente reconhecido que o processo de ensino-aprendizagem torna-se mais
significativo quando se apoia em exemplos concretos e visualmente perceptiveis. Nesse
sentido, o estudo do Nuimero Aureo mostra-se particularmente relevante, uma vez que sua

aplicagao pode ser observada em inliimeras construcoes geométricas classicas.

Observa-se a constancia do Nimero Aureo em diversos problemas da Geometria
Euclidiana Plana, especialmente aqueles que envolvem o pentagono regular e figuras dele
derivadas. Ao longo deste trabalho, sao apresentados problemas geométricos selecionados
criteriosamente, bem como suas respectivas solugoes, desenvolvidas pelo proprio autor,

evidenciando aspectos formais e estéticos da matematica.

O objetivo deste estudo nao se restringe a um levantamento bibliografico, por si
sO, sobre o tema, mas busca enriquecé-lo por meio de abordagens que envolvem, além da
Geometria Euclidiana Plana, outras areas da matematica, tais como a Trigonometria e a
Algebra Bésica, constituindo-se este conjunto como verdadeira beleza de conexdes entre

diferentes campos do conhecimento matematico.

Adicionalmente, no contexto do pentagono regular, destacam-se o pentagrama,
o retangulo de ouro, a espiral de ouro, o tridngulo dureo, triangulos isosceles, tridngulos
retangulos, tridngulos quaisquer, circunferéncias inscritas em triangulos; figuras estas
que serao analisadas em segOes posteriores, nas quais a presenc¢a do nimero de ouro foi

investigada de forma sistematica e detalhada.

Dessa forma, ao evidenciar que o Nimero Aureo estd presente ndo apenas em
manifestagoes naturais, como também em aplicacoes artisticas como a pintura, escultura,
arquitetura e design, pretende-se contribuir para a valorizacao de entidades matematicas
no ensino basico, favorecendo o interesse do estudante pela disciplina e fortalecendo o

processo de ensino-aprendizagem.

Destaca-se que o nivel das questoes resolvidas ao longo deste trabalho nao é
trivial, classificadas, portanto, como mediano, requerendo que o leitor tenha um certo

grau de conhecimento nas disciplinas que as envolvem. Para isto, muitos conceitos foram



17

esmiucados no nivel necesséario, a fim de dirimir, ou pelo menos reduzir, dificuldades

advindas.

Espera-se que deste trabalho resulte, além do conhecimento acerca do Nimero
Aureo, em material de apoio aqueles que militam na geometria euclidiana plana e que
possuem o privilégio de enxergar na matematica a beleza que ela carrega em si, além de
servir como estimulo a sua disseminagao. Este tultimo é o objetivo maior do trabalho ora

apresentado.

1.1 Definicao do problema

A Matematica no ensino basico tem se configurado, ao longo dos anos, como um
dos principais entraves enfrentados pelos estudantes. E amplamente reconhecido que o
desenvolvimento de competéncias nessa area capacita o discente a enfrentar desafios diver-
s0s, nao apenas no ambito escolar, mas também nas mais variadas areas do conhecimento.
Nesse sentido, observa-se que a contextualizacdo do contetido matematico contribui de
forma significativa para a melhoria do processo de ensino-aprendizagem, favorecendo a

compreensao e a assimilagao dos conceitos abordados.

A apresentagao de aplicagoes da matematica em contextos reais, como a identifica-
¢ao do Numero Aureo na natureza, nas artes e na arquitetura, tende a despertar o interesse
e a curiosidade dos estudantes, ampliando sua percepcao acerca da relevancia dessa dis-
ciplina. Tal abordagem possibilita a insercao desse conceito em problemas geométricos,

tornando o ensino da Matematica simultaneamente mais atrativo e desafiador.

As olimpiadas de matematica tém contribuido, ainda que parcialmente, para a
mitigagdo desse entrave, ao estimular os estudantes, desde as etapas iniciais da formagao
escolar, a fortalecerem sua base matematica com vistas a obtengao de melhores resultados
nessas competicoes. Contudo, constata-se que o conhecimento acerca do Nimero Aureo no
ensino basico é bastante limitado, estendendo-se, inclusive, ao ensino superior, onde nao
sao raros os casos de estudantes de cursos que envolvem a geometria béasica que afirmam

desconhecer esse conceito.

Tal cenario configura-se como uma problematica relevante, uma vez que a com-
preensio do Numero Aureo pode contribuir para que o estudante passe a enxergar a
Matematica nao apenas como uma construcao abstrata elaborada pelo ser humano, mas
também como um conhecimento presente na prépria estrutura da natureza. Essa percep-
¢ao tende a favorecer uma relagao mais significativa com a disciplina, promovendo uma

aprendizagem mais reflexiva e integrada.
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1.2 Objetivo geral

Estimular o interesse do aluno da Educacao Basica pelos contetidos da disciplina
de Matematica, a partir do conhecimento do Ntimero Aureo, evidenciando sua importancia
em aplicacoes na arquitetura, nas artes, no design e na geometria, bem como em elementos

da prépria natureza que apresentem correlacao com esse nimero em sua estrutura.

1.3 Objetivos especificos
Como objetivos especificos sao citados:

o Tornar a matematica mais atraente e divertida ao mostrar como o nimero de ouro

estd presente na natureza;
e Colaborar com a disseminac¢do do conhecimento da Geometria Euclidiana Plana;

e Desenvolver no estudante o aprofundamento de conceitos e resolucao de problemas

envolvendo o Niumero Aureo;

e Mostrar como o nimero aureo reduz enormemente os calculos matematicos quando
do seu uso em determinados problemas geométricos, notadamente os que envolvem o

pentagono e figuras dele derivadas;

o Contextualizar a Matematica com a historia da humanidade, mostrando que conceitos
explorados ha varios séculos continuam a ser aplicados nas diversas atividades

humanas.

1.4 Aspectos metodolégicos

A metodologia adotada neste trabalho consiste em uma revisao de literatura
acerca do Ntimero Aureo, com o objetivo de evidenciar sua importancia e suas aplicacdes
na resolucao de problemas geométricos. Para tanto, o estudo ¢ contextualizado por meio
de assuntos correlatos que conferem maior robustez tedrica e fundamentagao matematica

as analises desenvolvidas.

Entre esses temas, destacam-se as formulas de Werner, ver Quadro 2.2, oriundas
da Trigonometria, as quais possuem aplicabilidade direta neste trabalho. Tal abordagem
permite evidenciar a inter-relagdo entre diferentes areas da Matematica, ressaltando que
o conhecimento matematico se constitui como um conjunto integrado de conceitos que
se articulam entre si. Nesse sentido, a Geometria Euclidiana Plana, a Algebra Basica e a
Trigonometria sao compreendidas como pilares fundamentais para a construcao de solugoes

elegantes e rigorosas de diversos problemas geométricos.
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Outro tema abordado é a sequéncia de Fibonacci, Secao 2.8, na qual se evidencia
a estreita correlacdo entre essa sequéncia e o numero aureo, reforcando sua relevancia

tanto no ambito tedrico quanto na resolucao de problemas classicos da geometria.

Considerando a presenca recorrente do niimero aureo em problemas geométricos
consagrados, foi reservado um capitulo especifico a apresentacao e resolucao de seis
problemas, todos envolvendo, de forma direta ou indireta, a razao aurea, seja na formulagao

do problema, seja em sua solugao.

A metodologia fundamenta-se, portanto, na coleta, organizacao e analise de
problemas geométricos cujas solugoes apresentam relagdes envolvendo o niimero aureo. Para
isso, foram consultadas fontes bibliograficas, materiais didaticos e conteudos especializados
disponiveis em meios digitais, especialmente aqueles voltados ao ensino da Geometria e ao

estudo da razao aurea.

A partir desse acervo, selecionaram-se problemas cujas resolugoes envolvem expli-
citamente o Nimero Aureo, seja por meio de relacoes algébricas diretas associadas a essa
nimero, seja por meio de relagoes métricas entre segmentos de figuras geométricas que
apresentam proporcionalidades aureas, ou ainda por expressoes que a incorporam em sua

estrutura algébrica.

1.5 Natureza da pesquisa

Quanto a natureza, a pesquisa classifica-se como basica, pois tem como finalidade
ampliar o conhecimento tedrico sobre o nimero aureo e suas aplicagdes na Geometria, sem

visar, de forma imediata, a producao de solugoes técnicas ou aplicagdes praticas.

1.6 Abordagem

A abordagem adotada é qualitativa, uma vez que o estudo se concentra na anélise
conceitual, interpretativa e descritiva das propriedades geométricas associadas ao niimero
aureo. Busca-se compreender suas estruturas, significados e relagbes matematicas, sem

recorrer a mensuracao estatistica de dados.

1.7 Objetivos da Pesquisa

Quanto aos objetivos, a pesquisa é classificada como exploratdria, pois visa
ampliar a compreensao sobre o uso do nimero aureo em problemas geométricos, identifi-
cando padroes, estruturas e aplicagdes que contribuam para a construcao do conhecimento

matematico, especialmente no contexto do ensino.
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1.8 Procedimentos metodolégicos

No que se refere aos procedimentos, a pesquisa caracteriza-se como bibliografica,
uma vez que se fundamenta em materiais ja publicados, tais como livros, artigos cientificos,
trabalhos académicos e conteuidos especializados, incluindo videos e materiais didaticos

digitais.
Os procedimentos metodologicos adotados foram:

1. levantamento de materiais bibliograficos e digitais relacionados ao niimero dureo e a

Geometria Euclidiana;
2. selecao criteriosa de problemas que apresentam relagoes envolvendo o niimero aureo;

3. analise geométrica detalhada de cada problema, verificando a presenca de proporcio-

nalidades, expressoes algébricas e segmentos associados a ¢;

4. sistematizacao e redacao dos resultados, organizando-os em capitulos e se¢oes de

acordo com sua natureza e complexidade.

Para a realizacao dos calculos, quando necessario, foram utilizados valores trigonométricos
apresentados na Tabela 2.2, bem como algumas férmulas classicas da geometria, conhecidas
como férmulas de Werner, organizadas no Quadro 2.2, além de outras expressoes usuais

apresentadas ao longo do texto.

As imagens e parte do texto foram produzidos com auxilio da plataforma de
inteligéncia artificial ChatGPT (OpenAl, versao 5.2), empregada como ferramenta de
apoio a construgao visual e a organizacao textual, sob supervisao e curadoria do autor,

nao substituindo a andlise critica nem a autoria intelectual do trabalho.

As construgoes geométricas foram produzidas pelo préprio autor, no aplicativo
GeoGebra Classic 5.2.907.0-d, geradas em formato .png e importadas para o diretério

figuras no LaTex.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 A proporgao aurea

Nao é por acaso que o numero aureo recebeu essa denominagao. Assim como o
ouro ¢é considerado o metal mais precioso entre os demais, o nimero aureo destaca-se por
ser um dos mais intrigantes da matematica. Essa caracteristica ficara evidente ao longo
deste trabalho. Porém, antes de mergulharmos no vasto mundo do Nimero Aureo, torna-se

necessario defini-lo, e isto é o que se observa a seguir.

A razao aurea, descrita por Euclides de Alexandria no Livro VI da obra Os
FElementos, consiste em considerar um segmento AB e dividi-lo em duas partes de modo
que a maior parte dividida pela menor seja igual ao todo dividido pela maior. Ambas as

razoes iguais ao nimero de ouro, denotado por ¢.

Neste trabalho, para a discussao acerca da razao aurea, foram adotados dois
caminhos, os quais denominam-se caminho direto ou caminho de ida e caminho inverso
ou caminho de volta. No caminho direto faz-se exatamente como descrito por Euclides,
na sua definicdo de média e extrema razao, logo adiante em citagao de acordo com suas
palavras, em Os Elementos. No caminho inverso, faz-se a divisao do segmento AB em

duas partes, por um ponto C, evidentemente entre o ponto A e o ponto B, de tal modo

AC 5+1
que a razao rol: i \/_2+ = ¢, provando que, neste caso, a divisao do todo, segmento
AB

AB, pela parte maior AC retornard o mesmo valor ¢, isto é = =

o Caminho direto: Segundo Euclides (2009), um segmento esté dividido em média e
extrema razao quando, tomando-se uma medida qualquer e segmentando-a em duas
partes, a razao entre a maior e a menor parte € igual a razao entre o todo e a maior

parte.

Figura 2.1 — O segmento aureo 1
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Fonte: O autor.

Aplicando a definicao de Euclides para razao aurea na Figura 2.1, tem-se:

AC _AB (2.1)
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Substituindo-se os valores algébricos, obtém-se:

a a-+b
g _ 2.2
7 - (2.2)

Trabalhando-se o fato de que o produto dos meios é igual ao produto dos extremos,

resulta:

a® —ba —b* = 0. (2.3)

(1))

Observa-se que o termo “b” foi colocado antes de “a” no produto “ba”, a fim de
apresentar a equacao no formato padrao de uma equagao do segundo grau na variavel

“a”. Dividindo-se todos os termos por “b?”, obtém-se:

GY-()-1-0

Substituindo-se (Z) por w, tem-se:
wr—w—-1=0, (2.5)

Aplicando a férmula de Bhaskara na Equacao (2.5), obtém-se como solucao plausivel

para o problema

V5 +1
2 Y
uma vez que a relagao entre dois segmentos ¢ um ntmero positivo, visto que se esta

(2.6)

w =

trabalhando com medidas de comprimento e a outra raiz da equagao é negativa.

O matematico Mark Barr (1909), por volta de 1909, popularizou o uso da letra grega

¢ (phi) para representar a razdo durea, em homenagem ao escultor grego Phidias

(Fidias). Embora seja discutivel que as proporgoes de suas obras estejam efetivamente

relacionadas a essa razao, a notacao foi amplamente aceita. A partir de entdo, a letra

grega ¢ passou a ser utilizada como representacao da chamada razao euclidiana,
VB +1

(p = 2 °

Caminho inverso: Divide-se o segmento AB em um ponto C , vide Figura 2.2, tal
que a razdo entre os segmentos maior e menor, representado por AC e BC, res-
pectivamente, seja igual ao nimero de ouro, ¢ = @ Em seguida, demonstra-se
que, ao dividir-se o todo, segmento AB, pelo segmento maior, representado por AC,

obtém-se a mesma razao.

Partindo do pressuposto,

Sl
g
I
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Figura 2.2 — O segmento aureo 2
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Fonte: O autor.

substituindo-se os valores algébricos, obtém-se:

AC  «a
donde segue:
a = byp. (2.9)
Além disso,
1 5
o +2\/_ ~ 1,618033988749 . .. (2.10)
Agora, divide-se o todo pela maior parte, isto é,
AB _atb (2.11)
AC a

Substituindo-se na expressao anterior o valor a = by, obtém-se:

AB  bp+b  ble+1)

T b o (2.12)
Utilizando-se da Equacao (2.5), substituindo o “w” po “¢” tem-se
0 —p—1=0, (2.13)
Pondo os termos negativos para o segundo membro
?=p+1 (2.14)
Retornando a Equacao (2.12)
AB _ ble+1) :9’42:90. (2.15)

AC by ©
Assim sendo, conclui-se que, partindo da condicao inicial da divisao do segmento em

duas partes tais que a maior parte dividida pela menor parte seja igual a

Vb +1
2 )

@ = (2.16)
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chega-se ao resultado de que o todo, isto é, o comprimento total dividido pela maior

parte, serd a propria razao .

Segundo Euclides (2009, p. 216), o nimero aureo é definido como:

Seja dada uma reta finita. E possivel dividi-la em média e extrema razao
da seguinte maneira: constroéi-se sobre a reta um quadrado e, a partir de
um de seus vértices, traca-se um segmento até o ponto médio do lado
oposto; ao prolongar-se esse segmento até encontrar a extensao da base
do quadrado, obtém-se um ponto que determina a divisdo requerida.
Assim, a parte maior da reta estard para a parte menor na mesma razao
em que o todo esta para a parte maior, estabelecendo-se a proporgao
caracteristica da razao durea.

Por outro lado Pacioli (1509, p. 24) assevera que:

A proporgao que chamamos divina é aquela pela qual uma linha é dividida
de tal modo que a parte maior estd para a menor assim como o todo esta
para a parte maior. Essa propor¢ao manifesta-se com notavel constancia
nas figuras geométricas, nos corpos regulares e nas obras da arte bem
ordenada, razao pela qual os antigos a consideraram digna de especial
atencao. Por meio dela, a harmonia e a beleza tornam-se mensuraveis,
pois aquilo que agrada aos olhos encontra fundamento em uma relagao
matematica precisa.

Kepler (1619, p. 62), cento e dez anos apés, publica:

Na divisao de uma linha segundo a razao extrema e média, encontro uma
harmonia singular, pois o todo guarda para a parte maior a mesma pro-
porc¢ao que esta conserva para a parte menor. Tal relagdo nao é arbitraria:
ela aparece repetidamente nas figuras geométricas mais simples e nas
formas que a natureza produz com maior constancia. Por isso, considero
essa propor¢ao uma chave para compreender a ordem que governa tanto
os numeros quanto as figuras, e até mesmo certas disposi¢oes do mundo
natural.

As citagoes de Euclides, Pacioli e Kepler evidenciam que o nimero aureo assume
significados distintos conforme o contexto histérico e epistemologico em que é analisado.
Em Euclides, a razao aurea é apresentada como uma relagdo geométrica rigorosa, obtida
por meio de construgoes precisas, sem qualquer conotagao simbdlica ou estética. Pacioli,
por sua vez, reinterpreta essa mesma proporc¢ao no ambito do pensamento renascentista,
atribuindo-lhe um valor associado a harmonia, a beleza e a ordem divina, o que amplia seu
significado para além da matemaéatica formal. J4 em Kepler, a propor¢ao durea passa a ser

compreendida como um principio organizador da propria natureza, sugerindo que os padroes



25

matematicos expressos por essa razao se manifestam tanto nas figuras geométricas quanto
nos fenémenos do mundo fisico. Desse modo, observa-se que o fascinio pelo nimero aureo
resulta nao apenas de suas propriedades matematicas, mas também das interpretacoes

filosdficas, artisticas e cientificas que lhe foram atribuidas ao longo da histéria.

2.2 A proporgao aurea no retangulo aureo

O retangulo aureo é uma figura geométrica caracterizada pela razao constante
entre o comprimento do lado maior e o do lado menor, denominada razao aurea ou niimero
de ouro, representada pela letra grega phi (¢). Considerando-se um retangulo cujos lados
medem a (lado maior) e b (lado menor), diz-se que ele é dureo quando a razao entre esses

lados satisfaz a relagao

2 o= H;@ ~ 1,618

=¥

Formalmente, um retangulo é considerado dureo quando, ao se retirar dele um
quadrado de lado igual ao menor lado b, o retangulo remanescente é semelhante ao retangulo
original. Essa propriedade de semelhanca sucessiva confere ao retangulo aureo um carater

matematico singular, associado a ideia de equilibrio e harmonia das proporc¢oes.

O conceito da razao aurea é conhecido desde a antiguidade e foi sistematizado
na obra Elementos, de Euclides, na qual a divisao de um segmento em média e extrema
razao é apresentada como fundamento tedrico dessa proporgao. O retdngulo aureo encontra
ampla aplicagao em diversas areas do conhecimento, com destaque para a matematica, a

arquitetura, as artes visuais e o design.

A Figura 2.3 ilustra a construgao geométrica do retangulo aureo, evidenciando
a relacao proporcional entre seus lados e a presenca do quadrado associado ao lado
menor, elemento fundamental para a compreensao de sua estrutura e de suas propriedades

geométricas.

Parte-se do segmento dureo AB, apresentado na Secdo 2.1, no qual o ponto E
pertence ao interior do segmento, de modo que AE e EB estejam na razao aurea. Pelos
pontos A e B, tracam-se retas perpendiculares ao segmento AB. Com a ponta seca do
compasso em A e abertura igual ao comprimento AFE, constréi-se um quarto de circulo
no sentido anti-horario. O ponto de intersecdo desse arco com a reta perpendicular a AB
tracada por A determina o ponto D. A partir de D, traca-se uma reta paralela a AB
até encontrar a perpendicular a AB tracada por B, obtendo-se, assim, o ponto C. Em
seguida, traca-se o segmento que liga F ao lado C'D, determinando o ponto F' como ponto
de intersecdao. Repete-se o procedimento com a ponta seca do compasso em B e abertura

igual ao comprimento BE, construindo-se agora um quarto de circulo no sentido horario.
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Dessa forma, obtém-se o quadrado EBGH, conforme ilustrado na figura. O processo pode

ser repetido indefinidamente, gerando sucessivos retangulos aureos.

Figura 2.3 — O retiangulo aureo
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Fonte: O autor.

2.3 A espiral de ouro

A espiral de ouro é uma curva geométrica associada ao retangulo aureo e a razao
aurea ¢, sendo amplamente utilizada como representagao visual da proporcionalidade
harmonica presente nessa construcao. Ela é obtida a partir da justaposi¢ao sucessiva de
quadrados construidos no interior de retangulos aureos consecutivos, nos quais cada novo

retangulo mantém semelhanga geométrica com o anterior.

Do ponto de vista geométrico, a espiral de ouro pode ser interpretada como a
aproximagao continua formada pela uniao de arcos de circunferéncia de 90° (quartos de
circunferéncia), tragados em cada quadrado que compde a sequéncia infinita de retan-
gulos aureos. A medida que novos quadrados sdo adicionados, esses arcos se encadeiam

progressivamente, originando uma curva suave que tende a uma espiral continua.

A construgao geométrica ilustrada na Figura 2.4 evidencia a continuidade aproxi-
mada da espiral por meio de arcos de circunferéncia inscritos nos quadrados que compoem
os sucessivos retangulos aureos. Essa representacao discreta permite visualizar como cada
quarto de circunferéncia contribui para a formagao de uma curva que se aproxima de uma

espiral continua a medida que o nimero de retangulos considerados tende ao infinito.

Sob o aspecto matematico, a espiral de ouro corresponde a um caso particular da

espiral logaritmica, cuja equacdo em coordenadas polares é expressa por

r(6) = ae”,
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Figura 2.4 — A espiral de ouro

Fonte: O autor.

em que a ¢ uma constante positiva e o parametro b relaciona-se a razao aurea pela expressao

p — n(v)
/2
Essa relagao assegura que, a cada incremento angular de 7 radianos, equivalente a um quarto
de volta, o raio da espiral seja multiplicado pelo fator ¢, preservando a proporcionalidade

caracteristica dos retangulos aureos.

Embora a espiral construida a partir de arcos de circunferéncia nao represente,
de forma rigorosa, uma espiral logaritmica perfeita, ela constitui uma aproximacao visual
altamente eficaz da espiral de ouro. Tal aproximacao torna-se progressivamente mais
precisa a medida que o nimero de retangulos dureos considerados aumenta, evidenciando

a convergéncia entre a construcao geométrica discreta e o modelo matematico continuo.

2.4 Video ilustrativo sobre o niimero aureo

No presente Trabalho de Conclusao de Curso, indica-se o video do canal Fatos
Desconhecidos (2022), disponivel na plataforma YouTube, que aborda o nimero aureo e

retine expressivo numero de visualizagoes. Tal alcance evidencia o interesse do publico por
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tematicas que estabelecem relagdes entre o mundo real, elementos simbdlicos e, por vezes,

concepcoes de natureza religiosa.

No referido video, destaca-se ainda a associagao entre a ideia de criacdo divina
e a presenca de padroes matematicos observaveis na natureza, tanto em organismos
vegetais quanto em animais. Essa abordagem contribui para a popularizacdo da expressao
“nimero de Deus” como uma das denominacdes atribuidas ao Nimero Aureo, reforcando

interpretacoes que transcendem o campo estritamente matematico.

O video apresenta ainda um panorama historico do niimero de ouro, estabelecendo
correlagoes com a arquitetura da Grécia Antiga, como o Parthenon, com as proporgoes do
corpo humano e com a geometria de figuras regulares, a exemplo do pentagrama, entre

outras configuragoes geométricas.

2.5 A proporcao aurea no Parthenon

A Figura 2.5 foi gerada por inteligéncia artificial com o objetivo de representar, de

forma ilustrativa, a aplicacao da proporg¢ao durea no desenho arquitetonico do Parthenon.

O Parthenon é um dos mais importantes monumentos da Antiguidade Classica e
simbolo maximo da civilizacao grega. Localizado na Acrépole de Atenas, sua construgao
ocorreu entre 447 a.C. e 432 a.C., durante o chamado Século de Ouro de Atenas, sob
a lideranca de Péricles. O templo foi dedicado a deusa Atena, protetora da cidade, e

projetado pelos arquitetos Ictinos e Calicrates, com supervisao artistica do escultor Fidias.

Construido majoritariamente em marmore pentélico, o Parthenon apresenta re-
finamentos arquitetonicos notaveis, como correcoes Opticas nas colunas e proporgoes
rigorosamente calculadas, frequentemente associadas a principios matematicos e geométri-
cos da Grécia Antiga. Originalmente, abrigava uma monumental estatua criselefantina de
Atena, também obra de Fidias, refor¢ando sua funcao religiosa e politica como expressao

do poder ateniense.

Ao longo dos séculos, o Parthenon sofreu profundas transformagoes decorrentes
de conflitos militares, mudancgas religiosas e ocupagoes estrangeiras. Durante o periodo
romano, foi preservado em grande parte, mas, com a expansao do cristianismo, o templo foi
convertido em igreja dedicada a Virgem Maria. Posteriormente, durante o dominio otomano,
passou a ser utilizado como mesquita, com acréscimos arquitetonicos que alteraram sua

configuragao original.

Atualmente, o Parthenon é reconhecido como patrimonio cultural da humanidade e

integra o conjunto arqueolégico da Acrépole de Atenas. Apesar de sua condicao fragmentada,
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Figura 2.5 — A proporcio durea no Parthenon'

Fonte: Imagem gerada por inteligéncia artificial (ChatGPT/DALL - E, V-5.2, em 08/02/2026)

o0 monumento continua a representar um marco da arquitetura classica, da historia politica

e cultural do Ocidente, além de servir como referéncia permanente para estudos em arte,

matematica, engenharia e filosofia.

2.6 A proporgao aurea no nautilus

A Figura 2.6 traz uma representagao ilustrativa da aplicagdo da espiral ¢ e

sequéncia de Fibonacci, gerada por meio de ferramenta de inteligéncia artificial, a partir

de descricao e critérios matematicos definidos pelo autor.

Figura 2.6 — A proporcio durea no molisculo nautilus®

Fonte: Imagem gerada por inteligéncia artificial (ChatGPT/DALL - E, V-5.2, em 08/02/2026)

Prompt utilizado: Imagem realista em alta resolu¢ao do Parthenon, em vista frontal, com céu azul
e detalhes arquitetonicos classicos gregos. Sobreposi¢ao de um retdngulo dureo alinhado a fachada e
de uma espiral durea (espiral da razdo durea, ¢, associada & sequéncia de Fibonacci), iniciando na
base e expandindo-se sobre as colunas. Os elementos geométricos devem ser finos, em tom dourado e
semitransparentes, com carater didatico e académico.

Prompt utilizado: Primeira imagem realista em alta resolucdo de um Nautilus em ambiente marinho,
em vista lateral, evidenciando sua concha espiralada com padrbes naturais em tons de branco e
marrom-avermelhado. O corpo do animal apresenta textura suave, com tentdculos visiveis e detalhes
anatomicos bem definidos. A cena ocorre em dguas azuladas, com fundo subaquético levemente
desfocado, iluminagdo natural difusa e composi¢ao limpa, sem inser¢éo de textos ou elementos gréficos,
adequada para fins diddticos e académicos. A segunda imagem é uma iustragdo cientifica em alta
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2.7 A proporcao aurea na odontologia

Na odontologia estética, o nimero aureo tem sido utilizado como referéncia para a
analise das proporcoes dos dentes anteriores, especialmente na relacdo de largura aparente
entre incisivos centrais, incisivos laterais e caninos, vide Figura 2.7. Embora nao constitua
uma regra anatomica absoluta, a propor¢ao aurea é empregada como ferramenta auxiliar
no planejamento do sorriso, visando a harmonia e a estética dentofacial. No ambito da
estética odontoldogica, Cunha et al. (2013) destacam a aplicacao da proporgao durea como

referéncia para a analise das dimensoes dos dentes anteriores superiores:

A proporgao aurea pode ser encontrada nos dentes anteriores superiores,
numa visdo frontal, entre a largura do incisivo central e a largura do
lateral, e entre a largura do incisivo lateral e a largura do canino. Porém,
esta relacdo de proporcao nao ocorre naturalmente na maior parte da
populagao. Nos tratamentos restauradores estéticos de dentes anteriores
superiores, a proporcao divina pode ser usada como guia, devolvendo de
forma eficiente a harmonia do sorriso (CUNHA et al., 2013, p. 33).

Figura 2.7 — A proporcio durea na odontologia®

Fonte: Imagem gerada por inteligéncia artificial (ChatGPT/DALL - E, V5.2, em 08/02/2026).

2.8 A sequéncia de Fibonacci e o Niimero Aureo

Segundo Livio (2008), Koshy (2011) e Huntley (1970), a sequéncia de Fibonacci

destaca-se como um dos exemplos mais expressivos de regularidade matematica, pois,

resolucao da estrutura interna do Nautilus, apresentada em corte transversal da concha, evidenciando
as cAmaras internas (septos) organizadas em progressdo espiral. Sobreposi¢do de uma espiral durea
(espiral ) e de retdngulos associados & sequéncia de Fibonacci, alinhados ao crescimento das cAmaras
da concha. Representacgao realista, com tons naturais da concha, iluminagdo suave, fundo subaquético
discretamente desfocado, tragos geométricos finos em cor dourada e semitransparente, sem insercao de
textos ou legendas, adequada para fins didaticos e académicos.

Prompt utilizado: Ilustracdo cientifica em alta resolucdo dos dentes anteriores superiores humanos,
em vista frontal, evidenciando incisivos centrais, incisivos laterais e caninos. Sobre a imagem, foi
solicitada a sobreposi¢do de retdngulos dureos e de uma espiral durea (espiral ), representando a
relagdo de proporgao estética entre as larguras aparentes dos dentes. A composi¢io deveria apresentar
cores naturais, iluminacdo clinica suave, fundo neutro, tragos geométricos finos em tom dourado e
semitransparente, sem insercao de textos ou legendas, com finalidade didatica e académica.
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apesar de ser definida por uma regra recursiva extremamente simples — na qual cada termo
resulta da soma dos dois anteriores —, ela produz estruturas de elevada complexidade
e relevancia teérica. A medida que seus termos crescem, observa-se que a raziao entre
dois termos consecutivos aproxima-se de um valor constante, conhecido como razao aurea,
estabelecendo uma conexao profunda entre a aritmética da sequéncia e as proporgoes
geométricas. Essa caracteristica explica sua recorrente presenca em problemas de geometria,

na teoria dos numeros e em diversos modelos matematicos de crescimento natural.

Figura 2.8 — Pintura ilustrativa de Leonardo de Pisa (Fibonacci-1170-1240)*

Fonte: Imagem gerada por inteligéncia artificial (ChatGPT/DALL - E, V5.2, em 08/02/2026).

Leonardo de Pisa, mais conhecido como Fibonacci, nasceu por volta do ano
de 1170 e faleceu aproximadamente em 1240. Matematico italiano do periodo medieval,
destacou-se principalmente pela obra Liber Abaci (1202), na qual introduziu de forma
sistematica os algarismos indo-arabicos na Europa Ocidental. Em decorréncia da escassez
de registros historicos precisos do periodo, as datas associadas ao seu nascimento e morte
sao tradicionalmente apresentadas de forma aproximada, sendo indicada a abreviacao circa

(c.), conforme prética consolidada em estudos historiograficos.

2.8.1 O Problema dos coelhos de Fibonacci

Em 1202, no livro Liber Abaci, Leonardo de Pisa, conhecido como Fibonacci,
apresentou um problema clssico sobre o crescimento de uma populacao de coelhos (Sigler,
2002). A questao consistia em determinar quantos casais de coelhos seriam produzidos
em um ano, iniciando-se com um tunico casal, considerando que, a partir do segundo més

de vida, cada casal passa a gerar um novo casal a cada més. A solucao desse problema

4 Prompt utilizado: Retrato artistico em estilo pintura a éleo renascentista de Leonardo de Pisa
(Fibonacci), matemaético do século XIII, representado como um estudioso medieval. O personagem
deve segurar um livro aberto contendo a sequéncia de Fibonacci (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55...), e ao
fundo deve aparecer um astrolabio pendurado, simbolizando o conhecimento matemético e astrondémico
da época. A cena deve ter iluminacao suave, fundo em pedra e paisagem discreta, com vestimentas
tipicas medievais, composicao realista e estética classica.
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conduz a sequéncia numérica

1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, ...

No instante inicial (momento zero), existe apenas um casal de coelhos recém-
nascidos, denominado casal 1. Apés trinta dias, ainda permanece apenas esse casal, uma
vez que a primeira ninhada somente ocorre apés sessenta dias de vida, resultando nos
dois primeiros termos da sequéncia: 1,1. Com o decurso de mais trinta dias (sessenta dias
completos), o casal 1 gera sua primeira ninhada, denominada casal 2, passando-se a ter
dois casais, o que corresponde ao terceiro termo da sequéncia: 1,1,2. Apds mais trinta
dias, o casal 1 gera uma nova ninhada, o casal 3, enquanto o casal 2 completa trinta dias

de vida, totalizando trés casais, de modo que a sequéncia passa a ser 1,1, 2, 3.

Decorridos mais trinta dias, o casal 1 produz o casal 4, e o casal 2, agora com
sessenta dias de vida, gera o casal 5. Assim, o niimero total de casais passa a ser cinco,
correspondendo ao termo seguinte da sequéncia: 1,1,2,3,5. Esse processo continua de

forma andloga, produzindo a sequéncia 1,1,2,3,5,8,....

Apébs doze meses, obtém-se a sequéncia
1,1, 2, 3, 5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233...

na qual cada termo representa a quantidade de casais de coelhos existente ao final de
cada més. Assim, ao término do décimo segundo més, ter-se-iam 233 casais de coelhos.
Evidentemente, esse crescimento nao corresponde a uma situagao biologicamente realista,

tratando-se de um modelo puramente tedrico construido para facilitar a analise matematica.

A relevancia dessa sequéncia estd relacionada ao niimero aureo, pois a razao entre
termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci tende a um valor constante a medida que
os termos aumentam. De fato, considerando as fracoes

2 3 5 144 233
172737777 897 1447

1
Ia
observa-se que esses quocientes aproximam—se progressivamente do valor

~ 1,61803398874989,

14++/5
o7

que corresponde ao nimero aureo.

Este comentario pode ser resumido pela tabela abaixo, que mostra de forma

didatica o processo.
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Tabela 2.1 — Linha do Tempo do Quantitativo de Casais de Coelhos

dia 00 | 30 | 60 | 90 | 120

—_
[N
=)
—_
Qo
S

casal 01 | X | X | X | X

casal 02 X | X

casal 03 X

casal 04

I B T B R

casal 05

casal 06

casal 07

S BT e R o e B S e

casal 08

casal 09

casal 10

S BT o T Bl B R el I ST BT o e

casal 11

TOTAL | 1 | 1| 2| 3 5 8 13

Fonte: O autor.

Apresenta-se, a seguir, a formula do termo geral da sequéncia de Fibonacci, de-
senvolvida pelo matematico francés Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856), atualmente
conhecida como férmula de Binet. Sua deducao nao serd realizada nesta secdo, por estar

além do escopo deste trabalho, podendo o leitor consultar a demonstracao no Apéndice A.

sl -0

2.8.2 A sequéncia de Fibonacci na natureza

A Figura 2.9 ilustra a recorréncia da sequéncia de Fibonacci e da proporcao aurea
na natureza e no corpo humano, evidenciando a relagao entre padroes matematicos e

estruturas organicas. Observam-se a concha do caramujo, a se¢do interna do nautilus e o
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centro do girassol, cujas disposi¢oes espiraladas estao associadas a sequéncia de Fibonacci,

contribuindo para a otimizac¢ao do espaco e do crescimento.

Figura 2.9 — A sequéncia de Fibonacci na natureza®

Fonte: Imagem gerada por inteligéncia artificial (ChatGPT/DALL - E, em 08/02/2026).

No ambito da anatomia humana, a figura apresenta o cérebro e a orelha com
a sobreposicao do retangulo aureo e da espiral de Fibonacci, indicando a presenca de
proporgoes recorrentes, compreendidas como aproximacoes geométricas. Por fim, o retan-
gulo dureo reforca o carater didatico da imagem ao relacionar a construgdo matematica
abstrata com suas manifestagoes observaveis, favorecendo uma abordagem interdisciplinar

da Matematica.

2.9 O tridngulo Aureo

O triangulo aureo é um artificio matematico geométrico utilizado para calcular o
seno do angulo de 18° e com as relagoes trigonométricas determinar outros valores como o
cosseno de 18°, seno e cosseno de 36° , seno e cosseno de 54°, seno e cosseno de 6°, seno e

cosseno de 12° e outros.

O triangulo dureo consiste em um triangulo isésceles cujos angulos da base medem
72° e, consequentemente, o angulo oposto a base mede 36°. A partir de um dos vértices da
base traca-se uma ceviana que sera a propria bissetriz daquele angulo, vide Figura 2.11,
fazendo com que a construcao geométrica resulte em dois triangulos isésceles, no caso em
tela, os triangulos AABC e AABD, pelo caso AAA - Angulo Angulo Angulo.

Prompt utilizado: Composicao visual académica ilustrando a presenca da sequéncia de Fibonacci e da
propor¢ao aurea na natureza e no corpo humano. A imagem deve ser organizada em um mosaico horizontal,
contendo: uma concha de caramujo em ambiente natural; a se¢do transversal interna de um molusco

5 hautilus evidenciando a espiral logaritmica; um girassol visto de cima destacando o padrao espiralado das
sementes; um cérebro humano com sobreposicao de retangulos dureos; uma orelha humana com espiral
durea desenhada; e um diagrama geométrico da sequéncia de Fibonacci com retdngulos numerados (13,
21, 34, 55). Estilo realista, iluminacao suave, alta resolugédo, foco didético e cientifico, fundo neutro, sem
textos decorativos, adequado para material académico.
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Figura 2.10 — O triangulo aureo

Fonte: O autor.

Ao serem exploradas as medidas semelhantes deste dois triangulos, atribuindo-se a
unidade como comprimento dos lados AC e BC' ¢ possivel calcular o lado AB, em funcao
deste valor atribuido, o que permite determinar o seno do angulo de dezoito graus que
serd igual & metade do segmento em tela, visto que a hipotenusa AC' mede uma unidade,
valor sabiamente escolhido para o lado do tridngulo isésceles AABC'. De posse do seno de
dezoito graus é possivel, por meio das férmulas de arco duplo, arco metade, arco triplo, e

outras relagoes trigonométrica calcular o seno, cosseno e tangente de diversos angulos.

Figura 2.11 — Demonstracao dos elementos do tridngulo dureo

e

Fonte: O autor.

Conforme comentado anteriormente, pelo caso AAA — Angulo Angulo Angulo —, verifica-
se que os triangulos AABC e AABD sao semelhantes, o que nos permite escrever,

matematicamente,

AABC ~ AABD
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Os casos de semelhanca de triangulos podem ser vistos na Subsecao 2.16.4. Por razao de

semelhancga pode-se escrever -

AC  AB

AD  BD
Substituindo os valores numeéricos e algébricos dos segmentos

1 T

T 1—=x

Explorando o fato que o produto dos meios é igual ao produto dos extremos

?=1—-zx
Organizando a equagao do segundo grau em “x”
P +r—1=0

Aplicando a férmula de Bhascara

~1+vI+4 V6-1 1

x = —
2 2 %)

Portanto

VBt
2

=¥

NI
=l

Xz

Figura 2.12 — O sen 18° no tridngulo aureo

Y

Fonte: O autor.

Lembrando que seno de um angulo no tridngulo retangulo é igual ao cateto oposto dividido

pela hipotenusa e aplicando a citada defini¢cao ao tridngulo da Figura 2.12 tem-se:



37

Substituindo o valor de “x” calculado na demonstracao dos elementos do tridngulo dureo,

ver Figura 2.11, tem-se:

V5 —1
x_ o Vsl

5D
BC 2 2 4

sen 18° =

2.10 O tridangulo de Kepler

O triangulo de Kepler, também denominado triangulo retangulo dureo, é uma
figura geométrica singular que estabelece uma relagao direta entre o ntimero aureo e
o Teorema de Pitagoras. Trata-se de um tridngulo retangulo cujas medidas dos lados

evidenciam propriedades algébricas e geométricas fundamentais associadas a razao aurea.

Figura 2.13 — O tridngulo de Kpler

Fonte: O autor.

Nesse triangulo, o cateto menor possui comprimento igual a unidade, o cateto
maior mede /¢ e a hipotenusa possui comprimento igual a o, onde ¢ representa o niimero
aureo. Observa-se que essas medidas estao dispostas em progressao geométrica, sendo
1 o primeiro termo, ¢ o tltimo termo e /¢ o termo médio, o que reforca a coeréncia

proporcional da figura.

Além disso, essas medidas satisfazem o Teorema de Pitagoras, uma vez que
2 _
e =p+1,

relacao fundamental do niimero dureo que garante a consisténcia métrica do triangulo de

Kepler e que serd amplamente explorada ao longo deste trabalho.

A Figura 2.13 ilustra a configuragdo geométrica do tridngulo retangulo aureo,
permitindo visualizar a disposi¢ao de seus lados e a relagdo proporcional entre eles. Ressalta-

se ainda que o triangulo de Kepler pode ser construido a partir do retangulo dureo, conforme
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apresentado anteriormente na Figura 2.3, evidenciando a conexao estrutural entre essas

duas construgoes geométricas.

2.11 A magia do pentagrama no pentagono

O pentagrama, obtido a partir da ligacdo das diagonais de um pentagono regular,
constitui um dos exemplos geométricos mais notaveis da ocorréncia do niimero aureo na
geometria plana. Embora nao seja o foco principal deste trabalho, sua analise revela, de
forma clara e elegante, como a razao durea emerge naturalmente de relagoes de semelhanca

e proporcionalidade entre segmentos.

Figura 2.14 — A magia do pentagrama

Fonte: O autor.

Historicamente, o pentagrama ja era conhecido pelos pitagéricos, que o utilizavam
tanto como simbolo quanto como objeto de estudo matematico, em virtude das proporgoes
recorrentes presentes em sua estrutura. Essas propor¢oes podem ser compreendidas a
partir das propriedades do pentagono regular, descritas nos Elementos de Euclides de

Alexandria.

Do ponto de vista geométrico, ao tragar as diagonais de um pentdagono regular,
observa-se que cada diagonal é seccionada pelas demais em segmentos que se encontram
em razao aurea. Em particular, considerando-se um segmento maior denotado por a e o

menor por b, verifica-se a relagao

g_a—i—b_
b_ a/ _(707
em que
1+45
=y

representa o niimero aureo. Essa propriedade decorre da semelhanca entre os triangulos

isosceles formados no interior do pentagrama, conhecidos como triangulos aureos.
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Além disso, o pentagrama apresenta uma notavel propriedade de auto-semelhanca,
pois contém em seu interior uma infinidade de pentagonos e pentagramas menores, todos
relacionados pela mesma proporcao durea. Essa caracteristica reforca seu papel como
um modelo geométrico paradigmatico para o estudo da razao aurea, evidenciando sua

recorréncia em diferentes escalas.

Assim, embora o pentagrama nao seja tratado como tema central deste trabalho,
sua inclusao justifica-se por oferecer um exemplo classico, rigoroso e visualmente intui-
tivo, que contribui para uma compreensao mais profunda das propriedades geométricas

associadas a razao aurea.

2.12 O pentagrama destacado do pentagono

O pentagrama pode ser analisado de forma independente a partir de sua construgao
geomeétrica, evidenciando suas propriedades sem a necessidade de considerar explicitamente
o pentagono original. Essa abordagem permite destacar a estrutura interna da figura, bem

como as relagoes de semelhanca e proporcionalidade que a caracterizam.

Figura 2.15 — O pentagrama

Fonte: O autor.

Como apresentado anteriormente, o pentagrama surge ao se ligar cada vértice de
um pentagono regular ao vértice ndao adjacente. O resultado é uma estrela de cinco pontas
que contém, em seu interior, novos pentagonos e pentagramas em escalas progressivamente
menores. A Figura 2.15 ilustra essa construcgao, destacada da Figura 2.14, constituindo-
se das diagonais do pentidgono regular, permitindo uma visualizacdo mais clara das
propriedades geométricas da figura e de sua auto-semelhanca. E possivel verificar que cada

uma das cinco pontas do pentagrama é o proprio triangulos de ouro.
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2.12.1 Relacdo com o Nimero Aureo

Uma das propriedades mais importantes do pentagrama é sua conexao com a

razao aurea (p = 1,618)

o As diagonais do pentagono se dividem em segmentos dureos.
o A razao entre o comprimento de uma diagonal e o lado do pentagono é exatamente

« (Cada novo pentagono interno repete a mesma proporgao, caracterizando autossimi-
laridade.

Essa propriedade torna o pentagrama um exemplo classico em trabalhos sobre o

numero aureo, especialmente em TCCs de matematica.

2.12.2 Propriedades matematicas relevantes

e Simetria: possui simetria rotacional de ordem 5.
« Angulos notéveis: aparecem angulos de 36°, 72° e 108°.

o Semelhanca de tridngulos, varios tridngulos isosceles semelhantes surgem natural-

mente.

o Figura fractal discreta: repeticao da mesma estrutura em escalas menores.

2.12.3 Importancia ao longo do tempo

O pentagrama é um simbolo geométrico de grande relevancia na tradi¢do matema-
tica antiga, estando historicamente associado a escola pitagérica, vinculada ao pensamento
de Pitagoras. Para os pitagoricos, a estrela de cinco pontas representava a harmonia, a
ordem e a perfeicdo matematica, expressando a concepc¢ao de que a realidade poderia ser
compreendida por meio das relagdes numéricas e das proporgoes geométricas. A propria
estrutura do pentagrama evidencia a presenca recorrente da razao adurea, o que reforca sua

importancia como objeto de estudo matematico e filoséfico desde a antiguidade.

Esse simbolo encontra-se sistematizado na obra Elementos, de Euclides, especial-
mente nos livros dedicados ao estudo dos poligonos regulares, nos quais sao apresentadas
construcoes geométricas fundamentadas nos principios da geometria euclidiana. O penta-
grama surge, nesse contexto, como consequéncia direta da analise do pentagono regular e de
suas diagonais, evidenciando relagoes proporcionais constantes e propriedades geométricas

fundamentais.
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Ao longo da Idade Média, o pentagrama preservou significados predominantemente
positivos, sendo incorporado ao simbolismo cristao como representagao das cinco chagas
de Cristo e como emblema de protecao. Posteriormente, no pensamento renascentista e
na alquimia, passou a simbolizar o microcosmo humano, refletindo a ideia de que o ser
humano esta submetido as mesmas leis matematicas que regem o universo. Apenas em
periodos mais recentes, sobretudo a partir dos séculos XIX e XX, surgiram interpretagoes
culturais que atribuiram ao pentagrama invertido conotac¢oes negativas, dissociadas de

seus significados histéricos e matematicos originais.

Dessa forma, a permanéncia do pentagrama em discussoes contemporaneas, inclu-
sive em producgoes audiovisuais amplamente divulgadas, evidencia o continuo interesse por
temas que articulam matematica, simbolismo e realidade. O estudo desse simbolo reforca
a relevancia das proporgoes geométricas, demonstrando que conceitos como a razao aurea
extrapolam o campo abstrato da mateméatica e se manifestam de forma significativa na

cultura e no imaginario coletivo.

2.13 A espiral ¢

A espiral ¢, também conhecida como espiral do niimero aureo, é uma construcao
geométrica que evidencia, de forma progressiva, a presenca da razao aurea em processos
de crescimento e proporcionalidade. Sua formacao pode ser compreendida a partir da
repeticao sistematica de uma transformacao geométrica baseada na multiplicacdo das

dimensoes de uma figura inicial por um fator constante relacionado ao niimero aureo.

Figura 2.16 — A beleza do nimero aureo em espiral

Fonte: O autor.

Na construgao ilustrada na Figura 2.16, considera-se inicialmente um triangulo
retangulo dureo, cujo menor cateto possui comprimento unitario. Os lados desse triangulo

encontram-se em progressao geométrica de razao /. Ao multiplicar todas as medidas
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desse triangulo por /@, obtém-se as dimensoes de um segundo triangulo semelhante ao

primeiro.

Repetindo-se esse procedimento sucessivamente, isto ¢, multiplicando-se as medidas
de cada triangulo pelo fator |/, sao gerados novos triangulos, todos geometricamente
semelhantes, porém em escalas progressivamente maiores. A disposi¢ao ordenada desses
triangulos permite a constru¢ao de uma curva continua que se desenvolve em forma de

espiral, conhecida como espiral de ouro.

Dessa maneira, a espiral ¢ resulta de um processo iterativo de ampliagao propor-
cional, no qual a razao aurea atua como elemento fundamental na definicao da forma e do
crescimento da curva, reforcando sua relevancia tanto no estudo matematico quanto em

aplicagoes de carater estético e geométrico.

2.14 Revisao da literatura

2.14.1 A divisao em extrema e média razao na tradi¢ao euclidiana

O ntmero aureo surge formalmente na matemaética classica a partir da obra Os
FElementos, de Euclid (2009), na qual é apresentado por meio da divisdo de um segmento
em extrema e média razao. Segundo Euclides, um segmento é dividido nessa razao quando
o todo esta para a parte maior assim como a parte maior esta para a parte menor. Essa
definicao, embora de natureza geométrica, conduz de forma natural a uma relagao algébrica

que caracteriza o nimero atualmente denotado por ¢.

Na Proposicao VI.30 de Os Elementos, Euclides estabelece propriedades funda-
mentais dessa divisao, que posteriormente se revelaram centrais para a construcao de
poligonos regulares, em especial do pentdgono regular. Conforme a tradugao moderna de
Euclides realizada por Richard Fitzpatrick (Euclid, 2009), 1&-se: “A straight line is said to
have been cut in extreme and mean ratio...”, com traducao “Diz-se que uma linha reta foi
cortada em razao extrema e média...”, indicando o cardter estrutural dessa propor¢ao na

geometria classica.

Do ponto de vista contemporaneo, essa definicdo geométrica conduz a equagao
' =p+1,

cuja solucao positiva é
1++5
7T

Esse resultado evidencia a profunda conexao entre geometria e algebra ja presente no

pensamento euclidiano.
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Outros matematicos também foram responsaveis pela difusdo e consolidagao do
conceito de nimero aureo ao longo da histéria. E atribuido a Mark Barr o uso sistematico
da letra grega ¢ para representar o nimero aureo, em referéncia ao escultor grego Fidias,

cujas obras sao tradicionalmente associadas a propor¢oes harmoénicas (Barr, 1909).

Entre os autores que contribuiram decisivamente para a disseminagao da pro-
porcao aurea, destaca-se Luca Pacioli, autor da obra Divina Proportione (1509), um dos
tratados mais influentes sobre a chamada proporc¢ao divina, cujas ilustragdes geométricas
foram elaboradas por Leonardo da Vinci (Pacioli, 1509). Além de colaborar nessa obra,
Leonardo da Vinci aplicou extensivamente a propor¢ao aurea em seus estudos anatomicos,

arquitetdnicos e em suas composigoes artisticas (Vinci, 1970).

Johannes Kepler, em sua obra Harmonices Mundi, referiu-se ao niimero aureo
como “um dos tesouros da geometria”, ressaltando sua relevancia tanto na matemaética

quanto na descri¢ao das leis harmonicas da natureza (Kepler, 1619).

2.14.2 O pentagono regular e a emergéncia natural da razao aurea

Diversos autores destacam que o pentagono regular ¢é a figura geométrica plana na
qual a razao aurea se manifesta de maneira mais direta e inevitavel. Ao tracar as diagonais
do pentagono, obtém-se o pentagrama, no qual surgem sucessivas divisoes em razao aurea.
Segundo Livio (2003), o pentagrama é “a porta de entrada geométrica mais simples para o
nimero aureo”, pois a razao entre a diagonal e o lado do pentdgono é exatamente ¢. O
autor observa ainda que essa relacao independe de medidas especificas, sendo puramente

estrutural.

Além disso, a presenca de triangulos isosceles semelhantes no interior do penta-
grma cria uma cadeia infinita de autossimilaridades, caracteristica que torna essa figura
especialmento rica para a resolucao de problemas geométricos envolvendo proporcoes

aureas relativas e semelhanca de triangulos.

2.14.3 Semelhanca de triangulos e autossimilaridade do pentagrama

O estudo do pentagrama revela uma organizacao hierarquica de tridngulos seme-
lhantes, em que cada nivel preserva a mesma razao entre seus lados. Essa propriedade
¢ amplamente explorada em problemas classicos de geometria plana, nos quais se busca
determinar razoes de segmentos ou areas relativa sem recorrer a coordenadas ou célculos
analiticos. Triangulos semelhantes sao aqueles que possuem os mesmos angulos. Quando
além de possuirem os mesmos angulos os triangulos possuem os lados homologos de igual

tamanho diz-se que eles sao congruentes.
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O pentagrama constitui um exemplo paradigmatico de figura autossimilar na
geometria euclidiana, sendo possivel obter a razao aurea exclusivamente por argumentos
de semelhanca (Herz-Fischler, 1987).

Essa caracteristica torna o pentagrama um instrumento didatico poderoso, pois
permite demonstrar propriedades do nimero aureo utilizando apenas conceitos fundamen-

tais da geometria plana: congruéncia, paralelismo, angulos e semelhaca de triangulos.

2.14.4 Construgoes geométricas classicas e o niimero aureo

A geometria euclidiana oferece diversas construgoes com régua e compasso que

conduzem naturalmente ao niimero aureo. Entre elas, destacam-se:

e a construcao do pentagono regular;
e a divisao de um segmento em extrema e média razao;

e a construcao do decagono regular a partir do pentagono.

Segundo Coxeter (1969), a razdo durea ocupa uma posigao singular entre os
numeros irracionais, por surgir como elemento estrutural na teoria dos poligonos regulares,
especialmente aqueles associados a simetria de ordem cinco. O autor ressalta que essas
construgdes nao apenas ilustram propriedades algébricas, mas também reforgam o papel da
geometria como fundamento conceitual da matemaética, aspecto particularmente relevante

no contexto da formacao de professores.

2.14.5 Abordagens modernas e didaticas na resolucao de problemas

Autores contemporaneos defendem que a exploracao do niimero aureo por meio
de problemas geométricos promove uma compreensao mais profunda dos conceitos de
proporcionalidade e semelhanca. Prusinkiewicz e Lindenmayer (1990), embora atuem no
campo da modelagem de sistemas naturais, mostram que muitas dessas estruturas podem

ser compreendidas a partir de construgoes geométricas elementares.

No contexto educacional, o nimero dureo emerge como elo entre a geometria
classica e a matematica moderna, possibilitando a articulagao entre demonstracao rigorosa

e visualizagdo geométrica.

2.14.6 Sintese e contribuig¢oes para o desenvolvimento do TCC

A revisdo da literatura evidencia que o niimero aureo possui uma fundamentagao

solida na geometria euclidiana plana, especialmente por meio do estudo do pentagono,
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do pentagrama e das construgoes classicas com régua e compasso. Autores classicos
e contemporaneos convergem no reconhecimento de que sua presenca em problemas

geométricos nao € acidental, mas consequéncia direta de simetrias e relagoes de semelhanca

bem definidas.

Dessa forma, um TCC centrado na resolugao de problemas geométricos encontra
no numero aureo um objeto matematico privilegiado, capaz de integrar teoria, construgao

e demonstragao rigorosa, sem recorrer a interpretacoes misticas ou meramente estéticas.

2.15 A BNCC e o ensino de matematica na educacao basica

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) constitui-se como um documento
normativo que orienta a organizagao curricular da Educag¢ao Bésica no Brasil, abrangendo
a Educacao Infantil, o Ensino Fundamental e o Ensino Médio. Seu propésito é assegurar o
desenvolvimento de aprendizagens essenciais e competéncias que possibilitem aos estudantes
compreender, interpretar e atuar de forma critica na realidade social. No que se refere ao
ensino de Matematica, a BNCC propoe a superacao de praticas pedagogicas centradas
exclusivamente na memorizacio de procedimentos, enfatizando a compreensao conceitual,
o raciocinio logico, a argumentacao e a resolucao de problemas em diferentes contextos
(Brasil, 2018).

Nesse documento, a Matematica é compreendida como uma ciéncia humana,
historica e culturalmente construida, cujos conceitos emergem de necessidades praticas
e de processos investigativos desenvolvidos ao longo do tempo. Tal perspectiva valoriza
a articulagao entre contetiddos matematicos, investigacao e contextualizagao histérica,
favorecendo uma aprendizagem significativa. Essa concepcao dialoga diretamente com os
objetivos deste trabalho, que se fundamenta no estudo de conceitos classicos da geometria,
com énfase nas relacdes matematicas associadas ao Ntumero Aureo, considerando sua

origem historica, estrutura conceitual e relevancia tedrica.

A abordagem defendida pela BNCC contribui para o desenvolvimento do pensa-
mento abstrato e da capacidade argumentativa dos estudantes, especialmente por meio
do estudo de construgoes geométricas, relacoes métricas e demonstragoes matematicas.
Para a Licenciatura em Matematica, essas diretrizes sao fundamentais, pois subsidiam a
formagao de professores capazes de integrar o rigor conceitual da Matematica a praticas
pedagogicas reflexivas, criticas e contextualizadas, alinhadas as demandas da Educacao

Basica.
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2.15.1 Relacao deste trabalho com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC)

Ao investigar o Ntimero Aureo no contexto da geometria, o presente trabalho es-
tabelece didlogo direto com as competéncias gerais propostas pela BNCC, particularmente
aquelas relacionadas ao conhecimento matematico, ao pensamento cientifico, a valorizacao
cultural e ao uso de diferentes linguagens. O estudo da razao aurea permite articular funda-
mentos tedricos da Matematica com processos investigativos e representacoes geométricas,

favorecendo a compreensao de conceitos e relagoes matematicas de forma integrada.

A Competéncia Geral 1, que trata da valorizagdo dos conhecimentos historicamente
construidos, manifesta-se na abordagem do niimero aureo enquanto conceito matematico
classico, presente desde a antiguidade em diferentes contextos geométricos. Sua analise
contribui para a compreensao da Matematica como um campo de conhecimento em

constante construgao, fundamentado em relagdes conceituais e historicas.

A Competéncia Geral 2, relacionada ao pensamento cientifico, critico e criativo,
evidencia-se na investigagao das propriedades do niimero aureo, na analise de construgoes
geométricas e na resolucao de problemas envolvendo proporgoes e relagoes entre segmentos.
Esse processo favorece a formulagao de conjecturas, o desenvolvimento do raciocinio 16gico

e a argumentagao matematica.

A Competéncia Geral 3, que enfatiza a valorizacao do repertério cultural, também
se articula ao tema estudado, uma vez que o nimero aureo estd presente em manifestagoes
historicas, cientificas e culturais. A analise de suas aplicagbes em construgdes geométricas
classicas e em representacoes encontradas na natureza e na producao humana amplia o
repertério dos estudantes e reforca a Matematica como parte integrante da construcao do

conhecimento humano.

Por fim, a Competéncia Geral 4, referente ao uso de diferentes linguagens, relaciona-
se diretamente ao estudo do nimero aureo, que exige a articulagao entre a linguagem
matematica, a linguagem geométrica e a linguagem visual. A interpretacao de figuras,
diagramas e representagoes graficas é essencial para a compreensao das propriedades da

razao aurea e para a comunicacao clara de ideias matematicas.

Dessa forma, o estudo do ntimero aureo na geometria contribui para o desenvolvi-
mento das competéncias previstas na BNCC, ao promover a compreensao conceitual, o
pensamento investigativo, a valorizacao historico-cultural e o uso integrado de diferentes

linguagens, reforcando o papel da Matematica na formagao integral dos estudantes.

No que se refere as habilidades matematicas desenvolvidas ao longo deste trabalho,

destacam-se aquelas relacionadas a resolucao e a elaboracao de problemas que envolvem
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razoes, proporgoes e relagoes métricas em figuras geométricas planas. A investigacdo dessas
relagoes favorece a compreensao das propriedades internas das figuras, especialmente
dos poligonos, por meio de construcoes geométricas e da andlise de suas caracteristicas

estruturais.

Além disso, o estudo proposto contempla a utilizacao de relagdes trigonométricas
na resolucao de problemas geométricos, contribuindo para o aprofundamento do raciocinio
matematico e para a articulacdo entre diferentes dreas da Matematica. Tais abordagens
possibilitam que o estudante compreenda a Matematica como uma ciéncia historicamente
construida, fundamentada em processos de investigacao, formalizacao e demonstracao, em

consonancia com as diretrizes da Base Nacional Comum Curricular.

Diante disso, evidencia-se que este trabalho encontra respaldo nas diretrizes da
BNCC para a Educagao Bésica, contribuindo para uma abordagem do ensino de Matematica
que valoriza o rigor conceitual, a contextualizagao histérica e o desenvolvimento das
competéncias cognitivas, aspectos essenciais a formagao matematica dos estudantes e a

pratica docente.

2.16 Elementos da matematica aplicados aos problemas

2.16.1 O significado da relacao a + b+ ¢

Inicialmente, faz-se necessario retomar o conceito de proporc¢ao, fundamental para
a compreensao das relagoes quantitativas abordadas ao longo deste trabalho. De modo
geral, uma proporg¢ao entre dois nimeros expressa a relacao existente entre seus valores,

indicando quanto um deles representa em relagdo ao outro.

Assim, ao afirmar que a estd para b assim como 3 esta para 4, entende-se que
existe um numero real positivo k£ tal que a = 3k e b = 4k. Essa representacao evidencia que
os valores de a e b sdo diretamente proporcionais aos niimeros 3 e 4, respectivamente. Para
fins de simplificagdo e maior clareza didatica, pode-se restringir essa analise ao conjunto dos
numeros naturais. Desse modo, tomando-se k = 2, obtém-se a = 6 e b = 8, preservando-se

a razao

3

b 4

Em diversos problemas, especialmente no contexto da Geometria, torna-se neces-

sario trabalhar com relagoes envolvendo trés grandezas simultaneamente, as quais sao
expressas na forma a : b : c. Essa nogao integra o conteido da matematica elementar e,

por essa razao, justifica-se, neste ponto, uma breve revisao conceitual.
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Do ponto de vista matemaético, a relagao

a+-b+-c=1+-3+7

indica que a grandeza b é trés vezes maior que a, enquanto a grandeza c é sete vezes maior
que a. Além disso, observa-se que b e ¢ também se encontram em propor¢ao entre si, na

razao 3 : 7.

De maneira geral, ao multiplicar todos os termos da razao (1 +3 + 7) por um

mesmo fator real positivo k, obtém-se a relacao (k -+ 3k 7k), a qual preserva integralmente

a proporcao inicial. Tal propriedade é essencial para a resolugao de problemas geométricos
e algébricos que envolvem razoes e proporcoes, pois permite a generalizacao dos resultados

a partir de uma razao fundamental.

Onde esta notagao ¢é usada:

» Matematica (razdes e proporgoes)

» Geometria (razao entre lados)
 Fisica (grandezas proporcionais)

e Quimica (proporcao de substéancias)

« Estatistica e escalas

2.16.2 Relacoes angulares em retas paralelas cortadas por uma transversal

Duas retas sao ditas paralelas quando pertencem a um mesmo plano e nao possuem
ponto de intersecao. Denomina-se reta transversal aquela que intercepta duas ou mais retas
em pontos distintos. Quando uma reta transversal corta duas retas paralelas, formam-se
angulos que apresentam relagoes métricas bem definidas, as quais constituem um dos

fundamentos da Geometria Plana.

Nessa configuragao, destacam-se os angulos alternos internos e alternos externos,
que se situam em lados opostos da transversal e apresentam medidas iguais. Os angulos
correspondentes, por sua vez, ocupam posi¢oes equivalentes em relacao as retas paralelas e
a transversal, sendo igualmente congruentes. Ja os angulos colaterais internos localizam-se
no interior das retas paralelas e no mesmo lado da transversal, nao sendo congruentes,

mas suplementares, de modo que a soma de suas medidas ¢é igual a 180°.

Essas relacoes sao ilustradas na Figura 2.17, que apresenta a disposicao dos

principais angulos formados quando duas retas paralelas sao interceptadas por uma
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transversal. A identificagdo dessas relagoes permite estabelecer igualdades e proporg¢oes
entre angulos e segmentos, constituindo a base logica para demonstracoes geométricas

subsequentes.

Figura 2.17 — Angulos formados por retas paralelas cortadas por transversal

Fonte: O autor.

Da Figura 2.17, obtém-se as seguintes relagoes angulares apresentadas no Qua-
dro 2.1:

Quadro 2.1 — Relacdo de Congruéncias Entre Angulos

Relacdo | Classificacdo dos Angulos

a = | Angulos correspondentes

a=2~0 Angulos opostos pelo vértice

v =p | Angulos opostos pelo vértice

6 = | Angulos alternos internos

¢o=¢£ Angulos colaterais internos

A compreensao dessas propriedades angulares é fundamental para o desenvolvi-
mento do raciocinio geométrico, uma vez que elas sustentam a semelhanga entre triangulos
formados por retas paralelas e transversais. Dessa forma, o contetido apresentado estabelece
a base conceitual necessaria para o estudo do Teorema de Tales, abordado na subsecao

seguinte.

2.16.3 Teorema de Tales

O Teorema de Tales constitui um dos resultados fundamentais da Geometria

Euclidiana, sendo amplamente utilizado no estudo da proporcionalidade de segmentos e
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da semelhanca de figuras planas. Esse teorema estabelece uma relacao direta entre retas
paralelas e segmentos determinados por transversais, permitindo a dedugao de razoes

proporcionais sem a necessidade de medicoes diretas.

De forma geral, o teorema afirma que, quando um conjunto de retas paralelas
intercepta duas ou mais retas transversais, os segmentos correspondentes formados nessas
transversais mantém entre si uma relagao de proporcionalidade. Tal propriedade é conse-
quéncia direta da semelhanga entre os tridngulos formados pelas intersecoes das retas, o

que garante a preservacgao das razoes entre os comprimentos dos lados correspondentes.

No contexto dos tridngulos, uma aplicagao classica do Teorema de Tales ocorre
quando uma reta paralela a um dos lados do triangulo intercepta os outros dois lados.
Nessa situacao, os segmentos formados nesses lados sao proporcionais, conforme ilustrado
na Figura 2.18. Essa propriedade é amplamente empregada na resolucdo de problemas
geométricos, no calculo de medidas inacessiveis e na fundamentacgao de conceitos posteriores

da Trigonometria.

Figura 2.18 — Ilustragao do teorema de Tales

Fonte: O autor.

Do ponto de vista histérico, o teorema é atribuido a Tales de Mileto, matematico
e filésofo grego do século VI a.C., reconhecido como um dos pioneiros do pensamento
cientifico racional. De acordo com registros histoéricos, Tales teria utilizado principios de
proporcionalidade para determinar alturas e distancias de forma indireta, como no célebre

episddio da medicao da altura das piramides egipcias por meio da comparacao de sombras.
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Figura 2.19 — Ilustracio digital realista de Tales de Mileto (624 a.C—546 a.C)."

Fonte: Imagem gerada por inteligéncia artificial (ChatGPT/DALL - E, V5.2, em 13/02/2026).

2.16.4 Semelhanca de triangulos

A semelhanga de tridangulos é um conceito fundamental da Geometria Plana,
associado a comparagao entre figuras que possuem a mesma forma, porém dimensoes
proporcionais. Dois triangulos sao ditos semelhantes quando seus angulos correspondentes
possuem a mesma medida e os comprimentos de seus lados correspondentes sao proporci-
onais. A razao comum entre os comprimentos dos lados correspondentes é denominada

razao de semelhanca.

Sejam AABC' e ADEF dois tridngulos. Esses tridngulos sao semelhantes se existir

uma correspondéncia entre seus vértices tal que

AB BC AC
DE EF DF’

Essa relacao expressa que os lados correspondentes mantém entre si uma proporcionalidade

constante, independentemente das dimensoes absolutas dos triangulos.

o Caso 1 — A identificagdo da semelhanga entre triangulos pode ser realizada por meio
de critérios especificos, denominados casos de semelhanca. O caso Angulo-Angulo

(AA) estabelece que dois tridngulos sao semelhantes quando apresentam dois &ngulos

6 Tlustracdo digital realista em estilo cldssico de Tales de Mileto, filésofo e matemético grego da

Antiguidade, retrato em meio corpo, homem maduro com cabelos grisalhos e barba cheia, expressao
serena e reflexiva. Vestimentas simples da Grécia Antiga em tons neutros e sébrios. Tales segura uma
tabua de madeira com construgoes geométricas desenhadas com linhas retas e pontos, simbolizando
proporcionalidade e fundamentos da Geometria. Ao fundo, elementos histéricos discretos, como uma
coluna jonica e uma pirdmide egipcia, levemente desfocados para ndo competir com a figura principal.
Tluminagao suave e natural, texturas realistas, estilo pictérico inspirado em pinturas cldssicas a 6leo,
paleta de cores académica e equilibrada, representacao historicamente respeitosa, composicao adequada
para uso em trabalhos académicos e TCC.



o2

correspondentes com a mesma medida, o que garante a proporcionalidade entre os

lados correspondentes.

Figura 2.20 — Semelhancga de tridngulo — caso 1

B

"
¢ D

Fonte: O autor.

« Caso 2 — Outro critério é o caso Lado-Angulo-Lado (LAL), segundo o qual dois
triangulos sao semelhantes quando dois pares de lados correspondentes sao proporci-
onais e o angulo compreendido entre esses lados possui a mesma medida em ambos

os triangulos.

Figura 2.21 — Semelhanca de triAngulo — caso 2

B

A 10em

Fonte: O autor.

e Caso 3 — Por fim, o caso Lado-Lado—Lado (LLL) afirma que dois tridngulos sao
semelhantes quando os comprimentos dos trés pares de lados correspondentes sao
proporcionais. Nesse caso, a semelhanca ¢é estabelecida exclusivamente por relagoes

métricas, sem a necessidade de comparacao direta entre angulos.
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Figura 2.22 — Semelhancga de tridangulo — caso 3

A B
3em d.5cm

y J — Y { ~
A 10em ¢ D Sem F

Fonte: O autor.

A semelhanga de tridngulos desempenha papel essencial na resolucao de problemas
geométricos envolvendo proporcionalidade, escalas e medidas indiretas, além de
constituir fundamento para resultados classicos da Geometria Plana, como o Teorema
de Tales.

2.16.5 Teorema de Pitagoras

Considere-se o triangulo retangulo AABC, retangulo em A, conforme ilustrado
na Figura 2.23. Sejam a, b e ¢ os comprimentos dos lados opostos aos vértices A, B e C,
respectivamente, de modo que a representa a hipotenusa do triangulo. Traca-se a altura
relativa ao vértice A até a hipotenusa BC, encontrando-a no ponto D. Essa construcio

divide o triangulo original em dois novos triangulos retangulos, AABD e AADC.

Figura 2.23 — Ilustracao do teorema de Pitagoras

- a

Fonte: O autor.

Observa-se que os triangulos AABC, AABD e ANADC possuem angulos corres-
pondentes com a mesma medida. Assim, esses triangulos sdo semelhantes entre si, em

virtude da igualdade angular.

Da semelhanca entre os triangulos AABC e AABD, tem-se a correspondéncia

entre os lados

BC <+ AB e AB <+ BD,
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0 que permite escrever a proporc¢ao correta

AB  BD

BC AB’

Dessa relagao, obtém-se

AB° = BD - BC.

Como AB =c¢, BC =a e BD = n, segue que

c=a-n.

De modo andlogo, da semelhanga entre os triangulos AABC e AADC, estabelece-

se a correspondéncia

BC + AC e AC < DC,

resultando na proporcao

AC DC
BC AC’
da qual decorre
AC* =DC - BC.

Como AC = b, BC = a e DC = m, obtém-se

b =a-m.

Somando-se as duas igualdades, tem-se
b+ c* =a(m+n).
Observando que m + n = a, conclui-se que
b+ =d?,

o que demonstra o Teorema de Pitagoras por meio da semelhanga de triangulos.

2.16.6 Tangente a duas circunferéncias tangentes externamente

O estudo das retas tangentes a circunferéncias constitui um tépico relevante da
Geometria Plana, especialmente na analise de configuracoes envolvendo duas circunferéncias.
Considere-se duas circunferéncias tangentes externamente entre si, com centros alinhados e
raios R e r. Uma reta pode ser tracada de modo a ser tangente simultaneamente a ambas,

tocando cada circunferéncia em um tnico ponto, denominados pontos de tangéncia.

Nessa configuracao, o segmento que une os pontos de tangéncia apresenta pro-

priedades geométricas bem definidas, pois os raios tragados dos centros até esses pontos
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sao perpendiculares a reta tangente. Tal disposi¢do permite a construcao de um triangulo
retangulo auxiliar, cuja analise conduz a determinacao da distancia entre os pontos de

tangéncia.

Figura 2.24 — A tangente a duas circunferéncias tangentes externamente

Fonte: O autor.

Conforme ilustrado na Figura 2.24, sejam O; e O, 0s centros das circunferéncias,
e T1 e T os respectivos pontos de tangéncia com a reta. A distancia entre esses pontos
é representada pelo segmento 1775, denotado por d. Considere-se o triangulo AO; POs,

retangulo em P. As relagbes geométricas fornecem os comprimentos 0105 = R + r,
POlzdePngR—r.

Aplicando-se o Teorema de Pitdgoras, obtém-se:

(R+7r)*=d*+ (R—r)? (2.17)
d®> = 4Rr (2.18)
d=2VRr (2.19)

Conclui-se, portanto, que a distancia entre os pontos de tangéncia da reta comum
as duas circunferéncias tangentes externamente ¢ dada por d = 2v/ Rr, dependendo

exclusivamente dos raios das circunferéncias consideradas.

2.16.7 Poténcia de ponto

A Geometria Plana constitui um dos pilares fundamentais da Matematica, apre-
sentando ampla aplicacdo em areas como engenharia, arquitetura e fisica. Nesse contexto, o
conceito de poténcia de um ponto em relagao a uma circunferéncia destaca-se por estabele-
cer relagbes métricas entre segmentos determinados por retas secantes, tangentes e cordas,

possibilitando a resolugao sistematica e elegante de diversos problemas geométricos.

A seguir, apresentam-se os principais casos associados a poténcia de um ponto,

conforme a posi¢ao do ponto em relagao a circunferéncia.
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e Caso 1: Duas retas secantes se intersectando num ponto P externo a circunferéncia

Considere um ponto P localizado externamente a uma circunferéncia. Qualquer
reta secante tracada a partir desse ponto intercepta a circunferéncia em dois pontos

distintos, como A e B, conforme ilustrado na Figura 2.25.

Figura 2.25 — Poténcia de ponto - caso 1

)

Fonte: O autor.

Tracando-se os segmentos AD e BC, conforme apresentado na Figura 2.26, observa-se
que os angulos ZBAD e ZBC' D possuem a mesma medida, pois enxergam o mesmo

arco da circunferéncia.

Figura 2.26 — Demonstracao

Fonte: O autor.

Dessa forma, os tridngulos ABCP e AADP sao semelhantes pelo caso Angulo—

Angulo (AA). Assim, pode-se estabelecer a proporcio

PA _PD 2.20)
PC  PB’ '
da qual resulta a relacdo fundamental da poténcia de um ponto:
PA-PB=PC-PD. (2.21)

o (Caso 2: Ponto P exterior a circunferéncia com reta tangente e reta secante

Considere agora um ponto P exterior a circunferéncia, do qual se traca uma reta
tangente que toca a circunferéncia no ponto 7', bem como uma reta secante que a

intercepta nos pontos A e B, conforme apresentado na Figura 2.27.
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Figura 2.27 — Poténcia de ponto - caso 2

e

Fonte: O autor.

A construcao auxiliar ilustrada na Figura 2.28 evidencia a semelhancga entre os
tridangulos AATP e ABTP.

Figura 2.28 — Demonstracao

\\ AP

\

1=]
b

-~

Fonte: O autor.

Em virtude da semelhanca dos tridngulos, obtém-se a proporg¢ao

PA  PT
il (2.22)
PT PB

o que conduz a relagao

PT’ = PA-PB. (2.23)
Essa relagao é conhecida como teorema da tangente.

e (Caso 3: Duas cordas se intersectanto num Ponto P no interior da circunferéncia

Considere um ponto P situado no interior de uma circunferéncia, no qual duas cordas

distintas AB e CD se interceptam, conforme ilustrado na Figura 2.29.
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Figura 2.29 — Poténcia de ponto - caso 3

Fonte: O autor.

A construcio dos segmentos auxiliares AD e BC, apresentada na Figura 2.30, permite
observar que os angulos ZBAD e ZBCD sao congruentes, pois interceptam o mesmo

arco. Além disso, os angulos ZAPD e /BPC' sao opostos pelos vértices.

Figura 2.30 — Demonstracao

Fonte: O autor.

Dessa forma, os triangulos ABC'P e AADP sao semelhantes, resultando na relagao:

PA-PB=PC-PD. (2.24)

Conclui-se que o conceito de poténcia de um ponto constitui uma ferramenta
essencial da Geometria Plana, pois unifica diferentes configuracoes geométricas em uma
Unica relacao algébrica. Sua compreensao favorece o desenvolvimento do raciocinio logico-

dedutivo, sendo de grande relevancia tanto no ensino basico quanto no ensino superior.

2.16.8 Dispositivo Pratico de Briot-Ruffini

O dispositivo pratico de Briot—Ruffini consiste em uma técnica algébrica empregada
para a reducao do grau de um polinomio quando se conhece previamente uma de suas
raizes. Tal procedimento baseia-se na organizacgao sistematica dos coeficientes do polinémio
em uma linha horizontal, enquanto o valor da raiz conhecida é posicionado a esquerda

dessa disposicao.

Inicialmente, o coeficiente lider do polinémio ¢é transcrito para uma linha inferior.

Em seguida, esse valor é multiplicado pela raiz considerada, e o produto obtido é somado ao
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coeficiente imediatamente seguinte do polinémio. O resultado dessa soma é entao registrado
na linha inferior, abaixo do coeficiente correspondente. O processo prossegue de forma
analoga: a cada etapa, o valor obtido anteriormente ¢ multiplicado pela raiz conhecida e

somado ao proximo coeficiente, sendo o novo resultado anotado na linha inferior.

Ao término do procedimento, obtém-se um tltimo valor que corresponde ao resto
da divisao do polindmio original pelo binémio associado a raiz considerada. Quando
esse valor é nulo, confirma-se que o nimero adotado é, de fato, uma raiz do polinémio.
Além disso, os nimeros dispostos na linha inferior, com exce¢do do ultimo, representam
exatamente os coeficientes do polinomio de grau reduzido em uma unidade, resultante da

aplicacao do método.

Figura 2.31 — Retrato ilustrativo de Paolo Ruffini (1765-1822).”

Fonte: Imagem gerada por inteligéncia artificial (ChatGPT/DALL - E, V5.2, em 09/02/2026).

O denominado dispositivo pratico de Briot—Ruffini recebe essa nomenclatura em
referéncia a dois matematicos distintos que contribuiram, em momentos diferentes, para
o desenvolvimento e a consolidagdo do método. O matemaético italiano Paolo Ruffini foi

um dos primeiros a empregar um procedimento algébrico sisteméatico para a divisao de

7 Retrato académico realista de Paolo Ruffini, matematico italiano do final do século XVIII e inicio do

século XIX. Homem de meia-idade, expressao concentrada e intelectual, cabelos curtos e levemente
ondulados, vestindo trajes formais tipicos da época (casaca escura, colete, camisa branca com colarinho
alto). O matemético estd sentado & mesa, segurando uma pena de escrever em uma das maos e um
papel manuscrito na outra. Sobre a mesa, instrumentos matematicos e cientificos da época, como
compasso, régua, livros antigos e folhas com anotagoes algébricas. Ambiente de gabinete de estudos
cléssico, iluminacao suave lateral, fundo neutro e desfocado. Paleta de cores em tons sépia, textura
de fotografia antiga, alto nivel de realismo, composicao classica e estética académica apropriada para
ilustracdo em trabalho cientifico ou TCC.

Retrato fotografico histérico realista de Charles Auguste Briot, matematico francés do século XIX,
inspirado em gravura histérica da época. Homem de meia-idade, testa alta e levemente calva, cabelos
curtos ondulados nas laterais, bigode espesso e cavanhaque fino. Expressdo séria e intelectual, olhar
ligeiramente voltado para a lateral. Vestindo trajes formais do século XIX: casaca escura, colete, camisa
branca de colarinho alto e gravata borboleta. Enquadramento em meio-busto, composicao classica de
estudio. Iluminacao suave e difusa, fundo neutro e desfocado. Paleta de cores em tons sépia, textura
de fotografia antiga, alto nivel de realismo, aparéncia de retrato académico do século XIX, estética
adequada para ilustracdo cientifica e uso em Trabalho de Conclusdo de Curso.
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Figura 2.32 — Retrato ilustrativo de Charles Auguste Briot (1817-1882).5

Fonte: Imagem gerada por inteligéncia artificial (ChatGPT/DALL - E, em 09/02/2026).

polindmios e para o estudo das equagoes algébricas, especialmente no contexto da resolugao
de equagoes de grau superior. Posteriormente, o matematico francés Charles Auguste Briot
contribuiu para a reorganizacao, simplificacdo e difusao desse procedimento, conferindo-lhe
uma forma mais prética e didética, amplamente utilizada no ensino da Algebra. Dessa
forma, a denominacao Briot—Ruffini reconhece tanto a contribuicdo original de Ruffini

quanto o aperfeicoamento e a sistematizacao promovidos por Briot.

2.16.9 Lei dos senos

A Lei dos Senos estabelece uma relacao entre os comprimentos dos lados de
um tridngulo qualquer e os senos de seus angulos opostos, sendo valida para triangulos
acutangulos, obtusdngulos e retdngulos. Para um tridangulo ABC, com lados a, b e ¢

opostos, respectivamente, aos angulos «, 3 e -, essa relagdo é expressa por

b
sena  senf3  senvy

onde R representa o raio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo. A interpretacao

geométrica dessa relacao pode ser observada na figura 2.33, elaborada pelo autor.

Figura 2.33 — Representagao geométrica da lei dos senos

Fonte: O autor.
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2.16.9.1 Demonstracao da lei dos senos

Considere um tridngulo ABC' inscrito em uma circunferéncia de raio R, com
centro O, conforme ilustrado na figura 2.33. Denotem-se por a, b e ¢ os comprimentos dos

lados opostos, respectivamente, aos angulos «, 3 e 7.

Tracando-se o didametro da circunferéncia que passa por um dos vértices do
triangulo, por exemplo, o vértice A, obtém-se o tridangulo retangulo AADC', ver Figura 2.34,
uma vez que o angulo ZACD, inscrito na circunferéncia que tem como um dos lados
o diametro é reto. Nesse triangulo retangulo, o lado oposto ao angulo g corresponde
ao segmento de comprimento b, enquanto a hipotenusa corresponde ao didmetro da

circunferéncia, de comprimento 2R.

Aplicando a defini¢ao de seno no triangulo AACD |, retangulo em C', tem-se:

b
sen J = R
o que implica
b
=2R
sen [

Procedendo de modo analogo para os angulos « e v, obtém-se as relagoes:

© _9rR e ———=2R
sen a sen 7y
Dessa forma, conclui-se que
a b c
= =2R ,

sena  senf  senvy

o que demonstra a relagao existente entre a Lei dos Senos e a circunferéncia circunscrita

ao triangulo.

Os angulos ZABC e ZADC medem [ pelo fato de ambos serem inscritos na
mesma circunferéncia e delimitarem o mesmo arco 203, visto que o angulo inscrito mede
metade do angulo central que mede 23. A demostracao desta tltima afirmacao foge do

escopo deste trabalho.
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Figura 2.34 — Representacao geométrica da demonstracao da lei dos senos

Fonte: O autor.

2.16.10 Lei dos cossenos

A Lei dos Cossenos generaliza o Teorema de Pitagoras para qualquer tridngulo,
relacionando os comprimentos dos lados ao cosseno de um angulo interno. Considerando
um triangulo ABC, com lados a, b e ¢ opostos, respectivamente, aos angulos «, 3 e 7y, essa

lei é dada por

a’> =b* + ¢ — 2bc - cosa

)

sendo obtidas expressoes analogas por permutacao dos lados e angulos. A aplicacao dessa

relacdo ¢ ilustrada na figura 2.35, também elaborada pelo autor.

Figura 2.35 — Representacao geométrica da lei dos cossenos

Fonte: O autor.

2.16.10.1 Demonstracao da lei dos cossenos

Considere um triangulo ABC', conforme ilustrado na Figura 2.36, cujos lados a, b

e ¢ sdo opostos, respectivamente, aos angulos a, 5 e 7. Sem perda de generalidade, seja «

o angulo formado pelos lados b e c.
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Traca-se a altura relativa ao lado b, a partir do vértice oposto, encontrando o
ponto D sobre esse lado. Com isso, o tridngulo ABC' é decomposto em dois tridngulos

retangulos. Denotando-se por h a altura tracada, tem-se, pelo tridngulo retangulo formado:

h = csen o

Além disso, a projecao do lado ¢ sobre o lado b é dada por ccos a, de modo que o
segmento C'D mede b — ccos a. Aplicando o Teorema de Pitdgoras, Subsecio 2.16.5, ao

triangulo retangulo BC'D, obtém-se:

a® = h* + (b — ccos a)?.

Substituindo h = c¢sen a na expressao anterior, resulta:

a* = (csena)? + (b — ceos )?.

Desenvolvendo os termos e utilizando a identidade trigonométrica fundamental

sen® o + cos? a = 1, chega-se a:

a’> =b*>+ % — 2bc - cosa

Procedendo de forma analoga para os demais angulos do triangulo, obtém-se as

expressoes correspondentes, o que demonstra a Lei dos Cossenos.

Figura 2.36 — Representacao geométrica da demonstragao da lei dos cossenos

B

1A a8

C - COSOY b — ¢ COS0

Fonte: O autor.
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2.16.11 Seno e cosseno da soma e da diferenca de arcos

A deducao das férmulas do seno e do cosseno da soma e da diferenca de arcos pode
ser realizada por meio de uma construcao geométrica baseada em triangulos retangulos.
Considera-se um retangulo cuja diagonal possui comprimento unitario, o que permite

relacionar diretamente segmentos com valores trigonométricos.

Conforme ilustrado na figura 2.37, traca-se uma reta passando pelo vértice A, a
qual intercepta o segmento BC no ponto E. Pelo ponto C, constréi-se uma perpendicular a
essa reta, determinando o ponto F', de modo que o tridngulo AAFC seja retangulo em F'. A
partir de F', traca-se uma perpendicular ao segmento AB, interceptando seu prolongamento
no ponto H, formando o tridngulo retangulo AAHF. O ponto G é obtido pela intersecao
dos prolongamentos dos segmentos C'D e F'H, definindo o tridngulo retangulo ACFG.

Figura 2.37 — Seno e cosseno da soma e da diferenca de arcos

#mimememem €08(@)€08(D) — == -

- —-m E08(8 b5 "';'3[’.??.((1}56??.@1 P
D - '@ 2

_I Jl/

sen(b)cos(a) i

7

cos(b) B %

".
sen

) cos(b)

\ 3
5

;—-—-—-—-—-—-—,é = _._._._...i...._._\.__

Fonte: O autor.

Atribuem-se aos angulos ZFAH e ZFAC as medidas a e b, respectivamente. No

triangulo AFAC, cuja hipotenusa satisfaz AC = 1, obtém-se as relacdes

AF =cosb e CF =senb.

Considerando o tridngulo AAHF, cuja hipotenusa é AF = cosb e cujo angulo é
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a, resultam as expressoes
AH = cosacosb e FH =senacosb.

De modo andlogo, no tridngulo ACFG, cuja hipotenusa é CF = senb e cujo angulo

também é a, obtém-se

FG =senbcosa e CG =senasenb.

Observa-se que o segmento GH corresponde a soma dos segmentos HF e FG.

Dessa forma, obtém-se a identidade
sen(a + b) = sen a cos b + sen b cos a.

De modo andlogo, a relacao entre os segmentos associados ao cateto adjacente conduz a
expressao

cos(a + b) = cosacosb — sen asen b.

As féormulas do seno e do cosseno da diferenca de arcos decorrem da substituicao de
b por —b, em conjunto com as identidades sen(—b) = —sen b e cos(—b) = cos b, resultando

em

sen(a — b) =senacosb—senbcosa e cos(a —b) = cosacosb+ senasenb.

2.16.12 Formulas de Werner da trigonometria

As férmulas de Werner apresentadas no Quadro 2.2, e que serdo deduzidas ao
longo desta secao, mostram-se extremamente tteis na resolugao de diversos problemas
geométricos, especialmente naqueles em que se deseja empregar um tratamento trigono-
métrico mais adequado ou quando a propria natureza do problema assim o exige. Tais
identidades permitem transformar somas e diferencas de fungoes trigonométricas em
produtos, simplificando expressoes e facilitando andalises algébricas e geométricas.

Fonte: (Iezzi, 2013)

Essas identidades sao também conhecidas como férmulas de transformacao trigono-
métrica de somas em produtos e, inversamente, de produtos em somas. As demonstracoes
sao desenvolvidas nesta secao na seguinte ordem: soma de senos, diferenga de senos, soma
de cossenos e diferenca de cossenos, conforme apresentadas no Quadro 2.2. Para esse

fim, utilizam-se as férmulas do seno e do cosseno da soma e da diferenca de dois arcos,
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Quadro 2.2 — Férmulas Trigonométricas de Werner

sen(A) +sen(B) =2 -sen <A+B> $Co8 <A;B)
sen(A) — sen(B) = 2 - sen <A_B) . COS (A + B)
e o) 2o (2 con (A=)

A—-B A+ B

cos(A) — cos(B) = —2 - sen (

) en(37)

deduzidas na Subsecao 2.16.11, as quais sao reapresentadas a seguir para fins de referéncia:

sen(a + b) = sena - cosb+ senb - cosa, (2.25)
cos(a +b) = cosa - cosb —sena - senb, (2.26)
sen(a — b) = sena - cosb — senb - cosa, (2.27)
cos(a — b) = cosa - cosb+ sena - senb. (2.28)

Somando a Equagdo 2.25 e a Equacgao 2.27, obtém-se sen(a+b) +sen(a —b) = 2sena-cosb.

Introduzindo as substituigoes A = a+be B = a — b, tem-se o sistema linear {a + b =
A+ B A—

e b = ————. Substituindo esses valores
na expressao anterior, resulta a identidade

senA—l—senB:Zsen(A—gB) cos( >

De modo analogo, efetuando-se a diferenca entre a Equacgao 2.25 e a Equacao 2.27, obtém-se

A, a— b= B}, cuja resolugao fornece a =

A-B
2

sen(a + b) — sen(a — b) = 2senb - cosa, o que, apés as mesmas substituigdes algébricas,
conduz a féormula
A+ B

sen A —sen B =2 sen(A;B> cos( 5 )

Procedendo-se de forma semelhante com a Equacao 2.26 e a Equacao 2.28, obtém-se,

respectivamente, cos(a+b)+cos(a—b) = 2 cosa-cosb e cos(a+b)—cos(a—b) = —2sen a-sen b,

0 que, apds a aplicacao das substituicbes A =a + b e B = a — b, resulta nas identidades

A+B\ (A-B
) (57)

2
A—B) (A+B)
Sen .

Conclui-se, assim, a deducao das formulas de Werner. Do ponto de vista histérico, Johann

cos A+ cos B =2 cos<

cosA—cosB=—-2 sen<

Werner viveu no final do século XV e inicio do século XVI, periodo de transicao entre a
Idade Média tardia e o Renascimento cientifico europeu, no qual a matematica encontrava-

se fortemente associada a astronomia, a cartografia e a navegacao, areas que exigiam
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métodos cada vez mais precisos para o calculo de angulos e distancias. A cidade de
Nuremberg, sua terra natal, destacava-se como um importante centro intelectual e comercial,
reunindo matematicos, astronomos, impressores e construtores de instrumentos cientificos,

circunstancia que favoreceu o desenvolvimento e a disseminacao de suas contribuigoes.
Contribui¢oes matematicas

Embora hoje seu nome aparega sobretudo nas chamadas férmulas de Werner, ele

fez contribui¢gbes mais amplas:

1. Na trigonometria Werner sistematizou identidades trigonométricas que facilita-
ram calculos manuais, especialmente: . transformacoes de soma em produtos; . recagoes

usadas em tridngulos planos e esféricos.

Essas féormulas eram essenciais antes da existéncia de tabelas extensas ou calcula-

doras.
2. Na astronomia e cartografia Werner também foi um astréonomo respeitado:
. Escreveu sobre movimento dos corpos celestes;

. Estudou projecoes cartograficas, antecipando ideias usadas mais tarde na confec-

¢ao de mapas mais precisos;

. Prop6s métodos para determinar longitudes e latitudes com base em observagoes

astronomicas.
Obras e legado:
trigonometria aplicada a astronomia;
.projecoes da esfera celeste no plano;
.métodos matematicos para observagao astrondémica.

Mesmo nao sendo tao famoso quanto Copérnico ou Kepler, Werner é considerado
um elo importante entre a matematica medieval e a ciéncia moderna, com suas féormulas
tornando-se ferramentas-padrao no ensino da trigonometria. Influenciou o desenvolvimento
posterior da astronomia renascentista e representa a figura do matematico-pratico, preocu-
pado menos com abstragao e mais com calculo eficiente para a resolucao de problemas
praticos do dia a dia, relacionado as grandes navegacgoes, principalmente, mas também

aplicados ao estudo tedrico da astronomia.
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A figura 2.38 mostra uma ilustragao artistica em estilo pintura a éleo retratando
Johann Werner (1468-1522), matemaético, astronomo e gebgrafo alemao, conhecido por
suas contribuicoes a trigonometria esférica e pelas formulas de Werner, fundamentais para
a transformacao e simplificacdo de expressoes trigonométricas. A composicao apresenta o
matematico em ambiente renascentista europeu, com vestes tipicas do inicio do século XVI,
segurando um compasso e manuscritos mateméaticos. Ao fundo, observam-se diagramas
geométricos, tridngulos esféricos e expressdes trigonométricas simbolizando suas contribui-
¢oes cientificas. A iluminacao e a paleta de cores remetem ao estilo classico renascentista,

reforcando o carater histérico e académico da obra.

Figura 2.38 — Pintura ilustrativa de Johann Werner (1468-1522).°

Fonte: Imagem gerada por inteligéncia artificial (ChatGPT/DALL - E, V5.2, em 09/02/2026).

Prompt utilizado: O personagem segura um compasso de metal em uma das maos e manuscritos
matematicos antigos na outra. Ao fundo, um ambiente de estudo renascentista, com pergaminhos
contendo diagramas de trigonometria, tridngulos esféricos, construgdes geométricas e férmulas trigono-
métricas associadas as férmulas de Werner. Iluminagao suave em claro-escuro (chiaroscuro), paleta de
cores quentes e sébrias, textura realista de pintura a éleo, alto nivel de detalhamento, estilo histérico,
académico e cientifico, fundo escuro neutro, atmosfera erudita.



69

2.16.13 Valores trigonométricos

Para os céalculos, quando necessario, foram utilizados valores trigonométricos,
apresentados na Tabela 2.2, bem como as ja citadas férmulas de Werner , organizadas no

Quadro 2.2, além de outras formulas mais usuais dispostas em seguida.

Tabela 2.2 — Tabela de senos, cossenos e tangentes de Angulos notaveis

Angulo Seno Cosseno Tangente

150 f;f f+f 23

180 V5 —1 \/10+2 /5 —2V5

\/_

30 . 3
V10 — 21/5 1
- X V5 \/5+ SR

45° Q \/_

2
”e \/_+1 \/10—2 /5+2
60° \/g 1 V3
2
\/10 2V/5 5-1
72° + f4 5+ 25

75° \/6;”/5 %;ﬁ 2++/3

N —

Fonte: O autor

Os valores trigonométricos apresentados na Tabela 2.2 podem ser obtidos a partir
de construgoes geométricas elementares e do uso de identidades trigonométricas classicas.
Inicialmente, considera-se o triangulo equilatero, do qual, ao tracar a bissetriz de um de
seus angulos, obtém-se um triangulo retangulo com angulos de 30°, 60° e 90°, permitindo
determinar diretamente sen(30°) = 0,5 e, por meio do Teorema de Pitagoras, o valor de
cos(30°). A partir desses resultados, aplicam-se as férmulas do seno e do cosseno do arco
metade, obtendo-se os valores de sen(15°) e cos(15°), bem como, por complementaridade, os
correspondentes a 75°. De modo anélogo, o uso do triangulo aureo possibilita a determinacao

dos valores de seno e cosseno de 18° e de seu complementar, 72°. Além disso, por meio das
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formulas do seno e do cosseno do arco duplo, obtém-se o seno de 36° e, consequentemente,
os valores de seno e cosseno de 54°. Completa-se, assim, a Tabela 2.2, incluindo-se ainda os
valores de sen(45°) e cos(45°), cuja obtencao é imediata a partir de um tridngulo retangulo

isésceles.
2.16.14 Outras relagoes trigonométricas, expressoes para areas e identidades do niimero
aureo

E possivel consultar no Quadro 2.3 as principais equacoes empregadas ao longo
deste trabalho, acompanhadas de suas respectivas designagoes, com o objetivo de facilitar

a consulta e a compreensao dos resultados e demonstragoes desenvolvidos.

Quadro 2.3 — Outras Equagoes e Designagoes Utilizadas no Trabalho

Equacao Designacao

1 ~ .
[ABC] = 3@ b sen C' Area do tridngulo em funcao de dois lados e do angulo

compreendido
b-h " " <
[ABC| = 5 Area do tridngulo em funcao da base e da altura
B+1b .
[ABCD] = ;— h Area do trapézio
' =p+1 Identidade fundamental do nimero aureo
1
S Propriedade algébrica do ntimero aureo
(p p—

\/5:230—1

Relagao entre o ntimero aureo e a raiz de cinco

sen’(0) + cos?(0) = 1

Identidade trigonométrica fundamental

Bmaior + bmenor
2

Bi¢dia =

Base média do trapézio

Sea=beb=c,entao a =c

Principio da transitividade na matematica

a(b+c) =ab+ ac

Propriedade distributiva da multiplicacao em relagao
a adicao

_ —b=x Vb? — 4dac

2a

T

Férmula de Bhaskara
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3 APLICACOES

Problema 1.

Na configuracao geométrica da figura abaixo, composta por duas semicircunferén-
cias e uma circunferéncia, pede-se calcular a relacdo a + b+ ¢, sendo estes respectivamente

os raios da circunferéncia, da semicircunferéncia menor e da semicircunferéncia maior.

Na configuracao apresentada, adotam-se as seguintes convencoes:

e 01, Oy e O3 sao os centros;
o Ty, T, Ts e Ty sao pontos de tangéncia;

o AB =2¢, CD = 2b e T5F = 2a sao diametros.

Figura 3.1 — Problema 1

Or

Fonte: O autor.

Solugao.

Nesta subsecao apresenta-se a solucao do problema envolvendo a configuracao
geométrica descrita, com o objetivo de determinar a razao entre as medidas a, b e ¢. Como
se trata de uma razao entre comprimentos, pode-se adotar uma normaliza¢do conveniente,

uma vez que tais razoes permanecem invariantes por homotetia.

Assim, sem perda de generalidade, considera-se o raio do semicirculo maior igual

a unidade, isto é,

c=1. (3.29)

O detalhamento geométrico necesséario a andlise encontra-se apresentado na Fi-
gura 3.2.



72

Figura 3.2 — Detalhamento do problema 1
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Fonte: O autor.

Por poténcia de ponto, apresentado na Subse¢ao 2.16.7, obtém-se a relagao:

b> =m(2—m). (3.30)

Desenvolvendo a expressao anterior, resulta:

m? —2m +b* = 0. (3.31)

Utilizando-se a férmula resolutiva da equagdo do segundo grau, constante do

Quadro 2.3, obtém-se a solu¢ao admissivel:

m=1-VI-0, 1-m=+1-0. (3.32)

Aplicando-se o Teorema de Pitagoras ao triangulo AT30,03, conforme a Subse-
¢ao 2.16.5, tem-se:
2? = (1—a)® - ad’, (3.33)

donde se obtém:

r=+1-2a. (3.34)

De modo analogo, aplicando-se o Teorema de Pitagoras ao tridngulo AO;T50,,
resulta:
v = (1—b%) =12 (3.35)

o que conduz a:

y=1— 202 (3.36)

Pela Poténcia de um Ponto, conforme discutido na Subsecao 2.16.7, verifica-se

que:

01T1 = 01T3 (§ 01T1 = OlTQ. (337)
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Por transitividade, principio apresentado no Quadro 2.3, tem-se:

OlTQ - Ong, (338)
isto é,

r=y. (3.39)

Dessa igualdade decorre que:

V1I-2a=v1-202 = a=0". (3.40)

Quando duas circunferéncias de raios R e r sao tangentes externamente, a distancia

entre os pontos de tangéncia em uma tangente comum ¢é dada por:
d =2V Rr, (3.41)

conforme apresentado na Subsecao 2.16.6.

No contexto do problema, considerando R = b e » = a, obtém-se:

z+y = 2Vab. (3.42)

Como z =y = /1 — 2b% e a = 1?, segue que:
V1 =202 = Vi3 (3.43)

Elevando-se ambos os membros ao quadrado, resulta:

b+ 20 — 1 =0. (3.44)

Como —1 ¢é raiz desse polinémio, aplica-se o dispositivo de Briot—Ruffini, conforme
a Subsecao 2.16.8, obtendo-se:
b’ +b—1=0. (3.45)

Aplicando-se a féormula resolutiva da equacao do segundo grau, constante do

Quadro 2.3, obtém-se a raiz positiva:

(3.46)

Como a = b?, conclui-se que:

0= (3.47)
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Portanto, a razao solicitada é dada por:

1
| 3.48
R (3.48)

Sabe-se que ao multiplicar qualquer valor k& € R pelos fatores (a,b,c) tem-se a
propor¢ao equivalente (ka, kb, kc), entao, a fim de apresentar a resposta a questao sem

denominadores, o que a torna mais elegante, optou-se por fazer k = 2.

Desta forma:
a:b:c=1:¢:p° | (3.49)

Problema 2.

A figura a seguir consiste em um pentagono regular AKJHI e o quadrado CDK J,
de mesmo lado. O vértice A do pentagono, o vértice C' do quadrado e o ponto G , este

pertencente ao segmento HI, sdo colineares. O segmento AG intersepta o lado DK do

GH
quadrado no ponto E. Calcular a razao ¢

b DE

Figura 3.3 — Problema 2

I'\. y
K J

Fonte: O autor.

Solucgao.

A resolucao do problema fundamenta-se em uma abordagem de natureza trigono-
métrica. Ao longo do desenvolvimento da solugdo, utilizam-se as férmulas de Werner (3)
e (4), apresentadas na Subsegdo 2.16.12 e sistematizadas no Quadro 2.2. Tais expressoes
possibilitam a transformacao de somas e diferencas de cossenos em produtos de fungoes
trigonométricas, o que contribui para a simplificacdo das relagdes obtidas. Embora as
férmulas (1) e (2) ndo sejam empregadas diretamente neste problema, optou-se por manté-

las, bem como por apresentar suas demonstragoes, com o objetivo de complementar o
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embasamento tedrico, estando ambas disponiveis na subsecao e no quadro anteriormente

citados.

A Figura 3.4 apresenta o detalhamento geométrico necesséario a analise, enquanto
a figura 3.5 exibe uma ampliacao da configuracao, de modo a favorecer a visualizacdo dos

elementos considerados.

Figura 3.4 — Detalhamento do problema 2

Fonte: O autor.

Figura 3.5 — Detalhamento do problema 2 (ampliado)

asendt’

cos IRY

Fonte: O autor.

Observa-se que os tridngulos AABC, ACDE e ANAFG sao semelhantes, conforme
discutido na Subsegao 2.14.3. Os tridngulos AABC e AAFG sao semelhantes por possuirem

um angulo comum 6 e serem retangulos. Por sua vez, os tridngulos AABC e ACDE sao
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semelhantes, visto que os angulos ZBAC e ZDCFE sao alternos internos, considerando-
se que AB ¢é paralela a CD e que CE atua como transversal, conforme abordado na

Subse¢ao 2.16.2. Dessa forma, pela transitividade da semelhanga de triangulos, obtém-se:

BC DE FG

= =— (3.50)
AB CD AF

Faz-se necessdria, neste ponto, a justificativa das medidas adotadas. Sem perda
de generalidade, considera-se a unidade como comprimento do lado do pentagono. Nes-
sas condi¢des, observa-se que o segmento B.J corresponde & projecao do segmento H.J,

formando com este um angulo de 18°. Assim,

= H.Jcos18°.

2
N

Como HJ = 1, obtém-se:

J = cos 18°.

Da analise da figura, verifica-se que:

BC=CJ-BJ.

Como C'J = 1, por se tratar do lado do quadrado, segue que:

BC =1 — cos 18°.

Além disso, o segmento AH possui comprimento igual a ¢, valor obtido por meio

da aplicacao da Lei dos Cossenos no triangulo AAHI. Da Figura 3.5, observa-se ainda

que:
FH = acos36°.
Consequentemente,
AF = AH — FH,
ou seja,

AF = ¢ — acos 36°.

Observa-se ainda que o segmento AL corresponde & projecao do segmento AK,

formando com este um angulo de 72°. Assim,

AL = AK cos 72°.
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Como cos 72° = sen 18°, tem-se:
AL = AK sen 18°.
Sendo AK = 1, conclui-se que:

AL = sen 18°.

Da figura ampliada, observa-se que:

AB = AL+ LB.

Substituindo-se os valores obtidos, resulta:
AB =sen18° + 1,
ou, de forma equivalente,
AB =1 + sen 18°.
Por fim, da mesma figura, conclui-se que:

FG = asen 36°.

Substituindo-se as expressoes algébricas correspondentes aos segmentos na relacao

de proporcionalidade anteriormente obtida, tem-se:

1 — cos 18° b asen 36°

= =_"""""" 3.51
1+senl8 1 ¢ —acos36° ( )

[gualando-se a primeira e a terceira razoes, obtém-se:
1 —cos18° _ asen 36° (3.52)

1+senl8 ¢ —acos36°

Efetuando-se o produto dos meios pelos extremos, resulta:
asen 36° + asen 36° sen 18° = ¢ — ¢ cos 18° — a cos 36° + a cos 36° cos 18°. (3.53)
Agrupando-se os termos de modo conveniente para a aplicacao das formulas de

Werner, tem-se:

asen 36° — g [—2 sen 36° sen 180] — % {2 cos 36° cos 180} +acos36° = p(1—cos18°). (3.54)
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Aplicando-se as formulas de Werner, conforme a Subsecao 2.16.12, no sentido

inverso, obtém-se:

asen 36° — g(cos 54° — cos 18°> - g<cos 54° + cos 180) +acos36° = p(1 —cos 18°). (3.55)

Simplificando-se a expressao, resulta:

asen 36° — acos 5h4° + acos 36° = p(1 — cos 18°). (3.56)

Como sen 36° = cos b54°, os dois primeiros termos se anulam, obtendo-se:
) b

acos36° = (1 — cos 18°), (3.57)
e, portanto,
(1 — cos 18°)
= 3.58
¢ cos 36° ( )

Para determinar a razao solicitada, divide-se a expressao obtida para a pelo valor

correspondente a b, resultando:

a (1 —cosl8) 1+senl8” (1 +senl8?)
b cos 36° 1 —cosl8& sen b4°

(3.59)

Da tabela trigonométrica e da relagdo entre o niimero aureo e a raiz quadrada de

cinco, constantes do Quadro 2.3, tem-se:

b

1
sen 18° = 25 sen b4° = (3.60)

Substituindo-se esses valores na expressao anterior e utilizando-se a identidade

fundamental do niimero dureo, ¢? = ¢ + 1, obtém-se:

o (14 5
927( 7 2@) :Sp—'—l:gpQ (361)
b 3
Portanto, conclui-se que:
% ~y o (3.62)

Problema 3.

A figura mostra um quadrado de lado “a” e duas circunferéncias tangentes entre si

externamente. O tridngulo AACD tem seus lados AC' e AD tangentes concomitantemente
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aos circulos maior e menor, sendo A ponto médio de BE. Os arcos BD e EC estao centrados
no pontos E e B, respectivamente e tangenciam a circunferéncia maior. Determinar a razao

a . . . N
— entre o comprimento do lado do quadrado, denotado por a, e o raio r da circunferéncia
,

menor.
Figura 3.6 — Problema 3
D — — c
= ==
/
/
h 0 a
\ \
f \ r \
E ; ’.ifj " B
Fonte: O autor.
Solucao.

Para a resolucao do problema, procede-se inicialmente a analise das relacoes
geométricas decorrentes da disposicao das circunferéncias no interior do quadrado. A
identificacdo dos pontos notaveis, segmentos e triangulos auxiliares permite estabelecer as

relacoes métricas necesséarias a determinacao da razao solicitada.

O detalhamento geométrico utilizado na solugao, com a identificacao dos segmentos

e pontos relevantes para a andlise, é apresentado na Figura 3.7.

Figura 3.7 — Detalhamento do problema 3

) I E— _ C

B
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4
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o
ju S8
-
-

Fonte: O autor.
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Observa-se que os triangulos AABC, AAFO, e ANAGO, sao semelhantes. De
fato, os dngulos ZBC'A e ZC' AO, sao alternos internos (ver Subsegao 2.16.2), em relagao
as retas paralelas que contém os segmentos BC e AQO,, possuindo, portanto, a mesma
medida. Ademais, todos os tridngulos considerados sao retangulos, uma vez que os angulos
/ZABC, ZAFO, e ZAGO5 medem 90°, visto que B é vértice do quadrado e os pontos F

e G correspondem a pontos de tangéncia entre raios e retas tangentes.

Pela semelhanga dos tridngulos AABC e AGOy A (ver Subsegao 2.14.3), atribuindo-
se GOy = b, obtém-se:
AG = 2b, (3.63)

e, de modo anélogo,
AF = 2r, (3.64)

em virtude da semelhanca desses tridngulos com o tridngulo AFO; A.

Aplicando-se o Teorema de Pitdgoras constante na Subsecao 2.16.5, ao triangulo
NAAGO,, resulta:

A0," = AG" + GOy’ (3.65)
A0, = (2b)? + b2 (3.66)
40, = 51 (3.67)
A0, = V50, (3.68)

A medida do segmento FG = 2v/rb encontra-se demonstrada na Subsecio 2.16.6.

Dessa forma, todos os comprimentos indicados na Figura 3.7 estao devidamente justificados.

Da configuracao geométrica, tem-se:

FG =AG — AF = 2b— 2r = 2\/7b. (3.69)

Simplificando-se a expressao, obtém-se:

b—r=rb. (3.70)
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Elevando-se ambos os membros ao quadrado, segue:

b —2rb+1* = rb. (3.71)

Reorganizando-se os termos, chega-se a equacao do segundo grau em b:

b> —3rb+1* = 0. (3.72)

Fazendo uso da formula resolutiva da equacao do segundo grau, constante do
Quadro 2.3, obtém-se a solugdo compativel com o problema:
34+v56 .

2 Y

uma vez que a outra raiz conduz a um valor de b inferior a r, o que nao é compativel com

b:

(3.73)

a configuracao geométrica analisada.

Escrevendo-se o resultado em fung¢ao do niimero aureo ¢, obtém-se:

b=r¢ (3.74)

Para a determinacao do valor de a, considera-se o tridngulo AAO,FE e aplica-se

novamente o Teorema de Pitdgoras (Subsegao 2.16.5), obtendo-se:

(a—b)? = (‘2‘)2 +(v3)". (3.75)

Apds a simplificacdo, resulta a equagao do segundo grau em a:

3a* — 8ba — 4b* = 0. (3.76)

Aplicando-se novamente a férmula resolutiva, constante do Quadro 2.3, obtém-se

como solugao compativel com o problema:
a = 4b, (3.77)

pois a outra raiz conduz a um valor negativo, desprovido de significado geométrico.

Substituindo-se o valor de b dado em (3.74), tem-se:

a = 4r ¢°. (3.78)

Portanto, conclui-se que a razao procurada é:

-4 m (3.79)

r
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Problema 4.

Calcular a area de um pentagono regular de lado a e expressar este resultado
como funcao de a em termo 1nico, isto é, sem parcelas em adi¢ao ou subtracao.
Figura 3.8 — Problema 4

D
_('\\

~Na

g

Fonte: O autor.

Solucao.

Com vistas a simplificacdo dos calculos, procede-se a decomposicao do pentagono
ABCDE em duas regioes planas: o triangulo ACDE e o trapézio ABCE. As areas dessas
regides serdo denotadas, respectivamente, por [CDE] e [ABCE].

O detalhamento geométrico correspondente a essa decomposicao, bem como a

identificacdo dos elementos métricos envolvidos, é apresentado na Figura 3.9.

Figura 3.9 — Detalhamento do problema 4

D
A
A

3

A

Fonte: O autor.

Aplicando-se a expressao da area de um triangulo em funcao de dois lados e

do angulo compreendido entre eles, conforme apresentado no Quadro 2.3, ao tridngulo
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ACDE, obtém-se:

1
[CDE}ziaQ%nMB°
1
=5 2 cos 18°
a® WJ10+2V5
2 4
_a2 8+ 4p
2 4
2
2
=a4+@. (3.80)

Consultando-se a Tabela 2.2 e utilizando-se a expressdo para a area de um trapézio,

apresentada no Quadro 2.3, calcula-se a area do trapézio ABCE:

ABCE] = 2+

-acos 18°

a(p+1) 10+ 25

2 4
ad*(p+1) IO+ -2
2 4
2,2
V2
= 6“104—{_90_ (3.81)

Observa-se, nesse desenvolvimento, o emprego da identidade fundamental do
nimero aureo, p? = ¢ + 1, bem como da relacdo entre o ntimero dureo e a raiz quadrada
de cinco, ambas constantes no Quadro 2.3. Tais relagoes permitem a simplificacdo das

expressoes algébricas e dos radicais envolvidos.

Somando-se as areas das duas regides consideradas, obtém-se a area total do

pentagono:

2
MBCDEp:ai+¢@?+n
2
VI o
:a4+¢W+1+D (3.82)

:d%i+¢@+¢y (3.83)

Dessa forma, conclui-se que a area do pentagono regular, em fun¢ao do compri-

mento do lado a, é expressa por:

w

a’(2+ )
1

|

[ABCDE] = _ (3.84)
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Problema 5.

Considere-se um pentagono regular ABC'DE, de lado a, no qual os pontos F', G

e H correspondem, respectivamente, aos pontos médios dos segmentos AB, BC' e DG.

Calcular a relagao entre a area do triangulo FGH e a érea do pentagono ABCDE.

Figura 3.10 — Problema 5

Fonte: O autor.

Solugao.

A estratégia de resolucao adotada baseia-se na decomposicao da regiao do tridngulo
FGH em areas geometricamente relacionadas, permitindo sua determinacao por meio de
adigoes e subtragoes convenientes. Observa-se que a area [F'G H| pode ser obtida a partir
da soma da drea do trapézio [FGCE] com a area do tridngulo ACDE, subtraindo-se o

dobro da area do tridngulo ADEF e, posteriormente, dividindo-se o resultado por dois.

Essa divisao justifica-se pelo fato de o triangulo ADF'G possuir base dupla em
relacdo ao triangulo AFGH, uma vez que o ponto H é o ponto médio do segmento DG.

O detalhamento geométrico dessa construcao é apresentado na Figura 3.11.

A érea do pentagono regular ja foi determinada anteriormente na Subsecao 3,

sendo aqui reapresentada para fins de referéncia:

2 2 %
(ABCDE] = L2+ ) (3.85)
Desse modo, a area do triangulo FFGH satisfaz a relacao:
FGCE|+ [CDE] - 2|DEF
FeH) = | | +|CDE| - 2lDEF] (3.86)

2

Utilizando-se a identidade fundamental do nimero dureo, bem como a expressao

da base média do trapézio, ambas constantes do Quadro 2.3, determina-se o comprimento
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Figura 3.11 — Detalhamento do problema 5

Fonte: O autor.

do segmento FG:
AB+CE

NN

(3.87)

A érea do trapézio FGCFE é calculada com base na expressao correspondente,
a
constante do Quadro 2.3. Observa-se que a altura do trapézio é dada por h' = 5 cos 18°.

Consultando-se o valor de cos 18° na Tabela 2.2, expresso em fung¢ao do ntimero aureo,

obtém-se:
2
ap+ - a 2+
FGCE| = 2 ..
[ ] 2 2 2
3p+1 ,

V2T e (3.88)

A &rea do tridngulo ADFEF pode ser determinada em funcao de dois lados e do

angulo compreendido entre eles, conforme expressao constante do Quadro 2.3:

1
[DEF] = -a- % . cos 18°. (3.89)

Substituindo-se o valor de cos 18°, constante da Tabela 2.2, e empregando a relagao
entre o niimero aureo e a raiz quadrada de cinco, obtém-se:

2 5T
9[DEF] = a2+ e

PR (3.90)
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De modo analogo, calcula-se a area do triangulo ACDE:

[am—fﬁfg (3.91)

Substituindo-se esses valores na Equacao (3.86), resulta:

1 [a®\/2 1
[FGH]:[G v +90<3g0+ )]
2 4 4
_a2(2—|—gp)%.3g0—|—1

=—= < (3.92)

A razao entre a area do tridngulo FGH e a area do pentagono ABCDE é,
portanto, dada por:
[FGH] a2+ ¢)z 3p+1 1

[ABCDE] 4 SRR SAER (3.93)

Simplificando-se a expressao e utilizando-se a identidade ©? = ¢ + 1, obtém-se:

[FGH]  3p+1
[ABCDE] ~ 8(2+ ¢)
¥
= —. 3.94
- (39
Assim, conclui-se que a relagdo entre as areas solicitadas é expressa por:
[FGH| ¢
——— = N 3.95
[ABCDE] 8 (3.95)

Problema 6.

No pentdgono regular ABCDE, da figura a seguir, tem-se o segmento BF per-
pendicular ao lado AB. A 4rea do tridngulo AF BC mede uma unidade e nestas condicoes
pede-se mostrar que as areas dos tridngulos NAABF, ANAFE e ADEF medem respectiva-
mente 2¢, p +2 e .

Solugao.

A resolugao apresentada a seguir fundamenta-se em resultados previamente estabe-
lecidos ao longo deste trabalho, de modo a evitar repeticoes desnecessarias. Em particular,
utiliza-se o resultado obtido no problema 4, segundo o qual a area de um pentagono regular

de lado [ é dada por:
P2+ )
4

[N

[ABCDE] = (3.96)
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Figura 3.12 — Problema 6

D

Fonte: O autor.

Figura 3.13 — Detalhamento do problema 6

Fonte: O autor.

Com base na Tabela 2.2, expressam-se as razoes trigonométricas relevantes em
funcao do niimero aureo. Para tanto, utiliza-se a relagdo entre o niimero aureo e a raiz

quadrada de cinco, apresentada no Quadro 2.3:

=

1 2
sen 18° = 25 sen 54° = g, cos 18° = (ChaOk (3.97)

%) 2

A érea do tridngulo ABCF, em fungao de dois lados e do angulo compreendido

entre eles, conforme apresentado no Quadro 2.3, é dada por:

1
[BCF] = ila sen 18°. (3.98)

Impondo-se a condigao estabelecida no problema [BCF|=1, substituindo sen 18° =
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207 da Tabela 2.2, e isolando “a” obtém-se:
¥

a=—" (3.99)

A area do triangulo AABF, cuja base é a e cuja altura é [, conforme expressao

constante no Quadro 2.3, resulta em:

4o

1

=20 W (3.100)

N | —

Aplicando-se a lei dos senos, apresentada na Subsecao 2.16.9, ao tridngulo ABCF,

tem-se:

a l
= . 101
sen 108° sen H4° (3 0 )

Utilizando-se as identidades trigonométricas sen 108° = cos 18° e os valores apre-

sentados em (3.97), obtém-se:

l
S (3.102)
2492 @
Das expressoes (3.99) e (3.102), conclui-se que:
4 2
P=_"7 (3.103)
(2+¢)2
Ainda no tridngulo ABCF, pela aplicacao da lei dos senos, obtém-se:
b [ l
sen 18°  sen b4° 2 ( )
O comprimento do segmento DF pode, entdo, ser expresso por:
S 1 l
DF=1l-b=1|1-—|=—. (3.105)
¥ ¥

A drea do triangulo ADEF, dados dois lados e o angulo compreendido, conforme

o Quadro 2.3, é dada por:

1
[DEF] = 5 [(l —b) sen108°. (3.106)

Substituindo-se o valor de [ — b obtido em (3.105) e atentando ao fato que

2 3
sen 108° = cos 18° = (2@), da Tabela 2.2, resulta:

N

[DEF] = 52(24;90). (3.107)
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Por fim, substituindo-se o valor de [? dado em (3.103) na expressao (3.107),

conclui-se que:

[DEF]=¢ N (3.108)

Resta determinar a area da regidao [AEF], o que é feito por subtragao das dreas

parciais. Substituindo-se (3.103) em (3.96), obtém-se:

[ABCDE] = ©*(2 + ). (3.109)

Assim,

[AEF] = [ABCDE] — [BCF] — |ABF) — [DEF]
=¢*2+p)—1-2p—¢
=(1+¢)2+p)—1-20-¢
=14 ¢?
=24+ W (3.110)
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 Resultados

A aplicacdo da metodologia proposta, baseada na coleta, selecao e resolucao
de problemas geométricos associados ao Numero Aureo, permitiu a identificacio de um
conjunto consistente de situacdes matematicas nas quais a razao aurea se manifesta de
forma explicita ou implicita. Os problemas analisados, oriundos de grupos especializados
em geometria e mateméatica recreativa, revelaram que o nimero aureo nao se limita a
contextos estéticos ou histéricos, mas emerge naturalmente de construgoes rigorosas da
geometria euclidiana plana, especialmente aquelas relacionadas ao pentagono regular, ao

pentagrama, aos triangulos aureos e as relagoes trigonométricas de angulos notaveis.

Os resultados obtidos evidenciam que grande parte das relagoes métricas presentes
nessas figuras pode ser expressa diretamente em termos de ¢, ¢? ou de expressoes radicais
equivalentes. Em particular, observou-se que, nos problemas envolvendo o pentagono
regular, as diagonais e os lados apresentam uma razao constante igual ao nimero dureo,
o que conduz naturalmente a formacgao do pentagrama e a sucessivas subdivisdes em
triangulos semelhantes. Esse comportamento geométrico confirma que a razao aurea atua
como um invariante estrutural dessas construcgoes, garantindo a repeticao de padroes

proporcionais em diferentes escalas.

No ambito da trigonometria, os valores exatos de seno, cosseno e tangente de
angulos como 18°, 36°, 54° e 72°, apresentados na Tabela 2.2, foram obtidos a partir do valor
do seno de dezoito graus calculado na construgoes geométricas da Figura 2.12. Das formulas
de seno e cosseno do arco metade, arco duplo, arco triplo e da relacao fundamental da
trigonometria pode-se completar a tabela citada. Tais valores, frequentemente apresentados
apenas de forma algébrica em manuais de trigonometria, puderam ser interpretados
geometricamente, o que fortalece sua compreensao conceitual. Além disso, as formulas
trigonométricas de Werner, apresentadas no Quadro 2.2, mostraram-se ferramentas eficazes
para a obtengao desses valores, permitindo calcular senos e cossenos de arcos especiais por

meio de somas, diferencas, arcos metade e arcos duplos.

Outro resultado relevante foi a possibilidade de resolver problemas de areas,
comprimentos e proporgoes por meio do uso direto do nimero aureo, reduzindo signifi-
cativamente a complexidade algébrica dos calculos. Em véarios dos problemas analisados,
expressoes que inicialmente envolveriam sistemas de equagoes ou aplicagoes extensas do
Teorema de Pitagoras puderam ser simplificadas ao reconhecer-se a presenga de proporcoes

aureas nos segmentos envolvidos.
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4.2 Discussao

Os resultados obtidos confirmam a hipdtese central deste trabalho: o Niimero
Aureo nio constitui apenas uma curiosidade matemética ou um elemento estético associado
a arte e a natureza, mas um objeto matematico de grande poténcia didatica e estrutural.
Sua presenca recorrente nas construgoes do pentagono regular, nos triangulos aureos e nas
relacdes trigonométricas evidencia que ¢ emerge como consequéncia natural da propria

logica interna da geometria euclidiana.

Do ponto de vista pedagogico, a abordagem adotada mostrou-se particularmente
relevante. Ao substituir a apresentacao puramente algébrica de férmulas por construgoes
geométricas, o estudante é conduzido a compreender de onde surgem as relagoes trigo-
nométricas e por que certos valores assumem formas especificas envolvendo radicais e o
numero aureo. Isso favorece a aprendizagem significativa, pois conecta diferentes areas da

matematica — geometria, algebra e trigonometria — em um mesmo contexto conceitual.

Essa perspectiva fundamenta-se na teoria da aprendizagem significativa de Ausubel,
que enfatiza o papel central da estrutura cognitiva prévia do estudante no processo
educacional. Segundo o autor:

A aprendizagem significativa ocorre quando novas ideias, informacoes
ou conceitos se relacionam de maneira nao arbitraria e substantiva com
ideias relevantes ja existentes na estrutura cognitiva do aprendiz. O fator
isolado mais importante que influencia a aprendizagem é aquilo que o
estudante ji sabe. Descubra isso e ensine-o de acordo. (AUSUBEL, 1968,
p. vi, tradugdo nossa).

Assim, ao promover a integragao entre diferentes campos da matematica por meio de
construgdes geométricas fundamentadas conceitualmente, cria-se um ambiente propicio para
que novos conhecimentos se ancorem em estruturas cognitivas ja consolidadas, favorecendo

uma aprendizagem duradoura e significativa.

A luz dessa concepcao, ao articular diferentes campos da mateméatica em torno
de construgoes geométricas significativas, promove-se a ancoragem dos novos contetudos
aos conhecimentos ja existentes na estrutura cognitiva do aluno, favorecendo, assim, a

consolidacao de uma aprendizagem nao mecanica, mas verdadeiramente significativa.

A utilizagao das formulas de Werner, por sua vez, revelou-se uma estratégia
eficiente tanto do ponto de vista matematico quanto didatico. Essas férmulas permitem
explorar identidades trigonométricas de maneira sistematica e visualmente fundamentada,
sobretudo quando associadas a triangulos e figuras geométricas que apresentam simetrias

e proporcionalidades aureas. Tal abordagem contrasta com métodos puramente mecanicos
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de resolugao, frequentemente encontrados no ensino tradicional, nos quais o aluno aplica

formulas sem compreender sua origem.

Além disso, a andlise dos problemas coletados em ambientes informais de aprendi-
zagem, como grupos de redes sociais, demonstrou que a matematica recreativa e os desafios
geométricos possuem grande potencial como instrumentos motivadores. Esses problemas,
embora muitas vezes apresentados como enigmas ou desafios visuais, contém uma rica
estrutura matematica que pode ser explorada em sala de aula, promovendo o raciocinio

logico, a visualizagao espacial e a argumentagdo matematica.

Por fim, os resultados deste trabalho indicam que o uso do Nimero Aureo como
fio condutor no ensino da geometria plana pode contribuir para tornar o aprendizado mais
integrado, intuitivo e atraente. Ao revelar padroes recorrentes e relagdes proporcionais
profundas, o estudo de ¢ possibilita ao estudante perceber a mateméatica nao como um

conjunto fragmentado de formulas, mas como um sistema coerente de ideias interligadas.
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5 CONCLUSAO

O presente trabalho teve como objetivo investigar o Nimero Aureo como elemento
estruturante da geometria euclidiana plana e como recurso didatico no ensino da matema-
tica, especialmente no contexto da Educagao Bésica. A partir da analise de construgoes
geométricas, problemas classicos e relacoes trigonométricas, foi possivel evidenciar que a
razao aurea nao constitui apenas uma curiosidade matematica, mas um conceito profunda-
mente enraizado na propria organizacao das figuras geométricas, em particular aquelas

relacionadas ao pentagono regular e as formas dele derivadas.

Os resultados obtidos demonstraram que muitas relagoes métricas e proporcionais
podem ser expressas de maneira simples por meio do nimero aureo, permitindo uma
significativa reducao da complexidade algébrica dos calculos envolvidos. Essa caracteristica
torna o estudo de ¢ especialmente relevante no ensino, pois possibilita que o estudante
compreenda e resolva problemas geométricos complexos a partir de relagoes proporcionais
elegantes e recorrentes. Além disso, a articulacao entre geometria, algebra e trigonometria
evidenciou o carater integrador do niimero aureo, reforcando sua importancia como eixo

organizador de diversos contetdos mateméaticos.

Do ponto de vista pedagogico, a abordagem adotada neste trabalho contribui
para a construcao de uma aprendizagem mais significativa, uma vez que associa formulas
e procedimentos a construgoes geométricas concretas e visualmente interpretaveis. A
utilizagdo de problemas extraidos de ambientes informais de aprendizagem, como redes
sociais e comunidades de matematica, mostrou-se uma estratégia eficaz para aproximar o
estudante de situagoes-problema desafiadoras, despertando o interesse, a curiosidade e o

pensamento critico.

Assim, conclui-se que o Ntmero Aureo, quando explorado de forma sistemética e
contextualizada, constitui uma poderosa ferramenta para o ensino da geometria plana,
favorecendo nao apenas o dominio técnico dos conteiidos, mas também o desenvolvimento do
raciocinio l6gico, do entendimento e aplicagdo das propriedades das entidades geométricas

e da apreciagao da Matematica como uma ciéncia estruturada e harmoniosa.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo deste trabalho, buscou-se demonstrar que o Nimero Aureo pode desem-
penhar um papel central na organizacao e compreensao de diversos fendmenos geométricos
e trigonométricos. As analises realizadas indicam que sua presenca em construcoes clas-
sicas da geometria euclidiana nao é acidental, mas resulta de propriedades matematicas

profundas relacionadas a semelhanca, a proporcionalidade e a simetria.

Do ponto de vista do ensino, a exploracao do nimero aureo como elemento
unificador de diferentes contetidos revela-se particularmente promissora. Ao permitir a
conexao entre figuras geométricas, identidades trigonométricas e relagoes algébricas, essa
abordagem contribui para superar a fragmentagao frequentemente observada no ensino da

matematica, favorecendo uma visao mais integrada e coerente da disciplina.

Espera-se que os resultados e reflexdes apresentados neste trabalho possam servir
de subsidio para professores e futuros docentes no planejamento de atividades que valorizem
a investigacdo, a visualizacio e a resolucdo de problemas. A incorporacio do Nimero Aureo
em praticas pedagbgicas pode estimular a curiosidade dos alunos, promover o pensamento
matematico e fortalecer a compreensao dos conceitos fundamentais da geometria e da

trigonometria.

Essa perspectiva dialoga com a concepgao de resolucao de problemas defendida
por Pélya, para quem o ensino de Matematica deve estimular o raciocinio ativo e a busca
de estratégias. Conforme afirma o autor:

Resolver um problema significa encontrar um meio de superar uma difi-
culdade, uma maneira de contornar um obstédculo, alcancar um objetivo
que ndo era imediatamente alcancével. E uma grande descoberta resolver
qualquer problema. Se vocé deseja aprender a nadar, precisa entrar na
agua; e, se deseja tornar-se um bom resolvedor de problemas, precisa
resolver problemas. (POLYA, 1945, p. 1, tradugdo nossa).

A luz dessa concepcao, ao propor atividades que envolvam exploracdo geométrica e
investigagao conceitual, cria-se um ambiente no qual o estudante nao apenas aplica
formulas, mas constroi estratégias, testa hipoteses e desenvolve autonomia intelectual,

elementos centrais no pensamento matematico defendido por Pdlya.

Como perspectivas futuras, sugere-se a ampliagdo deste estudo para a andlise
do ntimero aureo em contextos tridimensionais, em sequéncias numéricas como a de
Fibonacci e em aplicagoes interdisciplinares envolvendo arte, arquitetura e biologia. Tais
desdobramentos podem enriquecer ainda mais o potencial didatico desse notavel objeto

matematico e contribuir para uma formacao matematica mais rica e significativa.



95

REFERENCIAS

BARR, M. A note on the golden ratio. The American Mathematical Monthly, v. 16, n. 1,
p. 1-2, 1909. Primeira utilizacdo documentada do simbolo ¢ para o ntimero aureo.

Brasil. Base Nacional Comum Curricular. Brasilia: Ministério da Educacao, 2018.
COXETER, H. S. M. Introduction to Geometry. New York: Wiley, 1969.

EUCLID. The FElements: Books i—xiii. Austin: The University of Texas at
Austin, 2009. Translated from Greek by Richard Fitzpatrick. Available at
<https://farside.ph.utexas.edu/Books/Euclid/Elements.pdf>.

EUCLIDES. Os Elementos. Sao Paulo: Editora UNESP, 2009.

Fatos Desconhecidos. O nimero dureo estd em tudo. 2022. <https://www.youtube.com/
watch?v=XXXX>. Video disponivel no YouTube. Acesso em: 5 fev. 2026.

HERZ-FISCHLER, R. A Mathematical History of the Golden Number. New York: Dover,
1987.

HUNTLEY, H. E. The Divine Proportion: A Study in Mathematical Beauty. 1. ed. New
York: Dover Publications, 1970.

IEZZ1, G. Fundamentos de matemdtica elementar, 3: trigonometria. [S.l.]: Atual, 2013.

KEPLER, J. Harmonices Mundi. Linz: Johannes Planck, 1619. Obra na qual Kepler

descreve a proporg¢ao aurea como um dos tesouros da geometria.

KOSHY, T. Fibonacci and Lucas Numbers with Applications. 2. ed. Hoboken: John Wiley
& Sons, 2011.

LIVIO, M. The Golden Ratio: The Story of Phi, the World’s Most Astonishing Number.
New York: Broadway Books, 2003.

LIVIO, M. The Golden Ratio: The Story of Phi, the World’s Most Astonishing Number. 1.
ed. New York: Broadway Books, 2008.

PACIOLI, L. De Divina Proportione. Veneza: Paganino de Paganini, 1509.

PRUSINKIEWICZ, P.; LINDENMAYER, A. The Algorithmic Beauty of Plants. New
York: Springer, 1990.

SIGLER, L. E. Fibonacci’s Liber Abaci: A Translation into Modern English of Leonardo
Pisano’s Book of Calculation. New York: Springer, 2002.

VINCI, L. da. The Notebooks of Leonardo da Vinci. New York: Dover Publications, 1970.
Reimpressao das anotacoes originais do século XV-XVI.


https://farside.ph.utexas.edu/Books/Euclid/Elements.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=XXXX
https://www.youtube.com/watch?v=XXXX

96

APENDICE A — FORMULA DO TERMO GERAL DA
SEQUENCIA DE FIBONACCI

Este capitulo apresenta a demonstracao da formula do termo geral da sequéncia de
Fibonacci, uma sequéncia numérica amplamente estudada na Matematica, com aplicagoes

em diversas areas do conhecimento.

A sequéncia de Fibonacci é definida pelos termos iniciais
0,1,1,2 3,5,8, 13, 21, 34, 55, ...,

nos quais cada termo, a partir do terceiro, é obtido pela soma dos dois anteriores. Tal

propriedade permite descrevé-la por meio da relagao de recorréncia

Fn+2:Fn+1+Fn-

O objetivo consiste em determinar uma expressao fechada que descreva essa
sequéncia, dispensando o uso da defini¢do recursiva. Para tanto, observa-se que a sequéncia

¢ completamente determinada pelo sistema

Fn+2:Fn+1+Fn7
F0:07
Flzl.

Ressalta-se que a relacao de recorréncia, isoladamente, ndo define uma sequéncia
Unica, uma vez que existem infinitas sequéncias que a satisfazem. A unicidade da sequéncia

de Fibonacci é garantida somente quando as condigoes iniciais sao especificadas.

A unicidade pode ser demonstrada por absurdo. Admita-se a existéncia de duas

sequéncias (A,) e (B,) distintas que satisfacam o sistema acima, com
Ay=By=0 e A =B =1
Suponha-se que exista um indice minimo £ > 1 tal que
Ay # By.
Como ambas satisfazem a relagdo de recorréncia, tem-se

Ay = A1+ Ay—2 e By = DBy + Bi_o.
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Entretanto, pela escolha de £ como o menor indice de divergéncia, segue que
Ap-1=DBr1 e Ap_o= By o,

o que implica A, = By, gerando uma contradi¢ao. Portanto, a sequéncia definida pelo

sistema é Unica.

Estabelecida a unicidade, procede-se a investigacao de uma expressao fechada para
o termo geral. Para isso, considera-se o comportamento da razao entre termos consecutivos

da sequéncia. Dividindo-se a relagao de recorréncia por Fj 1, obtém-se

Fyio F, |
— 14 14
Foi Foa Fl’;i:l

O célculo de algumas razoes sucessivas fornece aproximacoes como
F ~ 1,6180555, e ~ 1,6180327, i ~ 1,6180339,
F13 F16 F18

indicando a convergéncia para um nimero real positivo 7.

Admitindo-se a existéncia do limite

li Fn+1
im =,
n—oo  F
tem-se, no limite,
1
r=1+—,
r
0 que equivale a equacao quadratica
r?—r—1=0.

As solucoes dessa equagao sao

1+ 1-

To =

e
2 2

=

r

Esses valores permitem construir solugoes da forma F,, = r™ para a relagao de recorréncia.

Assim, a solugao geral pode ser escrita como uma combinacao linear:
1++5)" 1-v5\"
g“} +B< ;”).

Fo=a(

Aplicando-se as condicOes iniciais, obtém-se
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resultando na expressao fechada do termo geral da sequéncia de Fibonacci:
1 [(1+vB\" [1-v5\"
FL=—||———| - |—— )
V5 2 2

Essa expressao é conhecida como férmula de Binet e permite o cdlculo direto do
n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci, sem recorrer a definicdo recursiva. Embora
receba o nome de Jacques Philippe Marie Binet, formulas equivalentes ja haviam sido
estudadas anteriormente por Abraham de Moivre e Leonhard Euler no século XVIII, sendo

posteriormente sistematizadas e difundidas por Binet no século XIX.

Figura A.1 — Retrato artistico de Jacques Philippe Marie Binet (1776-1856).!

Fonte: Imagem gerada por inteligéncia artificial (ChatGPT/DALL - E, em 10/02/2026).

L Prompt utilizado: Retrato artistico de época em estilo pintura a 6leo neocldssica do século XIX,

representando um matematico francés em meia-idade, inspirado em Jacques Philippe Marie Binet.
O personagem estd em posicao frontal levemente angulada, com expressao serena e olhar direto ao
observador. Cabelos curtos e ondulados em tom castanho escuro, vestindo traje formal do inicio do
século XIX: casaca preta, colete claro e camisa branca com colarinho alto. Iluminacéo suave e difusa,
fundo neutro em tons quentes, estilo académico e realista, adequado para trabalho cientifico.
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