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RESUMO

Este trabalho trata-se de um manual de consulta para Professores de matemaética e para alunos
do curso de Licenciatura em matemadtica. Nele constam as definicdes formais de: poligono,
quadrildteros notdveis, circunferéncia e de circulo. Ele apresenta, ainda, a demonstracdao de
uma propriedade importante dos tridngulos que € o fato do produto da medida de um de seus
lados pela medida da altura relativa a este lado ser constante, ou seja, que este produto
independe da escolha do lado do tridngulo. A metade desse produto constante serd definida
neste trabalho como a drea de um tridngulo qualquer. Nosso objetivo € demonstrar as
féormulas das dreas dos quadrildteros notdveis, os quais sdo: quadrado, retangulo,
paralelogramo, losango, trapézio, e a férmula da drea do circulo, tratados aqui como
teoremas, a partir da definicdo da area de um triangulo. Contudo, este TCC pode ser
considerado uma proposta de ensino do conteido dreas, uma vez que foi empregado todo um

raciocinio-légico nas demonstragdes.

Palavras-chave: Area, Triangulo, Quadrilateros Notaveis, Circulo e Demonstracao.



ABSTRACT

This work is a reference manual for mathematics teachers and students of the undergraduate
course in mathematics. It contains the formal definitions of: polygon, notable quadrilaterals,
circumference and circle. It also presents the demonstration of an important property of
triangles: the fact that the product of the measure of one of its sides by the measure of the
height relative to this side is constant, that is, that this product is independent of the choice of
the side of the triangle. Half of this constant product will be defined in this work as the area of
any triangle. Our objective is to demonstrate the formulas for the areas of notable
quadrilaterals, which are: square, rectangle, parallelogram, rhombus, trapezoid, and the
formula for the area of a circle, treated here as theorems, based on the definition of the area of
a triangle. However, this TCC can be considered a proposal for teaching the content of areas,

since all logical reasoning was used in the demonstrations.

Keywords: Keywords: Area, Triangle, Notable, Quadrilaterals, Circle, Proof.
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1. INTRODUCAO

Apresentaremos a seguir os aspectos iniciais relacionados a este trabalho, abordando,

na sequéncia, os seguintes topicos: a contextualizacdo; a justificativa, os objetivos; a

metodologia; o publico alvo ao qual estd direcionado; os conhecimentos prévios para o

desenvolvimento desta proposta e a estruturacdo dos capitulos subsequentes.

1.1. CONTEXTUALIZACAO

A seguir, serdo apresentados, em tdpicos, alguns resultados de estudos realizados

sobre os beneficios de se fazer demonstracdes de teoremas em sala de aula:

1. A demonstracdo € a caracteristica que diferencia a Matematica das outras

ciéncias e a caracteriza como um conhecimento abstrato que supera os dados

empiricos que ddo sustentacdo as outras dreas do conhecimento como a Fisica, a

Quimica e a Biologia, [4];

2. Entre as varias funcOes aludidas no tocante as demonstragdes, as principais, sao,

[4];

i)

Vi)

Verificacdo - convencimento préprio e dos outros a respeito da
veracidade de uma afirmacao;

Explicagdo - compreensao do por que uma afirmacao é verdadeira;
Descoberta - de novas teorias, conjecturas ou resultados a partir da
tentativa de se demonstrar uma propriedade;

Comunicagdo - negociagdo do significado de objetos matematicos;
Desafio Intelectual - satisfacdo pessoal pelo €xito na demonstragao de
um teorema;,

Sistematizacdo - organizacdo de resultados num sistema dedutivo de

axiomas, conceitos e teoremas.

3. A matemadtica ¢ uma linguagem universal que expressa ideias complexas,

desenvolve o pensamento critico e resolve problemas em diversas dreas do

conhecimento. Nesse contexto, as demonstracdes matemadticas sdo fundamentais
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para construir um entendimento profundo dos conceitos, permitindo que os

estudantes transcendam a simples aplicagdo de regras, [5];

4. As demonstragdes possibilitam aos alunos compreenderem ndo apenas o 'como’,
mas também o “porqué” dos procedimentos e formulas, [5].
1.2. JUSTIFICATIVA

Duas foram as motivacdes que nos levaram a elaborar este trabalho:

1%)

2%

Comentarios feitos pelo auto Jodo Lucas Barbosa, na pigina 192 da sétima
edicao de seu livro de Geometria Euclidiana Plana, em que o referido autor diz
que € possivel demonstrar que o produto da medida de um lado de um triangulo
qualquer pela altura correspondente a este lado nao depende da escolha do lado
do tridangulo. Em seguida, o referido autor orienta definir metade desse produto
como sendo a drea de um tridngulo e, a partir desta defini¢cdo, demonstrar as

férmulas das dreas dos quadrilateros notdveis e a férmula da 4rea do circulo;

ApO6s a criacdo e implantacdo da BNCC se tornou muito dificil encontrar nos
livros didaticos, de matemética do ensino basico, defini¢des matematicas
formais, teoremas e, principalmente, demonstragdes de teoremas,
impossibilitando ao professor um estudo mais aprofundado dos conteudos

ministrados por eles em sala de aula.

1.3. OBJETIVOS

O objetivo deste trabalho € demonstrar as formulas das areas dos quadrilateros

notdveis e a formula da 4rea do circulo, tratados aqui como teoremas, a partir da definicdo da

area de um triangulo, resgatando, desta forma, o ensino de matematica por meio de teoremas e

demonstragdes, tornando este material um manual de consulta para professores de matematica

e para alunos do curso de Licenciatura em Matemdtica e, paralelamente, apresentar uma

proposta de ensino do conteddo dreas, uma vez que foi empregado todo um raciocinio-l6gico

nas demonstracdes dos Teoremas.



1.4. METODOLOGIA

Para a construcdo deste material foi realizada uma pesquisa bibliografica que
permitiu dar todo o embasamento tedrico ao presente trabalho, assim como direcionar o

trajeto do processo de investigacdo e dos resultados obtidos.

1.5. PUBLICO-ALVO

O presente trabalho € voltado aos professores de matemdtica do ensino bésico e aos
alunos de graduacdo em Licenciatura em Matematica, como um manual de consulta acerca do

conteddo de dreas e, a0 mesmo tempo, como uma proposta de ensino do contetido citado.

1.6. CONHECIMENTOS PREVIOS

Admitiremos que o leitor tenha adquirido, por meio da sua intui¢do, do seu cotidiano,
da sua formacgdo e de sua experiéncia em sala de aula, conhecimentos basicos de: Algebra e

Geometria Euclidiana Plana.

1.7. ESTRUTURA DOS CAPITULOS SUBSEQUENTES

O segundo Capitulo — POLIGONOS CONVEXOS E CIRCUNFERENCIA -
Apresenta algumas defini¢des importantes relacionadas a poligonos, uma vez que estes serao
nosso objeto de estudo no Capitulo 3, que € o desenvolvimento deste trabalho.

O terceiro Capitulo — AREAS — Aborda uma importante propriedade dos tridngulos
que € o fato de que o produto da medida de um de seus lados pela altura relativa a este lado é
constante, independente da escolha do lado. Na sequéncia, metade desse nimero € definido
como sendo a drea do tridngulo. Por fim, sdo demonstradas as demais formulas das 4reas dos
quadrilateros notaveis, os quais sdo: quadrado, retangulo, paralelogramo, losango e trapézio,
além da férmula da drea do circulo, todas elas a partir da defini¢ao da area do tridngulo.

No quarto — CONSIDERACOES FINAIS — Concluimos que é perfeitamente
possivel demonstrar as férmulas do cdlculo da drea dos quadrildteros notdveis e a férmula do
célculo da drea dO circulo a partir da formula do cdlculo da drea de um tridngulo, quebrando o
paradigma dos livros didéticos de matemaética, em que essas formulas sempre partem sempre

da area do quadrado.



2. POLIGONOS CONVEXOS E CIRCULO

Na introducdo deste trabalho, foi dito que admitiremos que o leitor tenha um
conhecimento bdsico de Algebra e Geometria Euclidiana Plana, porém achamos importante
apresentar, neste Capitulo, algumas defini¢cdes importantes relacionadas a poligonos e a
circunferéncia, uma vez que estes serdo nosso objeto de estudo no Capitulo 3, que é o
desenvolvimento, propriamente dito, do trabalho.

Enfatizamos que para elaboracdo deste Capitulo foram consultadas as referéncias:

(11, [2] e [3].

Definicao 2.1. (Poligono) Um poligono é uma figura formada por uma sequéncia de pontos
A4, Ay, Ag,-, Ay, n€N e n >3, do plano, chamados de vértices, e pelos segmentos
A1A,, AyAs, A3Ay, A4As, -+, Ap_14,, A,A,, chamados de lados, em que as seguintes trés
condicdes sao satisfeitas:

a) Cada vértices € extremidade de exatamente dois lados;

b) Dois lados com uma extremidade em comum nao estdo contidos numa mesma reta;

¢) Os lados se intersectam somente em suas extremidades.

As Ay Bs By

A6 A3 B3

B
A; A, 1 B,

(a) (b)

Figura 2.1: Poligonos.

Obs. 2.2.:

e Um poligono de vértices Ay, Ay,-+, Ay, n €N e n >3, serd representado por

A1A, A5 -+ A, Ele tem n lados, n vértices e n dngulos internos.



e Dois vértices pertencentes a um mesmo lado de um poligono sdo ditos consecutivos.

e De acordo com a Definigdo 2.1, a Figura 2.2 ndo é um poligono.

A6 A5

Ay
A,
Aq As

Figura 2.2: Nao Representa um Poligono.

Definicao 2.3. (Diagonal de um Poligono) Um segmento ligando vértices ndo consecutivos

de um poligono é chamado de diagonal do poligono.

Definicao 2.4. (Perimetro) A soma dos comprimentos de todos os lados de um poligono &

chamada de perimetro.

Definicao 2.5. (Ponto Interno e Ponto Externo de um Poligono) Dados, num mesmo plano,
um poligono e um ponto ndo pertencente a0 mesmo, conduzindo uma semirreta com origem

neste ponto e que ndo passe por nenhum dos vértices desse poligono, mas o intersecte, tem-se:

a) Se o numero de pontos de intersecdo da semirreta tracada com o poligono for impar, entdo

o ponto & dito interno ao poligono.

b) Se o nimero de pontos de intersecao da semirreta tragada com o poligono for par, entdo o

ponto € dito externo ao poligono.
Definicao 2.6. (Interior e Exterior de um Poligono) O conjunto formado por todos os pontos
internos de um poligono é denominado de inferior do poligono e o conjunto formado por

todos os pontos externos de um poligono é denominado de exterior do poligono.

Definicao 2.7. (Superficie Poligonal) A reunido de um poligono com o seu interior é

denominada de regido poligonal ou superficie poligonal.

Definicao 2.8. (Poligono Convexo) Um poligono é dito convexo se estd sempre contido em



um dos semiplanos determinados pelas retas que contém os seus lados.

AS A4 B5 B4
AG A3 B3
B,
A1 A, B,

(a) (b)

Figura 2.3: Poligono Convexo (a) e Poligono Nao Convexo (b).

De acordo com seu nimero de lados, os poligonos convexos recebem nomes

especiais. Vejamos alguns desses nomes na Tabela 1 abaixo.

Tabela 1

T oo i
Triangulo 9 Eneédgono
4 Quadrilatero 10 Decédgono
5 Pentdgono 11 Undecdgono
6 Hexagono 12 Dodecagono
7 Heptagono 15 Pentadecdgono
8 Octégono 20 Icosdgono

Definiciio 2.9. (Angulos: Internos e Externos de um Poligono) Se A;A,A; - A,,n €N e

n = 3, € um poligono convexo, os seus angulos:
AnAAlAZ, A1A2A3, AZAA3A4-’ A3A4A5, T, An—lgnAl,

contidos na superficie poligonal, sdo denominados dngulos internos ou simplesmente de
angulos do poligono. Os suplementos de cada um desses angulos, obtidos pelo prolongamento
de um dos lados de cada um desses angulos, sdo chamados de dngulos externos do poligono

convexo.

Definicao 2.10. (Poligono Regular) Um poligono convexo cujos lados possuem
comprimentos iguais e cujos angulos internos possuem as mesmas medidas € chamado de

poligono regular.



Chamamos a atengdo do leitor para o fato de que na Tabela 1 estiao evidenciados que
um tridngulo e um quadrildtero sdao poligonos convexos que possuem trés e quatro lados,
respectivamente. Nesta perspectiva, iremos apresentar, a seguir, a classificacao dos triangulos
de acordo com os seus lados e também de acordo com seus dngulos e, na sequéncia, a
definicdo dos principais quadriléteros.

Definicao 2.11. (Tridngulo: Equildtero, Isésceles e Escaleno) Um triangulo € dito:

a) Equildtero se possui trés lados de medidas iguais;

b) Isésceles se possui pelo menos dois lados de medidas iguais, estes lados sdo chamados de

laterais e o terceiro lado € chamado de base;

c) Escaleno se possui trés lados com medidas diferentes.

A E H
B I C F G T J
(a) (b) (c)

Figura 2.4: Triangulo Equilatero (a), Tridngulo Isdsceles (b) e Tridngulo Escaleno (c).

Definicao 2.12. (Tridngulo: Acutdngulo, Retdngulo e Obtusdngulo) Um tridngulo € dito:

7\EK %H
B C F. G 1 J
(a) (b) (c)

Figura 2.5: Triangulo: Acutangulo (a), Retangulo (b) e Obtusangulo (c).

a) Acutdngulo se todos os seus trés angulos internos sdo agudos, ou seja, t€tm medidas

maiores 0° e menores do que 90°.

b) Retdangulo se possui um angulo interno de 90°;



¢) Obtusangulo se possui um angulo interno obtuso, ou seja, com medida maior que 90° e

menor do que 180°.

Definicao 2.13. Fixando um angulo interno de um tridngulo, o lado desse tridngulo que nao
corresponde a nenhum dos dois lados que formam o angulo fixado € dito oposto a este. Diz-se

também que o angulo fixado é oposto ao lado do tridngulo que nao o forma.

De acordo com a Definicdo 2.13, num tridngulo ABC os seus angulos internos BAC

ouA, ABC ou B, ACB ou C ¢ os seus lados BC, AC e AB sio ditos, respectivamente, Opostos.

Chamamos a atencao do leitor para o fato de que a relagdo “dngulo e lado oposto” é

usada exclusivamente em tridngulos.

Definicao 2.14. (Hipotenusa, Cateto e Cateto Adjacente) Num triangulo retangulo o lado
oposto ao angulo reto € denominado de hipotenusa, os outros dois lados que formam o angulo
reto sdo denominados catetos e o cateto que € lado de um angulo agudo € denominado de

cateto adjacente a este angulo.

Hipotenusa
Cateto

O

®
A Cateto B

Figura 2.6: Hipotenusa e Catetos de um Tridngulo Retangulo.

Definicao 2.15. (Mediana, Bissetriz e Altura de um Tridngulo) Seja ABC um tridngulo e seja
D um ponto da reta determinada pelos pontos B e C. O segmento AD chama-se mediana do
tridngulo, relativamente ao lado BC, se D for o ponto médio de BC. O segmento AD chama-se
bissetriz do angulo A se a semirreta S,p divide o Angulo BAC em dois 4ngulos congruentes,
isto é, se CAD = BAD. O segmento AD chama-se altura do tridngulo, relativamente ao lado

BC, se AD for perpendicular a reta determinada pelos pontos B e C.



(a) (b) (c)

Figura 2.7: Mediana (a), Bissetriz (b) e Altura (c).

A seguir, iremos apresentar a definicdo dos quadrildteros notdveis, os quais sao:

Quadrado, Retdangulo, Paralelogramo, Trapézio e Losango.

Definicao 2.16. Num quadrildtero convexo ABCD, tem-se:

a) Os lados AB e CD sdo ditos opostos se AB N CD = @, ou seja, se os segmentos AB ¢ CD

nao se intersectam.

b) Os lados AB e CD sdo ditos paralelos se a reta determinada pelos pontos A e B € paralela a

reta determinada pelos pontos C € D.

c¢) Dois de seus angulos internos sdo ditos opostos se os lados que formam um desses dngulos

sdo ambos distintos dos lados que formam o outro.

Na Definicao 2.16, chamamos a atencdo do leitor para o fato de que as relacdes

“lados opostos” e “dngulos opostos” sao usadas, exclusivamente, em qguadrildteros convexos.

Definicao 2.17. (Quadrado) Um quadrado € um quadrildtero convexo que possui todos 0s

seus angulos internos retos e cujos lados tem medidas iguais.

D : C

IR E
A | B
Figura 2.8: Quadrado.




Definicao 2.18. (Retdngulo) Um retingulo ¢ um quadrildtero convexo que possui todos o0s

seus angulos internos retos.

H G

Figura 2.9: Retangulo.

Definicao 2.19. (Paralelogramo) Um paralelogramo € um quadrildtero convexo cujos lados

opostos sdo paralelos.

D, C

A B

Figura 2.10: Paralelogramo.

Definicao 2.20. (Trapézio) Um trapézio é um quadrildtero convexo que possui exatamente
dois lados opostos paralelos. Os lados paralelos sdo chamados de bases e os outros dois sdo
chamados de laterais. Quando trapézio possui dois angulos internos retos ele ¢ denominado
de trapézio retdngulo. Quando as laterais de um trapézio possuem medidas iguais ele é dito

isosceles.

B C H, G L K
-

\ [l , \
A B E F I J
(a) (b) (c)

Figura 2.11: Trapézio (a), Trapézio Retangulo (b) e Trapézio Isésceles (c).

Definicao 2.21. (Losango) Um losango é um quadrildtero convexo cujos lados possuem

medidas iguais.



B
Figura 2.12: Losango.

A seguir, serd apresentada a definicdo de circunferéncia e de alguns de seus

elementos e, na sequéncia, serd apresentado a defini¢ao de circulo.

Definicao 2.22. (Circunferéncia) Seja O um ponto do plano e r um nimero real positivo.
Chama-se de circunferéncia de centro O e raio r ao conjunto constituido por todos os pontos

P, do plano, tais que OP = .

Raio P

Figura 2.13: Circunferéncia.

Definicao 2.23. (Circulo, Corda e Didmetro) Sendo O o centro de uma circunferéncia T,

pertencente a um plano u, de raio r, chama-se de:

a) Circulo ao conjunto constituindo de todos os pontos A, do plano p, tais que 0A < 7;

r

Figura 2.14: Circulo.
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b) Corda a todo segmento que liga dois pontos quaisquer de I’;

B

r
Figura 2.15: Corda.

c) Diametro a toda corda que passa pelo centro O de I'.

r

Figura 2.16: Diametro.
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3. AREAS

Iniciaremos este capitulo apresentando, por meio de um Teorema, uma importante
propriedade que € o fato de que num tridngulo o produto da medida de um de seus lados pela
altura relativa a este lado ser constante, independente da escolha do lado do tridngulo.
Faremos a demonstracdo dessa importante propriedade e, logo em seguida, metade desse
produto serd definido como sendo um nimero real positivo chamado de drea do tridngulo. Na
sequéncia, a partir desta defini¢do, apresentaremos, em forma de teoremas, as férmulas para o
célculo da éarea de um: tridngulo equildtero, hexdagono, quadrado, retangulo, paralelogramo,
trapézio, losango e circulo, bem como as respectivas demonstracdes desses teoremas,
partindo sempre da definicdo da drea de um tridngulo. Na constru¢io deste capitulo foram

consultadas as referéncias: [1], [2] e [3].

Teorema 3.1. Se ABC é um tridngulo qualquer tal que: AB = ¢, AC = b, BC = a, a altura
deste tridngulo relativa ao vértice A mede hy, a altura deste triangulo relativa ao vértice B

mede hp e a altura deste tridngulo relativa ao vértice C mede h., entdo:

a'hA:b'hB:C'hc.

Demonstraciio. Considere um tridngulo ABC qualquer tal que AB = c, AC = b, BC = a.
Seja AD a altura deste tridangulo com relacdo ao vértice A, seja BE a altura deste triangulo
com relacdo ao vértice B e seja CF a altura deste tridngulo com relag¢do ao vértice C, em que
D pertence a reta determinada pelos pontos B e C, em que E pertence a reta determinada pelos
pontos A e C, em que F pertence a reta determinada pelos pontos A e B. Facamos a seguinte

consideracdo: AD = h,, BE = hg e CF = h,. Iremos dividir a demonstracdo em trés casos:

12 Caso: O Triangulo ABC é Acutangulo

Aplicando a defini¢do da razdo trigonométrica seno nos tridngulos retangulos ABD e
BCF, temos:

~ hy ~  h¢
sen B =— e sen B =—.
c a
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B D C B a C
Figura 3.1: Esquema Geométrico da Demonstragao.
Assim:

hy = c-sen B e h: =a-sen B. 3.1)
Multiplicando a primeira igualdade (3.1) por a e a sua segunda igualdade por ¢, obtemos:
a-hA=a-c-senB’ e c-hcza-c-senE. 3.2)
Logo, de (3.2), segue que:
a-hy;=c-h (3.3)

Agora, aplicando a defini¢do da razdo trigonométrica seno nos triangulos retangulos ABE e

ACF, temos:

Figura 3.2: Esquema Geométrico da Demonstragao.
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Assim:
hg =c- sen A e he =b-sen A. 3.4)
Multiplicando a primeira igualdade (3.4) por b e a sua segunda igualdade por ¢, obtemos:
b-hg=Db-c-send e c-hec=b-c-senA. (3.5)
Logo, de (3.5), segue que:
b-hg =c-h. (3.6)
Portanto, de (3.3) e (3.6), concluimos que:
a-hy=b-hg=c-hg.

Ou seja, o produto da medida de um lado de um triangulo qualquer pela altura correspondente

a este lado nao depende da escolha do lado desse tridngulo.

22 Caso: O Triangulo ABC é Retangulo

Inicialmente, note que, neste caso, AB = c = hgy e AC = b = h,. Dai, aplicando a

definicdo da razdo trigonométrica seno nos triangulos retangulos ABD e ABC, temos:

hB—C E
1 hoa
1o
B D C
| o |
a a

Figura 3.3: Esquema Geométrico da Demonstragao.

~  hy . h¢
sen B =— e sen B = —.
c a
Assim:

h, =c-senB e hc = a - sen B. (3.7)

Multiplicando a primeira igualdade (3.7) por a e a sua segunda igualdade por ¢, obtemos:



a-hy=a-c-senB e c-hc=a-c-senB. (3.8)
Logo, de (3.8), segue que:
a: hA =cC- hc. (3'9)

Agora, aplicando a defini¢do da razdo trigonométrica seno nos triangulos retangulos ACD e
ABC, temos:

. h . h
senC=—A e senC=—B.
b a

Assim:

hy=b-senC e hg =a-senC. (3.10)

-‘l-

Figura 3.4: Esquema Geométrico da Demonstragao.

Multiplicando a primeira igualdade (3.10) por a e a sua segunda igualdade por b, obtemos:
a-hAza-b-sené e b-tha-b-sené. 3.11)
Logo, de (3.11), segue que:
a-hy;=D>b-hg. (3.12)
Portanto, de (3.9) e (3.12), concluimos que:
a-hy=b-hg=c-h.

Ou seja, o produto da medida de um lado de um tridngulo qualquer pela altura correspondente

a este lado ndo depende da escolha do lado desse tridngulo.

32 Caso: O Triangulo ABC é Obtusangulo

Aplicando a defini¢do da razdo trigonométrica seno nos triangulos retangulos ACD e

BCE, temos:
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A A B
senC = — e senC =—.
a

S

Figura 3.5: Esquema Geométrico da Demonstracao.

Assim:
hy =b-sen ¢ e hg = a-sen C. (3.13)
Multiplicando a primeira igualdade (3.13) por a e a sua segunda igualdade por b, obtemos:
a-hA:a-b-senC e b-tha-b-senC. 3.14)
Logo, de (3.14), segue que:
a-hy=>b-hg. (3.15)

Agora, aplicando a defini¢do da razdo trigonométrica seno nos tridngulos retangulos ACF e

ABE, temos:

. h .~  hg
sen A =— e senA=?.

L)
e’ s
V7

F

Figura 3.6: Esquema Geométrico da Demonstragao.

26



Assim:
hc=b-senA e hg = c - sen A. (3.16)
Multiplicando a primeira igualdade (3.16) por c e a sua segunda igualdade por b, obtemos:
c-he=b-c-send e b-hg =b-c-senA. (3.17)
Logo, de (3.17), segue que:
b-hg =c-h. (3.18)
Portanto, de (3.15) e (3.18), concluimos que:
a-hy=b-hg=c-hg.

Ou seja, o produto da medida de um lado de um tridngulo qualquer pela altura correspondente

a este lado ndo depende da escolha do lado desse triangulo.

Axioma 3.2. A toda regido poligonal corresponde um niimero real maior do que zero,

chamado de drea dessa regido.

Axioma 3.3. Se uma regido poligonal é a unido de duas ou mais regides poligonais que duas
a duas ndo tenham pontos interiores em comum, entdo sua drea é a soma das dreas daquelas

regioes.

Axioma 3.4. Regioes poligonais limitadas por poligonos congruentes tém dreas iguais.

E claro que todo poligono convexo determina uma regifio poligonal. Nés iremos
tomar a liberdade de usar expressoes do tipo “a drea de um quadrado” quando queremos
dizer realmente “a drea da regido poligonal cuja fronteira é um quadrado”. Em geral
falaremos de “drea de um dado poligono”, quando queremos de fato nos referir a area da
regido cuja fronteira € aquele poligono.

Antes de continuarmos, chamamos a atencdo do leitor para o fato de que, neste
trabalho, usaremos a seguinte notagao:

* Srrian. (aBc) para indicar a drea de um tridngulo ABC;
® ShHex. (aBcpEF) Para indicar a area de um hexagono ABCDEF;

® Souad. (aBcp) Para indicar a area de um quadrado ABCD;
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® Sget. (aBcp) para indicar a drea de um retangulo ABCD;

* Sparal. (aBcp) para indicar a drea de um paralelogramo ABCD;
® Siosan. (aBcp) Para indicar a drea de um losango ABCD;

® Srtrap. (aBcp) Para indicar a drea de um trapézio ABCD;

® Scir. (0,+) para indicar a drea de um circulo de centro O e raio r;

e " =" pararepresentar a congruéncia de poligonos.

Definiciio 3.5. (Area da Regiio Triangular) Metade do produto da medida de qualquer lado
de um tridngulo pela altura correspondente a este lado € denominado de area da regido

delimitada por este triangulo, ou drea da regido triangular.

Chamamos a aten¢do do leitor para o fato de que tomaremos a liberdade de dizer

“drea do poligono” para nos referir a drea da regido delimitada pelo poligono.

Proposicao 3.6. Se ABC é um tridngulo equildtero cujos lados medem | unidades de

comprimento, entdo, a sua drea, denotada por Strizn. (apc) > € igual a:

*-3

STrian. (ABC) = 2

Demonstracio. Seja ABC um tridngulo equildtero cujos lados medem L. Seja AD, D € BC, a
altura desse tridngulo relativa ao vértice A4, cuja medida denotaremos por h, ou seja, AD = h.

Por Teorema da Geometria Euclidiana Plana, sabemos que num tridangulo equilétero a altura

relativa a um lado de um tridngulo também é mediana relativa a este lado. Assim:

BC
2

A

BD = — =

[
>

B /2 D &
Figura 3.7: Triangulo Equilétero.
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Por conseguinte, aplicando o Teorema de Pitdgoras no triangulo retingulo ABD, reto em D,

temos:
l 2
2 _ [ 2
12 = (2) + 2.
Logo:
I\2
2 2 _(_
W= (5)
Ou ainda:
B — 312
4

Como h > 0, concluimos que:

1-V3
h=—.

Entéo, pela Defini¢do 3.5, a drea do tridngulo equildtero ABC, denotada por Srrian. (agc) > €

igual a:
(LB
BC - AD 2
Strian. (ABC) = > = >

Logo:

-
STrisn. (ABC) =

.P.él

Proposicao 3.7. Se ABCDEF é um hexdgono regular cujos lados medem | unidades de

comprimento, entdo, a sua drea, denotada por Syeyx. (apcper)» € igual a:

2-v3\ 3-12-V3
SHex. (ABCDEF) = 6 - 4 = 2 .

Demonstracdo. Seja ABCDEF um hexdagono regular cujos lados medem [ unidades de
comprimento € cujo centro da circunferéncia que o circunscreve seja 0. Da Geometria
Euclidiana Plana, sabemos que todo hexdgono regular é formado por seis triangulos

equildteros congruentes, a saber:
OAB = OBC = 0CD = ODE = OEF = OFA.

Assim, do Axioma 3.4, temos:
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STrig. (0AB) = Strian. (oBC) = Strian. (ocp) = Strian. (ODE) = Strian. (OEF) = Strian. (OFA)

Entdo, do Axioma 3.3, segue que:

SHex. (ABCDEF) = 6 [STrién. (OAB)]- (3.19)

A l B
Figura 3.8: Hex4dgono Regular.

Como OAB € um triangulo equildtero, da Proposicao 3.6, temos:

12-/3

Strian. (0AB) = 4 (3.20)
Logo, substituindo (3.20) em (3.19), concluimos que:
2.3
SHex. (ABCDEF) = 6" 4
| |

Proposicao 3.8. Se ABCD ¢ um quadrado cuja medida lateral mede | unidades de

comprimento, entdo, sua drea, denotada por Sgyaq. (acp), € igual a:

Souad. (apcpy =11 =12

A
Figura 3.9: Area do Quadrado.
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Demonstraciao. Seja ABCD um quadrado cujos lados medem [ unidades de comprimento.
Tracemos a diagonal AC. Comparando os triangulos retangulos ABC e ADC, pela definicao de

quadrado, temos:

AB=CD=BC=AD =1 e B =D =90°.

A l B

Figura 3.10: Triangulos Congruentes (ABC = ADC).

Assim, pelo 12 caso de congruéncia de triangulos, L.A.L, temos:

ABC = ADC.
Com isso, pelo Axioma 3.4, temos:
Strian. (ABC) — Strian. (ACD)* (3.21)
Pelo Axioma 3.3, sabemos que:
Souad. (aBcD) = Strian. (aBc) T Strian. (acp)- (3.22)

Entéo, substituindo (3.21) em (3.22), obtemos:

SQuad. (ABCD) = 2 Srrian, (ABC)- (3.23)

Pela Definicdo 3.5, sabemos que:

B-BC I

Strian. (ABC) = T (3.249)

Logo, substituindo (3.24) em (3.23), concluimos que:

l2
SQuad. (ABCD) = 2 Strian, (4BC) = 2- (5)
Portanto:

Souad. (aBcpy = 1%
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Proposicao 3.9. Se ABCD é um retdangulo tal que: AB =a e BC = b, entdo, a sua drea,

denotada por Sget. (apcp). € igual a:

SRret. (aBcD) = a " b.

Figura 3.11: Area do Retangulo.

Demonstracdo. Seja ABCD um retingulo tal que AB =a e BC =b. Tracemos a

diagonal AC. Comparando os triangulos retangulos ABC e CDA, temos:

e AB = CD (Por Teorema da Geometria Euclidiana Plana);
e B =D = 90° (Por defini¢do de retangulo);

e BC = AD (Por Teorema da Geometria Euclidiana Plana).

Assim, pelo 12 caso de congruéncia de triangulos, L.A.L, temos:

ABC = CDA.

D, a C

A a B

Figura 3.12: Triangulos Congruentes (ABC = CDA).

Com isso, pelo Axioma 3.4, temos:

Strian. (ABC) = Strian. (CDA) (3.25)
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Pelo Axioma 4.3, sabemos que:
Sret. (aBcD) = Strian. (aBc) t Strian. (cpa)- (3.26)
Entéo, substituindo (3.25) em (3.26), obtemos:
Spet. (ABCD) = 2+ Strian. (ABC)" (3.27)

Pela Definicdo 3.5, sabemos que:

Strian. (aBC) = =y (3.28)

Logo, substituindo (3.28) em (3.27), concluimos que:

a-*b
SRet. (aBcD) = 2" Strian. (aBc) = 2 ( 2 )
Portanto:

SRet. (aBcp) = " b.

Proposicio 3.10. Se ABCD ¢é um paralelogramo tal que CD = b e h é a medida de sua altura

relativa a base AB, entdo, a sua drea, denotada por Sparai. (apcp)» € igual a:

Sparal. (aBcp) = b - h.

A b B

Figura 3.13: Area do Paralelogramo.

Demonstracio. Seja ABCD paralelogramo tal que AB = CD = b e cuja medida de sua altura
relativa a base AB seja h. Tracemos a diagonal AC. Comparando os triangulos ABC e CDA,

temos:

e AB = CD (Por Teorema da Geometria Euclidiana Plana);
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e BAC = ACD (Sio angulos alternos internos congruentes);

e AC = AC (Mesmo segmento).

Assim, pelo 12 caso de congruéncia de triangulos, L.A.L, temos:

ABC = CDA.

D b C

A b B

Figura 3.14: Triangulos Congruentes (ABC = CDA).

Com isso, pelo Axioma 3.4, temos:
Strian. (ABC) = Strian. (CDA)- (3.29)
Pelo Axioma 3.3, sabemos que:
Sparal. (aBcD) = Strian. (aBc) T Strian. (cpA)- (3.30)
Entdo, substituindo (3.29) em (3.30), obtemos:
Sparal. (ABCD) = 2 Strian, (ABC)- (3.31)

Pela Definicdo 3.5, sabemos que:

Strian, (ABC) = 2 = 5 3.32)

Logo, substituindo (3.32) em (3.31), concluimos que:
b-h
Sparat. (aBcp) = 2* Strian. (aBc) = 2 (T)

Portanto:

Sparal (aBcp) = b h.
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Proposicao 3.11. A drea de um trapézio é metade do produto do comprimento de sua altura

pela soma dos comprimentos de suas bases.

Demonstracao. Seja ABCD um trapézio, cujas bases sdo os lados paralelos lados AB e CD, e

seja h a medida de sua altura. Facamos a seguinte consideracao:
e AB = by;
o E = bz.

Denotando a drea do trapézio ABCD por Aryap. (apcp)» devemos provar que:

(by +by) h
ATrap. (ABCD) = T

A b1 B

Figura 3.15: Area de um Trapézio.

Para isso, tracemos a diagonal AC. Com isso, o trapézio ABCD fica dividido em dois
tridngulos, a saber: ABC e ACD. Estes tridngulos possuem a mesma altura h, conforme

Figura 3.13. Assim, denotando a drea do tridngulo ABC por Strian. (aBc) € @ drea do tridngulo

ACD por Strian. (acp)y» pelo Axioma 3.3, temos:

STrap. (ABCD) = Strian. (ABC) T STrian. (ACD)- (3.33)

D b2 C

A b, B.._

Figura 3.16: Decomposi¢ao do Trapézio em Dois Tridngulos.
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Pela Definigdo 3.5, temos:

by h b, h
Strian. (aBC) = 1T e Strian. (acp) = 22 : (3.34)

Por conseguinte, substituindo (3.34) em (3.33), obtemos:

bl'h bzh

Strap. (ABcD) = — + > (3.35)
Logo, colocando h em evidéncia em (3.35), concluimos que:
(b1 +b3)-h
STrap. (ABCD) — f
[ |

Proposicao 3.12. A drea de um losango é metade do produto dos comprimentos de suas
diagonais.

Demonstracao. Seja ABCD um losango. Tracemos as suas diagonais AC e BD. Facamos as

seguintes consideragdes:
o AC =d;;
L ﬁ = dz.

Denotando a drea do losango ABCD por Sy osan. (apcp)> devemos provar que:

dl " d2
SLosan. (ABCD) = 5

D

B

Figura 3.17: Area do Losango.

Por Teorema da Geometria Euclidiana Plana, sabemos que estas diagonais se intersectam em
seus pontos médios, digamos M e sdo perpendiculares. Assim:

O B
ST 2 2



Com isso, o losango ABCD fica decomposto de dois triangulos, a saber: ABC e ACD. Dai,

pelo Axioma 3.3, temos:

Stosag. (aBcD) = Strian. (aBc) + Strian. (acp)- (3.36)

Pela Definicdo 3.5, temos:

- . dz —_— . dZ
_ac-m 4 (P) w4 (P e
Strian. (aBC) = =T e  Srrian. (acp) = ST T

Por conseguinte, substituindo (3.36) em (3.37), obtemos:

Siosag. (ABCD) = dll;dz + dl;}dz . (3.38)
Logo:
SLosag. (ABCD) = 2- (d1£'1-d2) .
Portanto:
d,-d,
Aposan. (ABCD) = 2

]

Observacao 3.13. Antes de abordar o Teorema que trata da férmula do célculo da drea de um

circulo, chamamos a atencdo do leitor para o fato que iremos admitir que o leitor tenha

conhecimento de que a razdo entre o comprimento de uma circunferéncia e do seu didmetro é

constante e igual a 7, independente da medida do raio da circunferéncia escolhida, ou seja, se

considerarmos duas circunferéncias quaisquer, digamos I''(0',R") e T"'(0"",R""), e sendo C’ e
C’’ o comprimento dessas duas circunferéncias, respectivamente, entao:

CI CII
2R 2R’

=TI

Teorema 3.14. Dado uma circunferéncia T de centro O e raio R, a drea de um circulo,

delimitado por T'(0, R), denotada por Sy gy, € igual a:

SF(O,R) =T" RZ.

Demonstracao I. Considere uma circunferéncia I' de centro O e raio R. Nela, inscreva um
poligono regular A;A,A3 -+ A, de n lados, conforme Figura 3.18. Note que, a medida que

aumentamos o numero de lados n do poligono regular as  regides:
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0A{A,, OA,A5, -+, 0A,,_14,, OA,A,, se aproximam indefinidamente de serem tridngulos
isésceles, pelo caso L.L.L de congruéncia de tridngulos, congruentes entre si € que possuem

alturas correspondem ao raio R da circunferéncia I', Assim, pelo Axioma 3.3, temos:

Figura 3.18: Area do Circulo.

SF(O,R) = STrién. (0A145) + STrién. (0A5A43) + -t STrién. (0Ap-14n) + STrién. (0ARA):"

Dai, pela Definigdo 3.5, temos:

Ay R Ay R AnaAn R AnACR (3.39)

Srom =7, 2 T 2 2

Como, por hipdtese o poligono A;A,A45 -+ A, é regular, sabemos que:

A1Ay = AA3 = = A1 A, = A, A = b. (3.40)

n segmentos conguentes

Substituindo (3.40) em (3.39), obtemos:

bR R
(3.99) —— (T) = (nb)-5. (3.41)

Agora, note que, na situacdo descrita, tem-se:
n-b=C=2-m-R. (3.42)
Logo, substituindo (3.42) em (3.41), concluimos que:
R
ST(o,R) = (Z'ﬂ'R)'E-
Portanto:
SF(O,R) =T1" RZ.

]
Demonstracao II. Seja I' uma circuferéncia de centro O e raio R. Da Observacdo. 3.13,

sabemos que o comprimento C de I' é igual a: C =2-m-R. Tracemos infinitas
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circunferéncias, todas com centro em O e raios menores do que R. Dai, abrindo cada uma
dessas circunferéncias, ou seja, “desdobrando-as”, de tal forma que cada uma delas se torne
um segmento de reta, e empilhando-as na ordem decrescente de tamanho, de cima para baixo,
em que o ponto de partida é o centro O de I e a tltima circunferéncia a ser “desdobrando” ¢ T,
note que, formam-se indmeros tridngulos semelhantes, uma vez que o0s pontos
0, A4, Az, +++, A,,41 estdo alinhados, assim como estdo alinhados os pontos 0, A,, Ay, -+, 4,
pela Observagdo. 3.13. O maior tridngulo tem altura R e medida da base € = 2w "R,

conforme Figura 3.19. E mais, a édrea desse tridngulo, denotada por Arrian. (04p.,4y)> €

equivalente a area do circulo delimitado por TI', denotanda por Sy (g gy, Ou seja:

An-'ﬁ-l C=2-w-R Ap

Figura 3.19: Areas Equivalentes.

SF(O,R) = Strian. (0Ans14n)"
Assim, pela Defini¢do 3.5, temos:

(2-m-R)-R
SF(O,R) = Strian. (0An4147) = 2 .

Portanto:

SF(O,R) =T1" RZ.
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5. CONSIDERA COES FINAIS

Evidenciamos que o novo formato dos livros de matematica adotados no pais para o
ensino bdsico, aparentemente ndo s6 compromete a qualidade do ensino do ponto de vista do
aluno, como também prejudica o professor, pois a teoria abordada nesses livros passou a ser
minima, levando o professor a ter e a ensinar um conhecimento superficial dos conteudos
matematicos, o que pode tornar nocivo para a educacio, pelo fato do professor ndo possuir
uma fonte de consulta para preparar melhor as suas aulas e que o permita se aprofundar nos
conteudos estudados.

Pesquisas tem apontado que as demonstracdes matematicas constituem um alicerce
indispensavel na construcdo do conhecimento matemdtico e desempenham um papel vital no
desenvolvimento de habilidades cognitivas superiores entre os estudantes. Ao fortalecer a
compreensdo profunda dos conceitos, elas promovem competéncias essenciais, aplicaveis nao
apenas ao campo da matemdtica, mas também em diversas trajetérias acad€micas e
profissionais, [4] e [5].

Ainda segundo essa pesquisa, ao se envolverem com demonstragdes, os estudantes
desenvolvem habilidades de raciocinio dedutivo, aprendem a estabelecer relagdes entre
premissas e conclusdes e fortalecem sua capacidade de andlise e sintese. Essas competéncias
ndo se restringem a matematica, mas estendem-se a outras dreas do conhecimento, sendo
essenciais na formacao de cidadaos criticos e autdonomos, [4] e [5].

Diante de todo o exposto, enfatizamos que os objetivos propostos foram todos
atingidos, uma vez que demonstramos as férmulas das dreas dos quadrildteros notdveis e a
férmula da drea do circulo, todas essas a partir da férmula da drea do triangulo, tratada neste
trabalho como uma definicdo. Ressaltamos que essa defini¢do foi apresentada como um
resultado de uma importante propriedade dos tridngulos que € o fato do produto da medida de
um de seus lados pela medida da altura relativa a este lado ser constante, ou seja, que este
produto independe da escolha do lado do tridngulo.

Destacamos que o que diferencia esta proposta dos modelos adotados nos livros
diddticos, de matemadtica do ensino bdsico do nosso pais, € o fato de: Quebrarmos o
paradigma dos antigos livros didéticos de matematica, em que as demonstracdes das formulas
das dreas dos poligonos e da férmula da drea do circulo partem sempre da drea de um
quadrado. Neste trabalho, o nosso ponto de partida para realizar essas demonstracdes foi, em

todos os casos, a formula do cdlculo da drea uma regido triangular; apresentarmos formalismo
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em toda parte tedrica abordada, no entanto, priorizando uma linguagem de facil compreensao
por parte do leitor; Usarmos todo um raciocinio 16gico nas demonstracdes dos teoremas;
Termos evitado pular etapas nas demonstragdes matematicas para ndo “quebrar” a fluidez do
texto por parte do leitor; Termos inserido um nimero significativo de figuras para que o leitor
possa visualizar, por meio de imagens, aquilo que estd escrito no texto. Com isso, este

trabalho pode ser considerado um Produto Educacional de Apoio Didatico.
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